Prof. M. Schwarz Analysis fiir Physiker 2

Beweis von Thm I.1.11 (Lebesguesches
Integrabilitdtskriterium)

Gegeben: R C R™ Rechteckmenge, f: R — R beschrinkte Funktion.

Zu zeigen: ... f ist R-int’bar < D = { x| f unstetig bei x } ist eine Nullmenge.

Schritt 1: Sei D eine Nullmenge. Dann existiert fiir jedes € > 0 eine Folge von Rechteckmengen I3, I, . ..

DcLULU... und E:wx@)<a.
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Schritt 2: Sei & € R\ D, also f ist stetig in £. Daher existiert eine Rechteckmenge J(§) so daR
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Ee J©) und fiir alle z € RN J(€) gilt | f(z) — f(§)| <
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also insbesondere
sup f(z)— inf f(x) < €.
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Wir haben also eine Auswahlfunktion R\ D 3 & — J(§).
Schritt 3: Also ist
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mit

eine offene Uberdeckung der kompakten Rechteckmenge R. Aus der Kompaktheit folgt, dass es eine

endliche Teiliiberdeckung gibt, also ¥ € Nund » € Nmit&y,...,& € R\ D, so da

RCIU...ULUJE)U...UJE).

Wir bilden nun durch Verldngerung der Kanten von I, ..., J(&,) eine Zerlegung Z von R, und zwar

die grobste Zerlegung von R, so dal} alle Teilrechtecke von Z in mindestens einem der I, ...

liegen.

(&)

Es seien R’ eine Menge von Teilrechtecken, die alle in einem der I, . . ., Ij; liegen, R” eine Menge von
Teilrechtecken, die alle in einem der J(&;), ..., JJ(& ) liegen, so daB R’ U R” alle Teilrechtecke der

Bitten wenden!



Zerlegung Z umfasst und R’ N R = .
Dann gilt:

U(f.2) = L(£,2) = Y (supf—inffoa(I) + Y (supf—inff)uva(l).

I'eR’ 1 I"eR! 1"
Da f auf R beschrinkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit —¢ < f(x) < c¢f.a. x € R. Daraus folgt
supf—i?ff <2 fal'eR.
I !

Aus Schritt 1 folgt somit
Z (sup f —inf f) v, (I') < 2cz.
rer: 1 r

Aus Schritt 2 folgt

sup f — ilnff <e fa. I" e R”
I,, 1"

und somit
Z (sup f —inf f) v (I") < evp(R).
rerr 1" r
Also gilt insgesamt
U(f,Z)— L(f, Z) < [2c+ va(R)]e.

Somit ist das Riemann-Kriterium (Satz 1.1.2) fiir f erfiillt und f ist Riemann-integrierbar.

Y= Sei nun umgekehrt f R.-int’bar.
Zu zeigen ist: D(f) = {x € R f ist nicht stetig in z } ist eine Nullmenge.

Schritt 1:

Schritt 2:

Es sei
So(f) = {z € R|VUmgebung Uvon z Iy € UNRsd. |f(z)— f(y)| >%},

d.h.inz € S,,(f) springt f um mindestens L.
Dann gilt: D(f) = S1(f) US2(f)U....
Es bleibt also zu zeigen: Jedes S,,( f) ist eine Nullmenge.

Sein € Nmit S, (f) # 0. Nach dem Riemann-Kriterium (Satz 1.1.2) existiert eine Zerlegung Z von R,
so dafl
U(f,Z) _L(faZ) <

Sei R die Menge aller Teilrechtecke von Z, also

.5 U (Sannd) u | (Sannon.
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Da 01 jeweils eine Nullmenge ist, ist die zweite Vereinigunsmenge ebenfalls eine Nullmenge. Es geniigt

also die Menge R’ aller der Teilrechtecke I’ zu betrachten, fiir die gilt S,,(f) N 1" # (.
Also

3 (sup £ —inf f)on(I') < U(1.2) = L(f,2) < %

I'er!
Da nach Definition von Sy, (f) gilt: sup;, f —infy f > % folgt
Z vo(I') <e.
I'eRr!
Also ist S, (f) eine Nullmenge und somit auch D(f).



