Analysis 4 fiir Physiker, Serie 4, Losungen

1. Essei H=12([-1,2])und

-2, -1<x<0,
0, x =0,
X)=
§(x) 1, 0<x<l1
el—x, l<x<2.

(a) Zeigen Sie, dass der Multiplikationsoperator T,: H — H, Ty f = g f beschrédnkt ist
und berechnen Sie seine Norm || Ty ||

(b) Bestimmen Sie sein Punktspektrum o (7). Geben Sie zu jedem Eigenwert min-
destens zwei linear unabhédngige Eigenfunktionen an. Welche Dimension haben die
Eigenrdume?

(c) Bestimmen Sie den Spektralradius r(7;) und das Spektrum o (7). 6P

2. Welche der folgenden partiellen Differentialoperatoren L, die auf C3({2) definiert sind,
N={x,y)eR?|x>0, y >0}, sind linear? Welche der PDGIn L(u) = 0 sind linear,
semilinear bzw. quasilinear? 3P

(@) L(u)=ux+uy,
(b) L(u)=uy+uu,,
(© Lu)=u,+u,
(d) L(u)=ux+uy+x,

(e) L(u)=uxVx?+1cosy + Uy, — uarctan (;C—/) ,

() L(u)=uytyyttyy +x°Uy.

Lésung. (a) L[u] = u, + u, ist ein linearer Operator. L [u] = u, + u, = 0 ist eine lineare
PDGL.

(b) L[u] = uy+uu, istkeinlinearer Operator,da L[Au] = Au,+A%uu, # Au,+Auu, =
AL[u]. L{u]=0ist eine quasilineare PDGL.

() L{u] = uy + u; ist kein linearer Operator und die PDGL L[u] = 0 ist nicht quasili-
near, nicht semilinear und nicht linear.

(d) L[u] = uxx+uy,+x istkein linearer Operator,da L{u + V] = Uy, + Vs + Uy +v, +x #
Uyy + Vxx+ Uy +v,+2x=L[u]l+ L[v]. L[u] =0 ist eine linearer PDGL.

(€) L{u] = uyy/x*—1cosy + Uy — U arctan(f) ist ein linearer Operator. L[u] = 0 ist
eine lineare PDGL.

(f) L{u] = uxuy, uyy +x*u, ist kein linearer Operator und L[u] = 0 eine nicht quasili-
neare, nicht semilineare und nicht lineare PDGL. ]

3. Bestimmen Sie die allgemeine Losung u € C*(IR?) der PDGI 3u,, + uy,, =0. 3P
Lésung. Die PDGL lésst sich auch schreiben als

0
Buy+uyy, = E(Z%u +u,)=0.



Folglich muss gelten, dass 3u + u, = a(x) ist. Die Losung der zugeh6rigen homogenen
gew. DGL lautet u;, = b(y)e=3*. So ergibt sich als allgemeine Losung der PDGL also
u(x,y)= B(y)e~* + A(x) mit A(x), B(y) € CX(R).

. (a) Zeigen Sie, dass u(x,t) = p(x —at)+yY(x +at), ¢,y € C}(R) die eindimensionale
Wellengleichung erfiillt.

(b) Finden Sie die allgemeine Losung u € C?(£2), 2=(RR\{0}) x R von

0
a (xzux) = xzuyy.
Hinuweis fiir (b): Substituieren Sie v = x u und verwenden Sie, dass die Funktion u(x, t)
aus (a) die allgemeine Losung der Wellengleichung ist. 4P
Losung. Sei im folgenden v =x —at,w =x+at. Also Z—Z = 53—’;’ =1und —% = aa—‘f =a.
Es folgt fiir die zweite Ableitung nach der Ortsvariablen x:
J’u 0

’ ov / ow o ov ’ " ow 2_ ” ”
— - (v vt )=o) (5] +wrw (52 ) =ewr+ )

dx?
Analog folgt fiir die zweite zeitliche Ableitung:

a 2 u 4 /7
Froin a* (¢"(v)+y¢"(w))
t
Aus der eindimensionalen Wellengleichung ergibt sich durch einsetzen:

32 u a 2 u Vi Vi Vi ”
@' == =57 =@ (P W+ (W)= (") +y"(w)) =0
Es handelt sich bei u(x, t) also wie behauptet um eine Losung der eindimensionalen
Wellengleichung.

(b) Mit der Substitution v =xu also u ==, Uy == — 7, Uyy = U)yc—y lautet die PDGL

x’ x

a(xvx— V)=XUy,

D Uy +XVyx — Uy =XUVyy = Uxy — Uy, =0

Also lautet die allgemeine Lésung der AusgangsPDGL:

u= (plr =)+ +y) mit oy €CR)

. Losen Sie u, + u, + u =1, beziiglich der Anfangsbedingungen
u=sinx, aufderKurve y=x*+x, x>0.

4P

Lésung. Die charakteristischen Gleichungen und die parametrische Form der Anfangs-
kurve lauten

x:(t,8)=1, yi(t,8)=1, ut,s)=—u+1,
x(0,8)=s, y(0,5)=s*+s5, u(0,s)=sins.



Die Losungen der charakteristischen Gleichungen lauten:

X(t,S):t+f1(S), y(tys):t_i_fZ(s)) u(trs):f3(s)*e_t+l'
Aus den Anfangsbedingungen folgt nun:

x(t,s)=rt+s, y(t,s)=s*+s+r1, u(t,s)=(sins —1)e " +1.
Durch Einsetzen von s = /y —x, t =x — ,/y — x folgt als Losung:

u(x,y)= (sin,/y—x—l)e |



