
Gruppe B

Test — Analysis 4 für Physiker

06.06.2007

Sie haben 60 Minuten Zeit zum Lösen der 4 Aufgaben. Benutzen Sie bitte für jede Aufgabe ein

extra Blatt. Schreiben Sie auf jedes Blatt leserlich Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer.

Schreiben Sie in Sätzen und begründen Sie Ihre Antworten. Taschenrechner und Aufzeich-

nungen sind nicht erlaubt. Bitte schalten Sie Ihr Handy aus. Notieren Sie zum Schluss auf

Ihrem ersten Blatt, wie viele Blätter Sie abgeben.

Viel Erfolg!

Aufgabe 1: Für a > 0 sei f a :R→R gegeben über f a (x ) =H (−x )eax , wobei H die Heaviside-

funktion H =χ(0,+∞) ist.

Zeigen Sie, dass f a ∈ L1(R) und berechnen Sie für a ,b > 0, a 6= b , die Faltung f a ∗ f b . 3 P

Lösung. Wegen

∫R f a (x )dx =

∫ 0

−∞

eax dx =
1

a
eax
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�

�

∞

0

=
1

a
(1−0) =

1

a
<∞

ist f a integrierbar aufR.

Nach Definition ist

f a ∗ f b (x ) =

∫R f a (y ) f b (x − y )dy =

∫RH (−y )ea y H (−x + y )eb (x−y )dy =

wegen der Faktoren H (−y )H (y − x ) kommt nur in Frage y < 0 und x < y , also insgesamt

x < 0 und y ∈ (x ,0)

=H (−x )

∫ 0

x

ea y+bx−by dy =H (−x )ebx

∫ 0

x

e(a−b )y dy

=H (−x )ebx 1

a −b
e(a−b )y
�

�

0

x
=H (−x )

1

a −b

�

ebx − eax
�

.

Integral berechnen: 1 P

Faltungsformel aufschreiben, einsetzen: 1P

Faltung berechnen: 1 P

Aufgabe 2: Lösen Sie das Anfangswertproblem inR2 :

ux −u y = u 2, u (x ,x ) = 1.



4 P

Lösung. Das charakteristische Gleichungssystem und die Anfangskurve lauten:

x t (t ,s ) = 1, x (0,s ) = s , (1)

yt (t ,s ) =−1, y (0,s ) = s , (2)

u t (t ,s ) = u 2, u (0,s ) = 1. (3)

Die allgemeine Lösung lautet also x (t ,s ) = t + s , y (t ,s ) =−t + s . Lösung der gDGl u ′ = u 2 =
du

dt
:

dt =
du

u 2
=⇒ t −C =−

1

u
=⇒ u (t ,s ) =

1

C − t
.

Die Konstante C wird aus der Anfangsbedingung bestimmt:

1= u (0,s ) =
1

C
=⇒ C = 1=⇒ u (t ,s ) =

1

1− t
.

Auflösen der ersten beiden Gleichungen nach s , t liefert t = 1

2
(x − y ) und damit

u (x ,y ) =
1

1− 1

2
(x − y )

=
2

2−x + y
.

charakteristisches GS und Anfangskurve: 1 P

Allg. Lösen des charakterist. GS: 1 P

Spezielle Lösung (AWP) der char. GS: 1 P

Auflösen nach s , t und Einsetzen: 1 P

Aufgabe 3: Bestimmen Sie den Typ der partiellen DGL und bestimmen Sie eine geeignete

Koordinatentransformation, ξ= ξ(x ,y ) und η= η(x ,y ), sodass die Gleichung auf charakte-

ristische Form transformiert wird:

ux x +2ex ux y +(e
2x −1)u y y −ux +4y = 0.

4 P

Hinweis. Das Ausführen der Transformation wird nicht verlangt.

Lösung. 1 P. Die Koeffizientendeterminante ist−1 und damit ist die Gleichung hyperbolisch:
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1 ex

ex e2x −1

�

�

�

�

= e2x −1− ex 2
= e2x −1− e2x =−1.

Die Gleichung der charakteristischen Linien lautet:

(y ′)2−2ex y ′+ e2x −1= 0

Diese gDGl besitzt zwei Lösungsscharen

y ′1,2 = ex ±
p

e2x − e2x +1= ex ±1.

Integration bzgl x liefert die Lösungen

y = ex +x + c1, y = ex −x + c2.

2



Die Integrationskonstanten c1 und c2 sind die neuen Variablen, die die Transformation auf

charakteristische Form realisieren:

ξ= ξ(x ,y ) = y − ex −x , η(x ,y ) = y − e−x +x .

Typ: 1 P

charakteristische Gleichung aufstellen: 1 P

charakteristische Gleichung Lösen: 1 P

Transformation ablesen: 1 P

Aufgabe 4: Es sei H = ℓ2 der komplexe Hilbertsche Folgenraum. Für x = (xn ) ∈H definieren

wir den linearen Operator

T (x ) =

�

xn

n

�

=

�

x1,
x2

2
,

x3

3
, . . .

�

.

(a) Zeigen Sie, dass für alle x ∈H gilt: T (x ) ∈H . 1 P

(b) Berechnen Sie ‖T ‖. 1 P

(c) Bestimmen Sie das Punktspektrum von T . 2 P

(d) Berechnen Sie die Resolvente Rλ(T ) von T an der Stelle λ= 3 und deren Norm. 3 P

Lösung. (a), (b) Es ist

‖T (x )‖2 =

∞
∑

n=1

|xn |
2

n 2
≤

∞
∑

n=1

|xn |
2
= ‖x‖2 <∞.

Folglich gilt T (x ) ∈H . Die obige Abschätzung liefert außerdem ‖T ‖ ≤ 1, denn für alle x ∈H ,

x 6= 0 ist ‖T (x )‖/‖x‖ ≤ 1.

Die obere Schranke 1 wird angenommen, denn für x = e1 = (1,0,0, . . . ) gilt T (e1) = e1 und

damit ‖T (e1)‖/‖e1‖= 1.

obere Schranke wird angenommen: 1 P.

(c) Man erkennt, dass für alle n ∈N und die Standardbasisvektoren en = (0, . . . ,1,0, . . . ) ∈ H

gilt

T (en ) =

�

0, . . . ,
1

n
·1,0, . . .

�

=
1

n
en .

Also ist 1/n Eigenwert zum Eigenvektor en . Dies ist das vollständige Punktspektrum, da die

Eigenwertgleichung T (x ) =λx keine weitere Lösung hat. Angenommen es gäbe einen Eigen-

wert λ, der von 1/n verschieden ist, dann gilt wegen (T −λ)x = 0:

(1−λ)x1 =

�

1

2
−λ

�

x2 = · · ·=

�

1

n
−λ

�

xn = · · ·= 0.

Also erhält man x1 = x2 = · · ·= 0 also x = 0; dies ist aber kein Eigenvektor! Die Annahme war

falsch, 1/n ,n ∈N sind die einzigen Eigenwerte.

alle EW / EV angegeben: 1 P

keine zusätzlichen: 1 P

(d) Nach Definition ist R2(T ) = (T − 2I )−1, falls die rechte Seite existiert und beschränkt ist.

Da die Folge (βn ) =
�

n

1−2n

�

konvergent ist (gegen −1/2), ist der zugehörige diagonale Multi-

plikationsoperator Tβ beschränkt durch

sup
n∈N ��βn

�

�= sup
n

1

2− 1

n

=
1

infn (2−
1

n
)
=
�

�β1

�

�= 1.
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Also gilt


Tβ


≤ 1. Ferner gilt:

(T −2I )

��

n

1−2n

�

xn

�

=

�

1

n

n

1−2n
xn

�

−

�

2n

1−2n
xn

�

=

�

1−2n

1−2n
xn

�

= (xn ).

Analog erhält man Tβ ◦(T −2I ) = I . Somit ist Tβ die Resolvente von T bei λ= 2.

Angabe von Tβ : 1 P

Beschränktheit: 1 P

Nachweis der Resolventengleichung: 1 P

(e) Bemerkung: Das Spektrum ist abgeschlossen, enthält also mindestens den Abschluss des

Punktspektrums:

σ(T ) = {0}∪

§

1

n
| n ∈Nª .

In der Tat hat das Spektrum keine weiteren Punkte.

Klage nicht, handle!

Hölderlin
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