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Kapitel 5

Hilbertraum

5.3 Lineare Operatoren im Hilbertraum

In diesem Abschnitt behandeln wir beschréankte lineare Operatoren, adjungierte Operato-
ren. Das Spektrums eines beschrdankten Operators wird untersucht. Als Grundkérper wihlen
wir immer K =R oder K=C.

5.3.1 Beschrinkte lineare Operatoren

Es seien (Ey, ||||;) und (E>, ||||,) normierte lineare Raume. Aus dem Abschnitt ,, Topologie und
Metrische Rdaume“ wiederholen wir den Begriff der Stetigkeit: Eine Abbildung T: E; — E,
heildt stetigin x, € E;, wenn fiir alle Folgen (x, ) aus E; mit x,, — X, in E; folgt, dass T(x,) —
T(xo) in E,. Die Abbildung T: E; — E, heil3t stetig, wenn T stetig ist in jedem Punkt von E;.

Definition 5.1 (a) Eine lineare Abbildung T': E; — E; heil3t beschrdinkt, falls es eine positive
Konstante C > 0 derart gibt, dass

IT(x)|[, <C|lx||,, furalle xe&E;. (5.1)

(b) Angenommen T': E; — E, ist beschridnkt, dann ist die Operatornorm || T|| von T die klein-
ste derartige Zahl C, fiir die [@.1) fiir alle x € E; gilt. Also ist

|T||=inf{C>0| VxeEy: ||T(x)|, < C||x|}. (5.2)

(a) Eigenschaften der Operatornorm

Es gilt:
T
(@) [Tl= UP{” ||§CJ|C|)”2|XGEDX750}; (5.3)
1
(b) Tl =sup [Tl [llxlh =1} (5.4)
(©) Tl =sup{I T, | llx[l, =1} (5.5)
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Beweis. Def. — (a): In der Definition kann man auf x = 0 verzichten, so dass

I Tl
%1l

die kleinste obere Schranke aller Werte ”m)z”] , X #0ist.

(a) < (c): Wir konnen uns bei (a) auf normierte Vektoren ||x|| = 1 beschrianken, denn

IT(@)l, _ 1eITl, _ N7,
laxll, — lalliel, el

||| =inf{C > 0| <CVx#0},

(b) < (c): Sei y € E; mit ||y|| =a <1und x = y/a. Dann ist x ein normierter Vektor und
es gilt | T(y)]|, = allT@)ll, < IIT()ll,- Damit ist supy,, < [ITll; < supy,_, I7(x)]l,. Die

umgekehrte Ungleichung ist aber auch klar, da die Referenzmenge ||x|| < 1 die Menge der x
mit [|x|| = 1 umfasst. Das Supremum der groleren Menge ist nicht kleiner. ]

Man beachte, dass aus (a) folgt, dass || T|| ebenfalls eine obere Schranke fiir alle || T'(x)||, / || x|,
ist, also

T
X£0: Il (x)“ZS”T”
1]y
bzw.
VxeEy: ([T, <IIT|lxll; . (5.6)

Satz 5.1 Essei T: E; — E, eine lineare Abbildung zwischen den normierten Ridumen E; und
E>.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) T ist beschrdnkt.
(b) T ist stetig.
(c) T ist stetig in einem Punkt x, € E;.

Beweis. (a) — (b). Dies folgt aus der Linearitdt von T und obiger Eigenschaft (G.6):
1TCx1) = TCe)ll = 1T (er = x| < [T ]2e1 — X2l

und T ist sogar gleichméilig stetig auf E,.

(b) impliziert trivialerweise (c).

(c) — (a). Es sei T stetigin x,. Sei € > 0. Dann existiert ein 0 > 0, sodass fiir ||x — x,|| < 0 folgt:
|| T(x)— T(x0)|| < €. Wir setzen y := x — X, dann folgt aus ||y || <0

|T(y +x0)— T(xo)|| = || T)|| < &

Sei nun z € E; mit ||z|| < 1. Dann hat man ||6/2z|| < §/2 < &; folglich ist ||T(6/2z)|| < .
Wegen Homogenitdt von T folgt weiter, ||T(z)|| < 2¢/6; und somit nach Eigenschaft (©.4)
||T]| <2&/6. Also ist T beschrinkt. (]

Notation. Es seien E und F normierte lineare Riume. Mit Z(E, F) bezeichnen wir die Menge
aller beschrdnkten linearen Abbildungen von E nach F. Im Falle E = F schreiben wir einfach
Z(E)fir Z(E,F).
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Satz 5.2 (a) Es seien E und F normierte lineare Ridume. Dann ist £ (E, F) ebenfalls ein nor-
mierter linearer Raum, wenn wir die lineare Struktur durch

S+ T)x)=S(x)+T(x), (AT)x)=AT(x)

definieren, wobei S, T € ¥ (E, F), A € K. Zusammen mit der Operatornorm ||T|| wird £ (E, F)
ein normierter linearer Raum.
(b) WennT e Z(E,F)undSe ¥ (F,G), soistSTeZ(E,G)und||ST| <||SI|IT]l.

Beweis. (a) Wir weisen die drei Normeigenschaften nach. Wenn ||T|| = 0, so || T(x)||, = 0 fiir
alle x € E. Wegen der Definitheit in F folgt T(x) = 0 fiir alle x. Das hei3t aber T = 0. Wei-
terhin ist fiir alle A € K und x € E, ||[(AT)(x)|| = |AT(x)|l, = | A||| T(x)||,. Geht man hier zum
Supremum iiber alle x € Ej, ||x||; <1 iiber, so hat man |[|[AT|| = |A|||T||. Wir zeigen, dass die
Summe S+ T zweier beschriankter linearer Operatoren wieder beschrinkt ist. Sei also fiir alle
x € E||T)|| Z|TIx|| und [|S(x)|| < |IS]| [|x]|, so folgt nach Dreiecksungleichung in F

1S+ TN = 1)+ TN < IS+ IT I < WSI [T+ NI HlxelE = QIS+ 1T -

Somit ist S+ T beschrdnkt und fiir die Operatornorm ist die Dreiecksungleichung ||S+ T|| <
IS||+ || T|| erfillt.
(b) Fiir alle x #0, x € E gilt

ISCTGNI _ ISCTCI [T ()]
[l NGOl il

<IISIHITY.

Hieraus folgt nach Definition, ||S-T'|| < ||S|| || T|l. |

Man beachte, dass .Z(E, F) vollstindig ist, genau dann, wenn F vollstdndig ist.

(b) Beispiele

Beispiel 5.1 (a) .Z(R",R™) bzw. R™*" ist mit der Operatornorm ein normierter linearer
Raum. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normierten Riumen ist be-
schréinkt. Ist A = (a;;) eine Matrixdarstellung von T € Z(IR",IR™), so ist ||T|| = [|A|l <

1
2\ 2 .. .
(Zi,j|aif| )2. Fir x =(x4,...,x,) € R" erhalten wir

n n
T(x)= (Zaljxj, ...,Zamjxj) ;
j=1 j=1

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU) also

n 2 n m 2
E ai]-x]- S E E |a,~jx]-|
=1 i=1 \j=1
m n

n n
2 2 2 )
SHATIONEA =(§ a?j) > Jxi [ =2 Il
J=1 ij j=1

i=1 j=1

m

ITEE=

i=1
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wobei C= /Y. i aﬁj. Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Der Dualraum E’ = Z(E,K) der stetigen linearen Funktionale auf E ist ein vollstandi-
ger normierter Raum. (Vgl. Ubungsaufgabe 1.3 und 1.4). Sei insbesondere E = H ein Hil-
bertraum, dann sind nach V.1.4 alle linearen Funktionale ¢,(x) = (x, y), X € H, stetig mit
||¢y || = || y || Umgekehrt sind alle stetigen linearen Funktionale F von dieser Gestalt, F =9,
fiir ein geeignetes y € H. Nach der obigen Bemerkung und wegen der Vollstandigkeit von R
und C ist der Dualraum E’ stets ein vollstdndiger normierter Raum (Banachraum).

(c) Essei H=1?((0,1)), g €C([0,1]),

T, (f)t)=g(t)f(t), feH, te(0,1)

definiert einen beschrinkten linearen Operator auf H. (Siehe UA 2.1)
(d) Essei H=12((0,1)), k(s,t)€L?([0,1] x [0,1]). Dann definiert

1

(Kf)(t)Zf k(s,0)f(s)ds, feH=L*[0,1])

0

einen beschriankten linearen Operator K € ¢ (H). Es ist

2 1
< (J‘Ikis,tﬂ|f1s)|ds)
0

1 1
sf Ik(s,t)lzdsf | £(9)] ds
CSU 0 0

1
:f | k(s, )1 ds ||£][5,-
0

kol < | ([ ws.of as)arl
0 0

|KI = Wellgoeion || ]

Das beweist K f € H und mehr noch || K|| < |kll;2(,72)- Man nennt K einen Integraloperator
und k(s,t) den Kernvon K.
(e) Essei H=12(R),a € R,

2

|mmﬁ=fMHWMs
0

Also,

(Vaf)t)=f(t —a), teR,

definiert einen beschrénkten linearen Operator den so genannten Verschiebungsoperator
(oder Shift-Operator). Tatsdchlich gilt

Vaf

= [ Iru-af a= [ rof =
R R

da alle Quotienten Vu(f)H / ||f|| =1sind, folgt || V;||=1.
(f) H=/{,. Wir definieren den Rechts-ShiftS (oder rechten Verschiebungsoperator) durch

S(xl,XQ,...):(O,X1,XZ,...).
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Offenbar gilt ||S(x)|| = ||x|| = (Z;OZI | X, |2) 2, Somit gilt auch hier ||S||=1.
(g) Es sei E; =C!([0,1]) und E, = C([0, 1]). Wir definieren den Differentiationsoperator

(DAYB)=Ff(1), feC'((0,1]), t[0,1].
Sei ||f||1 = ||f||2 = ISEI;)IL | f(t)|. Dann ist D linear aber unbeschriankt. Sei namlich f, (1) =¢".

Dann gilt | fn||,=1und Df,(t)=nt""!, so dass ||Dfn 2/| fn
+o00 fiir n — 00. D ist unbeschrinkt.

, = h. Somit gilt ||Tfn

lzn—)

Wihlt man jedoch eine andere Norm in E;, ndmlich ||f||1 = sup | f(x) | + sup | f'(¢) | und die
t€l0,1] t€[0,1]

Norm in E, wie oben, dann ist D beschrankt, denn

|T£]l,= sup | £ )| <[ £]l, = ITI1<1.
t€(0,1]

5.3.2 Der adjungierte Operator

In diesem Abschnitt sei H stets ein Hilbertraum und £ (H) der Raum der stetigen (be-
schriankten) linearen Operatoren auf H.
Es sei T € Z(H)beschrankt und y € H fixiert. Dann definiert

F(x)=(T(x),y), x€H

ein stetiges lineares Funktional auf H. In der Tat ist F als Verkniipfung zweier linearer Abbil-
dungen T und (-, y) eine lineare Abbildung. Ferner ist F stetig, da sowohl T als auch (-, y)
stetig sind.

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem in V.1.4) existiert ein z € H mit

(T(x),y) =F(x)=(x, z).

Diese Korrespondenz (T(x),y) = (x, z), x € H, die auf diese Weise jedem y ein z zuord-
net bezeichnen wir als z = T*(y). Wir zeigen, dass T* linear ist. Sei dazu z, = T*(y,), also
(T(x), 1) = (x, z1), x € H. Addiert man beide Gleichungen, so hat man (T(x),y +y) =
(x,z+2z,), x € H; somit gilt T*(y +y,) = z+ 2z, = T*(y)+ T*()1). Analog folgt durch Multipli-
kation mit A, (T(x), Ay ) =(x, Az), x € H; also T*(Ay)=Az = AT*(y).

Definition 5.2 Die oben beschriebene Abbildung T*: H — H, z = T*(y), ist linear. Es gilt
(T(x),y)=(x, T"()), x,y€H. (5.7)
T* heilt der zu T adjungierte Operator.

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt
|F@)=[(TC), ) | 2 1T |y || =0Ty i)
Folglich ist F beschrankt mit

IEN<IT1 |y |
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In V.1.4 wurde gezeigt, dass || F|| = ||z|| = || T*(y)” gilt. Somit ist
IT*W)| <iTillly||  baw. || T¥| <HTII. (5.8)

Satz5.3 Esseien T, T,, T, € < (H). Dann ist T* beschréiinkt mit || T*” =||T||. Es gilt ferner

@) (h+TY* =T+ T, und

(b) (AT =2 T*.

© (ML) =T T

(d) Ist T invertierbar in £ (H), so auch T*, und es gilt (T*)~! = (T-1)*.

(e) (T*)*=T.

Beweis. (e) Fiir alle x,y € H gilt

(2, (") = (T*x), y) = (y, T(x)) = (T(y), x) = (x, T(¥)),
daher ist fiir alle x,y € H, (x, T**(y)— T(y)) = 0. Setzt man x = T**(y)— T(y), so erhélt man
|| T*(y)— T(y)” =0 also T**(y)= T(y) fiir alle y. Das heilt aber, T**=T.
AuRerdem gilt || T|| = ||T**|| < ||T*||, sodass ||T*|| =||T]l.
(a) Fiir alle x,y € H ist
(T + B)(x), y) = (L(x)+ T(x), y) =(Ti(x), y) +{B(x), y)
=(x, ') +(x, T'0)) = (x, (T*+ T)»)).

Hieraus folgt (a). Die Teile (b), (c) und (d) verlaufen dhnlich leicht. ]

Eine Abbildung *: A — A einer Algebra in sich, so dass die Eigenschaften (a), (b) und (c)
erfiillt sind, heillt Involution, eine Algebra mit Involution heil3t x-Algebra. Wir haben gese-
hen, dass .Z(H) eine nichtkommutative *-Algebra ist. Ein Beispiel fiir eine kommutative -
Algebra ist C(K), die Algebra der stetigen Funktionen iiber einer kompakten Menge, wobei
die Involution gegeben ist durch f*(x)= m

Beispiel 5.2 (Fortsetzung von Beispiel G.1)
(a) H=C", A=(a;;) € C™". Dann gilt A* = (b;;) mit den Matrixelementen b;; = a,;. Es ist
namlich

(Ax,y)= < (Zn:aijxj) ,y> :zn:zn:aijxjﬁzzn:xj -Zn:a_ijyi =zn:xj(B—y)j: (x, By).
j=1 ; i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

(b) H=12([0,1]), T} = T.

(c) H=12(R), V,(f)(¢)= f(t — a) (Verschiebungsoperator), V¥ = V.

(d) H ={,. Der Rechts-Shift S war gegeben durch S((x,)) = (0, x;, x2,...). Wir berechnen sei-
nen Adjungierten.

(S(), ¥) =D xwayn =D Xy = (61, %2,...), (12,4, ---)) = (), S¥ (1)) -

Also ist S*((,)) = ()2, s, ... ), das ist der Links-Shift.
(e) Multiplikation (x,)— (a,x,) in £,. (siche UA 2.1)
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5.3.3 Klassen beschrinkter linearer Operatoren

Es sei H ein komplexer Hilbertraum.

(a) Selbstadjungierte und normale Operatoren

In der Quantenmechanik spielen die (unbeschrankten) selbstadjungierten Operatoren die
wichtigste Rolle.

Definition 5.3 Ein Operator A € .Z(H) heil3t

(a) selbstadjungiert, falls A*=A,
(b) normal , falls A*A=AA¥*,

ein selbstadjungierter Operator A heilst positiv, falls fiir alle x € H gilt (A(x), x) > 0. In diesem
Fall schreiben wir A > 0. Sind A und B selbstadjungiert, so schreiben wir A > B, falls A—B > 0.

Bei vielen Eigenschaften spielen die Polarisierungsidentitéiten eine wichtige Rolle. In einem
(reellen oder komplexen) Hilbertraum erhélt man das innere Produkt auch aus der Norm

zuriick:
(x,y)zi(||x+y||2—||x—y||2), falls K=R. (5.9)
(x,y)zi(||x+y||2—||x—y||2+i||x+iy||2—i||x—iy||2), falls K=C. (5.10)

Im Falle eines komplexen Hilbertraumes kann man in dhnlicher Weise (A(x), y) durch Ter-
me der Form (A(z), z) ausdriicken. Im reellen Hilbertraum geht das nicht.

4(A(x), y) =(Alx+y), x+y) = (Alx—y), x —y) +
+i{A(x +iy), x+iy) —i{A(x —iy), x —iy). (5.11)

Diese Identitdt wird in folgender Weise ausgenutzt:
(A(x), x)=0 firalle x € H liefert A=0.

Tats#chlich folgt aus G:IID, dass (A(x), y) = 0 fiir alle x,y € H. Insbesondere gilt dies fiir
¥ =A(x), so dass ||A(x)|| =0, also A(x) =0 fiir alle x € H gilt; folglich ist A=0.

Bemerkung 5.1 (a) A ist normal genau dann, wenn ||A(x)|| = ||A*(x)|| fiir alle x € H. In der
Tat, ist A normal, so gilt fiir alle x € H, dass (A*A(x), x) = (AA*(x), x), was zur Folge hat,
dass AP = (A(x), A(x)) = (A*(x), A*(x)) = ||A*(x)|]". Umgekehrt folgt aus der Polari-
sierungsidentitit (A*A(x), x) = (AA™(x), x) ((A*A—AA*)(x), x) = 0 fiir alle x; Folglich ist
A*A— AA* =0, was zu zeigen war.

(b) Summen und reelle skalare Vielfache von selbstadjungierten Operatoren sind selbstad-
jungiert.

(c) Das Produkt AB zweier selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjungiert genau dann,
wenn A und B kommutieren, das heiSt, AB = BA.
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(d) H sei komplexer Hilbertraum. A ist selbstadjungiert, genau dann, wenn (Ax, x) fiir alle
Xx € Hreell ist

Beweis. Sei A* = A. Dann ist (Ax, x) = (x, Ax) = (Ax, x) € R reell; Sei umgekehrt (Ax, x) € R
also fiir alle x € H gilt (A(x), x) = (x, A(x)). Zusammen mit der Polarisierungsidentitat (&.11)
folgt dann (A(x), y) = (x, A(y)) fiir alle x, y; also A* = A. m

(b) Unitédre und isometrische Operatoren
Definition 5.4 Essei T € .¥(H). Dann heilst T

(@) unitdir, falls T*T=I1=TT*.

(b) isometrisch, falls || T(x)|| =||x|| fiir alle x € H.

Satz 5.4 (a) Essei H ein komplexer Hilbertraum. T ist genau dann isometrisch, wenn T*T =
I. Dies ist genau dann der Fall, wenn (T(x), T(y)) ={(x, y) fiirallex,y € H.

(b) T ist genau dann unitdr, wenn T isometrisch und surjektiv ist.

(c) Sind S, T unitdr, dann sind auch ST und T—'. Die unitdiren Operatoren auf H bilden also
eine Gruppe; man bezeichnet sie mit U(H).

Beweis. (a) T isometrisch liefert (T(x), T(x)) = (x, x) und weiter ((T* T —I)(x), x) = 0 fiir
alle x. Aus der Polarisierungsidentitit folgt weiter 7% T = I; also ((T* T —1)(x), y) = 0, fiir
alle x,y € H. Somit gilt (T(x), T(y)) = {x, y). Setzt man hier y = x, so erhilt man, dass T
isometrisch ist.

(b) Angenommen, T ist unitir. Aus T*T = I folgt, T ist isometrisch. Wegen T T* = [ ist T
surjektiv.

Sei nun T isometrisch und surjektiv. Aus isometrisch folgt, dass T(x) = 0 sofort x = 0 impli-
ziert; Also ist T bijektiv und besitzt einen inversen Operator 7. Setzt man y = T~!(z) in die
Gleichung (T(x), T(y)) = (x, y) ein, so hat man

(T(x),z)={(x, T '(2)), x,z€H.

Folglich ist T-' = T* und somit T*T=T T*=1.
(c) einfach, siehe Ubung 2. m

Man beachte, dass jeder isometrische Operator beschrankt ist mit der Norm 1. Im Falle H =
C" bezeichnet man die unitdre Gruppe mit U(n). Im Falle H = R" (mit der euklidischen
Metrik) bilden die unitdren Operatoren die orthogonale Gruppe O(n).

Beispiel 5.3 (a) Explizit gilt U(n) = {A € C"*" | A*A = AA* = E,} und O(n) = {A € R |
ATA=AAT = E,}, wobei E, die n-reihige Einheitsmatrix sei.

(b) H=L?(R). Der Verschiebungsoperator V, aus Beispiel 1 (b) ist unitdr, denn V,V, = V4,
und V*=V_,. In der Tat gilt fiir alle f, g € H

(Vaf,g>=f Vuf(t)g(t)dt=f f(t—a)g(t)dt=f f()g(t+a)dr=(f, V.a(g)).
R R R
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(c) Der Multiplikationsoperator aus Beispiel 1 (c), Tg f = g f ist genau dann unitér, selbstad-
jungiert bzw. positiv, wenn | g(t)|=1, g(t)e R bzw. g(¢) >0 fiir alle ¢.

(f) H = {,. Der Rechts-Shift S((x,)) = (0,x1, X»,...) ist isometrisch aber nicht unitir, denn S
ist nicht surjektiv; die Folge (1,0,0,...) liegt nicht im Bild von S. Der adjungierte Operator S*
(Links-Shift) ist nicht injektiv, denn $*(1,0,...) = 0; also erst recht nicht isometrisch.

(h) Die Fouriertransformation Fiir f € L!(R) definieren wir

1 —itx
L%)(t)—ELe f(x)dx.

Das Integral auf der rechten Seite ist definiert, da |e‘i“‘ f(x)| = | f(x)| fiir alle x,r € R und
f R | f | dx < o0.

Es sei nun . (R")(R) = {f € C*(R) | sup,cp t”f(k)(t)| < 00, Vn,k € 7Z.,}. Dieser Funktio-
nenraum . (R")(R) heildt Schwartzraum nach dem franzésischen Mathematiker Laurent
Schwartz (1915 — 2002, Fields-Medaille). Man nennt die Elemente von . (IR"*)(IR) auch die
schnell fallenden Funktionen, da sie schneller als jede rationale Funktion 1/x” im Unendli-
chen gegen Null streben.

Es gilt.(R")(R) € LY(R)NL2(R), zum Beispiel ist f(x) = e** €. (R")(R). Spéter werden wir
zeigen, dass .7 : ./ (R")(R) — . (IR")(R) eine Bijektion ist, die das Skalarprodukt auf L2(R)
und die Norm erhélt:

|7 ()

Die Fouriertransformation .# auf dem Schwartzraum hat eine eindeutige Fortsetzung zu
einem unitdren Operator auf L?(IR). Die Formel fiir die inverse Fouriertransformation lautet

v =M lew (Z0), Z@)=(f.8), fgcsRIR).

-1 _L itx n
(7 f)(t)—mfke fx)dx, fes(R")(R).

5.3.4 Orthogonale Projektionen
(a) Riesz’ Erster Satz

Es sei H; ein abgeschlossener linearer Teilraum. Nach Satz V.1.10 (Riesz’ Erster Satz) hat jedes
x € H eine eindeutige orthogonale Zerlegung x = x; + x, mit x; € H; und x, € Hll Die
Abbildung Py, : H— H, Py,(x)= x;, ist linear.

In der Tat, sei y = y1 + y» eine weiter Zerlegung eines Vektors y € H mit y; € Hy und y» € Hll, so gilt
P(x+y)=P((x1+y1)+ (x2+ 1)) =x1 + 31 = P(x)+ P(y). auBerdem gilt P(Ax) = P(Ax; + Ax2) = Ax1 =
AP(x). Somit ist P linear. Die Beschrianktheit wird in UA 2.4 gezeigt. Somit ist Py, € .Z(H). Py, heifst
die orthogonale Projektion von H auf H;.

Offenbar ist H; = Py,(H) das Bild von H und Py, (H f) = {0}, denn die orthogonalen Zerlegun-
gen von Elementen aus H; bzw. aus H ll lauten x; = x; +0 bzw. x, =0+ x.

Beispiel fiir einen nicht-abgeschlossenen Teilraum von ¢,: Es sei ¢ der Raum der finiten Fol-
gen ¢ = {(x,) | xy =0 fiir fastalle k}. Dann gilt o1 = {0} - es gibt keine ¢,-Folge, die auf
allen finiten Folgen orthogonal ist, denn (x, e;) = 0 fiir alle k impliziert x; =0, also x =0. Es
gilt also ¢ ® o+ # (5.
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Insbesondere ist Py, genau dann surjektiv, wenn H; = H; In diesem Fall ist Py = I die Identi-
tdt auf H. Umgekehrt ist Py, =0 genau dann, wenn H; = {0}.
Wir zeigen die Beschrdanktheit von Py, . Fiir alle x € H, x = x; + x;, gilt

2 2 2 2 2
[P, (0| = NP < 1P + llxal P = [l

die letzte Gleichung ist der Pythagoras, der wegen x; L x, anwendbar ist. Also ist ||PH1 || <1
Falls H; # {0}, gibt es einen von Null verschiedenen Vektor x; € H; mit Py, (x;) = x;, also
[P, (20)|| =111 1. Somit gilt || Py, || = 1.

Wir kommen zu einer algebraischen Beschreibung der orthogonalen Projektionen.

Satz 5.5 Ein linearer Operator P € ¥ (H) ist eine orthogonale Projektion genau dann, wenn
P? = P (Idempotenz) und P* = P (Selbstadjungiertheit).

In diesem Falle ist Hy = {x € H | P(x) = x} der abgeschlossene Teilraum von H, auf den proji-
ziert wird.

Beweis. — in der Ubung. Es sei P = Py, die orthogonale Projektion auf H;. Da P auf H, die
Identitét ist, gilt fiir alle x € H, dass P?(x) = P(x;) = x; = P(x); hierbei sei x = x; + x, die
orthogonale Zerlegung von x beziiglich H, & Hi. Also P? = P. Sei ferner y =y, + y, die ent-
sprechende Zerlegung von y € H. Dann ist

(P(x),y)=(x1, 1 +y2) = (x1, 1) + (X1, o) = (x1, 1) = (X1 + %2, ;1) = (x, P(y)),
——

=0

also, P*=P.

«—. Angenommen, es ist P2 = P = P*, wir setzen H, = {x | P(x) = x} = Ker(P — I). Zunichst
ist fiir P # 0 der Raum H, nicht nur der Nullvektor, denn es gilt ja wegen P? = P fiir alle x,
P(P(x)) = P(x) — der Bildraum von P ist also der Eigenraum zum Eigenwert 1 von P. Somit
gilt P(H) € H;. Da umgekehrt fiir alle z € H; gilt P(z) = z, ist H; C P(H) und somit H; = P(H).
Da P stetig ist, ist H; ein abgeschlossener Teilraum von H, H, = (P — I)7}({0}). Nach dem
Rieszschen Zerlegungssatz, Satz V.1.10 , gilt H = H,® H;". Wir werden zeigen, dass P = Py, die
orthogonale Projektion auf H; ist. Dazu miissen wir zeigen, dass fiir alle x € H gilt, P(x) = x;.
Wegen P? = P ist P(P(x)) = P(x) fiir alle x, also ist P(x) € H,. Wir miissen nur noch zeigen,
dassx — P(x)e H ll, dann ist x = P(x) 4 (x — P(x)) die gesuchte Orthogonalzerlegung von x.
Sei z € Hy, dann gilt

(x—P(x),z)=(x,z2)—(P(x),z2)=(x,z)—(x, P(z))=(x,z)—(x,z)=0.

Folglich ist x — P(x) € Hi und der Beweis ist komplett. m

Beispiel 5.4 (a) Es sei {xj,...,x,} ein NOS in H (ein normiertes Orthogonalsystem, also
(x;, xx) =0 fiir alle i, k). Dann definiert

n

P(x)=Y (x,x¢) x¢, XEH,
k=1
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die orthogonale Projektion P = Py,: H — H auf H, =span{x,,...,x,}. In der Tat sind alle Ele-
mente von H; invariant unter P, denn fiir die Basiselemente gilt P(x,,) = Zzzl (X, Xp) Xk =
Xm, hieraus folgt P(x) = x fiir alle x € H,. AuRerdem gilt fiir alle y € H; sofort P(y) = 0.
Wegen der Linearitdt von P ist daher fiir alle z € H mit orthogonaler Zerlegung z = z, + z,,
P(z)=P(z,+z,)=P(z1)+ P(z;) = z1. Somit gilt P = Py, .

(b) Es sei H=12([0,1]U[2,3]), g € C([0,1]U[2,3]). Fiir f € H betrachten wir den Multiplika-
tionsoperator T, f = g f. Es ist T, = (T,)* genau dann, wenn g(¢) € R fiir alle . Mehr noch,
T, ist idempotent und damit eine orthogonale Projektion, genau dann, wenn g(z)* = g(1).
Somit hat man g(¢) =0 oder g(#)=1. Da wir immer g als stetig vorausgesetzt haben bleiben
nur 4 Félle: g, =0, g, =1, g3= Yoy und g4 = ¥23-

Im Falle von g3 kann der Projektionsraum H; identifiziert werden mit .#%([0,1]), da f € H;
genau dann, wenn T, f = f bzw. wenn g f = f also f(¢) =0 fiir alle ¢ € [2,3].

(b) Eigenschaften orthogonaler Projektionen

In diesem Abschnitt sei H ein Hilbertraum, H;, H, seien abgeschlossenen Teilrdume und P,
und P, seien die orthogonalen Projektionen auf H; bzw. H,.

Ohne vollstindige Beweise, diese sind im Anhang I zu finden, fassen wir die wichtigsten Ei-
genschaften von orthogonalen Projektionen zusammen.

Bemerkung 5.2 (i) Die folgenden drei Eigenschaften sind dquivalent:
(@) P+ P, ist eine Orthoprojektion. (b) PP =0. (c) H, L H,.

(ii) Die beiden folgenden Eigenschaften sind dquivalent.
(a) P P, ist eine orthogonale Projektion. (b) PP, = P, P,.

In diesem Falle ist P, P, die Orthoprojektion auf H; N H,.
(iii) Die folgenden sechs Eigenschaften sind untereinander dquivalent.

(a) ngHg, (d) Plfpz,
(b) P1 Pg = Pl, (C) PZPI = Pl,
() P,—P, isteine Orthoprojektion, 0 NP@ILIIPX), x€H.

Beweis. von (i), (a) < (b). Sei P, + P, eine Orthoprojektion, so ist diese Summe idempotent,
das heil3t,

Pi+P=(P+P)=P*+PP+PP+P,=P+P+PP+PP.

Also gilt P, P, + PP, = 0. Multipliziert man diese Gleichung zunéchst von rechts mit P}, so
hat man P, P,P, + P,P, = 0 bzw. PP, = —P, P, P,. Multipliziert man sie aber von links mit P,
so hat man analog PP, = —P,P,P,. Addiert man diese beiden Gleichungen und beachtet
PP+ P,P,=0,sohatman P,P,P,=P,P=PP =0.

Ist umgekehrt P, P, =0, so folgt 0 = 0% = (P, P,)* = P P = P, P}, also folgt (P, + B,)2 = (P, + P,)
und (P, + P,)* = P, + P, und P, + P, ist somit Projektor. m
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5.3.5 Spektrum und Resolvente

Es sei T € Z(H) ein beschridnkter linearer Operator auf H.

(a) Definitionen und Beispiele

Definition 5.5 (a) Die Resolventenmenge von T, bezeichnet mit p(T), ist die Menge aller
komplexen A € C so dass ein beschriankter linearer Operator R;(T) € .Z(H) existiert, der
auf ganz H definiert ist und fiir den gilt

R(TNT - AD=(T-ADR(T)=1,

m.a.W. T — Al hat einen beschrédnkten (stetigen) inversen Operator R;(T). Wir nennen R;(T)
die Resolvente von T an der Stelle A.

(b) Die Komplementmenge o(T)= C\ p(T) heidt Spektrumvon T.

(c) A € C heildt Eigenwert von T falls ein von Null verschiedener Vektor x # 0 existiert, ein
Eigenvektor, so dass T(x) = Ax. Die Menge der Eigenwerte von T bezeichnet man als Punkt-
spektrumo,(T)von T.

Bemerkung 5.3 (a) Aquivalent zu ,x ist Eigenvektor zum Eigenwert A“ ist, dass (T—AI)x =0
bzw. x € Ker(T — A1).

(b) Das Punktspektrum ist Teilmenge des Spektrums, o,(T) € o(T). Beweis. Angenommen, A
sei ein Eigenwert von T mit Eigenvektor y, der nicht zum Spektrum gehort. Dann existiert ein be-
schriankter linearer Operator R;(T) € ¢ (H) mit

Y =Ry(T)T = AI)(y)=Rp(T)(0)=0;

dies widerspricht aber der Definition des Eigenvektors (immer von Null verschieden). Folglich liegt
jeder Eigenwert im Spektrum.

(c) A € op(T) ist dquivalent zu T — Al ist nicht injektiv (der Kern ist ungleich Null). Es kann
auch der Fall eintreten, dass T — AI nicht surjektiv ist, auch hier gilt dann A € o(T) (vgl.
Beispiel .0 (b) unten).

Beispiel 5.5 (a) H=C", Ae C"™ ", Da H endlichdimensional ist, ist A surjektiv genau dann,
wenn A injektiv ist, genau dann, wenn A bijektiv ist. Folglich ist A — AE genau dann inver-
tierbar, wenn A kein Eigenwert ist. Die Begriffe Spektrum und Punktspektrum fallen hier
zusammen: 0(A) = op(A).
(b) H=12([0,1]). (T f)(x) = x f(x). Dieser Multiplikationsoperator besitzt keinen Eigenwert.
Wir haben

o,(T)=2.

Angenommen, A ist ein Eigenwert von T mit Eigenfunktion f € .#2([0,1]) Dannist T(f)=Af
im £? also x f(x) = Af(x) bzw (x — A)f(x) = 0 fast {iberall auf [0, 1]. Da aber x — A # 0 fast
tiberall, muss f(x) =0 fast {iberall auf [0, 1] sein. Das heil$t aber f =0 in H was der Definition
des Eigenvektors widerspricht.
Es gilt ferner

C\[0,1]C p(T) = o(T)C[0,1].
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Essei A & [0,1]. Da x — A #0 fiir alle x € [0, 1], ist die Funktion g(x)=

damit beschriankte Funktion auf [0, 1].

eine stetige und
x—A &

Folglich ist der Multiplikationsoperator

1
(Ro.f)x)= mf(x)

ein beschrinkter linearer Operator auf H (siehe UA 2.2). Er ist in der Tat der zu (T — AI)
inverse Operator, denn fiir alle f € H ist

(=) (5 1) == 1) (5 /) = ),

SchlieBlich zeigen wir, dass tatsdchlich alle Punkte des Einheitsintervalls zum Spektrum ge-
horen:

o(T)=][o0,1].

Angenommen, es existiert ein A € p(7)N[0,1]. Dann gibt es die Resolvente am Punkt A
R; € g(H) mit

Ry(T—-AD=1. (5.12)

Nach UA 2.2 und der 2. Ubung ist die Operatornorm des Multiplikationsoperators T, kleiner
oder gleich ||g||Oo = SUP, (0,1 | g(x) | Wir wihlen f, = (e 24 Da yu = 3, fiir alle M, gilt

(T =AD .|| =(x = A)felx) folx)| < sup | e = 2)f0)] || -
Andererseits ist aber

sup |(x_A)X(A_g'A+g)(x)|:)L sup |x—A|=e.

x€[0,1] —e<X<Ate

Folglich ist
[ =2nf| <ell £

Setzt man nun f, in (&I2) ein, so hat man

fe

= | RAT - 2D)f,

<IIRA||(T = AD)f

<IIR:ll

e

was zur Folge hat, dass ||R,|| > 1/¢. Dies ist aber ein Widerspruch zur Beschrdnktheit von R,
da £ > 0 beliebig klein ist.

(b) Eigenschaften des Spektrums

Lemma5.6 Essei T €.¥(H). Dann gilt

o(T*=0o(T)*, (Komplexe Konjugation) p(T*)zp(T)*.
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Beweis. Es sei A € p(T). Dann existiert die Resolvente R,(T) € £ (H), so dass

RyTNT —=A)=(T—ADR,(T)=1
(RATNT — A1) =T - AR =1
(T* = ADR(T)* = Ry() (T* - A =1.

Das bedeutet aber, dass Ry(T *) = R,(T)* ebenfalls ein beschrinkter linearer Operator ist.
Also ist p(T%*) C (p(T))*. Da (T** = T), folgt auch die umgekehrte Inklusion. Folglich ist
p(T*)=p(T)*.

Da das Spektrum das Komplement der Resolventenmenge ist, folgt die analoge Gleichheit
fiirs Spektrum. u

Fiir alle T und S und A und u in der entsprechenden Resolventenmenge gilt (ohne Beweis):

Ry(T)=Ry(T)=(A—wRy(T)R,(T)=(A—u)R,(T)R;(T),
Ry (T) — R;(S) = Ry(T)(S — T)Rx(S).

Satz 5.7 (a) p(7T) ist offen und o(T) ist abgeschlossen.
(b) Wenn A € p(T) und | X — Ay < ||R;LO(T)||_1, dann ist A € p(T) und es gilt

Ri(T) =) (A= 2o)" Ryy(T)"*.
n=0

(c) Wenn |A| > ||T||, dann liegt X in der Resolventenmenge, A € p(T) und
Ry(T)== 2~"7'T",
n=0

Beweis. (a) folgt aus (b), denn mit jedem A, € p(T) ist auch eine kleine Umgebung in p(T);
die Resolventenmenge ist also offen.

(b) Zur Abkiirzung schreiben wir einfach R;, anstelle von R, (7). Wir setzen g :=
|4 — Aol ||R;LO(T)|| und haben somit g €(0, 1). Daher gilt, dass die Reihe

e n n+l S n _ ||R)L°||
D 1A= 20" [Rog|| =D 0" R = T2
n=0 n=0 q

absolut konvergiert. Wir setzten T, = (A—2A4)" R;,(T)"*'. Nach Ubungsaufgabe 3.4 (a) und der
Vollstandigkeit von .Z(H) konvergiert wegen Z;ozl || T,|| < oo dann auch die Reihe Z;ozl T,.
Folglich konvergiert in der Operatornorm

D (A= 20) Ry
n=0



5.3 Lineare Operatoren im Hilbertraum 21

in .2 (H) gegen einen beschrdnkten linearen Operator, sagen wir, B. Fiir dieses B gilt:

(T—AI)B=(T—A¢I)B—(A—A¢)B

= (A= 2)"(T= 2R =Y (A= 20)" ' REH
n=0 n=0

=Y (A= 20)"R}, =D (A= 2o)" R}
n=0 n=0
=(A—2) R}, =1I.

Analog zeigt man, dass B(T —AI)=1.Alsoist R;(T)= B.
(c) Wegen |A| > ||T|| und daher |A|™'||T|| < 1, konvergiert die Reihe in der Operatornorm
gegen einen beschrénkten linearen Operator, etwa gegen C:

n=0

Es gilt
(T=ANC==Y A" T4y A" T = 20T = 1.
n=0 n=0
Ahnlich zeigt man, dass C(T — AI)=I; also ist R,(T)=C. ]

Bemerkung 5.4 (a) Nach (b) ist die Funktion R,(T) als Funktion von A € p(T) c C komplex-
differenzierbar mit Werten in .¢(H). Da ||R;(T)||, A € p(T) beschriankt und nicht konstant ist,
folgt nach dem Satz von Liouville, dass p(T) # C. Folglich ist das Spektrum jedes beschrank-
ten linearen Operators nicht leer, o(T) # @.

(b) Falls || T|| < 1, ist T — I invertierbar mit (T —I)!=— Z;OZO T (Neumannsche Reihe).

(c) SatzB. 7 (c) bedeutet: Wenn A € o(T), dann ist |A] <
|| T||. Das heif3t, dass das Spektrum immer im Kreis um
0 mit Radius ||T|| enthalten ist. Im Allgemeinen gibt
es aber einen kleineren Kreis vom Radius r(7T) um 0,
der das Spektrum schon ganz enthélt. Diese Zahl r(T)
nennt man den Spektralradius von T und es ist nach
Definition der kleinste Radius, so dass der Kreis um
Null mit diesem Radius das Spektrum enthalt:

r(T)=sup{|A||Aeo(T)}.

(d) Aus A € o(T) folgt das A" € o(T") fiir alle natiirlichen Zahlen n € N. Angenommen A" €
p(T™), dann existiert ein beschridnkter linearer Operator B mit B(T" — A")=(T"—-A")B=1.
Somit ist,

[=B(T"=A")=BY T*2" 8T -2)=(T-A)CB=1I;

k=0



22 5 Hilbertraum

und damit A € p(T) im Widerspruch zur Annahme, dass A € o(T).

Hieraus folgt insbesondere, dass |A|" < ||T"|| bzw. |[A| < ||T ||Y™ fiir alle n € N. Somit gilt
supf{|A| | A€ o(T)} < | T7||M" fiir alle n € N und damit r(T) < inf{||T"||"" | n € N}. Es gilt
sogar Gleichheit.

Satz 5.8 Essei Te.Z(H). Dann gilt fiir den Spektralradius r(T) von T,
r(T)=1inff|| T"||* | n € N} = im || T"||" . (5.13)
n—o0

Der Beweis ist im Anhang.

5.3.6 Das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren

Satz 5.9 Essei T = T* ein beschrinkter selbstadjungierter Operator. Dann gilt A € p(T) genau
dann, wenn es ein C > 0 gibt mit

I(T—-ADx||=Cllx|l, VYxeH.

Beweis. Angenommen, A € p(T). Dann existiert die (von 0 verschiedene) beschrdankte Resol-
vente bei A, ndmlich R;(T), sodass

x|l = [RA(TYIT = ADx[| < IR, (DT = AD)x]|.

Folglich ist
I(T—ADx|| =

llxll, xeH.
IRA(T)I]

Daher kann man C =1/||R;(T)|| widhlen und die Bedingung des Satzes ist erfiillt.
Sei nun umgekehrt die Bedingung des Satzes erfiillt. Wir zeigen in 3 Schritten, dass T — Al
einen beschriankten inversen Operator hat, der auf ganz H definiert ist.
1.Schritt. T — Al ist injektiv. Angenommen, es gibt x;,x, € H mit (T — A)x; =(T — A)x,. Somit
gilt
0=[(T = 2A)(x1 — x|l = Cllx, — x2l|,
und damit ||x; — x,|| =0 also x; = x,. Somit ist T — AI injektiv.
2. Schritt T — Al hat ein abgeschlossenen Bildraum H; =(T — AI)H.

Angenommen, eine Folge y, = (T — Al)x,, x, € H, konvergiert gegen einen gewissen Vektor
y € H. Wir wollen zeigen: y € H,. Natiirlich ist (y,) eine Cauchy-Folge, so dass || Ym —¥nl||—0

fiir m, n — oo. Nach der Voraussetzung des Satzes gibt es ein C > 0 mit
[Vin = ¥l | = (T = A1) = x00)1| = Cllx = Xl

Somit ist auch (x,) eine Cauchy-Folge in H. Da H vollstindig ist, konvergiert x, — x fiir ein
gewisses x € H. Da T — A stetig ist, konvergiert die Folge

Yn=(T—-ADx,, — (T — Al)x.

gegen (T — Al)x. Somitliegt y =(T — AI)x in H, und H, ist abgeschlossen.
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3. Schritt. H; = H. Nach dem Ersten Rieszschen Satz ist H = H; & H ll Wir miissen nur noch
zeigen, dass H; = {0}. Sei dazu u € Hy-, also, wegen T* =T,

0=((T—-ADx,u)=(x,(T—ANu), firalle x&H.
Dies zeigt, dass (T —AI Ju =0 und somit T(u) =)u. Folglich ist
(T(w), u)=2(u, u).

Wegen T = T* jedoch und BemerkungBI1(d) folgt, dass A = A; also ist A reell. Folglich gilt
(T — AI)u =0. Wegen der Injektivitdt von T — A[ ist damit u = 0. Also gilt H; = H.

somit haben wir gezeigt, dass ein linearer, auf ganz H definierter Operator S = (T — AI)™!
existiert. Wir zeigen seine Beschranktheit: Wegen

[¥ll= T =2nsw]| = cliso].

ist S beschrankt mit ||S|| < 1/C. Also ist S = R,(T) die Resolvente zu T bei A. (]

(a) Man beachte die folgenden Uberlegungen, dass fiir eine reellwertige, beschrinkte Funk-
tion f(x,y) gilt

sup f(x,y)=sup(sup f(x,y)) = sup(sup f(x,y)).

X,y X ¥y v X

(b) Insbesondere ist ||x|| = sup |(x, y)| da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

[lyll=<1
supj|||<1 | (x,y) | < Sup||y||<1 [|x]| ||y|| =||x|| und an der Stelle y = x/||x|| wird das Supremum
angenommen.
(c) Ferner ist || T(x)|| = sup | (T(x),y) |, sodass
lly|l=1
|IT|| = sup sup | (T(x),y) | = sup | (T(x),y) | = sup sup | (T(x),y>|
lxli=<t]]y||<1 lxli<1, ||y ]|<1 [|v]|<1 lIxli<1

Im Falle eines selbstadjungierten Operators kénnen wir dies verallgemeinern.
Satz 5.10 Essei T = T* € ¥(H). Dann gilt

ITll = sup [(T(x), x)]|. (5.14)

llxl<1

Beweis. Es sei C = sup |(T(x), x)|. Nach der CSU ist dann [(T(x), x)| < ||T||||lx|]*, sodass

llxll<1

C <||T||. Fiir jedes positive reelle a > 0 ist

1
| T()* =(T(x), T(x))=(T?(x), x) = 2 (T(ax+a ' T(x)), ax+a ' T(x)) —
=—(T(ax —a 'T(x)), ax —a ' T(x)))

< (C ||ax +0{‘1T(x)||2 +C ||ax —a! T(x)”z)

1
4
=5 (2laxtf 42 1) = 5 (@I +-a I TCOF).
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Setzt man a? =||T(x)||/||x|| ein, so hat man

C
= TNl + [Tl

woraus || T(x)|| < C||x|| folgt. Also gilt || T|| = C. [

Es seien m = ”ir”1f1 (T(x), x) und M = sup (T(x), x) die untere bzw. obere Schranke von T.
*= [lx|I=1

Dann gilt:
sup [(T(x), x) | =max{|m|, M} =||T],

[lx[|=1
und
m||x|]* <(T(x), x) <M]||x||*, furalle xeH.

Folgerung 5.11 Essei T =T* € ¥ (H). Dann gilt

o(T)c[m,M].

5.4 Anhang I: Orthogonale Projektionen
Beweisvon Bemerkungb.2 (i) (a) — (b). Sei P, + P; eine Projektion. Dann ist
(P+ P =P*+PP+PP+P.=P +P+PP+PP=D+P,
also P, P, + P, P, = 0. Multiplikation von links und rechts mit P, liefert
PP+PPP=0=PPP+PP.

Hieraus folgt P, P, = P, P, und letztlich PP, =P, P, =0.
(b) — (c). Seien x; € H, und x, € H,. Dann ist

0= (P P(x2), x1) = (Py(x2), Pi(x1)) = (x2, X1).

Alsoist H; | H,.
(c) — (b). Seien x, z € H beliebig. Dann ist

(PP(x), z) = (Ps(x), Pi(2)) = (x2, 21) =0;

Also P, P,(x)=0und folglich P, P, = 0. Die selbe Argumentation funktioniert auch fiir », P, = 0.
(b) — (a). Daaus PP, =0 folgt das P,P, =0 (via H; L H,),

(P+PB)*=P*+P =P +P,
(PA+P)Y=P+PP+PP+P=P+0+0+P.
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Beweisvon BemerkungB2 (ii) (b) — (a). (P R)* = P;< P1* = P,P, = P, P,, nach Voraussetzung.
AuBerdem gilt (P, P,)> = P,P,P,P, = P, PP, P, = P P, wodurch diese Richtung vollstandig ist.
(@ — (b). AP, = (PIPZ)* = Pg*Pl* =PBP.

Offensichtlich gilt P, P,(H) € H, und P, P,(H) € H,; also P,P,(H) € H; N H,. Andererseits gilt
fiir x € H N H, das P, P,x = x. Dies zeigt P,P,(H)= H; N H,. ]

Beweisvon Bemerkungb.2l (iii) Wir zeigen (d) — (c). Aus P, < P, folgern wirdas I—P, < I —P;.
Hierbei sind I — P, und I — P, orthogonale Projektionen auf H;- beziehungsweise H; . Also gilt
fiir alle x € H:

(1 — Pz)Pl(x)||2 ={(I - P)P(x), (I - P)P(x))
((I=B)*(I - R)Pi(x), Pi(x)) = ((I = B)P(x), Pi(x))
<{((I = B)Pi(x), Pi(x)) = (Pi(x) = Pi(x), Pi(x)) = (0, Pi(x)) =0.

Also [|(I — P,)P,(x)||* =0, woraus (I — P,)P, =0 und letztlich P, = B, P, folgt. ]

5.5 Anhang II: Kompakte, selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

Beweisvon Satzh.8l Aus der Theorie tiber Potenzreihen wissen wir das die Reihe

o0
—zZIIT"II z" (5.15)
n=0
fiir | z| < R konvergiert und fiir | z | > R divergiert, wobei
1

R=————. (5.16)
lim 4/(|T"|]
n—oo

Einsetzen von z = 1/A und unter Nutzung von Hausaufgabe 38.4, erhalten wir das

00
_ A—n—l n
nz:; T

divergiert falls |A| < 1111_r)130 VIIT"|| (und konvergiert falls |A| > 71221010 VIIT"|)). Der Grund fiir
die Divergenz der Potenzreihe ist, dass das Spektrum o(T) und der Kreis mit dem Radius
lim 4/||T"|| gemeinsame Punkte haben; also

n—0o0

r(T)=lim /|| 7).
Andererseits folgt nach Bemerkungb 4l (d), A € o(T) das A" € o(T"); also nach Bemer-

kunglb 4 (c),
A" < T"|| = [AI< VT
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Bildung des Supremums iiber allen A € o(T') auf der linken Seite und des lim {iiber allen n
auf der rechten Seite, liefert uns

r(T)<lim /|| 7" < lim 4/||T"|| = r(T).

Also konvergiert die Folge \/||T"|| gegen r(T) wenn n gegen oo geht. |

Beweis von Folgerungb.T1l Angenommen, A & [m, M]. Dann ist

C:= inf ]|)Lo—,u|>0.

ue[m,M

Dam = |\iﬂlf1 (T(x), x) und M = sup (T(x), x) erhalten wir fiir ||x|| =1
*= IIxlI=1

I(T = Ao Dx[l = llx|HI(T — Ao x| 2 (T = 2AoD)x, x)|=|{T(x), x) —Aow >C.

elm,M] 1

Hieraus folgt
(T —2AoDx||>C||x|| fiiralle xeH.

Nach SatzBE9 A, € p(T). ]

Beispiel 5.6 (a) Es sei H = [?[0,1] und g € C[0,1] eine reellwertige stetige Funktion;

(Tg f)(t)=g(t)f(r). Wenn m = il[%fl] g(t) und M = sup g(t), dann erhélt man, dass m bzw.
t€lo, t€l0,1]
M die untere und oberen Schranken von Ty sind. Also gilt o(T,) € [m, M]. Wegen des Zwi-

schenwertsatzes fiir stetige Funktionen, nimmt g jeden Wert in [m, M| mindestens einmal
an. Hieraus folgt, dass o(T;) = [m, M].

(b) Essei T = T* € Z(H). Dann sind alle Eigenwerte von T reell und Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten stehen aufeinander orthogonal: Beweis. Die erste Behauptung folgt
sofort aus FolgerungB. 11l Sei nun T(x) = Ax und T(y)= uy mit A # u. Dann gilt

AMx,y)y=(T(x),y)=(x, T(y))=p(x,y)=u(x,y).

Wegen A # u, (x,y)=0. m

Dieser Satz gilt fiir beliebige normale Operatoren.

Kompakte Operatoren haben &dhnliche Eigenschaften wie Operatoren mit endlichem
Bildraum.

Definition 5.6 Ein Operator T € .Z(H) heilst kompakt, falls der Abschluss T(U;) des Bildes
der Einheitskugel U; = {x | ||x|| < 1} in H kompakt ist. Mit anderen Worten, fiir jede Folge
(x,), x, € Uy, gibt es eine Teilfolge, so dass T(x,, ) konvergier.
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Satz 5.12 Fiir T € £ (H) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(@) T ist kompakt.

(b) T* ist kompakt.

(¢) Fiir alle Folgen (x,) fiir die({x,,y)) — (x,y) fiiralley € H konvergiert, gilt,
dass T(x,) — T(x).

(d) Es gibt eine Folge (T,) von Operatoren mit endlichem Bildraum, sodass
IT—T,l|—0.

Definition 5.7 Es sei T ein Operator auf H und H, ein abgeschlossenener Teilraum von H.
Wir nennen H, einen reduzierenden Teilraum, falls sowohl H, als auch HlL T-invariant sind,
das heilt, T(H,) C H, und T(H{) C Hi.

Satz5.13 Essei T € ¥ (H) normal.

(@) Der Eigenraum Ker (T —AI) zum Eigenwert A ist ein reduzierender Teilraum. Es glt Ker (T —
A= Ker(T — AI*.

(b) Sind A, u verschiedene Eigennwertevon T, dann ist Ker(T — AI) L Ker(T — ul).

Beweis. (a) Da T normal ist, ist auch T — A normal. Folglich ist ||(T — A)(x)|| = ||(T — A)*(x)”
und damit Ker (7 — A) = Ker(T — A)*. Insbesondere ist T*(x) = Ax fiir alle x € Ker(T — AI).
Wir zeigen die Invarianz. Sei x € Ker(T — A); dann ist T(x) = Ax € Ker(T — al). Analog folgt
aus x € Ker(T — AI)*+, y € Ker(T — AI)

(T(), )= (x, T*()) = (x, Ay) =0.

Somit gilt Ker(T — AI)* ist T-invariant.
(b) Es sei T(x)=Ax und T(y)=uy. Nach (a) und nach T*(y) = uy folgt

Ax,y)=(T(x),y)={(x, T*¥)) = (x, my) =p(x,y).

Also (A —u){x, y)=0; wegen A # u haben wir x L y. n

Theorem 5.14 (Spektraltheorem fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren) Es sei H
ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum und T € £ (H) ein kompakter selbst-
adjungierter Operator.

Dann existiert eine Folge reeller Zahlen (A,) mit A, — 0 und ein VNOS {e,, | n € N}U{f% |
k € N Cc N} derart, dass o

T(e,)=A,e,, neN T(fr)=0, keN.

Aufserdem ist

T(x):ZAn(x,en)en, x € H. (5.17)
n=1
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Bemerkung 5.5 (a) Da {e,} U{f} ein vollstindiges Orthonormalsystem ist, ldsst sich x € H
als Fourier-Reihe schreiben

x:i(x,en)en+z<x,fk>fk.

keN

Wendet man darauf T an, benutzt T(e,,) = A,e, und die Stetigkeit von T, so hat man

T(x)=21<x, en) T(en)+;v<x, fie) T(fi)
n= (S =0

woraus ([B.I7) folgt. as hauptproblem ist der Nachweis der Existenz des VNOS.
(b) Im Falle H = C" (R" ) besagt das Theorem, dass sich jede hermitesche (symmetrische)
Matrix A diagonalisieren ldsst mit ausschliel3lich reellen Eigenwerten auf der Diagonale.



Kapitel 6

Partielle Differentialgleichungen I —
Einfiihrung

6.1 Klassifikation Partieller Differentialgleichungen (PDGI)

6.1.1 Einfiihrung

Es gibt keine allgemeine Theorie zur Losbarkeit aller partieller Differentialgleichungen. Eine
solche Theorie wird auch kaum jemals existieren aufgrund der riesigen Vielfalt an physi-
kalischen, geometrischen, wahrscheinlichkeitstheoretischen Phdnomenen, die durch PDGI
modelliert werden. Daher konzentriert man sich auf das Studium von speziellen PDGI, wel-
che reichhaltige Anwendungen in Mathematik und Physik haben.

Definition 6.1 Eine Partielle Differentialgleichung (abgekiirzt als PDGI) ist eine Gleichung
der Form

F(X,Yyy Uy U, Uyy ooy Uy, Uyy,...) =0, (6.1)

wobei F eine gegebene Funktion der unabhingigen Variablen x,y,..., der unbekannten
Funktion u und einer endlichen Zahl von partiellen Ableitungen von u ist.

Wir nennen u eine Losungvon @), falls nach Einsetzen von u(x, y,...) und ihren partiellen
Ableitungen die Gleichung identisch erfiillt ist in einem gewissen Gebiet {2 des Raumes
der unabhéngigen Variablen x, y,....

Die Ordnungder PDGl ist die Ordnung der hochsten Ableitung von u, die in F auftritt.

Eine PDGI heil3t linear, falls sie linear in der unbekannten Funktion u ist und deren par-
tiellen Ableitungen u,, u,, u,,, ..., Die Koeffizienten diirfen héchstens von den Variablen
X,¥,... abhdngen. M. a. W, eine lineare PDGI hat die Form

G(u,Ux, Uy, .., Uxx, Uxy,...) = f(X,),...), (6.2)

mit einer Funktion f rechts, die nur von den Variablen x,y,... abhdngt und einer Funkti-
on G, die linear ist in allen Komponenten mit Koeffizienten, die nur von x, y,... abhdngen.

29
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Genauer gesagt, der Differentialoperator L(u)=G(u, Uy, Uy, ..., Uy, Uyy,...), der jeder Funk-
tion u(x,y,...) eine neue Funktion L{u](x,y,...) zuordnet ist linear von C¥(£2) — Ck-1(2).
Dabei sei k die Ordnung der PDGL.

Die lineare PDGI (L(u) = f) heildst homogen, falls f =0 und inhomogen sonst. Zum Bei-
spielist cos(xy?)uyyy —y?u,+u sinx+tan(x>+y?)=0 eine lineare inhomogene PDGI dritter
Ordnung; die zugehoérige homogene lineare PDGl lautet cos(xy?)uyxy — y?uy + u sinx =0.
Eine PDGI heilst quasilinear, falls sie linear in allen h6chsten partiellen Ableitungen der Ord-
nung m ist (m sein die Ordnung) mit Koeffizientenfunktionen, die nur von x, y,... abhdngen
und moglicherweise von partiellen Ableitungen von u, deren Ordnung kleiner als m ist.
Soistz. B. u, Uy, + u?=0 quasilinear, u,, uy, +1=0 jedoch nicht.

Eine quasilineare Gleichung heillt semilinear, falls die Koeffizienten vor den Ableitungen
hochster Ordnung nur Funktionen in den unabhéngigen Variablen x, y,... sind So ist etwa
SinXx Uy, + u? =0 semilinear; u, u,, + u? =0 jedoch nicht.

Mitunter betrachtet man auch Systeme von PDGIn, in denen eine oder mehrere unbekannte
Funktionen sowie deren partielle Ableitungen auftreten.

6.1.2 Beispiele

(1) Die Laplacegleichung in n Dimensionen ist eine lineare, homogene PDGI zweiter
Ordnung

AU= Uy, + + Ug,x, =0

fiir eine Funktion u = u(x;,...,x,) Ihre Losungen u heilen harmonische Funktionen.
Im Falle n = 2 ordnen wir jeder harmonischen Funktion u(x, y) ihre ,konjugierte“ har-
monische Funktion v(x,y) zu. Diese ist durch das partielle Differentialgleichungssy-
stem erster Ordnung den so genannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen

Uy =Ty, Uy=—Uy

eindeutig bestimmt. Jedes Losungspaar reeller Funktionen (u, v) liefert eine analyti-
sche (holomorphe, komplex-differenzierbare) Funktion f(z) = u +iv.

Die Laplace-Gleichung ist die homogene Form der Poissongleichung
Au=f, fiireine gegebene Funktion f:2— R.

Wihrend die Laplace-Gleichung Gleichgewichtszustdnde beschreibt, ist die Poisson-
Gleichung in der Elektrostatik von Bedeutung. Laplace- und Poisson-Gleichungen be-
schreiben beide stationdreProzesse, also Phdnomene, die nicht von der Zeit abhidngen.

(2) Die Warmeleitungsgleichung. Bei dieser Gleichung ist eine Variable, t, als Zeitkoor-
dinate ausgezeichnet. wihrend die anderen Variablen xi,..., x, die Ortskoordinaten
reprasentieren. Es sei

u:2xR"—R, NoffenimR",
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3)

4)

(5)

(6)

()

8)

wobei R+ = {tr € R | t > 0} die positive Zeitachse beschreibt. Die Warmeleitungsglei-
chung lautet
ku,=Au, where Au =1y, + "+ Uy,y,-

Sie modelliert Warmeleitungsprozesse und Diffusionsprozesse.
Die Wellengleichung. Mit den selben Bezeichnungen wie in (2) ist die Wellengleichung
U, —a*Au=0.
Sie modelliert Wellen und andere Schwingungsprozesse.
Die Korteweg-de-Vries-Gleichung:
Uy —6U Uy + Uy =0;
sie modelliert die Wellenausbreitung in flachem Wasser.
Mit der Monge-Ampere-Gleichung
UxxUyy — u)%y =f
bestimmt man Fldchen mit vorgegebener Kriimmung f.

Die Maxwellchen Gleichungen fiir die elektrische Feldstirke E = (E;, E,, E3) und die
magnetische Feldstdrke B =(Bj, B,, B3) als Funktionen von (#, x;, X, x3) lauten:

divB=0, (magnetostatisches Gesetz),
B;+ rotE=0, (magnetodynamisches Gesetz),

divE =4rp, (elektrostatisches Gesetz mit Ladungsdichte p),
E,—rotB=—4nj (elektrodynamisches Gesetz mit Stromdichte j)

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die Grundgleichungen der Stromungsmechanik.
Essei v(x, t)=(v!, v?, v3) die Geschwindigkeit und p(x, ) der Druck einer inkompres-
siblen Fliissigkeit der Dichte p und Viskositét n:

3
pv! +vai vi, —nAvi =—p,, j=1,2,3,

i=1
divev =0.

Die Schrodinger-Gleichung

hZ
iiu,=——Au+V(x,u),
2m

wobei m die Masse, V ein Potential, u: 2 — C die gesuchte Funktion sind. Formal
ist die Schrodinger-Gleichung der Quantenmechanik dhnlich der Warmeleitungsglei-
chung, insbesondere, wenn V = 0. Die imagindre Einheit i als Faktor fiihrt aber zu
bedeutenden Unterschieden.
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Klassifikation

Wir haben oben sehr viele verschieden Typen von PDGI aufgeschrieben. Es ist hoffnungslos,
eine Theorie entwickeln zu wollen, die alle diese Gleichungen simultan behandelt.

Wir wollen uns daher Kriterien iiberlegen, wie man diese mannigfachen Differentialglei-
chungen in Klassen einteilen konnte. Hier sind verschieden Méglichkeiten, dies zu tun.

(I) Algebraisch.

(@) Lineare PDGI sind (1), (2), (3), (6) (erster Ordnung) und (8)
(b) Semilineare Gleichungen sind (4) und (7)

(c) Eine nicht-lineare Gleichung ist (5)

Ublicherweise sind linearer Gleichungen einfacher zu behandeln als nicht-lineare
Gleichungen. Wir beschrinken uns daher im wesentlichen auf lineare PDGI.

(II) Die Ordnungder Gleichung. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und
die Maxwell-Gleichungen sind Systeme von PDGI erster Ordnung. Hingegen sind (1),
(2), (3), (5), (7), (8) zweiter Ordnung; (4) ist von dritter Ordnung. Gleichungen hoherer
als dritter Ordnung treten seltener auf; die wichtigsten sind die Gleichungen zweiter
Ordnung.

(IIT) Elliptisch, parabolisch und hyperbolisch Wir werden spéter zumindest die semilinea-
ren PDGI zweiter Ordnung in diese drei Klassen einordnen. Prinzipiell sind alle PDGI
zweiter Ordnung in zwei Variablen x, y lokal in diese drei Klassen einzuordnen.

(IV) Entsprechend ihrer Lésbarkeit. Wir betrachten die PDGl zweiter Ordnung
F(x,u, Uy, Uy,x,) = 0 mit u: 2 — R, und wollen zusitzliche Annahmen {iber u
machen, welche typischer Weise vorgegebene Randwerte von u bzw. von seinen
partiellen Ableitungen sind.

Idealer Weise erfiillt ein solches Problem, die folgenden drei Bedingungen und wurde
nach Hadamard als korrekt gestelltes Problem bezeichnet:

(a) Es existiert eine Losung u.
(b) Die Losung ist eindeutig.

(c) Die Losungist stabil. Das heil3t, andern sich die gegebenen Anfangsbedingungen
stetig (Randwerte, Koeffizienten in der Gleichung, rechte Seite der Gleichung),
dann dndert sich die Losung ebenfalls stetig.

Beispiel 6.1 (Zuriickfiihren auf GDGI.) In den folgenden Beispielen sei 2 = R? und u =
u(x,y).

(a) Man ermittle alle Funktionen u € C?>(R?) mit u,, =0. Losung. Zunichst integrieren wir
diese Gleichung beziiglich x und erhalten, dass u, beziiglich x konstant ist. Da iiber y gar
keine Aussage gemacht ist, erhalten wir u, = a(y). Erneute Integration bzgl. x liefert, dass
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u linear in x ist, u(x,y) = xa(y)+ b(y) mit beliebigen Funktionen a = a(y) und b = b(y).
Man beachte, dass die gewohnliche DGI u” = 0 die allgemeine Losung u(x) = ax + b mit
konstanten Koeffizienten a, b hat. Nun sind die Koeffizienten jedoch Funktionen in y.

(b) Man 16se u,, + u = 0, u € C*(R?). Die Losung der zugehorigen gew. DGl u” +u = 0,
u =u(x), u € C(R), lautet u(x)=a cosx+ b sinx, so dass die allgemeine Losung der obigen
PDGI in zwei Variablen x und y gleich u(x,y) = a(y)cosx + b(y)sinx ist, wobei a und b
beliebige Funktionen sind.

(c) Man l6se u,, =0, u € C*>(IR?). Man beachte, dass uy, = (uy), = :—y (:—x u(x,y)). Zunéchst
integriert man die Gleichung aa—y(ux) = 0 beziiglich y und erhilt u, = f(x). Integration be-
ziiglich x fiihrt dann auf u = f f(x)dx+ g(y) = f(x)+ g(y), wobei f differenzierbar ist und
g beliebig.

6.2 PDGI erster Ordnung — Die Methode der Charakteristi-
ken

Wir 16sen eine PDGI 1. Ordnung durch die Methode der Charakteristiken. Sie ist anwendbar
auf beliebige quasi-lineare Gleichungen

a(x,y,u)u, +b(x,y,u)u, =c(x,y,u) (6.3)
insbesondere auf lineare Gleichungen
a(x,y)ux+b(x,y)u, =co(x,y)u+ci(x,y). (6.4)

Wir beschrdnken uns allerdings auf die lineare Gleichung zusammen mit einer Anfangsbe-
dingung, welche als Kurve im xy u-Raum gegeben ist

I'=T(s)=(x0($), yo($), uo(s)), se<(a,b)SR. (6.5)
Die Kurve I" heillt Anfangskurve. Die Anfangsbedingungen lauten dann

u(xo(s) yo(s))=uo(s), se<(a,b).

Die geometrische Idee dieser Methode ist
folgende. Die Losung u = u(x,y) kann als
. zweidimensionale Flache im R3 = {(x,y,u) |

x,y,u € R3} aufgefasst werden. Ausgehend
%. ,

von einem Punkt der Anfangskurve konstruie-
ren wir eine charakteristische Kurvein der Fla-
che u. Wenn wir dies fiir alle Punkte der An-

integral
surfdce

charakteristische Kurven fangskurve gemacht haben, erhalten wir eine
einparametrige Schar von charakteristischen
Kurven, die ,zusammengeklebt” die Flache u
ergeben.
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Die lineare Gleichung kann auch geschrieben werden als
(a,b,cou+ci)(uy, uy,—1)=0. (6.6)

Zur Erinnerung: (u,, u,,—1) ist der Normalenvektor an die Flache (x,y, u(x,y)). Also lautet
die Gleichung der Tangentialebene an die Flache im Punkte (xo, yo, to)

U — o=y (x—xo)+ uy(y —yo) = (x — X0,y — Yo, u — o)(ty, uy,—1)=0.

Benutzt man nun die lineare PDGI (6.8), so erkennt man, dass (a, b, cou + c;) ein Vektor der
Tangentialebene ist Eine Kurve (x(¢), y(¢), u(¢)) mit genau diesen Tangentialvektoren

(x'(2), y'(£), u'(£)) = (al(x(2), y (£)), b(x(2), y (1)), co(x(2), y (£)u(2) + 1 (x(2), y ()

zu finden ist dquivalent zum Losen der gewohnlichen DGLn

x'(t)=alx(t),y(t)), (6.7)
y'(£)=b(x(t),y(1)), (6.8)
w'(£)=co(x(1), y(£))u(t)+ c1(x(2),y(1))). (6.9)

Diese Gleichungen sind die charakteristischen Gleichungen von . Ihre Losungen sind
die charakteristischen Kurven der partiellen DGl. Man beachte, dass das obige System auto-
nom ist — es gibt keine explizite Abhdngigkeit von ¢.

Um die charakteristischen Kurven zu bestimmen, braucht man Anfangsbedingungen. Wir
fordern daher, dass die Anfangspunkte der charakteristischen Kurven auf der Anfangskurve
I'(s)liegen sollen. Da jede Kurve (x(t), y(t), u(t)) von einem anderen Anfangspunkt I'(s) her-
aus sich entwickelt, konnen wir die Kurven auch explizit in der Form (x(¢,s),y(¢,s), u(t,s))
schreiben. Die Anfangsbedingungen lauten dann

x(0,5)=xo(s), y(0,8)=yo(s), u(0,s)=1uy(s).

Man beachte, dass wir den Parameter ¢ so gewéhlt haben, dass die Punkte der charakteri-
stischen Kurven zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf der Anfangskurve liegen. Man beachte aullerdem,
dass durch die Parametrisierung (x(z,s), y (¢, s), u(t, s)) eine Fliche im R3 dargestellt wird.
Die Methode der Charakteristiken ist auch auf semi-lineare Gleichungen anwendbar.

Fazit: Im ersten Schritt zeichnen wir eine Anfangskurve I'(s) aus. Im zweiten Schritt wihlen
wir einen variablen Punkt s auf /" als Anfangspunkt und 16sen das Anfangswertproblem zum
System von charakteristischen Gleichungen.

Haben wir dies fiir alle Punkte der Anfangskurve getan, erhalten wir den Ausschnitt aus einer
Flache, die so genannte Integralfliiche. Sie ist die Vereinigung der charakteristischen Kurven.

Beispiel 6.2 1. Man l6se die PDGL
Uy +uy =2

beziiglich der Anfangsbedingung u(x,0) = x2. Die charakteristischen Gleichungen und
die parametrische Form der Anfangskurve lauten

x,(t,8)=1, ylt,8)=1, u(t,s)=2,
x(0,8)=s, y(0,5)=0, u(0,s)=s>.
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Die charakteristischen Gleichungen sind leicht gelost:
x(t,s)=t+ fi(s), y(t,s)=t+ fo(s), u(t,s)=2t+ f3(s).
Setzt man noch die Anfangsbedingungen ein, so hat man
x(t,s)=t+s, y(t,s)=t, u(t,s)=2t+s>.

Dies ist die parametrische Form der Integralfliche. Um eine explizite Form zu erhalten,
miissen wir die obigen Gleichungen (x(z,s),y(¢,s)) nach s und ¢ auflésen. Das heil3t,
wir miissen (f(x,y),s(x,y)) ermitteln. Im obigen Beispiel ware das t =y, s = x — y.
Somit lautet die explizite Gleichung der Integralfldche

u(x,y)=2y+(x-yy.

Bemerkung 6.1 (a) Diese einfachen Beispiele konnten suggerieren, dass jedes Anfangswert-
problem zu einer PDGI erster Ordnung eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Dies ist
nicht der Fall. Ist das Anfangswertproblem zusammen mit den Anfangsbedingungen
ein korrekt gestelltes Problem? Unter welchen Bedingungen existiert eine eindeutig be-
stimmte Integralfliche zu einer gegebenen Anfangskurve?

(b) Beachten Sie, dass selbst im Falle einer linearen PDGI erster Ordnung das charakteristi-
sche System nicht-linear ist. Nach der Theorie der gew. DGl kann man daher hochstens lokal
die Existenz einer Losung garantieren.

(c) Die Auflosung der parametrischen Darstellung der Integralfliche (x(s, t), y(s, t), u(s,t))
konnte weitere Probleme mit sich bringen. Zur Erinnerung: Der Satz iiber die Umkehrabbil-
dung garantiert die lokale Existenz der inversen Abbildung einer differenzierbaren Funktion,

9(x.y)

wenn an dieser stelle die Funktionaldeterminante (Jacobian) E) ungleich 0 ist.

Die explizite Berechnung der Jacobi-Matrix am Punkt s der Anfangskurve liefert

x:(0,s) x,(0,5)
J/t(O,S) ,VS(O)S)

x'(t) xy(s)
y(t) yols)

a xy(s)
b y(s)

Folglich ist die Matrix singulér, genau dann, wenn die Tangentialvektoren (a, b) an die cha-
rakteristische Kurve und (xy(s), y,(s)) an die Anfangskurve linear abhéngig sind. Die geome-
trische Bedeutung von J =0 ist, dass die Projektion der Anfangskurve I'(s) in die xy-Ebene
tangential ist zur Projektion einer charakteristischen Kurve (Beriihrung liegt vor).

Um die Eindeutigkeit der Losung nahe der Anfangskurve zu garantieren, muss also gelten
J # 0. Diese Bedingung heil’t Transversalitdt — die Anfangskurve muss in allen Punkten
quer zu den charakteristischen Linien verlaufen.

Beispiel 6.3 (Korrekt und nicht-korrekt gestellte Probleme) (a) Man l6se u, = 1 beziiglich
der Anfangsbedingung u(0,y) = g(y). Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbe-
dingungen lauten

x:(t,8)=1, y:(t,8)=0, u(t,s)=1,
x(0,s)=0, y(0,s)=s, u(0,s)=g(s).
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Die parametrische Form der Integralfldche ist (x(z,s), y(¢,s), u(t,s)) =(t,s,t + g(s)) so dass
die explizite Losung lautet u(x,y)=x+ g(y).

(b) Wir betrachten die selbe Gleichung u, = 1, verdndern aber die Anfangsbedingungen:
u(x,0)= h(x).In diesem Fall wandelt sich das Bild drastisch.

x(t,s)=1, y:(t,8)=0, u(t,s)=1,
x(0,s8)=s, y(0,s)=0, u(0,s)=h(s).

Die parametrische Losung lautet
(x(z,s),y(t, ), u(t,s))=(t+s,0,t + h(s)).

Die Gleichungen x =t + s, y =0 kénnen nicht nach s und ¢ aufgeldst werden.
Geometrisch: Die Gleichungen der Charakteristiken sind x’(¢t) = 1, y’(t) = 0, also
(x(2),y(t)) = (t,c), was die Parallelen Geraden zur x-Achse sind; y = const.. Die Anfangs-
kurve ist die x-Achse, y =0, also eine spezielle Charakteristik. Auch analytisch ist klar, dass
die die Transversalitdt auf der gesamten Anfangskurve verletzt ist, denn

11
00

a xy(s)
b y(s)

Im Spezialfall h(x)= x + ¢ mit einer Konstanten c, erhalten wir u(¢,s) =t + s+ c. In diesem
Fall ist es nicht notig, nach s und ¢ aufzulosen, da wir die explizite Losung ablesen kdnnen:
u(x,y)=x+c+ f(y) fiir jede differenzierbare Funktion f mit f(0) =0. In diesem Fall haben
wir also unendlich viele Losungen und somit keine Eindeutigkeit.

(c) Fiir jede andere Wahl von & haben wir jedoch gar keine Losung des Problems — die Exi-
stenzbedingung ist verletzt.

Bemerkung 6.2 (a) Wegen der besonderen Rolle, die die Projektionen der charakteristi-
schen Kurven spielen, bezeichnet man sie auch als Charakteristiken. Im Falle einer linearen
PDGI erster Ordnung lautet das System der gew. DGI der (Projektionen) der Charakteri-
stiken:

d d
X()= d—’t‘ =a(x(t),y(£), y'(t)= d—{ = b(x(t), y (1)), (6.10)
dy _ b(x,y)

und dieses fiihrt auf y'(x) = A ay)

(b) Die Methode der Charakteristiken ist, in etwas abgewandelter Form, fiir die allgemeine
partielle Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Variablen anwendbar:

F(x,y,u,uy,u,)=0.

Sie fiihrt auf ein gew. DGLsystem von fiinf Gleichungen, fiir jede Variable von F eine Glei-
chung, siehe [PR05, 2.9, Seite 52 ff.] oder 1.7,S. 19 ff.].
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6.3 Klassifikation von semilinearen PDGIn zweiter Ordnung

6.3.1 Quadratische Formen — Wiederholung

Wir wiederholen die wichtigsten Fakten iiber quadratische Formen aus der linearen Algebra.
Sylvestersches Trigheitsgesetz Es sei A € R"*" eine symmetrische Matrix.

(a) Dann existiert eine invertierbare Matrix B € R"**", sowie r,s,t € Ny mit r + s+ ¢ = n und
eine Diagonalmatrix D = diag(d,,d>,...,d+s,0,...,0) mitd; >0fiiri =1,...,rund d; <0
firi=r+1,...,r+sund

BAB' =diag(d,,...,d+s,0,...,0).

Wir nennen r+ den Rangvon A und r — s die Signatur von A.

(b) Rang und Signatur hdngen nicht von der Wahl von B ab, das heilt, wenn fiir eine andere
reguldre Matrix B’ und eine andere Diagonalmatrix D’ gilt D’ = B’A(B’)T, so stimmen Rang
und Signatur von D und D’ iiberein.

Wir assoziieren zu A eine quadratische Form Q4(h), h € R", {iber

Qu(h)=h"-Ah="> a;hih;.

ij=1
Wir nennen Q, bzw. A

positiv definit, falls VheR",h#0:Qa(h)> 0.
negativ definit, falls VheR",h#0:Q(h)<0.
positivsemidefinit, falls VheR": Qu(h)> 0.

negativ semidefinit, falls VheR": Qu(h)<0.

indefinit, falls 351, h € R*: Qa(h1) <0< Qalhy).

Zur Erinnerung, Q4 ist positiv (negativ) definit, falls alle Eigenwerte von A positiv (negativ)
sind. Q, ist semidefinit, falls einige Eigenwerte gleich Null sind, alle anderen Eigenwerte aber
dasselbe Vorzeichen haben. Q, ist indefinit, falls A sowohl positive als auch negative Eigen-
werte besitzt.

6.3.2 Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch

Wir betrachten die semilineare Gleichung zweiter Ordnung in n Variablen x;,...,x, in einem
Gebiet 2 Cc R”

n
Zai]-(x)uxl.xj+F(x,u,ux1,...,uxn):O; (6.11)
ij=1

die Koeffizienten a;;(x) seien stetige Funktionen. Da wir u € C*({2) annehmen, gilt Schwarz’
Lemma und wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Koeffizientenmatrix A(x)
als symmetrisch annehmen: a;;(x)=a;;(x), i,j =1,...,n.

Definition 6.2 Wir nennen die PDGI im Punkte x,
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elliptisch , falls die Matrix A(x,) positiv oder negativ definit ist,

parabolisch, falls A(x,) positiv oder negativ semidefinit ist und den Rang n — 1
hat (Null ist Eigenwert von A(x,) der Vielfachheit 1),

hyperbolisch, falls A(x,) indefinit ist mit Rang n und einer Signatur vom Betrag
gleich n — 2. Das heil3t, die Matrix hat n — 1 positive und einen negativen Eigen-
wert (oder umgekehrt).

Bemerkung 6.3 (a) Der Typ der Gleichung @ndert sich nicht, wenn man mit —1 multi-
pliziert. Aus einer positiv definiten Matrix A wird eine negativ definite Matrix —A. Die Losung
u andert sich nicht.

(b) Der Typ einer PDGI kann durchaus von der Stelle x, € 2 abhdngen und braucht nicht
konstant zu sein. In diesem Fall spricht man vom gemischten Typ.

6.3.3 Koordinatentransformationen

Wir untersuchen, wie sich die Koeffizienten a;;(x) verdandern, wenn wir eine regulére Varia-
blentransformation y = ¢(x) durchfiihren;

YZ:SUI(XI»---,xn), l:].,,n,

Die Transformation heiBt regul(lir falls die Funktionaldeterminante (Jacobische, Determi-

.....

Nach dem Satz tiber die Inverse Abbrldung, kann man d1e Transformation dann lokal inver-
tieren; die inverse Abbildung sei x = y)(y)

xl:q)l(,)’h---,J/n), l:]-’---’n-

Setzt man
u(y)=u((y)), dann u(x)=u(p(x))

und fordert ¢, € C?(2), so hat man nach der Kettenregel

i dyp; 0 0?
ey = () = 3 By, SEL O S T0L (6.12)
=1

YiYk Y1
o= Jx; 0x;j 0x;0x;

Setzt man ©.12) in @TI1) ein, so erhilt man

- 5901 590k - 0%y Fel o .
ai; ij F(y,u,dy,,..., =0. 6.13
Z uyzyk Z J axl ax] ; i WZZIG J axiaxj + (y Uu,uy uyn) ( )

k,l=1

Wir bezeichnen die Koeffizienten vor den zweiten partiellen Ableitungen von i, der trans-
formierten Gleichung mit ay,

L Jy; 0
ajx = Z a;j(x) ail a—il'c, (6.14)
i,j=1 ! J



6.3 Klassifikation von semilinearen PDGIn zweiter Ordnung 39

und schreiben (6.13) in der selben Form wie (6.11))

n

> @)y, +Fy, i, iy, .., iy,)=0.
k,l=1

Gleichung .I4) spielt spédter eine entscheidende Rolle um die PDGI @.I1) zu vereinfachen.
Und zwar wollen wir, dass einige der Koeffizienten d;; zu 0 werden. Schreibt man

% .
blj:a_i;’ l,]=1,...,n, B:(b“)’

das heilt, B ist die Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation, so lauten die neuen Koef-
fizienten A(y) = (d,(y)) wie folgt:
A=B-A-B".

Dies ist aber genau die Transformationsformel fiir quadratische Formen. Nach dem Sylve-
sterschen Trigheitssatz, SatzB3dl haben A und A die selbe Signatur und den selben Rang.
Wir haben also den folgenden Satz gezeigt:

Satz 6.1 Der Typ einer semilinearen PDGI zweiter Ordnung dndert sich bei einer reguldren
Koordinatentransformation nicht.

Notation. Es sei L ein Differentialoperator der Form
n
Llu]= Z ;i (X) Uy, + F(X, Uy Uy .oy Uy, )
ij=1
dann bezeichnen wir mit L,

n
LZ[u] = Z al](x) ux,-xj
ij=1
die Summe der Terme mit den héchsten partiellen Ableitungen. L, ist ein linearer Operator.

Definition 6.3 (a) Die PDGI L[u] =0 ist in Normalform, falls

r+s

;
Lz[u]zzuxjxj_ Z Uy;x;
j=1

Jj=r+1

mit gewissen natiirlichen Zahlen r,s mit r +s < n.
(b) Es sei n = 2. Eine hyperbolische Gleichung L[#] = 0 ist in kanonischer Form, wenn nach
Koordinatentransformation u(x,y) = (&, n)

Lg[il] == 11577

Bemerkung 6.4 (a) Der Typ der Gleichung kann vom betrachteten Punkt x, € {2 abhéngen.
Zum Beispiel ist die Trichomi-Gleichung

YUyx+uy, =0
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von gemischtem Typ. Genauer gesagt ist sie elliptisch fiir y > 0, parabolisch fiir y = 0 und
hyperbolisch fiir y <0.

(b) Die Laplace-Gleichung ist elliptisch, die Warmeleitungsgleichung ist parabolisch wih-
rend die Wellengleichung hyperbolisch ist.

(c) Diese Klassifikation ist nicht komplett, da etwa fiir n > 3 Matrizen mit genau einem po-
sitiven, genau einem negativen und genau einem Eigenwert gleich 0 nicht erfasst sind; fiir
n =2 ist die Klassifikation vollstandig.

(d) Der Fall n = 2. Die PDGI

AUyy+2buyy+cuy,, +F(x,y,u,uy,u,)=0

mit Koeffizienten a = a(x,y), b = b(x,y) und ¢ = c(x, y) ist genau dann elliptisch, parabo-
lisch, bzw. hyperbolisch bei (xg, yo), wenn ac —b? >0, ac —b? =0 bzw. ac —b? < 0 bei (x, o).

6.3.4 Charakteristiken

Gegeben sei die semilineare PDGI zweiter Ordnung in 2 C R”

n
Zai]-(x)uxl.xj+F(x,u,ux1,...,uxn):O (6.15)

ij=1

mit stetigen Koeffizienten a;;; a;;(x) = a;;(x). Analog zur Gleichung 1. Ordnung definieren
wir die Charakteristiken.

Definition 6.4 Es sei o € C!(f2), ¢ € R fixiert. Die Hyperflaiche .# = {x € 2| o(x) = ¢} mit
grad o(x,) # 0 fiir alle xo € .# (regulédre Fliache) heil$t charakteristische Hyperfléiiche oder ein-
fach eine Charakteristik fir die PDGI (&I1), falls fiir alle x, € .7 gilt:

n

2 2
§:aﬁ@d gzd gzdzo. (6.16)

ij=1
Die PDGI erster Ordnung heildt charakteristische Gleichungvon ©.11).

Im Falle n = 2 sprechen wir von charakteristischen Linien.

Wenn alle Hyperfldchen o(x) = c fiir a < ¢ < b charakteristisch sind, so fiillen diese Hyper-
flichen einen Teil des Gebietes {2 aus; sie iiberschneiden sich nicht, da die Mengen x € 2
mit o(x) = ¢; und o(x) = c, keine Punkte gemeinsam haben. Insbesondere kénnen wir (in
einem gewissen Bereich von (2) jedem Punkt x, € 2 genau eine Hyperfliche o(x) = ¢, zu-
ordnen, in der x, liegt. Diesen Wert ¢, kénnen wir als neue Koordinate von x € 2 einfiihren.
Setzt man also

y=o(x),

so sieht man aus Gleichung a;; = Z:l o Qi i(x) % %, ©.14), dass nach der Koordinaten-
: ; 0x;

transformation der Eintrag links oben in der Koeffizientenmatrix verschwindet, @;; =0. Dies

bedeutet, je mehr charakteristische Hyperflichen man kennt, desto mehr Koeffizienten a;

verschwinden zu 0 und die transformierte PDGI wird einfacher.
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Beispiel 6.4 (a) Die charakteristische Gleichung von u,, =0 lautet 0,0, =0, sodass o, =0
und o, = 0 die charakteristischen Linien definieren. Diese sind parallel zu den Koordinaten-
achsen, also sind y =¢; (o(x,y)=y —c; =0) und x = ¢; (o(x,y) =x — ¢, = 0) die Charakte-
ristiken.

(b) Die charakteristische Gleichung von

XUy — YUy, =0, x#0,y#0

lautet x*0%—y*07 =0. Wegen detA = x*(—y?)—0 = —x*y? <0 ist die Gleichung hyperbolisch.
Allgemeines Vorgehen bei n = 2 Variablen. Wir schreiben die Charakteristikengleichung
fiir die allgemeine lineare PDGL zweiter Ordnung in 2 Variablen auf. Die charakteristische
Gleichung von au,, +2bu,, +cu,, =0ist

2 2 Ox ? Ox
acy+2bo.o,+co,=0al — | +—+c=0.
Ty Ty
Man beachte, dass der Typ bestimmt ist durch detA = ac — b%. Wegen grado # 0, ist die
Gleichung o(x,y) = c lokal auflésbar, etwa nach y, y = y(x), sodass nach dem Auflésungs-
satz y’=—o,/o0,. Dasselbe Ergebnis erhélt man durch Differentiation von o(x,y) = const..
Der Differentialformenkalkiil liefert do(x,y) = dconst. oder o, dx + 0, dy =0 bzw. y’'(x) =
dy/dx =-o,/0,. Setzt man dies in die Charakteristikengleichung ein, so hat man

a(y’y* —2by’+c=0,

mit den Losungen (falls a # 0)

y/_b:l:\/bz—ac

a
Man erkennt, dass eine elliptische Gleichung gar keine Charakteristiken besitzt, eine parabo-
lische Gleichung besitzt eine Schar von Charakteristiken und eine hyperbolische Gleichung
hat zwei Scharen charakteristischen Linien.

Der hyperbolische Fall. Ist ¢, = o0,(x,y) die erste Familie von Charakteristiken und ¢, =
0,(x,y) die zweite Familie, so fithrt man die neuen Variablen

E=oi(x,y), n=o02x,y)

ein. Dann verschwinden die beiden diagonalen Koeffizienten ¢ = ¢ = 0 und die hyperboli-
sche Gleichung liegt in charakteristischer Form vor

21~? L~L5U+F(€;n;aya§)an):0-

Der parabolische Fall. Wegen det A = 0, gibt es nur eine Familie von charakteristischen Lini-
en, etwa c¢; = 0(x, y). Nach der Koordinatentransformation

z=0:(x,y), y=y.

verschwindet nicht nur der Koeffizient @ = 0. Wegen det A = det A = Gé—b? = 0 verschwindet
auch b = 0. Die transformierte parabolische Gleichung hat dann die charakteristische Form

Ciiyy + F(z,y, i, i, ii,) =0.
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In unserem obigen Beispiel ist die charakteristische Gleichung
Xy ¥ -y*=0, y'=%y/x.

Dies fiihrt auf
d dx
—y::I:—, 1n|y|::|:ln|x|+co.
¥ X
Wir haben zwei Familien von charakteristischen Linien:
C2
=X, =—.
y=a y P
Tatsédchlich fiihrt in unserem Beispiel die Koordinatentransformation
Y
5:;:01, n=xy=c

auf

=

) Nxx = 0, Nyy = 0, Nxy = 1,

’ gxx:2_3y gyy:()y gxy:__-

Nx=Y, Ny =
gy:

S|~

_?’
Damit hat @TI2) die Gestalt

Uxx = 1255 5}26 +2ﬂ571 5x77x + ﬂT)T) T’ch + a§ Exx + an MNxx
Uyy = U 5}2/ +2a§n gyny + ﬂrm 7732/ + s 5}’)’ + 117) Nyy

Beachtet man x? = n/&, y? = &n und setzt diese Werte und die der partiellen Ableitungen
von & und 1) ein, so hat man

I S T S
Uxx = u55x4 —ZFugnJru,my +2§u§,
1
o ~ ~ 2
uyy—u55x2+2u§n+unnx .
Somit gilt
2 2 _ 2~ y~ —
X Uyx — Y Uy, =—4Yy u§n+2;u5—0
11 _ 0
—— —Ur=
én 2 xy 3

Wegen 1) = xy, lautet die charakteristische Form der Gleichung
1
2n

ug,,— u:=0.

vy

Allgemeine Losung der Gleichung. Substituiert man weiter v = ii¢, so erhilt man v, — ﬁ v=0
was der gew. DGl v’ — i v =0 entspricht. Folglich ist v(n, £) = ¢(&),/7. Integriert man beziigl.
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&, so erhdlt man #(&,n)=A(&)y/n+ B(n). Die Riicktransformation zu den Ausgangsvaria-
blen x und y liefert die allgemeine Lésung

ulx,y)=A (i—/) \/H+ B(xy).

(c) Die eindimensionale Wellengleichung u,, — a?u,, = 0. Die charakteristische Gleichung
0% = a?c? fithrt auf die zwei Losungen

—0,;/0y=dx/dt =X ==a.

Somit sind die charakteristischen Linien x = at 4+ ¢; und x = —at + ¢». Die Koordinaten-
transformation & = x —ar und n = x + at fihrt auf i, = 0, mit der allgemeinen Losung
i(&,n)=f(&)+ g(n). Folglich ist u(x,t) = f(x —at)+ g(x + at) die allgemeine Losung der
eindimensionalen Wellengleichung.

(d) Die Wellengleichung in n Dimensionen hat die charakteristische Gleichung

n
2 2 2 _
o;—a E o, =0.
i=1

Diese Gleichung wird erfiillt durch die charakteristischen Kegel
o(x,t)=a’(t —tOF = (xi —x"} =0,
i=1

wobei der Punkt (x(©, t(0) die Spitze des Kegels ist. In der Tat ist
o, =2a*(t—t), o,=—20x;—x")

. n 0
und weiter 07 —a? ) 4(x; — xg e =0.
Aullerdem gibt es auch charakteristische Hyperebenen,

n
o(x,t)=at +Zb,~x,~ =0,
i=1

wobei ||b||=1.

(e) Die Warmeleitungsgleichung hat die charakteristische Gleichung Z?zlai_ = 0, was
o, =0 fiir alle i = 1,...,n liefert, sodass t = ¢ die einzige Familie von charakteristischen
Linien ist.

(f) Die Poisson- und Laplacegleichung haben die selbe charakteristische Gleichung, die auf
Oy, =0y == 0,, =0 fiihrt. Also gibt es keine regulére Fldche, die die Charakteristiken-
gleichung erfiillt. Die Gleichungen haben keine charakteristischen Flachen.

6.3.5 Dieschwingende Saite

In Beispiell&4(c) wurde mit Hilfe der Charakteristiken £ =x —at =c,undn=x+at =c;
gezeigt, dass u(x,t)= f(x —at)+ g(x + at) die allgemeine Losung der Wellengleichung ist.
Dabei heilt f Vorwdrtswelleund g Riickwiéirtswelle. Die allg. Lésung ist also eine Uberlage-
rung aus Vorwdrts- und Riickwértswelle.
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(a) Die unendliche Saite

Wir betrachten das Anfangswertproblem (AWP) fiir die unendliche Saite. u(x, t) ist die Aus-
lenkung der Saite aus der Ruhelage am Ort x zur Zeit ¢. Die Anfangszeit sei t =0.

Uy —a’Uy, =0, x€R, t>0,
u(x,0)= ug(x), (6.17)

u(x,0)=u,(x),

wobei u und u, gegebene Funktionen auf R sind. Als klassische Losungdes obigen Anfangs-
wertproblems bezeichnet man alle die Losungen, die fiir £ > 0 zweimal stetig differenzierbar
sind und fiir £ > 0 einmal stetig differenzierbar sind. Dies sind die minimalen Glattheits-
bedingungen an u, damit die obigen drei Bedingungen im klassischen Sinne erfiillt werden
konnen. Eine Funktion u, die stiickweise stetig ist und erfiillt hei8t verallgemeinerte
Losung.

uo(x) steht fiir die Anfangsauslenkung der Saite am Ort x und u;(x) beschreibt den An-
fangsimpuls, den die Saite am Ort x erfahrt (Hammerschlag auf eine Klaviersaite).

Setzt man die Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung u(x,t)= f(x —at)+ g(x + at)
ein, so erhdlt man

uo(x)=f(x)+gx), wi(x)=—af'(x)+ag'(x).

Differenziert man die erste, so hat man u,(x)= f’(x)+ g’(x), sodass

[0 = S~ 5w (), g0)= 5 uilx) + 5t ).

Integriert man diese beiden Gleichungen von 0 bis x, so hat man
X

1 1 (7 1 1
f(x)ziuo(x)—gfo u (y)dy +A, g(x)ZEuO(xH_ZJ; u,(y)dy + B,

wobei A und B solche Konstanten sind, dass u(x) = f(x)+ g(x) erfiillt ist, also dass gilt
A+ B=0. SchliefSlich haben wir

ulx,t)=f(x—at)+glx+at)

xX—at x+at
1 1 1
—E(uo(x+at)+ uo(x—at))——ztlf0 ul(y)dy+—2af0 u(y)dy

x+tat

u(x,t):%(uo(x—l—at)#—uo(x—at))#—gf uy(y)dy. (6.18)

x—at

Diese Formel ist die d’Alembertsche Wellenformel (1746).
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t Aus Gleichung folgt unmittelbar, dass die Lo-
sung u(x, t) eindeutig durch die Werte der Anfang-
xt) funktionen uy und u; im Intervall [x — at,x + at]
bestimmt ist, dessen Endpunkte durch die charak-
teristischen Linien durch den Punkt (x, ¢) heraus-
geschnitten werden. Dieses Intervall heil8t Abhdin-
gigkeitsbereich fiir die Losung u(x,t), wie in der
xat g x+at X nebenstehenden Figur dargestellt.

Umgekehrt beeinflussen die Anfangswerte am Punkt (£,0) der x-Achse den Funktionswert
u(x,t)in dem dreieckigen Gebiet, mit der Spitze bei (x,0), welches durch die Charakteristi-
ken begrenzt wird. Das heil3t, u(x, t) wird beeinflusst durch die Werte am Punkt (£, 0), wenn
& —at <x <& +at. Dies bedeutet, dass sich unser Signal oder unsere Stérung u héchstens

mit der Geschwindigkeit a ausbreitet.
Beispiel 6.5 Wir wollen die folgende Losung

der eindimensionalen Wellengleichung

1 0 interpretieren. Angenommen, u,(x)=0 fiir al-
t=
le x und
—a a X 1- my |x | S a,
uo(x)= “
, |x|>a.

In diesem Beispiel betrachten wir eine Saite, die zur Zeit t = 0 gezupft wird, wie im neben-
stehenden Bild gezeigt ist. Dies ist die Funktion u((x). Die Anfangsgeschwindigkeit ist Null,
u,= 0.

u
1o t=1/2
-3a/2 -al2 a2 3a/2 X . X . .
In diesen Bildern ist das Verhalten der Saite
u dargestellt zu verschiedenen Momenten. Der
1/2 t=1 Anfangspeak teilt sich in zwei halb so hohe
Peaks, von denen der eine mit der Geschwin-
-2a 4 a 2a X digkeit a nach rechts und der andere mit der
selben Geschwindigkeit nach links lauft.
u
t=2
1/2 /\
-3a -2a -a a 2a 3a

Ublicherweise setzt man voraus, dass 1y € C3(R) und u; € C}(R) sind. In diesem Falle ist die
Losung u € C?(IR?) und wir konnen die beiden zweiten Ableitungen berechnen und diese
sind stetig. Andererseits ist die rechte Seite der d’Alembertschen Formel auch fiir beliebige
stetige Funktionen u; und beliebige Funktionen u, sinnvoll definiert. Wenn wir diese Lésun-
gen u(x,t) als verallgemeinerte Losungen des Cauchy-Problems ansehen, dann miissen wir
uns tiberlegen, welchen Sinn der Ausdruck u,; — a?u,, noch haben soll. Insbesondere brau-
chen wir einen allgemeineren Funktionsbegriff und einen allgemeineren Ableitungsbegriff.
Dies ist der Inhalt des ndachsten Kapitels.
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Stellen, an denen die Funktion u(x, t) nicht differenzierbar ist, heiBen Singularitdten. In un-
serem Fall ist die Anfangsfunktion uy(x) = u(x,0) an den Stellen —a, 0, a singulir. Diese Sin-
gularitidten bleiben fiir alle ¢ erhalten und werden entlang der Charakteristiken transportiert,
das heil3t, wenn u an der Stelle (x,, £y) singuldr ist, dann ist # auch an den Stellen (x, #;) oder
(x_, t;) singuldr, wobei

Xy—at=xy—aty,, x_+at=xy+aty,, >0.

Dieses Phdnomen ist typisch fiir hyperbolische Gleichungen. Bei parabolischen und ellipti-
schen Gleichungen hingegen, werden Singularitdten in den Anfangs- oder Randwerten un-
mittelbar geglattet.

Beispiel 6.6 (Dieses Beispiel wurde in der Vorlesung nicht gebracht) Es sei u(x,t) die Lo-
sung des AWP

U, —9u,,,=0, x€R,t>0,
u(x,0)=uo(x)= yi-22(x), u(x,0)=ui(x)=up(x).

(a) Bestimmen Sie ©(0,1/6).

(b) Bestimmen Sie das Verhalten von u fiir groe Zeiten, lim;_., u(x, t).
(c) Berechnen Sie maxu/(x, t).

(d) Bestimmen Sie alle Punkte (x, 1), wo u € C? ist.

Léosung. (a) Nach der d’Alembertschen Formel ist

x+3t

u(x,t):%(uo(x+3t)+u0(x—3t))+gf ui(y)dy,

x—3t
so dass ©(0,1/6)="7/6.
(b) Es ist offenbar

x+3t 2
lim uo(x +3¢t)=lim ug(x —3¢)=0, limf u(y)dy = f dy =4,
t—00 t—00 t—00
x—3t -2
also ist limy, o u(x, )= 2.
(c) Esist
x+3t 2
max ul(y)dy:f dy =4,
x—3t -2
wobei dies Maximum fiir alle Punkte (x, y) angenommen wird, wo x —3¢t < —2und x+3¢ > 2.
Aullerdem wird das Maximum 1 der integralfreien Summanden angenommen fiir x—3¢ > -2
und x + 3¢ < 2. Somit liegt das Maximum 1 + é4 = g genau dann vor, wenn

x—3t=-2 und x+3r=2,

also wenn (x,1)=(0,2/3).
(d) Die Anfangssingularitdten liegen bei x = 2. Diese werden entlang der Charakteristiken
transportiert. Die Losung ist in C? fiir alle Punkte, die nicht auf den 4 Geraden

x£3t=-2, xx3r=2

liegen.
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Theorem 6.2 Es sei T > 0 fixiert. Ferner seienx € R und0<t < T, uy € C*R), u; € C}(R).
Dann ist das AWP ein korrekt gestelltes Problem, u ist dann eine klassische Losung.

Beweis. Die d’Alembertsche Formel garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von u € C*(R x
(0,00)) N C(IR N [0,00)). Andererseits erhalten wir fiir uy € C(R) und lokal-integrierbares u;
eine verallgemeinerte Losung.

Wir miissen noch Stabilitdt zeigen. Es seien u und & Lésungen des AWP mit den Anfangsbe-
dingungen u,, u; bzw. i, i1, wobei

|uo(x)—a(x)[ <o, |ur(x)—T(x)] <0
firallex € R. Dann giltfirallexc Rund0<¢ < T:

| u(x) t)_ i'z(x’t)l
x+at

< |ur(y)— @ (y)| dy

N =

1
IuO(x+at)—ao(x+at)|+5|u0(x—at)—ao(x—at)|+£f

X—a

1
<6+—2at6 <(1+T)o.
2a

Wihlt man also zu gegebenem & > 0, 0 = /(1 + T), so hat man fiir alle 0 < r < T und alle
xeR
lu(x,t)—i(x,t)| <e.

Dies beweist die Stabilitiat des Problems. n

Bemerkung 6.5 (a) Das AWP ist nicht korrekt gestellt im Bereich R xR, also fiiralle t € R ..
(b) Auch fiir T < t < 0 ist das AWP korrekt gestellt. Physikalisch bedeutet dies, dass Schwin-
gungsprozesse reversibel sind.

(b) Die endliche Saite

Wir betrachten das folgende Rand-Anfangswertproblem (RAWP), bei dem sowohl Anfangs-
werte (Anfangsauslenkung und Anfangsimpuls) gegeben sind, wie auch Randbedingungen,
die fiir alle ¢ gelten.

Uy =0a"Uy, 0<x<I, >0,
u(0,x)=ug(x), 0<x<l
u0,x)=u(x), 0<x<lI,

u(0,t)=u(l,t)=0, t>0.

(6.19)

In diesem Fall handelt es sich um eine eingespannte Saite der Linge /. Angenommen, die
gegebenen Funktionen uy € C?([0, []) und u, € C!([0, /]) erfiillen die Bedingungen

uo(0)=uo(1)=0, wui(0)=ui(l1)=0, uy(0)=u,(l)=0. (6.20)
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Um das RAWP zu l6sen de-
. finieren wir neue Funktio-
nen ity und ii;, die auf ganz
R definiert sind wie folgt:
zundchst setzten wir beide
Funktionen auf [—[,[] als
ungerade Funktionen fort,
- also ist i;(—x) = —u;(x),
' i =0,1. Dann setzen wir i;
' als 21 -periodische Funktio-

hee nen auf ganz R fort.

Durch die Randwerte 0, werden i, und i, stetig. Durch die ungerade Fortsetzung bei 0,
existieren die ersten Ableitungen von i, und #; und sind stetig bei 0 und / und —I. Die
obige Annahme u;(0) = u; (/)= 0 sichert schlieBlich, dass i, € C*(R). Setzt man

1 x+at
~ dv,
ZaJ; i, (y)dy

—at

u(x,t)= %(ao(x—l—at)#— to(x —at))+

dann 16st u(x, t) das RAWP.



Kapitel 7

Distributionen

7.1 Einfiihrung — Testfunktionen und Distributionen

In diesem Abschnitt werden die Distributionen eingefiihrt. Distributionen nennt man auch
verallgemeinerte Funktionen. Sie haben eine Reihe von sehr schonen Eigenschaften: Dis-
tributionen sind beliebig oft differenzierbar, man kann die partiellen Ableitungen beliebig
vertauschen (Schwarz’ Lemma gilt uneingeschriankt), Distributionenfolgen verhalten sich
»angenehm® gegentiiber Differentiation oder Summation. Wir benutzen spéter die Distribu-
tionen um verallgemeinerte Anfangswertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung und fiir
die Wellengleichung aufzuschreiben. Hier spielt die Fundamentallosung eines Differential-
operators eine wichtige Rolle — erst mit Hilfe der Distributionen kann dieser Begriff sauber
definiert werden.

Verallgemeinerte Funktionen traten erstmals in der Quantenmechanik auf und wurden dort
von P. Dirac studiert. Er benutzte systematisch, die nach ihm benannte 6 - Funktion, die wir
besser als 0-Distribution bezeichnen. Die mathematischen Grundlagen dieser Theorie wur-
den unabhingig voneinander von S. L. Sobolev (1936) und L. Schwartz (1950, 1915 — 2002)
gelegt.

Eine gute Einfithrung ist das Buch von W. Walter [Wal74] und das von O. Forster [For81], § 17].
Ausfiihrlichere Darstellungen findet man in H. Triebel (vorhanden in deutsch und englisch)
[M1i92], V. S. Wladimirow und in Gelfand/Schilow (drei Binde) [GS69, [GS64].

7.1.1 Motivation

Distributionen verallgemeinern den Funktionsbegriff Sie sind lineare Funktionale auf gewis-
sen Testfunktionenrdumen. Mit Hilfe von Distributionen kann man mathematisch korrekt
Punktmassen und Punktladungen beschreiben sowie die Potentiale der einseitigen oder der
doppelten Schicht, siehe etwa [Arn04, S. 92].

Die Grundidee ist, dass man einer hinreichend ,guten“ Funktion f ein lineares Funktional
Ty auf den Testfunktionen & wie folgt zuordnet

Ty (90)=f fx)px)dx, ¢eg. (7.1)
R
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Auf der linken Seite benutzten wir die Klammerschreibweise um eine duale Paarung von
linearen Rdumen zu symbolisieren. Es handelt sich hierbei nicht um ein Skalarprodukt, da
die linke und rechte Seite aus verschiedenen Réumen kommen.

Allgemein bezeichnet die Klammer T (¢) die Berechnung des linearen Funktionals T auf der

Testfunktion . Wir schreiben dafiir auch T'(p).

Was wir von der Korrespondenz f « T; erwarten sind die folgenden Eigenschaften:

(a)

(b)

(©)

Die Zuordnung sollte injektiv sein, d. h: verschiedenen Funktionalen T} sollen auch
verschieden Funktionen f entsprechen. Um dies zu erreichen, muss der Testfunktio-
nenraum hinreichend grof$ sein.

Die Klasse der Funktionen f, denen eine Distribution T} entspricht, sollte zumindest
alle stetigen Funktionen enthalten. Wenn man jedoch an die Polynome f(x) = x"
denkt, so ergibt sich hieraus, dass die Funktion f(x)¢(x) auf R integrierbar sein soll,
also muss x"¢(x) € L}(R). Da Polynome nicht in L}(RR) liegen, miissen die Funktionen
¢ sehr schnell sehr klein werden fiir x — oo. Dafiir gibt es grob gesagt zwei Moglich-
keiten: man nimmt nur die Funktionen ¢, die aullerhalb einer gewissen von ¢ abhén-
gigen kompakten Menge Null werden. Dies fiihrt auf die Testfunktionen Z(IR). Dann
ist Tr genau dann wohldefiniert, wenn f {iber jeder kompakten Teilmenge von R inte-
grierbar ist. Diese Funktionen f nennt man lokal integrierbar auf R.

Zum anderen kann man als Testfunktionen ¢ die schnell fallende Funktionen ¢(x)
nehmen, genauer gesagt soll gelten

sup|x" gp(x)| <00
xeR

fiir alle natiirlichen Zahlen n € 7Z... Diese Funktionen sind die sogenannten Schwartz-
raumfunktionen aus . (IR).

Wir wollen, dass Tr beliebig oft differenzierbar ist, selbst wenn f unstetig ist. AuBer-
dem sollte fiir f € C!(R) gelten (Tf) = Ty. Dazu miissen wir dem Ausdruck

f fXex)dx, ¢e2
R

einen Sinn geben. Benutzt man aber die partielle Integration und dass ¢(+00) =
p(—00) = 0, so ist obiger Ausdruck gleich — f R f(x)p’(x)dx. Das heilt, anstelle von
f differenzieren wir die Testfunktion ¢.

Dabher ist das Funktional Ty sinnvoll definiert so lange f¢’ integrierbar ist. Da wir f
beliebig oft differenzieren wollen, benétigen wir Testfunktionen ¢, die beliebig oft dif-
ferenzierbar sind, ¢ € C*(RR).

Durch die Bedingungen (b) und (c) wird der Testfunktionenraum hinreichend klein.
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7.1.2 Der Testfunktionenraum Z(IR")
(a) Der Trédger einer Funktion und der Raum Z(IR")

Definition 7.1 Essei f: R"” — C eine komplexwertige Funktion. Als Trdger von f bezeichnet
man die Menge

supp f:={xeR"| f(x)#0} (Abschluss der Menge).

Bemerkung 7.1 (a) Der Trager supp f ist stets abgeschlossen; er ist die kleinste abgeschlos-
sene Menge M, so dass fiir alle Punkte au8erhalb M gilt f(x)=0.

(b) In einer kleinen Umgebung jedes aullerhalb des Tragers gelegenen Punktes ist die Funk-
tion identisch Null: x, & supp f genau dann wenn es ein ¢ > 0 gibt mit f =0 in U,(x,).

(c) Der Trager supp f ist genau dann kompakt, wenn er beschrankt ist.

Beispiel 7.1 (a) supp sin =supp tan=R.

(b) Essei f:(—1,1)— R, f(x)=x(1—x). Dann gilt supp f =[—1,1].

(c) Die charakteristische Funktion y,, hat als Trager M, den Abschluss von M.

(d) Es sei g =y die charakteristische Funktion des Intervalls [0,1] und f(x) =
3g(x—10)+4g (%*4) Dann ist supp f = [—4,—2]U[10,11].

Definition 7.2 Der Raum der Testfunktionen Z(IR") besteht aus allen C*-Funktionen mit
kompaktem Trager:

Z2(R"):=C(R")={f €C(R")|supp f ist kompakt}.

Die Elemente nennt man mitunter auch finite Testfunktionen.

A
Wir wollen uns iiberlegen, ob es {iberhaupt

cle von Null verschiedene Testfunktionen gibt.
Dazu betrachten wir die sogenannte Hutfunk-

h(t) tion 1
ce 1-2, [t <1,
h(t)=
0, |t]>1.

-1 1

Die Konstante c ist dabei so gewihlt, dass f]R h(t)dt = 1. Die Funktion £ ist stetig auf R.
Aus Ubungsaufgabe 7.3 folgt, dass h sogar beliebig oft differenzierbar ist mit A¥)(—1) =
h¥)(1) =0 fiir alle k € N. Nattirlich ist supp h = [—1, 1]. Folglich ist h € Z2(IR) eine Testfunkti-
on. Hieraus folgt, dass die im R” gegebene Funktion

1
cpe -k x||<1,
h)=1 6" |l
0, llx|| > 1.

zu Z(IR") gehort, wobei ihr Trager die abgeschlossenen Einheitskugel ist. Die Konstante c,,

ist so gewdhlt, dass f h(x)dx = f h(x)dx=1.

R" U1(0)
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Es sei € > 0. Wir setzen .
X
he(x)=—h (—) .
871

&

Dann gilt supp h, = U,(0) und

h(%) dxzf h(y)dy =1.

Ui(0)

1
f he(x)dx = —
\ en

U.(0)

Bisher haben wir nur eine einzige Testfunktion aus Z(IR") konstruiert, ndmlich /(x) und
natiirlich die Skalierungen h, Mit ihrer Hilfe konnen wir

(a) den Tréger einer beliebigen integrablen Funktion auf ein gegebenes abgeschlossenes
Intervall [a — ¢, a+ €] beschrdnken, indem wir f durch fh.(x —a) ersetzen, welche den
Trager in U,(a) hat.

(b) f glatten.

(b) Gldttung

Durch Glidttung kénnen wir uns einen sehr reichhaltigen Vorrat an Funktionen verschaffen,
die den Testfunktionenraum & fiir unsere Bediirfnisse gro genug machen. Insbesondere
konnen wir jede integrierbare Funktion in der L”-Norm durch glatte (C*) Funktionen ap-
proximieren.

Wir benutzten die Funktion #,, fiir eine von S. L. Sobolev eingefiihrte Glattungsmethode.

Definition 7.3 (a) Es seien f, g € LI(IR"). Wir definieren das Faltungsprodukt, oder einfach
die Faltung, f * g durch

(f+g)x)=1| fyIgx—y)dy=| flx—y)gly)dy=(gx*f)(x).
R” R”

Man kann zeigen, dass f * g(x) fast {iberall x € R” definiert ist und es gilt || f* g”L] <

11 [l
(b) Wir definieren die Gléttung f, von f durch

fe=[f*h,.
Man beachte, dass
fe(x) =J he(x—y)f(y)dy = f he(x —y)f(y)dy. (7.2)
R” Ue(x)

Grob gesagt ist f.(x) ein gewichteter Mittelwert von f in der £-Umgebung von x. Aus dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt ndmlich fiir eine in U,(x,) stetige Funktion f

felxo)= F)he(xo—y)dy = f(&) he(xo—y)dy = f(&) he(y)dy = f(&).

Ue(x0) Ue(x0) Ue(0)
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Sei etwa f = y1 5. Die Glattung f. sieht dann
folgendermaflen aus

(0, x<l-—g,

‘1 ‘ 2 *, l—e<x<l1l+eg,
‘ fe(x)=41, 1+e<x<2-¢,
*, 2—e<x<2+es,
1-¢ 1 1+eg z;s 2 2+g 0, 2+e<x,

wobei der * eine glatte Funktion zwischen 0 und 1 bedeutet.

Lemma7.1 Wenn f €LY(R"), so f, € C*(R").

Beweis. Wir betrachten nur den Fall n = 1, f € LI(R). Wir wenden IV.3.2. Satz auf die Funktion
F(y,t)= f(y)h.(t—y)an. Da h, stetigund beschréankt ist, ist F(y, t) fiir alle ¢ integrierbar. Fiir
alle fixierten y ist F(y, t) nach ¢ differenzierbar und | F(y,t) | < | fy) | hi(t—-y) | ist ebenfalls
integrierbar. Somitist G(t) = f R F(y,t)dy differenzierbar und

dr L 01

, d 0
G'(1)= —f F(y,t)dy =f - F(y,t)dy.
R
In unserem Falle ist also f/(x)= f]R f(y)h.(x —y)dy. Die Existenz der hoheren Ableitungen

fék)(x) folgt analog. |

Bemerkung 7.2 (a) Es gilt f, — f in L!(R") fiir e — 0.
(b) Co(R"*) c LY(IR") liegt dicht in L! beziiglich der L!-Norm. Das heif3t, fiir alle f € L}(R”*) und
¢ > 0 gibt es eine Funktion g € Cy(R"”) mit kompaktem Trager supp g undf JAf—8 | dx <e.

(Beweisidee). (1) Jede L!-Funktion kann durch L! -Funktionen mit kompaktem
Trager approximiert werden.

(2) Jede integrable Funktion mit kompaktem Tréager kann durch Treppenfunktio-
nen mit kompaktem Trager approximiert werden.

(3) Jede Treppenfunktion mit kompaktem Trdger kann approximiert werden
durch Treppenfunktionen zu endlich vielen Rechtecken.

(4) Jede charakteristische Funktion von einem Rechteck yg, wobei Q ein abge-
schlossenes Rechteck ist, kann durch eine solche Folge von Funktionen mit kom-
paktem Trager approximiert werden:

fn(x)=max{0,nd(x,Q)}, nel,

wobei d(x,Q) den Abstand des Punktes x vom Rechteck Q bedeutet. Man be-
achte, dass f, gleich 1 ist innerhalb von Q und 0 aulerhalb von U, ,,(Q). Diese
Funktion ist stetig.

(c) Cy(R") c LY(IR") ist dicht.
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(c) Konvergenz im Raum 2

Notationen. Fiir x € R” und einen Multi-Indexa € N, a =(ay,...,a,), sei

la|l=a;+a,+-+a,,

al=a,!--a,!

apn
n

dldu(x)
Ox - 0xy"

a_ al az.--
X =X X, X

D%u(x)=

So ist zum Beispiel fiir  =(2,0,2) und u € C*R3), |¢| = 4 die Ordnung der partiellen Ablei-
tung und D¥u(X) = Uy, x;xsxs(X)-

Es ist klar, dass Z(IR") ein linearer Raum ist. Wir wollen einen Konvergenzbegriff in & ein-
ftihren, der nicht auf eine Norm oder Metrik zuriickzufiihren ist.

Definition 7.4 Eine Folge (¢(x)) von Testfunktionen aus Z(R") konvergiert gegen eine
Testfunktion ¢ € 2(R"), falls es

(a) eine kompakte Menge K C R" derart gibt, dass supp ¢ € K fiir alle k € N und
(b) D%y, = D%p, gleichméligauf K fiir alle Multiindizes « .

Wir bezeichnen diese Art der Konvergenz durch ¢, s

Fiir eine stetige Familie {p, | A € R} schreiben wir ¢, el 2 fir e — 0, p € 2(R"), falls fiir
alle Folgen ¢, — 0 fiir k — oo gilt ¢,, el fiir k — 0o im Raum Z(R").

Beispiel 7.2 Es sei ¢ € 2(R), ¢ # 0 eine fixierte Testfunktion; wir betrachten eine Folge
(¢x(x)) von Testfunktionen, die wie folgt definiert sind:

e

@ pr(x)= ( . Diese Folge konvergiert punktweise und gleichméafSig und auch in Z(RR)

gegen Null. Es ist supp ¢ = supp y fiir alle k € N. Es konvergieren alle Ableitungen gleich-
malig gegen 0. Folglich ist i - 0.

¢(x/k)

(b) pi(x)=
tion ¢y gilt supp(¢x) = ksupp(y), k € N, diese sind in keiner gemeinsamen kompakten
Menge enthalten.

. Diese Folge konvergiert nicht gegen 0 in &, da fiir den Tréger der Funk-

k x
(©) pir(x)= @ Diese Folge konvergiert gleichméaRig gegen 0 auf R, da M < C/k mit

C=sup | e(y) | Ist jedoch 0 € supp ¢ und ¢”(0) # 0, so konvergieren die zweiten Ableitungen
@i (x)=¢'(kx), p(x)= k¢{(kx)nicht einmal punktweise bei x, = 0. Also gilt @ /9—> 0.

Man beachte, dass es keine Metrik in 2 gibt, fiir die obige Art der Folgenkonvergenz mit der
Konvergenz im metrischen Raum iibereinstimmte.
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7.2 Die Distributionen 2/(IR")

Definition 7.5 Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) ist ein stetiges lineares
Funktional auf dem Testfunktionenraum Z(IR"). Dabei hei8t das lineare Funktional T stetig
auf 2(R"), falls fiir alle Folgen (¢), pr € Z(R"), die in Z(R") gegen eine Funktion ¢ €
2(IR") konvergieren, (. P gilt T (pr) = T (¢) in C.

Die Menge der Distributionen auf Z(IR") bezeichnen wir mit 2’(IR") oder kurz mit &’.

Die Auswertung einer Distribution auf T' € 2’ auf einer Testfunktion ¢ € & bezeichnen wir
mit T (¢) oder mit (T, ). Zwei Distributionen 7; und T, sind genau dann gleich, wenn
Ti (¢) =T () firalle ¢ € 2.

Bemerkung 7.3 (Charakterisierung der Stetigkeit) (a) Ein lineares Funktional T auf Z(IR")

ist stetig, genau dann, wenn aus ¢y - 0 folgt, dass T () — 0 in C. Das heif3t, die Stetigkeit

in 0 gentigt bereits fiir die globale Stetigkeit. Es ist klar, dass die Stetigkeit, die Stetigkeit in 0

impliziert. Sei nun ¢y — - Dann ist (pr —¥) -0 und somit T (¢ — @) — 0 fiir k — oo.

Wegen der Linearitdt von T folgt hieraus T () — T () und T ist stetig.

(b) Ein lineares Funktional T auf Z(IR") ist genau dann stetig, wenn
VKCR"3IC>031eN,V pez: |T(p)|<C- sup |D%(x)|. (7.3)

K kompakt supp pCK xekK,|a|<l
Wir beweisen, dass dieses Kriterium tatsdchlich die Stetigkeit von T zur Folge hat. Sei
dazu ¢y - 0 fiir k — oo. Dann existiert eine gemeinsame kompakte Menge K C R" mit
supp ¢ € K fiir alle k € N. Nach dem Kriterium gibt es eine Konstante C >0 undein l € Z,
mit | T (vx) | < Csup | D%y (x) |, wobei das Supremum iiber alle x € K und tiber alle Multi-
indizes @ mit || < I genommen wird. Da D%y, =3 0 gleichmiRig auf K fiir alle a, erhalten
wir insbesondere sup | D%y (x) | — 0 fiir as k — o00. Dies beweist T () — 0 und somit ist T
stetig.
Der Beweis der anderen Richtung ist etwa in [Iri92, Satz 4.4, S. 55]. Wenn es eine konstan-
te, von K unabhingige kleinste derartige Zahl [ € N gibt, so nennt man [ die Ordnung der
Distribution 7.
(c) 2'(R") ist ein linearer Raum.

7.2.1 Regulire Distributionen

Eine grof3e Klasse von Distributionen aus 2’ werden durch gewohnliche Funktionen f tiber
die Korrespondenz f «— Ty gegeben, die definiert ist durch T} (¢) = f f(x)p(x)dx. Dabei

R
suchen wir eine moglichst viele Funktionen f, fiir die die rechte Seite noch erklért ist.

Definition 7.6 Eine Funktion f: R" — C heilt lokal-integrierbar, falls f tiber jeder kom-
pakten Teilmenge von R” integrierbar ist. Die Menge der lokal-integrierbaren Funktionen

auf R" bezeichnen wir mit L, (R") oder kurz L, .

LL (R")={f:R"—-C| fistmessbarund V¥ KcR”" :f | f] dx < oc}.
K

K ist kompakt
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Beispiel 7.3 (a) C(R")c L (R")
(b) L(R") C L. (R™).

1
(©) f(x)= P ist nicht lokal-integrierbar f ¢ L! (RR), da fol % =+o0- f istiiber der kompakten

loc

Menge [0, 1] nicht integrierbar.

Bemerkung 7.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) feLl (R7).

(b) Fiir jedes R > 0 gilt f € L}(Ug(0)).
(c) Firjedes xo € R" gibtes ein & > 0, sodass f € L}(U,(xy)).

Lemma 7.2 (Definition) Essei f € Llloc(]R”) lokal-integrierbar. Dann ist Ty € 2'(IR") eine Dis-
tribution.

Wenn es zur Distribution T eine lokal-integrierbare Funktion g L] _gibt mit T = Ty, so heifst
T regulér. Andernfalls heifst T singular.

Beweis. Zuniéchst ist Ty ein lineares Funktional auf 7, denn der Multiplikationsoperator ¢ —
f p istlinear und die Integration ein lineares Funktional.

Wir zeigen die Stetigkeit mittels (Z3): Sei dazu K € R" kompakt. Wir setzen C = fK | f | dx
und / =0. Dann gilt fiir alle ¢ € Z(IR") mit suppy C K:

|7 () | = U f)p(x)dx sf | f)| [ ¢(x)] dx <sup|e(x)| f | f(x)| dx = Csup|p(x)|,
Rn K xeK K xeK

wobei C = fK | f | dx < oo existiert, da f € L, .. Damit ist die Bedingung mit [ = 0 erfiillt

— Ty ist stetig und damit Ty € 2’(IR"). u

Beispiel 7.4 Essei ¢ € Z(IR). Dann ist

@ T(p)= f]Rgo(x)dx reguldr mit f(x)=1, T=T;.

(b) T(p)= f_zl @(x)dx ist reguldr mit f(x)= y-12 und T = Tj.

(© T(p)= f]R ¢'(x)dx=1- gp(x)|:o - f]R 17-¢(x)=0. Also ist T = 0 reguldr mit f =0.
d) T(p)= fooo ¢’(x)dx = —(0) ist nicht reguldr, wie wir unten sehen werden.

Lemma 7.3 (Du Bois-Reymond/ Fundamentallemma der Variationsrechnung) Es sei 2 C
R" ein Gebiet. Es sei f €L}, (R") und Ty (¢) =0 fiir alle ¢ € 2(R") mitsupp ¢ C 2.
Dann ist f =0 fast iiberall in (2.

Beweis. Wir betrachten der Einfachheit halbernur n =1und 2=(—m, 7). Seie mit0<e <7
fixiert. Ferner sei ¢ (x) = e ** h,(x) fiir alle k € Z. Dann gilt supp ¢ C [—7, 7t]. Da sowohl e*
als auch h,(x) zu C*(R) gehoren, gilt o, € Z(R) und

T

c=Tr(pr)=| [f(x)e ™ h(x)dx=0, keZ.

-7
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Das heil3t, alle Fourierkoeffizienten von f h, € L2[—7,t] verschwinden. Wegen der Parse-
valschen Gleichung folgt hieraus fh, = 0 in L?(—r, ). Daraus folgt, dassfh, = 0 f. 1. in
(—m, ). Da h, >0 auf (—n, ) folgt f =0f. ti. auf (—r, 7). (]

Bemerkung 7.5 Das obige Lemma zeigt, dass die Zuordnung f — T injektiv ist. In der Tat,
seien fi und f, lokal integrierbar und Ty, = Ty,. Dann folgt f; = f> f. ii.; also ist die Abbildung
injektiv. Daher konnen wir iiber diese Abbildung f — T} die lokal-integrierbaren Funktionen
einbetten in den Raum der Distributionen.

7.2.2 Andere Beispiele fiir Distributionen

Lemma 7.4 (Definition) Fiir ¢ € %(R") und fixiertes a € R" definieren wir die 0-
Distribution 6, iiber

ba () = p(a).
Dann gilto, € 2'(R") und 6, ist singuldir.

Beweis. Die Linearitdt von 6, ist unmittelbar klar. Wir miissen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei
Pr—> 0; insbesondere gilt punktweise ¢ (x) — 0 fiir alle x. Also gilt insbesondere 0,(¢x) =
Yn(a)— 0fiir k — oo. Somitist 0, stetigund damit 0, € 2’(R"). Wir benutzen mitunter auch
die Bezeichnung 6(x — a) fiir 6, und ¢ fiir 6, bzw. 0(x).

Der Einfachheit halber sei a = 0. Wir zeigen indirekt, dass 0 singulér ist. Angenommen, es
gibt eine Funktion f €L} (R")gibt, so dass 6 = Ty. Dann gilt ¢(0) :f L J(x)p(x)dx.

1. Beweis. Es sei 2 C R" eine offene Teilmenge, die die 0 nicht enthélt. Angenommen, ¢ €
Z(R") mit supp ¢ C 2. Insbesondere ist wegen 0 & supp ¢, ¢(0) = 0. Das bedeutet, dass
f L f(x)e(x) = f 0 f(x)p(x)dx = 0. Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
ist dann f = 0 f. 4. in {2. Da {2 eine beliebige offene Menge war, die den Ursprung nicht
enthdlt, gilt f =0f. . in R”\{a} und damit f =0 f. {i. in R”. Das bedeutet aber, dass Ty =0
in 2’(R"). Es ist aber 6 # 0 — ein Widerspruch.

2. Beweis. Wegen f €] gibtes ein € >0 mit

d :=f | f(x)] dx < 1.
Ue(0)

Setzt man ¢(x) = h(x/¢) mit der Hutfunktion h, so gilt supp ¢ = U,(0) und sup, .y~ g&(x)| =
©(0) >0, sodass
f@ex)dx | <sup|e)| | |f(x)]|dx=p(0)d <p(0).
R” U:(0)
Dies widerspricht aber f L J(x)e(x)dx ‘ = | cp(0)| = (0). |

Analog kann man zeigen, dass

T(p)=D"(a), acR", ¢ecZ(R")
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eine singuldre Distribution aus 2’(IR"*) definiert.
Die Distribution

T(p)=| [f)D*p(x)dx, feEL,
R

kann reguldr oder singulér sein, was von Eigenschaften von f abhéngt.

Da durch Ty, f €L, bzw. §, Masseverteilungen oder Ladungsverteilungen definiert werden

konnen, nannte L. Schwartz diese Objekte Distributionen (Verteilungen).

7.2.3 Konvergenzin 2’(IR)

Definition 7.7 Eine Folge (T}), Ti € 2'(R"), konvergiert gegen T € %’(IR"), falls fiir alle ¢ €
2(R") gilt

lim Tii(p) = T()-
Wir schreiben in diesem Fall limy_,, T; = T. Analog heilst die stetige Familie T, € > 0, von
Distributionen aus 2’(R") konvergentgegen T € 2’(R") fiir € — 0, lim,_,o T, = T, falls fiir alle
Testfunktionen ¢ € Z(R") gilt lim,_,o T:(¢) = T(p).

Mit diesem Konvergenzbegriff ist 2’(IR”) ein vollstindiger Raum, siehe auch [Wal02, p. 39].
Mit Hilfe dieses Konvergenzbegriffs gibt es viele Moglichkeiten, die singuldre Distribution 6
durch eine Folge regulédrer Distributionen zu approximieren.

Beispiel 7.5 Essei f = ;71 und fo(x) = f (f) die Skalierung von f: R — R. Es gilt also,

€

Jfe=1/(2€) y—¢,¢- Wir zeigen, dass Ty, — 6 fiir ¢ — 0in Z2’(R).
Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fiir alle ¢ € Z(R)

1 1 (° 1
Tr.(p) = Ef A—eep dx = Ef p(x)dx = EZW(@) = (&),
R —&

wobei £, € [—¢,¢] eine geeignete Zahl dieses Intervalls ist. Da ¢ stetig bei 0 ist, konvergiert
(&) gegen ¢(0) fiir ¢ — 0, denn &, geht gegen O fiir ¢ — 0. Also ist

lim 77, (p) = ¢(0) = 6(¢).

Das zeigt die Konvergenz gegen 6. ]

Das folgende Lemma verallgemeinert dieses Beispiel.

Lemma7.5 EsseifclLl(RR) mitf]R f(x)dx = 1. Fiir ¢ > 0 definieren wir die skalierte Funktion

fel0)=1£(%).
Dann gilt lig}o T;, =06 in7'(R).

Beweis. Nach Variablentransformation y = x/e erhalten wir f]R fe(x)dx =1 fiir alle € > 0.
Zum Beweis der Aussage miissen wir fiir alle ¢ € & zeigen, dass

J‘fg(x)cp(x)dx—mp(o):f fe(x)p(0)dx fiire —0;
R R
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oder, dquivalent dazu,

—0, flire—0.
e \¢

1
fR = (3) et - pon dx

Mit obiger Variablentransformation, y = <, dx = ¢ dy geht das obige Integral iiber in

f %f(y)(w(sy)—so(O))sdy‘= f F ) (ey) - p(ONdy |
R R

Da ¢ bei 0 stetig ist, ist fiir alle fixierten y, die Familie von Funktionen (¢(¢y)— ¢(0)) konver-
gent gegen 0 fiir ¢ — 0. Daher geht auch die Familie von Funktionen, g.(y) = f(y)(¢(ey) —
¢(0)) punktweise gegen 0. Mehr noch, g, hat eine integrable Majorante 2C | f |, wobei C =

sup| @(x) | Nach Lebesgues Theorem {iiber die majorisierte Konvergenz (IV.2.10. Satz) sind
xeR
Limes und Integral vertauschbar, daher ist auch der Limes der Integrale fiir ¢ — 04 0 gleich

Null.
lggr(}f | f0)] | e(ey)—(0)| dy =f | fo)|lim| ¢ (ey) = ¢(0)] dy =o0.
R R

[
Die folgenden lokal integrierbaren Funktionenfamilien approximieren 6 fiir ¢ — 0.
1 ) X 1 ¢
x)= Sin -, X)=——77, 74
Jex) mex? € 2 T x24¢? 74
x2
folx)= s—=e 4¢*, he(x)
2eym
1 X
fulx)=— sin=

Alle Familien sind die Skalierungen von f(x) = fi(x). Die ersten vier Familien erfiillen die
Bedingung des Lemmas f]R f(x)dx =1, die letzte jedoch nicht, da % | nicht in L}(RR) liegt.
Das Lemma gilt aber auch fiir uneigentliche Riemann-Integrale mit ffooo flx)dx =1.

7.2.4 DieDistribution 2 <

Die Funktion f(x) = - ist nicht lokal integrierbar, da f 01] x

regulédre Distribution nicht. Jedoch konnen wir einen Ersatz fiir T; definieren, der auerhalb
der Null mit fK @ dx iiberein stimmt, ¢ € Z(R), suppy € K, 0& K.
Zur Erinnerung: Der Cauchysche Hauptwert eines uneigentlichen Riemann-Integrals mit ei-

= +o00. Daher existiert T} als

ner Polstelle des Integranten ist definiert wie folgt:
Die Funktion f: [a,b]\{c} — R habe eine Singularititbei c € [a, b]. Dann ist

b c—¢ b
fo f(x)dx = lgllr(} (f +f ) f(x)dx.
a a ct+e
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Man beachte, dass das uneigentliche Riemann-Integral f: f(x)dx definiert ist als Summe
zweier unabhéngiger Limiten: lim,_, f o flx)dx + lim,,_)ofb f(x)dx Beim Cauchyschen

Hauptwert werden beide Grenzwerte gekoppelt. So gilt z.B. Vp f =0, n €N, wo-

1 x2n+1
gegen das uneigentliche Riemann-Integral f _, f(x)dx nicht definiert ist (und ebenso das
Lebesgue-Integral).

Lemma 7.6 (Definition) Fiir ¢ € 2(R), supp ¢ € [—R, R], setzen wir

F(so)=fo ne: )dx—lgLoU f )so(x)
—00 —-R

Dann ist F wohldefiniert, linear und stetig auf 2(IR). Wir bezeichnen diese Distribution mit
P 1.
X

Beweis. Es sei ¢ € 2(R) mit suppy C [—R, R]. Wir definieren eine Hilfsfunktion y: R — R
tiber
P(x)—p(0)
= xX#0
Pl)={ =
©’(0), x=0.

Da ¢ bei 0 differenzierbar ist, gilt ¢y € C(R). Da % eine ungerade Funktion ist, ist f _EE % =0
und wir erhalten

F(so)—th f )90( ) 4 —hE(}U f )SO(X)—SO(O)
-R
=lim (J +f )w(x)dx: Y(x)dx.

Da ) stetig ist, existiert das obige Integral.
Wir zeigen die Stetigkeit von F. Nach dem Taylorschen Lehrsatz ist, ¢(x) = ¢(0)+x¢’(&,) fir
einen geeigneten Wert £, zwischen x und 0. Also ist

|F(90)|=l£i£13(f f)gp(x)
_ hm( f f )so(owxso/(sx)
e—0
—-R

f | /(6] dx <2Rsup|'(x)].
R

Somit ist die Bedingung (Z3) aus Bemerkung[Z3 erfiillt. mit C = 2R und [ =1, so dass F
ein stetiges lineares Funkuonal auf Z(RR) ist und somit eine Distribution der Ordnung 1,
Fe 2'(R). m

In der Quantenmechanik sind die sogenannten Sochotzskyschen Formeln von Interesse,
siehe auch [Wla72, S. 76]. Eine Anwendung findet man etwa in der Quantenchromodynamik,
http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=959860754&dok_var=dl&dok_ext=pdf&filename:
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In 7'(R) gilt:

1

im T | =-mié+2 —,

£—0+0 X
x+ei

1
lim T 1 =70+ —.
£—0+0 X
X — €i
Beweisidee: Man zeige, dass fiir die Summe und die Differenz der beiden obigen Formeln
gilt
1
li T =2 — lim T 1. = —2Tio.
AT ox =222 M T o =-2ni0
x?+g? x>+ g*

Der zweite Grenzwert folgt sofort aus (Z4). Wir zeigen die erste Formel.
Beweis. Zu zeigen ist, dass lim, T x —% % =0, also dass fiir alle ¢ € Z(R) gilt

x2+ g2

R

xp(x)  p(x) .

fo (xf—l—sz_T dx —0, fiire—D0.
-R

Dies ist dquivalent zu

R 2
limfo de:

£—0 _px(x*+e?)

Mittels Taylorentwicklung ¢(x) = ¢(0)+x¢’(£,) und der Tatsache, dass ¢(0)/(x(x?+£2)) eine
ungerade Funktion ist, so dass Vp f]Rgo(O) /(x(x?+ €?))dx =0, folgt

R R /
2 e +x9'(E)| ., | ¢(E2) , , dx 71
€ fo_R it dx=¢"Vp _sz—Jrgzde(e sup|g0 Xt =Ce ;—CTE«S‘.
Diese Term geht fiir ¢ — 0 gegen 0. |

7.2.5 Rechnen mit Distributionen

Distributionen zeichnen sich dadurch aus, dass man mit ihnen mitunter einfacher rech-
nen kann als mit Funktionen. Wir wollen daher die {iblichen Operationen mit Funktionen,
wie Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt, Faltung, Fouriertransformati-
on usw. von Funktionen auf Distributionen tibertragen. Unser Allgemeines Prinzip ist dabei
immer dasselbe: Fiir reguldre Distributionen sollen die fiir Funktionen bekannten Begriffe
heraus kommen. Es soll also gelten (unter den notwendigen Voraussetzungen an f und g):

(T;Y =Tp, Z(T)=Tzp TrxTg=Tp,...

Wir wissen bereits, dass man Distributionen aus 2/(IR") addieren und skalar vervielfachen
kann, denn ¢’ ist ein linearer Raum.
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(@) Multiplikation

Es gibt leider keine Multiplikation T; T, zweier Distributionen untereinander. Jedoch kénnen
wir ein Produkt a-T = T-a, T € 2’(R") fiir a € C*(IR") definieren. Was geschieht ndmlich im
Falle einer regulédren Distribution T = Ty, wenn man a Ty = T, fordert?

T.r(p)=| a@)fx)px)dx=| flx)alx)p(x)dx=Ts(ayp). (7.5)

Rn Rll
Es gilt, dass ap € Z(IR") liegt, denn a € C*(IR") und ¢ hat kompakten Trager. Somit hat

auch ay kompakten Trager. Also definiert die rechte Seite von ein lineares Funktional
auf 2(R").

Definition 7.8 Fiir a € C*(R")und T € 2’(R") definieren wir aT € 2’(IR") durch

aT(p)=T(ayp)
und nennen a T das Produktvon a und T.

Wir miissen noch die Stetigkeit zeigen. Angenommen, @ - 0, dann gilt ayi - 0 fiir

k — o0o. Dann gilt wegen der Stetigkeit von T limy_, T (a¢x) —0;alsoistaT stetig.
Beispiel 7.6 (a) x# - = T;. Tatsichlich gilt fiir ¢ € 2(R"),

xp(x)

1 1 >
X < (p)=2 p (xp(x)) =fo — dxszw(x)dxz Ti (¢).

—0o0

(b) Wenn f € C*(R"), dann

fX)8a(p) =64 (f(xX)p(x)) = fla)p(a) = f(@)da () -

Also gilt f(x)6, = f(a)o,.
(c) Man beachte, dass diese Multiplikation nicht assoziativ ist, denn es gilt

1 1 1
(6-X)P —=0-2 =0, 5(x-g»—):5-n:1-5=5.
X (b) X X J (a)

(b) Differentiation

Wir betrachten vorerst nur den Fall n = 1. Es sei f € C!(RR) eine stetig-differenzierbare Funk-
tion auf R, also erst recht f € L, .. Insbesondere definieren Ty und Ty reguldre Distributio-
nen.

Es sei ¢ € Z(R) mit supp ¢ C (=R, R), so dass p(—R) = p(R) = 0. Wir definieren (1;) = Tj.
Partielle Integration liefert dann

R R

Tr ()= | fE@e@)de= e ,— | fx)e(x)dx

—R —R
R

=— | fep'x)dx=-T;(¢"),

—-R
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Wobei wir ¢(—R) = ¢(R) = 0 benutzten. Folglich gilt es fiir stetig-differenzierbares f,
T; (¢) = —Tr (¢’) zu definieren. Diese Identitdt nehmen wir als Rechtfertigung fiir die all-
gemeine Definition der partiellen Ableitung D*T.

Definition 7.9 Fiir T € 2’(IR") und einen Multi-Index a € N{ definieren wir D*T € 2’(IR")
tiber
DT (¢)=(-1)*T(D%), ¢eI(R")

Die Linearitdt von D¢ ist klar, wir miissen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei ¢ - 0 fiir k — oo.
Nach Definition ist dann auch D%y - 0 (gleichmélige Konvergenz auf g:?lnz R™).Da T
stetig ist, gilt T (D%¢;) — 0 fiir k — oo. Somit ist D*T (¢,) — 0; DT ist daher ein stetiges
lineares Funktional auf Z(IR") und gehoért somit zu 2’(R").

Man beachte, dass hier, bei der Stetigkeit der Differentiation, zum ersten Mal benutzt wird,
dass bei der Folgenkonvergenz in Z(IR") alle Ableitungen gleichméalig konvergieren miis-
sen. Man beachte, dass Distributionen, partielle Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen.

Lemma 7.7 EsseiacC®(R")und T € 2'(IR"). Dann ist
(a) die Differentiation D*: 9’ — 9’ eine stetiger linearer Operator auf %', das heifst, wenn
T, — T in 2’ so folgt D* Ty, — DT in &’ fiir k — oo.
(b)
5} da orT

T)=——T —_—, i=1,..., P 7] elle Ablei .
o (aT) ox, +a8x,~’ i=1,...,n (Produktregel fiir partielle Ableitungen)

(c) Fiir beliebige zwei Multiindizes a und B gilt

D*PT=D%DPT)=DP(D*T) (Schwarzsches Lemma).

Beweis. (a) Angenommen T; — T fiir k — 0o in 2, das heift, fiir alle ¢ € 2(R") gilt T;. () —
T (). Insbesondere gilt dies fiir ) = D%p, ¢ € 2(R"). Also gilt

(-1)“ID"T, (¢) = T, (D"¢) — T (D"¢) = (-1)“'D*T (¢).
Da dies fiir alle ¢ € Z(R") gilt, folgt die Behauptung.
(b) Es sei ¢ € Z(IR"). Dann gilt:
oT oT 1%}
e = — = —T
i (V) =5 (a9) =1 (5= (ap))

_ ~1(a22)=—a,1(p)-ar (22
= T(axi(x)(p) T(aax)_ axiT((p) aT(axi)

1

2 2
=—a,T(p)+ o (aT)(p)= (—axi T+o0 (a T)) (¢).

Streicht man auf beiden Seiten das Argument ¢, so erhdlt man die Behauptung.
(c) Der Beweis verlduft dhnlich wie in (a) und (b) und benutzt D**f ¢ = D*(DF @) fiir p € 2.
n

Man beachte, dass die Differentiation d: C}(IR) — C(IR) oder im Hilbertraum d: C!(R) C
L?(R) — L2(IR) nicht stetig ist.
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Beispiel 7.7 (a) Esseia € R", feLl (R"), ¢ € 2(R"). Dann gilt

loc
D8, () =(-1)*6, (D) =(-1)“D*p(a)

DTy (¢) = (—1)|“|J1 f(x)D%p(x)dx.

n

(b) Die sogenannte Heavisidefunktion H(x) ist definiert als charakteristische Funktion der
positiven Halbachse, H = y(o1). Offensichtlich ist sie lokal integrierbar, Ty ist daher eine
reguldre Distribution. Wir berechnen die Ableitung (7Ty) € 2’(R):

o0

Tﬁ(so)=—f H(x)p'(x)dx =~ f p(x) dx = —p(x)|, = p(0)=5 ().
R 0
Also gilt TI;:5.

h f(x) (c) Wir verallgemeinern diese Beispiel. Sei f(x) diffe-
‘ renzierbar auf G = R\{c} = (—o0,c) U (c,00) mit einer

/\ Sprungstelle bei ¢

Cc

Die Ableitung von Ty in 2’(R) ist dann

T]ﬁ: Ty +hé., wobei h:f(c+0)—f(c—O)zgl_i’{)IiO(f(cﬂ—s)—f(c—s)),

die Sprunghdhe von f bei c ist. Tatsdchlich gilt fiir p € 2(RR)

T}(¢)=—Tf(<p’)=—U +f )f(x)cp’(x)dx

=—f(6—0)<P(C)+f(C+0)<P(C)+(f +f )f’(X)SO(X)dx

=((flc+0)= flc=0))d:+ Tpv) (¢)
= (. + 1) ().

(d) Wir zeigen, dass f(x) =In|x| zu L} (R) gehort, siehe UA Serie 8.2, und berechnen die
Ableitungin 2’(RR).

Beweis. Da f auf R\ {0} stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass f in einer Umgebung von 0 inte-
grierbar ist. Da das Integral

1 0 0
0
f Inxdx = f te'dr = tet| —f eldr=-1
x=e!,dx=e’ d¢ —
0 —00 —00

als uneigentliches Riemannintegral (oder Lebesgueintegral) existiert, ist f € L, _(R) und so-
mit existiert die reguldre Distribution Tj, .
Wir zeigen, dass T]ﬁ =1

X
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Es sei ¢ € 2(R) mit supp ¢ < (—R, R). Fiir alle £ > 0 gilt f_RR = f__; +f_€S +f€R; also kann man

auf der rechten Seite auch zum Limes ¢ — 0 tiber gehen und erhélt nach wie vor f_RR. Nach
Definition der Ableitung ist

R
1n|x| (p(x)) =—Tjn| x| (¥'(x) ——f In|x| ¢’(x)dx

([ Ymeeass)

Wegen ‘ f_ll In|x|¢’(x)dx ‘ < 00, konvergiert das mittlere Integral f_eg In|x|¢’(x)dx fiire = 0
gegen Null; dies gilt erneut aufgrund des Satzes von Lebesgue tiber die majorisierte Konver-
genz, angewandt auf die stetige Funktionenfamilie g.(x) = y(_..(x)In|x|¢’(x), die punkt-
weise gegen 0 geht und durch die integrierbare Funktion In|x | ¢’(x) majorisiert wird.

Wir berechnen das dritte Integral mittels partieller Integration: Unter Beachtung von
¢(+R) =0 haben wir

R
f Inx¢'(x)de = Inx p(x) - f 28 gx =Ineg(e) - f a

Analog hat man

f_ In(—x)¢’(x)dx =—Ine p(—¢)— f gp(x)

—R

Die Summe der beiden Ausdriicke ergibt

lnscp(s)—lnsgp(—s)—(f %d +f @dx).
£ —R

Der integralfreie Term konvergieren gegen 0 fiir ¢ — 0, da hgio €Ilne =0. Der andere konver-
£—

giert gegen — & ;(ga).

9le)= ()
2¢€

lin& (Inep(e)—Inep(—¢)) = lin(}lns 2e = Zcp’(O)lin&slns =0.

e[+ ) aer b

Folglich ist

(c) Konvergenz von Folgen und Fourier-Reihen

Zur Erinnerung: Eine Funktionenfolge ( fi) konvergiert auf K gleichmdifsig gegen eine Funk-
tion f, wenn
Ve>03k(e)eN VEk>k(e) YxeK: | fulx)— f(x)| <e.
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Bemerkung 7.6 Wichtige Sitze zur gleichmélligen Konvergenz.

(@) Wenn (fi) auf K gleichmifig gegen f konvergiert und fj ist stetig fiir alle k,
dann ist f stetig auf K.

(b) Wenn f; auf K gleichmiRig gegen f konvergiert und f; ist Riemann-
integrierbar auf K fiir alle k, dann ist auch f Riemann-integrierbar auf K und

limg oo [ fe(x)dx = [ f(x)dx.

(c) Wenn f} differenzierbar ist auf K und (f;) konvergiert gleichméRig auf K ge-
gen g, dann konvergiert auch (fi) gleichméllig gegen ein f auf K und f' = g.

(d) Kriterium von Weierstral3. Es sei (f;) eine Funktionenfolge auf K und (cy),
cr > 0, eine reelle Zahlenfolge mit

1. |fk(x)| < ¢ fiir alle k und fiir alle x € K.

2. ) Cr <00.

Dann konvergiert ), fi gleichmiRig auf K gegen eine Funktion f.

(e) Definition. Die Funktionenfolge (fx) konvergiert auf 2 c R”" lokal-
gleichmdifsig gegen eine Funktion f, wenn fiir alle kompakten Teilmengen K C {2
die Funktionenfolge auf K gleichméllig gegen f konvergiert.

Lemma 7.8 Es sei (fi) eine Folge lokal-integrierbarer Funktionen auf R", die auf R" lokal-
gleichmdifsig gegen eine Funktion f konvergiert.

(@) Dann gilt f €L}, (R") und Ty, — Ty in 2'(R").

(b) Fiir alle Multiindizes a € N{] gilt: D*Ty, — DTy in 2'(R").

Beweis. (a) Es sei K eine kompakte Teilmenge des R”; wir zeigen, dass f € L!(K). Da fj
auf K gleichmilig gegen f konvergiert, ist nach (b) (siehe oben) f auf K integrierbar, also
fK fdx <oound aullerdem limy_,, fK fr(x)dx = fK fdx.

Wir zeigen die Konvergenz Ty, — Ty in &’. Es sei ¢ € 2 mit supp ¢ C K. Wegen der gleich-
mailigen Konvergenz von (fi-y) auf K und erneut wegen (b) haben wir

lim 7}, (¢) = lim f felw)p(x)dx =f (1im fex)) pe)de = f e dx = Ty(p)
K K K

Da dies fiir alle ¢ € 7 gilt, folgt Ty, — Ty in 2.
(b) Nach LemmalZ7(a), ist die Differentiation in 2’(IR") eine stetige Operation. Folglich
haben wir D*T;, — D*Ty fiir k — oo in 2’. [ |

Beispiel 7.8 (a) Es sei (c¢,) eine komplexe Zahlenfolge und a,b > 0 und m € N seien der-
art gegeben, dass |c,|<a|n|" +b fir alle n € Z, das heil’t, die Folge (c,) ist polynomial
beschréiinkt. Dann konvergiert die Fourierreihe

E inx
Cneln ,

nez
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in 2'(R).
Beweis. Wir betrachten zunéchst die (m + 2)fach ,integrierte“ Reihe

Cox M2 c .

Y e (7.6)

(m+2)! nTso (ni)

Nach Voraussetzung gilt
Cn x| | Cn aln|™+b a
(ni)m+2 (ni)m+2 - | n |m+2 - | n |2 '

Wegen ) 40 # < 00, konvergiert die Reihe (Z8) gleichmidlig auf R nach dem Kriterium
von Weierstral3, Bemerkung[Z6l(c). Nach LemmalZ8 konvergiert die Reihe dann auch
in 2’(R) und kann beliebig oft gliedweise differenziert werden. Die (m + 2)'¢ Ableitung von
[Z8) ist genau die gegebene Fourierreihe. ]

12 Die 27t-periodische Funktion f(x)= 35— —, X €

- ZTT [0,27) hat bei 2tn, n € Z Sprungstellen der
\ \ \ Hohe 1, denn esist f(0+0)—f(0—0)=3+3 =1.
-1/2
Daher gilt fiir die Ableitung in 2'(IR)

(x) - + Z 527rn

dabei ist —ﬁ die klassische Ableitung des differenzierbaren Anteils von f. Die Fourierreihe

von f ist
fx)~=—) —e™
) Zmz

Wegen der Vollstandigkeit des Orthonormalsystems {e** | n € 7Z}, stimmen f und g(x) =
2;1 n#0 Leinx als Funktionen im L2(0,27) iiberein; das heilt, f02ﬂ| f—g |2 = 0. Somit gilt
f =g f. 1. auf [0,27] und damit auch f. ii. auf R. Somit sind f und g als lokal-integrierbare
Funktionen gleich. Folglich stimmen die zugehorigen reguldren Distributionen in 2’(RR)

tiberein: Ty = T.

TfZTl 1 . in @/(R)

2mi

n
n#0

Nach Lemma[Z8lkann die Reihe gliedweise beliebig oft differenziert werden, man erhilt stets
eine in 7’(R) giiltige Identitdt. Nach Beispiel[Z.7]erhalten wir als erste Ableitung:

Tp=T +252m:2 Y. Tyw in Z(R).

nez nez, n#0
om #

Bringt man —ﬁ noch auf die rechte Seite, so erhalt man

Z5znn:_ZTlnx

nez nez
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(b) x™T =0. Es sei a(x)=x". Eine Losung der Gleichung a - T =0 in 2’(R) ist

3

T= c, 6", ¢, eC.

n

Il
o

Nach UA 8.2 gilt fiir alle ¢ € Z und fiir alle n =0,...,m — 1
a-0" (9) =(=1)"6 ((x" ()" = (=1)" (x" ()], =0;

Also erfiillt das obige T die Gleichung a T = 0. Man kann sogar zeigen, dass dies die einzigen
Lésungen von a T = 0 sind, siehe etwa [WIa72, p. 84].

(c) Die allgemeine Losung der gDGI u"™ =0 in 2’ stimmt mit der klassischen Lésung iiber-
ein, es ist u = T, mit einem Polynom p vom Grad m — 1.

Beweis. Wir beweisen dies nur fiir m = 1. Wir zeigen also, dass 7’ = 0 als einzige Losung in
2’'(R) die konstante regulédre Distribution hat, T = ¢T;. Der allgemeine Fall m > 1 folgt mit
Hilfe von vollstdndiger Induktion iiber m.

Sei also T’ = 0. Das heiBt, fiir alle y € 2 gilt 0 = T’ (y») = —T (). Insbesondere gilt fiir
¢,n € 2(R), dass

t,b(x):f (p(t)—dn(t)) dt, wobei d=T (go)zf w(x)dx,
oo R

zu Z(IR) gehort, da sowohl ¢ als auch n Testfunktionen sind. Dabei ist 1) eine Hilfsfunktion
mit f n(x)dx = 1. Dann ist ndmlich fiir groBes R, suppn € (—R, R), Y(R) = f:j px)dx—d-1=
d—d=0.Wegen T (y') =0und ¢’ = ¢ — d n erhalten wir

0=T(y)=T(p—dn)=T(¢)-T[n) TLi(y)
=T(p)—cTh(p)=(T—cT)(p),

wobei ¢ = T (n). Da dies fiir alle Testfunktionen ¢ € 2(IR") gilt, erhalten wir 0= T — ¢ T; bzw.
T = ¢ Ty, was die Behauptung beweist. n

7.3 Tensor Produkt und Faltung von Distributionen

7.3.1 Der Trager einer Distribution

Wir hatten bereits betont, dass man nicht vom ,,Wert einer Distribution 7" am Punkt x, € R"“
reden kann.

Definition 7.10 Es sei T € 2’(R"). Wir sagen, dass T in x, verschwindet, T(x,) = 0, falls es
ein ¢ > 0 derart gibt, dass T (¢) = 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(IR") mit supp ¢ € U,(xo).
Wir sagen, dass die Distributionen T und T im Punkte x, gleich sind, T(x,) = S(x,), wenn
T — S in x, verschwindet.
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Es gilt: T =S genau dann, wenn T'(x,) = S(x,) fiir alle x, € R”. Das heil3t, sind zwei Distribu-
tionen lokal gleich in allen Punkten, so stimmen sie auch global iiberein.

Aus der Definition folgt: Die Menge n(T) der Punkte des R”, in denen T verschwindet, ist
offen, denn wenn T in x, verschwindet, also T(¢) = 0 fiir alle Testfunktionen mit Tréger in
U,(x,), dann verschwindet T auch in allen Punkten von U,(x,).

Definition 7.11 Essei T € 2’(R"). Dann heilst die Menge supp T := R"\ n(T) der Trédiger der
Distribution T. Der Trager besteht also aus allen x € R” wo T nicht verschwindet, also

suppT={x| Ve>03Ip e 2(R"), suppp C U(x) und T (¢) #0}.

Bemerkung 7.7 (a) Nach Definition ist supp T abgeschlossen. Fiir beliebige lokal integrier-
bare Funktionen gilt jedoch supp Ty C supp f. Wir zeigen: R" \supp f C n(Ty). Sei xo nicht im
Trager von f. Nach Bemerkung[ZT] (b) gibt es dann ein &€ > 0, wo f = 0. Dann gilt aber fiir alle
¢ € Z(R™) mit supp ¢ C Ug(xp)

Ti(p)=| flx)plx)dx =f Fl)p(a)dx =0,
R" Ue(x0)

Ist f stetig, dann gilt supp Ty = supp f;

(b) supp 6, = {a}, das heildt, 6, verschwindet in jedem Punkt b # a. Tatsdchlich gibt es zu b
die Umgebung U,;—, /2, so das fiir alle ¢ € & gilt mit Trager in U;—g)/2, dass 6,(¢) = p(a)=0.
Ferner ist supp Ty = [0, +00) und supp T, = @.

7.3.2 Das Tensorprodukt
(a) Tensorprodukt von Funktionen

Es seien f: R” — C und g: R™ — C gegeben. Dann ist das Tensorprodukt f ® g: R"*™ — C
definiert tiber f®g(x,y)= f(x)g(y), x e R",y e R™.

Sind gy € Z(R")und Y € 2(R™), k =1,...,r, dann bezeichnen wir die Funktion ¢(x,y) =
> w1 i(y) die auf R"+™ definiert ist, durch ¢ =Y, ¢i ® 1 «. Die Menge solcher Li-
nearkombinationen 22:1 ¢ ® Y, bezeichnen wir mit Z(R") ® Z(IR™). Dies ist wieder ein
linearer Raum. Aus der Differenzierbarkeit von ¢, und ', folgt die Differenzierbarkeit von
@, p € CO(Rr+m),

Seien ferner K; € R” und K, € R™ die gemeinsamen Triager der Familie von Funktionen
{oi} bzw. {ir}. Dann ist suppy C Kj X K. Da K;j als auch K, beschrdnkt sind, ist auch
K; x K, beschrédnkt. Also ist supp ¢ kompakt und somit gilt ¢(x,y) € Z(R"+™). Daher gilt

2(RM® 2(R™) c 2(R™™).

Dariiber hinaus ist 2(IR") ® 2(R™) ein dichter Teilraum von 2(IR"*"). Das heilst, dass fiir
jedes n € (R**™)natiirliche Zahlen m, r,, € N existieren und Testfunktionen ¢, € Z(IR"),
Ymr € 2(R™), sodass

'm
Z(Pmk‘gwmk?n fiir m — oo.
k=1



70 7 Distributionen

(b) Das Tensorprodukt von Distributionen

Definition 7.12 Es seien T € 2/(R") und S € 2/(R") Distributionen. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte Distribution F € 2’(IR"*") sodass fiir alle ¢ € Z(IR") und ¢y € Z(R™)

Fle®y)=T(¢)S(y).
Diese Distribution F bezeichnen wir mit 7 ® S.

Klar ist, dass T ® S ein auf Z2(IR") ® Z(IR") definiertes stetiges, lineares Funktional ist. Da
2(R")® 2(R") dicht in 2(R"*t™) liegt, ldsst es sich eindeutig zu einem stetigen linearen
Funktional auf 2(R"+™) fortsetzen; (T ® S)(X_,_, ¢x ® YPx) = D, T(px)S(Px). So ist zum
Beispiel fiir a € R", b € R™ das Tensorprodukt 0, ® 0, = 0(4,5). Denn es gilt fiir ¢ € Z(IR")
und Y € 2(R™), dass

(0a®0p)(p @Y)=g(a)p(b)=(p®yY)a,b)="0bwn(p @Y).

Lemma?7.9 Essei F=T®S € 2/(R"*"™) das Tensorprodukt der Distributionen T € 2(R")
undS e 2(R™) undn=n(x,y) e 2(R"m).

Dann ist fiir alle fixierten x, € R" dievony € R™ abhdingige Funktion n(x,,y) eine Testfunkti-
onaus 2(R™). Fiir jedes x, in R" ist also die Zahl p(xo) := S (n(xo,-)) erklért. Diese Zuordnung
Xo — @(xo) ist eine Testfunktion aus Z(R™).

Analog isty(y):=T (n(-,y)) eine Testfunktion aus 2(R™) und es gilt

(T®8)(n)=S(T(n)=T(S())-

Beweis. (Beweisidee aus [Wla72, 11.7, S. 94 ff]) Die Funktion ¢: R” — C ist wohldefiniert und
hat (wie n)) einen kompakten Trager. Wir zeigen die Stetigkeitin a € R". Dazu seilim_.« Xy =
a eine gegen a konvergente Folge. Wegen der Stetigkeit von n gilt dann:

nN(xk,y) P n(a,y) imRaum 2(R™) fiir k — 00
Wegen der Stetigkeit von S auf Z(IR™) folgt weiter
@(xx) =S(n(x,-) = Sn(a,”) = p(a), k—oo.
Analoges gilt fiir . |

Beispiel 7.9 (a) Tensorprodukt reguliirer Distributionen. Es seien f € L' (R”) und g €

loc

Ll (R™). Dannist f® g € L, (R"*™) und Tf ® T; = Tygg. Nach Fubinis Theorem ist ndm-

loc loc

lich, fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(R") und y» € Z(R™)

(1@ T,) (p® ) =Ty () T, () = f £ 00 dx f () dy =
Rn

Rm

=J f fX)g(y) e(x)y(y)dxdy = f feglx,y)e@y(x,y)dxdy = Trey (p ®Y).

R RM Rnrt+m
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(b) Es sei xo € R", S € Z’(R™), n = n(x,y) € 2(R**™). Dann gilt 6,,®S (1) = S (1n(xo,-)). In
der Tat ist fiir p € Z(R") und y € Z(R™)
6:,®S(p®Y) =064 (¢)S(¥) =p(x0)S () =T (p(x0)y () -

Insbesondere gilt

(Ga®T)m=) 8gyInla,y)dy.
Rm
Insbesondere gilt fiir S=6,, dass 6., ® 0, = 0(x,,y)-

(c) Fiir alle Multiindizes a € Njj, B € N{" gilt,
D™P(T®S)=(D*T)®(D)S)=DP((D*T)®S)= D*(T ® D’S).
Beuweis fiir den Falln = m = 1. Es seien ¢,y € Z(R). Dann gilt

0 0
a(T@S)((}p@lp):—(T@S) (5(90@@0))

=—(TRS) ' ®@yY)=—T(p")S(y)=T'(p)S())
=(T'®S) ¢ ®Y).

7.3.3 Die Faltung

Motivation: Kennt man die Fundamentallésung & € &’ eines linearen partiellen Differential-
operators L, also L[&] = , so kann man sofort die inhomogene PDGI L[u] = f mit beliebiger
rechter Seite f l6sen, und zwar ist u = & * f, wobei * die Faltung der Distribution und der
Funktion f bezeichnet. Fiir Funktionen in L}(IR”*) war das Faltungsprodukt bereits in Defini-
tion[Z3 gegeben. In der Tat gilt

.
|f*g(x)|dx:f dx

f(y)glx—y)dy

Rll

el =)

n

R

:
<| [f&=-»]|gy)|dxdy
]RZVL

[

:
(| 1=fas) o= Jrollel av =l lel,.
R” R” R”

Insbesondere ist f * g(x) fast tiberall auf R” endlich.

[ S

(a) Faltung von Funktionen

Das Grundproblem bei der Faltung ist, dass die Faltung zweier Testfunktionen i. a. nicht wie-
der eine Testfunktion zu sein braucht — der Trager der Faltung muss nicht mehr kompakt
sein. Selbst wenn f und g lokal integrierbar sind, braucht f* g nicht mehr lokal integrierbar
zu sein. In den folgenden drei Fillen jedoch, geht bei f * g alles gut

1. Mindestens eine der beiden Funktionen f und g hat kompakten Tréger.

2. Der Tréager beider Funktionen f und g liegt in [0, +00).

3. Beide Funktionen liegen in L'(R).

In diesem Fall ist die Faltung (f * g)(x) = f f(y)g(x —y)dy auch iiber R integrierbar (s. 0.).
Die Faltung ist dann ein kommutatives, assoziatives Produkt auf L!(IR").
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(b) Die Faltung von Distributionen

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip um zunichst die Faltung von reguldren Distributio-
nen zu studieren. Dazu seien f, g, f * g € LI(R").
Wir fordern, dass Ty * Ty = Tp. Fiir ¢ € 2(IR") ist dann,

Treg () =f (f*g)x)p(x)dx = ff f()gx —y)p(x)dxdy
R
RZ

ey ff F0g(t)p(y +1)dy dr = Treg(P), (7.7)
RZ

wobei ¢(y,t) = p(y + ).

Es gibt zwei Schwierigkeiten zu {iberwinden:
(a) Im Allgemeinen ist ¢ is keine Testfunkti-
on, da ihr Triger in R?" unbeschrankt ist. Es
ist(y,t)esupp g, falls y +t = c e supp p, was
eine Familie von Geraden ergibt, die parallel
verlaufen und einen unendlichen Streifen be-
schreiben.

(b) Das Integral existiert nicht. Das zweite Pro-
blem wird gel6st, indem wir als zusitzliche
Bedingungen fordern, dass die Menge

K,={(y,t)eR*" |y esupp Ty, t €supp Ty,
y+tesuppep}

fir alle ¢ € 2(IR") beschrankt ist. Dann exi-
stiert auch das Integral (Z7).

Das Problem (a) wird geldst, indem die Funktion ¢ geeignet , abgeschnitten wird. Wir defi-
nieren

Treg(p) = lim (77 ® Te)(p(y + )iy, 1)),

wobei 1 - 1 in 2(R?") fiir k — oo. Eine solche Testfunktionenfolge 1) existiert. Sei etwa

n(y,t)e 2(R?") gegeben durch n(y, t) =1 fir ||y ||2 +||¢||* < 1. Setzt man dann fiir k € N,

y t)
yt = o5 |
nk(y, 1) n(k .
dann ist ne(y, 1) =1 fiir alle ||y||2 +1£]1” < k. Es gilt im0 n(y, t) =1 fiir alle (y, £) € R?".

Definition 7.13 Es seien T,S € 2’(IR") und wir setzten voraus, dass fiir alle ¢ € Z(IR") die
Menge
K, :={(x,y)eR*"|x+y esuppyp, x €supp T, y €suppS}
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beschriankt ist. Definiere
TxS(p) = lim T®S (p(x +y)nelx,y)). (7.8)
Dann st T*S € 2’(R") und heillt Faltung der Distributionen T und S.

Bemerkung 7.8 (a) Die Folge wird fiir groBe k stationdr, so dass der Grenzwert existiert.
Es sei ndmlich ¢ € 2(IR") fixiert, dann ist K, beschréinkt. Folglich gibt es ein k, € N, so dass
Ne(x,y)=1firalle x,y € K, und alle k > k,. Also verdndert sich ¢(x + y)ni(x,y) nicht fiir
k > k.

(b) Der Grenzwert ist stetig auf Z(R").

(c) Der Grenzwert hangt nicht von der speziellen Wahl der Funktion 1) ab.

Bemerkung 7.9 (Eigenschaften der Faltung) (a) Hat eine der Distributionen S oder T einen
kompakten Trager, dann existiert T S. Moge etwa supp T kompakt sein. Dann folgt aus x +

y €suppy und x € supp T, dass y € suppp —supp T = {y1 —)» | y1 €suppy,y» € supp T'}.
Folglich gilt fiir (x,y) € K, dass

[Ge, || < llelt =+ |y || < Dlell =+ o]+ [Jp]| < 2€ + D

wenn supp T C Uc(0) und supp ¢ € Up(0). Also ist K, beschrénkt fiir alle ¢.

(b) Wenn S* T existiert, so auch T*Sund S* T = T %S.

(c) Wenn T =S existiert, so auch DT xS, T x D%S und D%(T *S), und alle drei Terme stimmen
uberein:

D*(T*S)=D*T*S=T=D*S.

Beweis. Wir beschrinken uns wieder aufden Fall m = n =1.und D* = %. Seidazu ¢ € 2(R),
dann ist

(T#SY (¢) ==T*S(¢") == lim T@S (¢'(x +y)ne(x, 7))
=—1limT — — —
lim ®S(ax (lx+yIne(x,y)) =l +y) == )
T , . oni
—%1mT ®S(g0(x+y)nk(x,y))—%1m T®S| p(x+y) Sy
—00 —00 X
=0 fiir grolRe k

=T"%S(¢)

Im zweiten Schritt benutzen wir die Kommutativitdt des Tensorproduktes und der Faltung.
[

Man beachte, dass die Existenz von S* T wichtig ist, denn es gilt

ThxTi=6xTy=T, aber TyxT,=Ty+x0=0.
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(d) Es sei suppS kompakt und yp € Z(IR") derart, dass ¢(y) = 1 in einer Umgebung von
suppS. Dann gilt:

(TSN )=TOS(p(x+yW(¥)), VYeea(R".

(e) Wenn Ty, T, T; € 2’(R") alle kompakten Trager haben, dann existieren T; * (T * T3) und
(Ty % T5)* T3 und sind gleich: Ty (T, * T3) = (Ty * 1) * Ts.

7.3.4 Lineare Variablentransformation

Es sei y = Ax + b eine reguldre lineare Variablentransformation, d. h. A ist eine regulére (d.h.
invertierbare) n x n-Matrix. Wir wenden unser Allgemeines Prinzip an und fordern fiir re-
guldre Distributionen T; die bekannte Transformationsregel fiir Gebietsintegrale gilt: Sei f
lokal integrierbar und f(x)= f(Ax+b) mity =Ax+b, x=A"'(y —b), dy =|detA| dx. Dann
gilt

Ti (¢) = f flx)p(x)dx = f f(Ax +b)p(x)dx

f FeA™ (y - b))ld tAI
1
= et Ty (p(A7(y — D))).

Definition 7.14 Essei T € 2’(R"), A eine regulédre n x n-Matrix und b € R". Dann bezeich-
net T(Ax + b) die Distribution

T(Ax+Db)(p(x)) ==

—1 _
ldetA|T(y)(90(A (y —b)).

Zum Beispiel ist fiir T = T(x), und alle b € R" T(x — b) (¢(x)) = T (¢(x + b)), insbesondere,
0(x—b)=0y,denn

6(x =) (p(x)) =6(x) (p(x + b)) =0+ Db)=p(b) =54 (¢).

Beispiel 7.10 (a) Fiir alle S € 2’(IR") gilt 0 *S =S+ 0 =S. Die Existenz der Faltung ist klar, da
0 kompakten Trédger hat. Fiir alle ¢ € 2(R") gilt daher

(68)(p) = lim 5(x) @ S(y) (p(x + yIni(x, y))
= lim S(y) (¢(¥Inc(0,)) =S (¢)
(b) 6, %S=S(x — a). In der Tat ist
(80 %S)(p) = 1im 6, @S (p(x +y)ni(x,y))
= lim S(y) (¢(a+y)ne(a,y)) =Sy) (wla+y)) =Sy —a) (¢).

M. a. W,, die Faltung mit 6 verdndert eine Distribution nicht (o ist das Einselement beziiglich
der Faltung), die Faltung mit 6, bewirkt eine Verschiebung um a.
Insbesondereist 6,% 0, =0 41p.

(c) Essei p €L} (R")und supp T sei kompakt. Dann gilt

loc
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Fall n=2. Sei f(x)=In-L €L}

[l loc

(IR?). Dann heif3t
1
Vi(x)= (g * f)(x)= ff o(y)In———dy
o |-y
logarithmisches (oder Fldchenpotenzial) mit der Dichte p.

Fall n > 3. Sei f(x)= —= €L! (R"). Dann hei3t

[l loc
vn(x)=(g*f)(x)=f 00— dy
N S

Newtonsches Potenzial (oder Volumenpotenzial) mit der Dichte g.

Wir werden spéter sehen, dass AV, = —(n — 2)w,p fiir n > 3, wobei w, die Oberfliche der
(n —1)-Sphére ist und dass AV, =-2mp.

(d) Fiir alle @ > 0 und x € R sei f,(x) = a—\}ﬁe_;?. Dann gilt fo fp = f /7 Man zeige

zundchst, dass f fo(x)dx =1 und benutze dann quadratische Ergdnzung.

7.3.5 Fundamentallosungen

Es sei L[u] ein linearer partielle Differentialoperator auf R,

Llu]= Z ca(x)D%u, (7.9)

la|<k

wobei die ¢, € C*(IR") glatte Koeffizienten sind.

Definition 7.15 Eine Distribution & € 2’(R") heil$t Fundamentallésung des Differential-
operators L aus [Z9), wenn
Li&1=6 €2'(R").

Man beachte, dass eine Fundamentallésung & € 2’(IR"*) in der Regel nicht eindeutig be-
stimmt ist. Nach einem allgemeinen Resultat von Malgrange und Ehrenpreis (1952) gilt, dass
jeder lineare partielle Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten eine Fundamental-
l6sung besitzt.

(a) Gewohnliche DGI

Wir beginnen mit einem einfiihrenden Beispiel aus den gDGI (UA, Serie 9).

Lemma 7.10 Es seiu = u(x), u € C*(R), die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswert-
problems

u"™(x)+ a1 ()" V(x) + -+ am(x)u(x)=0,
u(0)=u'(0)=---=u"20)=0, u™Y0)=1.

Fiir die reguldire Distribution & = Ty, gilt dann
é?(m)_i_al@@(m_l)_l_..._i_amg:é’ (710)

in 2'(R), das heifst, L{&] = 6 und & ist eine Fundamentallésung von L.
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Beweis. Mit der Leibniz-Regel, (Lemmal[Z7] (b)), Beispiel[Z.6l (b) und u(0) = 0 folgt
E' =Ty u+Tyu' =06 u+ Ty = u(0)6 + Ty = T
Analog erhilt man
E"=Tywry, ... ,E" V=Tpmyn, E™=u""10)6+ Ty,m =06+ Tyym.
Setzt man dies alles in die linke Seite von [Z.I0) ein, so hat man

LE1="+a, 8"Vt 4+ a6 =Ty +6 =Ty +6 =6.

Beispiel 7.11 Die folgenden linearen Differentialgleichungen haben die reguldren Funda-
mentallésungen & = Ty, wobei

y' +ay =0, E(x)= H(x)e ",
V' +a’y =0, E(x)= H(x)smaax .

(b) Partielle Differentialgleichungen

Hier liegt das Hauptanwendungsfeld der Fundamentallésung: Wenn & eine Fundamental-
l6sung von L ist, dann hat man durch Faltung mit der rechten Seite f eine Losung der inho-
mogenen Gleichung L{u] = f, f € 2/(R").

Theorem 7.11 Es sei L{u] = Z ceD%u ein linearer partieller Differentialoperator im R"
lal<k
mit konstanten Koeffizienten c, und & € 2'(R") sei eine Fundamentallésung von L. Sei ferner

f € 2/(R") eine Distribution, so dass die Faltung S = & * f existiert.

Danngilt L[S] = f in2’. M. a. W, es ist S eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Liul=f.

In der Menge der Distributionen aus 2'(R"), fiir die die Faltung mit & definiert ist, ist S die
einzige Distribution mit L[S] = f.

Beweis. Nach Bemerkung[Z9l(b) gilt
LIS|= D c.DUEx )= caDE)x f=LE)xf=5%f=].
la|<k lal<k
Angenommen, S; und S, sind beides Lésungen, also L[S;] = L[S,] = f. Dann ist

S1 =Sy =(S; —S)%8 =(S; — S,) Z c D& = Z (Sy = S,) % DYy &) =

lal<k lal<k

=) DUSi—S)#Cab = Y (€aDS) — €aDS,) 5 = (L[Si] — LIS]) %8 = (f — f)* & =0.

la|<k lal<k

(7.11)

In der dritten Gleichung benutzten wir, dass die ¢, konstant sind und in der vierten Glei-
chung, dass S; *& und S, * & existieren. ]
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7.4 Fouriertransformation in . (IR”) und ./(IR")

Wir wollen die Fouriertransformation von Distributionen definieren. Dazu wollen wir sie
erst einmal auf dem Testfunktionenraum erkldren. Sei also ¢ € Z(IR). Dann ist die Fourier-
transformierte

Fe&)=0()= \/%_ﬂf e ™ p(x)dx
R

von ¢ eine reell-analytische Funktion, die auf der ganzen reellen Achse holomorph ist. Ins-
besondere hat { keinen kompakten Trager mehr. Es gilt sogar, dass  und .Z(2) nur die
Nullfunktion gemeinsam haben.

Um dieses Problem, ¥ N.Z (%) = {0}, zu l6sen, wird der Testfunktionenraum 2(RR) vergro-
Rert, so dass Z(R) € .(IR) und dass .¥(IR) invariant unter der Fouriertransformation ist,
also Z(.(R")) c . (R").

Lemma7.12 Es sei ¢ € Z(R). Dann ist die Fouriertransformierte g(z) = a, f]R e Zp(t)dt
holomorph in der ganzen komplexen Ebene und in jeder Halbebene H, = {z € C| Im(z) < a},
a € R, beschrdinkt.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass der komplexe Grenzwert limy,_o(g(z + h)— g(z))/h fiir alle z € C
existiert. In der Tat ist

h)— _etiht —
g(Z-l— Ifz g(z):anf e_IZ[eTQD(t) dl'.
R

et _

7 lgo(t)‘ < C fiir alle x € supp(y), h € C, |h| < 1, konnen wir Lebesgues
Theorem iiber die majorisierte Konvergenz anwenden und erhalten

Wegen ‘ e et

I glz+h)—g(z)
m =
h—0 h

) —iht _ 1 .
a, | e limS e(t)dt=a, | e i (=it)p(t)dt =.Z(—itp(t)).
R h R

(b) Sei nun Im(z) < a. Dann gilt

|g(z)| < a”f |e—itRe(z) e”m(Z)(p(t)dt <a, sup| w(t)|f eledt,
R tek K

wobei K eine kompakte Menge ist, die supp ¢ enthilt. [

7.4.1 Der Schwartzraum . (IR”?)

Definition 7.16 .&(IR") ist die Menge der glatten Funktionen f € C*(IR"), so dass fiir alle
Multiindizes ¢ und f3 gilt:

Pap(f) = sup |xﬁDaf(x)| < 00.
xeR"
. (R") heilst Schwartzraum oder Raum der ,schnell-fallenden Funktionen®.

SR ={f€C*R")| Va,B : pas(f) <oo}.
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Schwartzraumfunktionen fallen fiir ||x|| — oo schneller gegen Null als jede rationale Funk-

tion %. Und das gilt auch fiir alle Ableitungen. Anstelle von p, s benutzen wir auch die

Halbnormen
Pri(p)= Z Pap(p), k,1E€Z,.

la|<k,|B|<l,
Der Schwartzraum ist ein linearer Raum und p, g sind Normen auf .’(R"). Es gilt e** ¢
< (R) aber eI € 7 (R").
Der Schwartzraum ist sogar eine Algebra, das heif3t, das Produkt f - g € . (R"), falls f, g €
< (IR"). Die Leibnizregel fiir h6here Ableitungen sichert ndmlich, dass p;(¢ - ) < 00. So ist
etwa f(x)= p(x)e-@*tbx+c g > 0 fiir alle Polynome p und alle a > 0 in . (RR). Da g(x)=e1*|
bei 0 nicht differenzierbar ist, gehort g nicht zum Schwartzraum.

Konvergenz in . (IR")

Definition 7.17 Es seien ¢, ¢ € % (R"). Wir sagen, dass die Folge (¢,) in ./(R") gegen ¢
konvergiert, symbolisch ¢, ¢ falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen fiir
alle Multiindizes o und 8 erfiillt ist:

Pap(p — i) —0;
xP D¢ — r)=—0, gleichmiRigaufR";
x’D% = xPD%, gleichmiRigauf R".

Bemerkung 7.10 (a) In der Quantenmechanik werden Orts- und Impulsoperatoren auf dem
Schwartzraum definiert wie folgt: Q. und P, k =1, ..., n sind gegeben durch

0
(Qr)(x) = xrp(x), (Pkgo)(x)z—ia—fk.

Unter Py bzw. Qj ist der Schwartzraum invariant, das heilt, fiir alle ¢ € (R") gilt
xPD%p(x)e . (R").
(b) .(IR™) c LY(IR™).

Man beachte, dass eine rationale Funktion f(x) = 2%

pres) tiber [1,+400) integrierbar ist, wenn

C
q(x)#0fiir alle x > 1 und degq > degp + 2. Dann ist ndmlich ) eine obere Schranke von f,

die integrierbar ist.
Dies wollen wir fiir den R” verallgemeinern. Problem: Unter welcher Bedingung an m ist

dx
PETTESES
re (1 +1x]]7)"

Firallex e R"*, x #0,istx =ry,wobeir =||x||und y = ﬁ ein Einheitsvektor ist, der auf der
Einheitssphire S"~! liegt. Man kann das n-dimensionale Gebietsintegral auch schreiben als
iteriertes Integral tiber dr und iiber dS, wobei dS das n — 1-dimensionale Flachenelement
der Sphére S"—1 ist.

dx;dx, - dx,, = r"'drdS.
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Mit dieser Formel und mit Fubinis Theorem hat man

f f r*—1drdS > pn-lqr
=w;,_ —_
- (1+||x|| yr o Py O ) Ay

wobei w,_; das (n —1)-dimensionale Mal} der Einheitssphére ist Nach dem oben genannten
Kriterium ist das Integral endlich, wenn 2m —n+1> 1 bzw. wenn m > n/2. Insbesondere ist

f dx -
— <
re L+ [Ix]" !

Im Falle n =1 ist dieses Integral gleich 7.
Nach obigem ist also

f ,,|“"(x)| dx=f n |+ lIxIP) ()| W
dx

< CPO,Z ((,0) — <X
) e 1 llx P

Folglich ist . (R") c L}(IR™).

() 2(R") c . (R"); Fiir eine Testfunktion ¢ € Z(R") gilt p,, () < 0o, denn dass Supremum
einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge ist endlich. Der Schwartzraum ist echt
groRer als 2(R"), 2(R") ¢ .&(R") denn f(x) = e "I € (R) aber wegen supp f = R" liegt
f nichtin 2.

(d) Im Gegensatz zu Z(R") ist . (R") ein metrischer Raum. Die Metrik ist gegeben durch

= Prilp —y)
d(op, , S (R").
(¢, )= ,;12(k+’)1+sz(so 5 e e R

Definition 7.18 Es sei f € L!(IR"), dann ist die Fouriertransformierte .7 f von f gegeben
durch

Ff(&)=f(&)= e flx)dx,

V Rll
wobei x =(x1,...,x,), E=(&1,...,&0) undx~§:ZZ:1xk§k.
Wir bezeichnen den Normalisierungsfaktor mit a,, = ﬁ Achtung, diese Notation der Fou-
riertransformierten ist in der Literatur nicht einheitlich. So ist etwa bei Wladimirow, [Wla72

die Konvention mit e*i** unter dem Integral und der Normalisierungsfaktor vor dem Integral
ist 1. Man beachte, dass .Z f(0) :f(O) = anf , f(x)dx.

Beispiel 7.12 Wir berechnen die Fouriertransformierte $ =.7 ¢ von ¢(x) = e /2 = e=2%%,
xeR".

(@) n = 1. Aus der reellen Analysis (Kapitel: Mehrdimensionale Integration, 1.2.2 (c)) ist be-
kannt, dass f]R e‘% dx = v27. Mit Hilfe der Funktionentheorie kann man zeigen, dass auch

dx = v27. Folglich gilt wegen 5 Hx+ig)y += £ %2 +ix&

1 x2 i 3 1 1 1 2 ] 2 ] 2
¢(§)=—f e 7 e ¢ dx:—f e (T2 dx = e728 = ().
V2T R V21T R

(x+a1)

fiir alle a € R gilt f e
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Somit ist ¢ bei der Fouriertransformation invariant, .# (¢) = ¢. Wir werden spéter noch an-
dere Eigenfunktionen der Fouriertransformation angeben.
(b) Allgemeines n > 1. Nach obigem erhalten wir

n

@(g):anf ez Zko X @i ke Xk dx:anf I_Ie 2%k qy) - diy,

R” k=1
n
J— —lxz—ixkg'k
—nan fe 2%k dx;
k=1

Also geht auch im allgemeinen Fall die Funktion in sich selbst {iber. Mittels Skalierung
x — cx erhélt man
€2

c2x2 1 —
; )(g):_ne 2c2,
C

ﬁ'(e_
Theorem 7.13 Es seien ¢, €. (R"). Dann gilt:
(i) Z(x*p(x)=iYDZ ), also F-Q,=—P-F,k=1,...,n
(i) F(D*@(X))E)=1"EUF ¢)&), also F P =QrF, k=1,...,n

(iii) Z(p) € L(R") und aufserdem folgt aus ¢, - dass F ¢, - F @, das heifst, die
Fouriertransformation .7 ist ein stetiger lmearer Operator auf % (IR”)

(iv) F(p*yp)=an' Z(p)F ().
W) Z(p-P)=anF(p)xZ(Y)

(vi)
F(p(Ax +D))(&)=

GetAl e T (ATTE),

wobei A eine reguldre n x n-Matrix ist und A~T bezeichnet die zu A~ transponierte
Matrix. Insbesondere gilt

Pl =70 (5 ).
Fplxt D= (FP)E)

Beweis. (i) Wir beweisen die Aussage fiir a =(1,0,...,0). Der allgemeine Fall folgt daraus.

%}
F T8 (x) dx.
agl( p)E)= 8§1fn p(x)
Da ;= (e“> ) p(x) = —ix;e7 ¥ p(x) gegen 0 konvergiert fiir x — oo, konnen wir Integration
und partlelle Differentiation vertauschen,

) = (F)E)=~- f e ix p(x) dx = Z (—ix1 p(x))(E)-

n

35
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(ii) Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zundchst a =(1,0,...,0). Partielle Integration
liefert

7 —_ifx 9 —igx
F (a—xlso(x)) &)= anf e "o (x)dx = —anf 7% (e75%) plx)dx
:iilanf (e7°%) p(x)dx =i& (F 9)(E).

(iii) Nach (i) und (ii) erhalten wir fiir |a| < k und | B | <l

EDPFp|<a, f | D o ()] dxfclf (L1l D [ D7 o(x) | dx
R ,

|7 |<k

(1+ e

Sczf — D7p(x)|dx
g (L) %S:k' |

<cysup [ (LIl Y | D)

xeR” |7’|5k
< ¢y Pi,i+nt(@).

Dies liefert .7 ¢ € .’(R") und aullerdem, dass .7 : ./ (R") — . (R") stetig ist.
(iv) Zunichst bemerken wir, dass L!(IR”) mit der Faltung eine kommutative Algebra ist, wo-
bei ||f>l< g”Ll < ||f||L1 ||g||L1. Nach Definition und wegen Fubini ist

F(p*xy)E)= anf e‘ixff e(y)yY(x—y)dydx

—a f (af e Y (x —y)dX) ane < p(y)dy
= @ TP T ().

=x-y

(v) wird spéter gezeigt, nach Satz[ZT4]
(vi) folgt unmittelbar unter Verwendung von A~!(y)(&) =y (A~ 7(&)). n

Bemerkung 7.11 Ahnliche Eigenschaften wie .# hat der Operator ¢, der genau wie .Z auf
LY(IR") definiert ist:

Yp(&)= sb(i):anf e p(x)dx.
Setzt man @ _(x):= ¢(—x), so gilt
Gp=F¢_-=F(p) und Fo=Yp_=9(9).

Man erkennt leicht, dass (iv) auch fiir den Operator ¥ gilt:

G(px)=a,' 4 ()9 ().
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Satz 7.14 (Inverse Fouriertransformation) Die Fouriertransformation ist eine bijektive li-
neare Abbildung .7 . ./ (R") — .(R"). Die inverse Fouriertransformation ist gegeben durch
9:

F(G0)=9(T)=p, peIS[R"), peS(R")

Beweis. Es sei ip(x) = e 7 and ¥(x)= Y(ex)= e‘#. Dann gilt ¥, (x) := .ZW¥(x) = ﬁ (f) Es
ist

1 .
anf ”%(x)dx:anf L G) dx:anf Y@= g(0)=1

AulRerdem hat man

1 1
= | C()e(x)dx = — (x)p(ex)dx — —
V21 R i V21 R vy =0 21 JRra

Mit anderen Worten, a,%(x) ist eine 0-Folge.
Wir berechnen ¥(.Z ¢ ¥)(x). Mit Fubinis Theorem folgt

Y(x)p(0)dx = (0). (7.12)

G (T p¥)(x)= \/21_,1 (Z ) EW(E)e™ dE = f n W(i)e“"if n e Vop(y)dyde

T Jre (2m)"
—— () ! e 5y (E)dE dy
V21" g V2r" e
1
= FW)y —x)d
N R Wso(y)( )y —x)dy
1 1
i N Rnﬁ'@(z)cp(zikx)dz:mn Rn%(z)gp(z—l—x)dz
— @(x).

fiir e — 0, vgl.
Nach Lebesgues Theorem tiiber die majorisierte Konvergenz ist,
ImY(Fo-0)x)=a, | (FEAEWOE*dE=a, | (FpNEe*dE =9 (Fp)x).
RV! IR,"

Hieraus folgt die erste Identitdt. Die zweite Identitdt .7 (9 ¢) = ¢ folgt aus Y(¢) = Z (),
Z(p)=9%9(p) und der ersten Identitit. ]

Wir beenden nun den Beweis von Theorem[ZT3(v). Dazu sei ¢ = ¥ ¢, und y = 4; mit
v, Y1 €.(R"). Nach (iv) ist dann

F(p-Y)=F(9(p1)9 1) =T (@, 9(p1x 1)) = anpr ¥ Y1 = 0y T x T Y.
Satz 7.15 (Fourier-Plancherel-Formel) Es seien ¢, ¢ €. (R")(R"). Dann gilt

Jw@dm T (). Z()dx,
n Rn

Insbesondere gilt ||g0 ||L2(W) = ||ﬁ(¢)||L2(Rn).
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Beweis. Zuniachst erkennt man, dass

eV (x)dx = anf e ™ Vy(x)dx =7 (Y)(y). (7.13)

n

FW)~y)=a, f

n

Nach Theorem[Z I3 (v) ist aullerdem
f p()P(x)dx =, F (@ - P)0)=(Z ()= ¥))0)

= ?(w)(y)ﬁ@)m—y)dy& Z(e)y)Z()(y)dy.

R)l R)l

Bemerkung 7.12 . (IR") C L2(IR") ist ein dichter Teilraum, siche UA 11.2. Daher lisst sich
die Fouriertransformation eindeutig zu einem unitiaren Operator .# : 12(R") — L2(IR") fort-
setzen. (Und zwar wihle man zu einer gegeben Funktion f € L? eine Folge ¢ € . (R"), die gegen f
in der L?2-Norm konvergiert. Da .# diese Norm erhilt, gilt ||ﬁ'<,0k — T Pm H = Hcpk —Pm H und da (¢5)
eine Cauchy-Folge im L? ist, ist auch (.# ¢y) eine Cauchy-Folge. Somit konvergiert letztere gegen ein
g € L2. Wir definieren dann .Z (f) = g.)

7.4.2 Der Raum .¥’(IR")

Definition 7.19 Eine temperierte Distribution (oder auch langsam wachsende Distribution)
ist ein stetiges lineares Funktional T auf dem Testfunktionenraum .¥(IR"). Dabei heilst T
stetig auf .’(R"), wenn fiir alle Folgen ¢, € .’(R") mit ¢ - 0 gilt T (¢x) — 0. Die Menge

der temperierten Distributionen bezeichnen wir mit . ’(IR”)

Fiir eine Folge ¢ € Z(IR") mit ¢ - 0 folgt, dass ¢y - 0. Schriankt man also ein stetiges
lineares Funktional auf . (IR"*) ein auf den Raum Z(IR"), so bleibt das Funktional stetig auf
2(R"). Somit kann jede .~’(IR")-Distribution auch als 2’(IR")- Distribution aufgefasst wer-
den. Die Einschrankungsabbildung e: .&’(R") — 2/(R"), e(T)= T, ist injektiv, denn wenn
T(p) =0 fiir alle ¢ € 7, so ist sogar T(y) =0 fiir alle ¢ € .(R"), da Z(R") c .’(R") dicht
und T stetig auf . (IR") ist. Uber diese Injektion e kénnen wir .#/(IR”*) mit einem Teilraum
von 2’(IR") identifizieren; wir schreiben etwas lax, S’ C 2’.

Lemma 7.16 (Charakterisierung der Stetigkeit von T in .%’(IR")) Ein lineares Funktional T
auf .7 (R") ist stetig, genau dann, wenn es nicht-negative ganze Zahlen k und | und eine
positive Konstante C derart gibt, dass fiir alle p € (IR")

| T(9)| < Cprily),

wobeipri(9)= Y. paplp)= > sup|xPD(x)].
lal<k|B|<l, lal<k|B|<l,
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Bemerkung 7.13 (regulére Distributionen) (a) Es sei f € L}(IR") oder f € L?(IR"). Dann gilt
Ty € 7’(R").

(b) Es gibt lokal integrierbare Funktionen, die keine regulire temperierte Distribution Tr de-
finieren. So ist zum Beispiel f(x) = e** stetig auf R (und damit in LIIOC(IR)), aber Ty(p) ist nicht
wohldefiniert auf ' (R), denn T, (e=*) = | L€ e dx=+o0.

(c) Wenn T € 2’(R") und supp T ist kompakt, dann gilt auch T € ./(IR"). Sei ndamlich ¢ €
Z(R")und n € 2(R"), n = 1 auf einer Umgebung des Tragers von T. Dann kann man definieren
S(¢):=T(pn). Dann ist S eine temperierte Distribution, die T stetig fortsetzt.

(d) Es sei f: R" — C messbar. Wenn ein C > 0 und ein m € N derart existieren, dass

| fo)|<ca+ixl?)y" fixeR”.

Dann gilt Ty € .’(R). Die obige Abschitzung und Bemerkung[ZI0liefern

1
T = x)o(x)dx|<C L+ xH)™ (Q + ||x|]*)* ———— | o(x) | dx
T 0)]=|] s Y ) e o)
<C ©) dx
= p0,2m+2n (;0 . (1+”x”2)n.

Nach Lemmal[ZT8 ist Ty eine temperierte, regulédre Distribution, f(x) € .’(IR).

Operationen in .’(IR")

Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt werden in .¥’(IR") genauso defi-
niert wie in Z’(R"”). Man muss aber jedes Mal noch zeigen, dass dadurch ein stetiges Funk-
tional auf . (R") definiert ist. Wenn T € .%’(IR"), dann gilt:

(a) DT € .’(R") fiir alle Multiindizes a.

(b) Esgilta - T € ./(R"), falls a € C*(R") mit allen partiellen Ableitungen polynomial be-
schrinkt ist, das heilst, fiir alle « € N§ gibt es ein C, > 0 und ein k, > 0 mit |D“ f(x)| <
Co(1+]|x|)ke fiir alle x € R™.

(c) Die lineare Transformation T(Ax + b) € .’(IR") ist ebenfalls temperiert fiir jede reguldre
n X n-Matrix und alle b € R".

(d) Te.(R")und S €.’(R™) impliziert, dass T ® S € .&/(R"*™).

(e) Fir T € ./(R"), y € (R") definieren wir die Faltung

YT (0) =X T (Y(x)ex+y)), ¢es(R")

=T U Y(x)p(x +y)dx)

7.4.3 Die Fouriertransformation im Raum .7/(IR")

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip und definieren die Fouriertransformierte einer
reguldren Distribution Ty € ./(R") vermoge .7 (Ty) = Tz;. Sei f € LY(IR") integrierbar.
Dann existieren sowohl seine Fouriertransformation f als auch die regulire Distribution
T; € 7’(R").
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Nach Fubinis Theorem gilt

Ti(p)=| Ff(Op(&)dE= anf f)e ™= p(@)dedx= [ f(x)§(x)dx =Ty ().
Rn Rn
RZn

Somitist Tz; (¢) = Ty (Z ¢). Diese Gleichung nehmen wir als Definition.
Definition 7.20 Fiir T €.7’(R") und ¢ €. (R") definieren wir
FT(p)=T(Zy). (7.14)

T = .7 T heilt Fouriertransformierte der Distribution T.

Wegen .7 ¢ € .(R") ist Z T wohldefiniert auf .#(R"). Da .7 ein stetiger linearer Operator
istund T ein stetiges lineares Funktional, ist .# T ebenfalls ein stetiges lineares Funktional.

Lemma 7.17 Die Fouriertransformation % : .'(R") — .&/(IR") ist ein stetiger, bijektiver, li-
nearer Operator.
Sein Umkehroperator 9: .'(R") — ./(R") ist gegeben durch 4 T(p) = T(9 p).

Bemerkung 7.14 Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Theorem[Z. T3 gelten auch fiir .&’(IR"). Al-
solautet (i) nun .Z (x® T) =il D*(Z T). Tatsachlich gilt fiir ¢ €. (IR”) nach Theorem[Z.T3](ii)

F TN p)=x"T(F¢) =T (x"F ) =T ((-)“.7(D"p))
=(-1)*(-)“DYZ T)(p) =i1“D*T (p).

Beispiel 7.13 (a) Es sei a € R". Wir berechnen .7 0. Fiir ¢ €. (R") ist

F0,(0)=0,(Z¢)=(Zy)a)= anf e_i"‘“gz?(x)dx =T, exa().

n

Folglich ist die Distribution .Z 6, die regulére Distribution zur Funktion f(x) = a,e *4. Ins-
besondere ist .7 (0) = 1,1 die konstante Funktion. Man beachte, dass

F(0)p)=06(0)=¢0)=0(¢g-)=06(9p)=9(d)(p).

Daher folgt aus .7 (6) = a,,1 durch Invertieren a,,'6 = ¥(T,) = .Z (T).
Ubung. 4(6,) = Z(6_4).
(byn=1,b>0.

F(H(b—|x])= alf e " H(b—|x[)dx

R
b
B 2 sin(bé)
=a e dx = — .
1J<—b P2

(c) Die einfache und die doppelte Schicht. Es sei S eine kompakte, reguldre, stiickweise diffe-

renzierbare sich nicht iiberschneidende Flidche im R? und p(x) € L}

oo IR?) eine Funktion auf
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S. (eine Dichtefunktion oder Ladungs- oder Masseverteilung). Wir definieren eine Distribu-
tion p o5 als skalares Oberflachenintegral

06s(p) :ff o(x)p(x)dS.
S

Da der Triger von pos die Flache S ist, eine Flache vom VolumenmalQ 0, definiert pos eine
singuldre Distribution. Wir nennen sie die Distribution der einfachen Schicht.

Analog definiert man die Distribution der doppelten Schicht, welche bei Dipolen eine Rolle
spielt:

% 7
5089 (9)= [ | o022 as
S

wobei 77 die Normalenableitung (Ableitung in Richtung des Normalenvektors auf der Flache)
bezeichnet.

Wir berechnen die Fouriertransformation der Distribution der einfachen Schicht .Z(pos)
fiir den Fall einer Sphire S, = {x € R3 | ||x|| = r} vom Radius r und der Dichte p = 1. Nach

Fubinis Theorem ist
1 .
261 (6)=080(70) = | ( | e-lx-éso(x)dx) as.
vere b s, Urs

ist0

Unter Verwendung von sphérischen Koordinaten auf S,, wobei x auf der z-Achse fixiert
ist und ¥ der Winkel zwischen x und & € S, ist, erhalten wir das Oberflichenelement
dS =r?sinfdp d¥ und x - £ = r||x|| cos 9. Somit kann man das (innere) Oberflachenintegral
berechnen zu

27 v
:f fcos(||x||rcosﬂ)rzsinﬂdﬂdcp, s=||x||rcost, ds=—]|x]|rsinddy
0 0

—llxIIr
r r
:27rf —coss — ds =4m—— sin(||x]|| 7).
I

" I ]
Also ist
2r sin(r||x]|)
Fo =— x)————dx;
s (P)= 3% | P

die Fouriertransformierte von 0g,, eine reguldre Distribution zur Funktion

2r sin(r||x||)
V2T (|||

(d) Die Resolvente des Laplace-Operators —A. Wir betrachten den Hilbertraum H = 12(IR")
und in ihm den dichten Teilraum . (R"). Fiir ¢ € .(R") ist der Laplace-Operator Ay =
—A¢ definiert. Zur Erinnerung: Die Resolvente R;(A) eines linearen Operators A an der Stelle

Fos,(x)=
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A ist der beschriankte, auf ganz H definierte Operator, der die Gleichung R;(A)(A — AI) =
(A—AI)R,(A) = I erfiillt. Er ist also der inverse Operator zu A — Al. Fiir f € H suchen wir also
ein u € H mit R;(A) f = u. Dies ist dquivalent zum Auflosen der Gleichung f = (A — AI)(u)
nach u. Im Falle von A = —A kénnen wir dazu die Fouriertransformation benutzen. Nach
Theorem[7/ 13 (ii) ist nAmlich

n 2

—Au—Au=f, —9’( —u) —AFu=%Ff,
X
k

=1 k

Zii(?u)(é)—Aﬂu(ﬁ)Z(ﬁ’u)(é)(iz—/\):ff(i)
k=1

Fu@)=7
)= ( 775 7 19 0
Folglich gilt:
Ri(=4) :ﬁ—logz —7

wobei in der Mitte ein Multiplikationsoperator, in diesem Falle mit der Funktion 1/(&? — A),
steht. Man erkennt, dass dieser Operator in H beschridnkt ist, da genau dann, wenn der Mul-
tiplikationsoperator beschrinkt ist, also wenn der Nenner ungleich Null ist fiir alle & € R.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A € C\RR,, so dass fiir das Spektrum von —A gilt
o(—A)cC R,.

7.5 Anhang — Mehr zur Faltung

Da die folgende Eigenschaft spiter noch des 6fteren gebraucht wird, wollen wir sie hier er-
wiahnen:

Satz 7.18 Es seien T(x,t) und S(x, t) Distributionen in 2'(R"*') mitsupp T C R" x Ry und
suppS C I.(0,0), dabei ist I'.(0,0) = {(x,t) € R" | ||x|| < at} der Vorwdirtslichtkegel am
Ursprung. Dann existiert die Faltung T*S in 2'(R"*!) und kann wie folgt geschrieben werden

T+S(p) = T(x, )@ S(y, ) (n(e)n(s)nas — ||y p(x +y, 1 +5)), (7.15)

¢ € 2(R"), wobei n € Z(R) eine Testfunktion ist mit n(t) = 1 fiir t > —& und € > 0 ist
eine fixierte positive Zahl. Die Faltung (T * S)(x, t) verschwindet fiir t < 0 und ist in beiden
Komponenten stetig, das heifst,

(@) Wenn T, — T in 2'(R"*") und supp Si,S CR" x R, dann gilt T, xS — T xS in 2'(R" ).
(b) Wenn S, — S in 2’/(R"!) und supp Si,S € I',(0,0), dann T xSy — T *S in 2'(R"*1).

Beweis. Wegen n € (R), gibt es ein 6 > 0 mit n(x)=0 fiir x < —6. Es sei p(x, 1) € Z(R"*!) so
gegeben, dass supp ¢ € Ug(0) fiir ein geeignetes R > 0. Es sei ni(x, t,y,s), k — oo, eine Folge
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von Testfunktionen aus Z(R?"*+2), die im R2"*2 gegen 1 konvergiert. Fiir gentigend groRe k
ist dann

Y= n(sn(ntas = ||y|nete .y, 9)px +y,t +5)

(7.16)
=n(s)n(t)nlar—||y|Petx+y, r+s)=:1p.

Wir miissen zeigen, dass i) € 2(IR?"+2). Nattirlich ist i) beliebig oft differenzierbar. Der Trager
supp Y ist enthalten in

{(x,t,y,8)|s,t 2—5,as—||y|| > -0, ||x—|—y||2+|r+s|2§R2},

und diese Menge ist beschrankt.

Wegen n(¢) =1 in einer Umgebung von supp T und n(s)n(as — |y ||) =1 in einer Umgebung
von supp S gilt, T(x,t) =n(x)T(x,t) und S(y,s) =n(s)n(as — ||y| )S(y, s). Mittels (ZI6) erhal-
ten wir

T+S(p)= %1_% T(x,)®S(y,s) (nk(x, t,y,8)p(x +y,t+5))
= %1_% T(x,0)®8(y,s)(Yr), ¢e<€2(R*™).

Hieraus folgt die erste Behauptung.
Wir zeigen nun, dass die rechte Seite von [ZI3) ein stetiges lineares Funktional auf 2(R"**1)
definiert. Sei ¢ ¢ fiir k — 0o. Dann ist

yi=n(ns)nias = [y erx+y.t+5)—y
fiir k — 0o. Somit gilt,
T+S(pr) =T(x, 1)®SWy,s) (Yir) = T(x,)®S8(y,s) () =T*S(p), k— oo,

und T *S ist stetig.
Wir zeigen, dass T xS fiir ¢+ < 0 verschwindet. Dazu sei ¢ € Z(R"*!) mit suppy € R” x
(—00,—061]. Wihle 6 > 6,/2, dann hat man

n(tn(s)n(as —|y el +y,t+5)=0,

sodass T*S(¢) = 0. Die Stetigkeit der Faltung folgt aus der Stetigkeit des Tensorproduktes.
[



Kapitel 8

PDGI II — Die Gleichungen der
Mathematischen Physik

In diesem Kapitel studieren wir ausfiihrlich die Laplace-Gleichung und die Poisson-
Gleichung, die Wellengleichung in allen drei Dimensionen und die Warmeleitungsglei-
chung. Wir geben die Fundamentalldsungen zu diesen drei Operatoren an und zeigen, wie
man sie benutzt, um Anfangswertprobleme zu lésen.

SchlieRlich studieren wir Randwertprobleme fiir den Laplace-Operator.

Wir wiederholen die Greenschen Formeln: Es sei G ein beschrdnktes Gebiet im R” mit glat-
tem Rand JG, so dass in jedem Punkt y € dG ein von Null verschiedener duflerer Norma-
lenvektor 77, existiert. Ferner sei u € C*(G)N C!(G), dann gilt

0 0
fuumAv@%ﬂmﬂAMMku=f(uW);9)—Mﬂ ”chwwx
G

iy on,
G
2
fAu(x)dx =f W) 451, 8.1)
an,
G G

Dabei ist % Ableitung von u in y € G in Richtung der duleren Normalen 77, an 9G.
y

8.1 Fundamentall6sungen

8.1.1 Die Laplace-Gleichung

Mit w, bezeichnen wir die Oberfliche der Einheitssphire S;(0) C R”; also ist w, = 27 und
w3 =4T.

Theorem 8.1 Die Funktion

Linjlxl, n=2,
En(x): 1 1 >3
—_— n

(n=2)wy, ||x|"172 ’ -

89
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istin R" lokal integrierbar; die zugehdrige reguldre Distribution &, = Tg, erfiillt die Gleichung
A&, = 0 und ist somit eine Fundamentallésung des Laplace-Operators.

Beweis. 1. Schritt. Zunéchst ist AE,(x) = 0 fiir alle x # 0. In der Tat, sei f(r), r = ||x|| eine

! -1
radialsymmetrische Funktion, so ist ¥ f(r) = ! (r)x und weiter Af(r) = f"(r)+ n—- f'(r).
r r
Im Falle n =2 ist also
1 2-11
Alnr=-—=+——-=0,
r ror

und fiirn >3
n—1
Ar 2 =(—n42)(—n+1)r "+ ——(-n+2)r "' =0.
r

2. Schritt. Nach Ubungsaufgabe 8.1 sind In||x|| € L} (R?) und 1/||x||*€L! (R"), falls nur

loc loc
a < n.Insbesondere ist E,,, n > 2, lokal integrierbar,daa=n—-2 < n.

1
3. Schritt. Sei n > 3. Wir setzen r = ||x|| . Wegen ” =——¢c Llloc(]R"), ist E,, lokal inte-

n—2 rn—2

grierbar. Wegen der Stetigkeit des Lebesguemalies gilt daher fiir alle ¢y € Z(IR")

LC P )
o dx=lim 2
R " lxlle

dx.

Schreibt man zur Abkiirzung 8, = —1/((n — 2)w,), so hat man fiir alle ¢ € 2(R")

A d A d
A8, (9) = 64 (5p) = Ti, (A9) =B, f BRIty f Aulx)dr
[lx|I=&

n

Dieses Integral auf der rechten Seite berechnen wir mittels v(x) = r,,%z, was eine harmonische
Funktion ist fiir r > &, also Av = 0. Wendet man die Greensche Identitit an, so hat man

Adss (1o o
ﬁnf“xllze el _ﬁnjﬂ:e(r”‘z@ﬁ(p(x) (p(x)aﬁ(r”‘z)) .

Wir betrachten zunéchst das erste Integral fiir ¢ — 0. Dazu beachte man, dass ¥ ¢ und damit

7
6_2' auf der Sphire beschriankt sind; etwa < c. Also konnen wir abschétzen:

0 ()dS - 1
e X
nxn:eaﬁ(p S I

und das konvergiert fiir € — 0 gegen 0.

—

0 p(x)
or

n—1
ds< f ds= Cone
[|x||=¢

8n—2 En—z

Beim zweiten Integral benutzten wir, dass der duliere Nor-

malenvektor zum Kugeldu8eren r > ¢ radial in Richtung 0

zeigt, i1 = —%, und damit
@ S SN POSN. S
aﬁf(r)__r f(r)——rf(r)r——f(r)-

1
rﬂ—l

Insbesondere ist % (r—"*2)=(n-2) und wir erhalten
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wegen —f3,(n —2)= —

-2 1 1
zweites Integralz—[o’nf ga(x)nn_1 dS=— n_lf @(x)dS.
rll=e d ©On 5 Jixli=e

n

Man beachte, dass w, "~ genau das Mal (die Oberfldche) der (n—1)-dimensionalen Sphire
vom Radius ¢ ist. Somit ist das Integral der Mittelwert von ¢ iiber der Spdhre vom Radius €.
Da ¢ bei 0 stetig ist, konvergiert dieser Mittelwert gegen ¢(0). Damit ist die Behauptung fiir
n > 3 gezeigt.

Der Beweis fiir n = 2 ist analog. ]

Folgerung 8.2 Es sei p eine stetige Funktion auf R" mit kompaktem Trdiger.
Dann ist Ty, = &, * T, eine reguldire Distribution und es gilt ATy, = Ty in 2'(IR"). Insbesondere
gilt, dass Fléichen- und Volumenpotential (siehe BeispielZ10 (d))

Vi(x)= - fflon v|pw)dy, n=2;

o) (8.2)
B(x)=— ”f Py n=3
iz )) ) o]
die Poisson-Gleichungin &’ erfiillen.
Beweis. Nach Theorem[ZI1] ist Ts = & * T, eine Losung von L[Ts] = T, sofern & eine

Fundamentall6sung von L ist. Setzt man die Fundamentallosungen des Laplace-Operators
fiir n = 2 und n = 3 ein und benutzt, dass p einen kompakten Trager hat, dann existieren
die Potentiale als Faltungen und sind die eindeutig bestimmten Losungen der Poisson-
Gleichung. |

Bemerkung 8.1 (a) Die angegebenen Losungen sind sogar klassische Lésungen, denn
V, € C*(R"), und man erhdlt AV, (x) = p(x).

(b) Die Funktion G(x,y) = &,(x — y) heillt Greensche Funktion des Laplace-Operators auf
dem R”.

8.1.2 Die Wiarmeleitungsgleichung

Satz 8.3 Esseienn NN unda > 0. Die Funktion
llx|1*

1
F(x,t)—(ﬂTt)H(t)e 4a’t

definiert eine reguldre Distribution & = Tr, die Fundamentallosung des Wéirme-Operators
Llul=u, —a?*Au, das heifst

& —a* A E=06(x,1). (8.3)
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Beweis. Schritt 1. Die Funktion F(x,t) ist nach Ubungsaufgabe 11.4 lokal integrierbar auf
R+ denn

1 2 z 1 "
F(x,t)dx = —— Tz dx = — ~Skd =1. 8.4
[ e It § (T K

Somitist F(-, t) € L}(IR") fiir jedes fixierte ¢ € R. AuBerdem ist fiir alle kompakten Teilmengen

1
K c R, das Integral | —;e 7 df <oo endlich. Hieraus folgt F € Llloc(]R"“).
xkl?
Schritt 2. Es gilt F € C*((0,400) x R") und daher

aF_ x2 n P
ot  \4a?t® 2t)"’

oF X; 02F ( x? 1 )
F. —

_ 1

ox;,  2a’t’’ ox? 4a*t2  2a’t

. _a*AF= .
37 a 0, (8.5)

erfiillt F die klassische Wirmeleitungsgleichung fiir ¢ > 0; vgl. Ubungsaufgabe 9.2.

Schritt 3. Wir zeigen L[Tr] = 6 mittels Fouriertransformation .Z, von F(x, t) beziiglich der
Ortsvariablen x € R”. Sei also E(&,t) = (%, F)(&, t). Wendet man .Z, auf die Gleichung
an, so erhilt man eine gewdhnliche DGI erster Ordnung in ¢:

0
EE(i,t)JrazézE(é, 1)=Z(0(x,1)=a,1(&)o(1).
Nach BeispielZITlhat u’+ bu = 6 die Fundamentallésung u(t) = H(t)e "?; also ist
E(&,t)=a,H(t)e <"

eine Losung der obigen Gleichung. Wendet man hierauf die inverse Fouriertransformation
(beziiglich der Variablen &) an, so erhélt man nach Beispiel[Z.12]

~1 _£ n _ 22
F e 22 |=c'e 2,

. L — 2 —
wobei in unserem Falle ;> = a®t bzw. ¢ m Folglich ist
252 H(t 1 __x? H(t a2
Ex,t)=H(t)a,F! (e‘“ ° t) = ( )1 . —e 22a% = Lne 1%t
(2m)z (2a?t): (4mat):

Folgerung 8.4 Es sei f(x,t) eine stetige Funktion auf R" x R mit kompakten Tréiger. Dann
heifst die Funktion

_ el

e 4a( —s)
Vix, t)—H(t)(4 > ),lf fn s ) — f(y,s)dy ds

Weérmepotential zur Verteilung f. V(x, t) definiert eine reguldire Distribution aus 2'(R" x R.)
und Ty ist eine Losung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung u, — a*’Au = f in
2'(R" x Ry).
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Beweis. Dies folgt aus Theorem[ZT1] unter Beachtung von V = F x f. ]

8.1.3 Die Wellengleichung

Wir werden die Fundamentallosungen zu den Wellengleichungen in den Raumdimensionen
n=1,2,3 bestimmen. Im Falle n = 3 benutzen wir wie bei der Warme die Fouriertransforma-
tion .Z, und deren inverse Transformation. Fiir die Dimensionen n =2 und n = 1 benutzen
wir die Abstiegsmethode.

(a) DerFall n =3

Satz 8.5 Die Distribution
1 / 4
E(x,t)=0s, ® ——Tun € 7'(R")
4ma® v

ist eine Fundamentallosung des Wellenoperators O,u = u;; — a*(Uy,x, + Uyyx, + Uy,x,), WObeEI
0s,, die Distribution der einfachen Schicht zur Sphéire um 0 mit dem Radius at bezeichnet.

Beweis. Wie bei der ,Wiarme* setzten wir E(&,t) = %, &(&, t) die Fouriertransformation be-
ziigl. der Ortsvariablen. Dann erfiillt E(&, t) die gDGI zweiter Ordnung in ¢:

32
ﬁE +a*E’E =a31(8)o(t)
Nach Beispiel [ZIThat u” + a?u = 6, a > 0 eine Fundamentallésung u(t) = H(t)SinT‘”. Folg-
lich ist
sin(a ||| 7)
allgll -’

wobei & wieder als Parameter agiert. Wir wenden nun die inverse Fouriertransformation be-
zliglich & an und erhalten nach Beispiel[Z.I3 (b), die Distribution der einfachen Schicht:

E(E,t)=as H(t)

2at sin(at||&]])

ffssm(g):

V2T lEl
Folglich ist
£, 1) = o= —— H(1)3s,, (x)- = —— H(1)3s,,(x)
= Yar S M T Arats Sar X
eine Fundamentallosung von O0,,. [

Wir wollen die Wirkung &; (¢(x, t)) auf einer Testfunktion ¢ € Z(R*) berechnen. Unter Ver-
wendung von dx; dx, dx; = dS, dr, wobei x = (x1, X2, x3) und r = ||x|| und mit der Skalierung
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r=at, dr =adt und dS ist das skalare Oberflichenelement der Sphére S,(0), erhalten wir

1 (™1
&(p) = e - @(x,r)dSdt (8.6)
’ Sat
R d
4mta Jo T a
1 [ x,M
=— G )dx. 8.7)
drna® |ps x|l

(b) Die Dimensionen n =2und n =1

Wir konstruieren die Fundamentallosung &5(x, t), x =(x1, X ), mittels Abstiegsmethode.

Lemma 8.6 Eine Fundamentallosung &,
@ = p(x1,x2,t) € 2(R3) gegeben iiber

& (p)= %1_1&53(361,

des 2-dimensionalen Wellenoperators O, ist fiir

X2, X3, 1) (9 (X1, X2, 1)1k (x3))

wobei &y die obige Fundamentallosung von O, 3 ist und n; € 2(R) eine Folge von Testfunk-

tionen ist, die fiir k — 0o gegen 1 konvergi

ert.

Vereinfacht ausgedriicktist also &»(¢) = &3(¢p®1), wobei die rechte Seite eben keine Testfunk-
tionin 2(R*)ist, dai. a. supp ¢ x R unbeschrinkt ist. Daher die ,Abschneideoperation®.
Beweis. Sei ¢ € 7(IR*). Man beachte, dass 1} = 0 gleichmaRig auf R fiir k — oc. Also ist

Og,265 ((,0) =& (Du,z‘P)

= lim & (a2 (61, X2, £)i(x5))

= lim (9@3 (Dayzgp
k—o0

(x1, %2, £)-Nic(x3)+-07 (x3))

= 1im & (Do (p(x1, X2, 1) Ni(x3))

= %lm Da'3(g’3 (SO

= %im o(x,1) (¢

1)
(31, %2, )N (x3)) = lim ¢(0,0,0)17:(0)

= 80(0,0,0): 0(x1,%2,1) (SO(xlyxz, t)) .

In der dritten Zeile benutzten wir, dass Ay, v, x, (@ (x1, %2, £)1(x3)) = Ay np(X1,%2,8)1 +

Y n"(x3).

Satz 8.7 (a) Fiirx =(x1,x.)€R? undt € R ist die zu

1 Hiat—|lxl) _ | 5

1 1

a’t?

at > ||x]|,

)
32

(aﬂg(x, t) =

2na [a?t? — x2

0, at <||x||
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gehorige reguldre Distribution auf 2(R3®) eine Fundamentallésung des zweidimensionalen
Wellenoperators.
(b) Die zu

L x| <at,

£i(x,1)=5-Hlat ~|x|) = {

0, |x|>at

gehorige reguldire Distribution auf 2(IR?) ist eine Fundamentallosung des eindimensionalen
Wellenoperators.

Beweis. Nach dem obigen Lemma ist

@ (x1,x2,£)dSdt.

& (p(x1,%2, 1)) = & (p(x1, X2, £)1(x3)) = 1

Wir berechnen das skalare Oberflichenelement der Sphédre vom Radius a¢ um 0 in den Pa-
rametern x;,x,. Die Sphére ist dann die Vereinigung der oberen und unteren Halbsphé-
re; beides sind Graphen von Funktionen und zwar von x3 = f(x;,x2) = +4/a?t? — x> — x2.
und x;3 = —y/a?t?—x;—x5. Nach der Formel fiir das Oberflichenelement ist dS =
1+ f% + fZ dx, dx,. Im Falle der oberen Halbsphiére ist daher

atdx;dx,

delyxz = > >
a’*t*—xj—x;

Die Integration tiber obere und untere Halbsphére liefert den Faktor 2,

atp(xy,x,,t
=2 Zf ff (10( Doz ) dx1 d)Cth
41a aztz—xf—x§

xi4+x5<a’t?

1 , X2, L
= —f ff QO(X1 2 ) dxl de dr.
2na J, a’t?—xt—x3

llxl<at

Folglich ist &»(x, t) die regulédre Distribution der oben angegebenen Gestalt. Man kann auch

direkt zeigen, dass & € LIIOC(IR3). In der Tat ist f f f &(x1,x,,t)dx dt < oo fiir alle R > 0.
R2x[—R,R]

(b) Dies wurde bereits in Ubungsaufgabe 9.2 gezeigt.

Wir konnen erneut die Abstiegsmethode benutzen. Dazu sei ¢ € Z2(R?). Wegen

f R | &(x1, %2, 1)| dx, < 0o definiert f]R &5(x1,x2,t)dx, ebenfalls eine lokal integrierbare Funk-

tion auf R? Aus Lemmal8.6lfolgt dann

&(p)= %Egogz(xhxz, r) ((P(xl) f)ﬂk(xz)) = %l_fgof E(x1, X2, 1)Ni(x2)(x1, £)dx; dx, di.
]R3

Folglich ist auch die Fundamentallésung &; eine reguldre Distribution mit

H(at —+/a*t? — x* — x5) e
2
Va?t? —xi—x2
H(a?t? —x?) dx,

= __H(at |x1|)'

b?=q?t2—x? 2na /D% —

o.¢]
1
gl(xlyt):f E(x1, X2, t)dx, = f
2ma R

—00
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Der direkte Beweis ist zu finden in I1. §6.5, Beispiel g)].

8.2 Cauchy-Probleme

in diesem Abschnitt studieren wir klassische und verallgemeinerte Cauchy-Probleme zu
,Warme“ und , Welle“.

8.2.1 Motivation

Zur Erlduterung des Vorgehens schauen wir uns ein AWP bei einer gewOhnlichen, linearen
DGl zweiter Ordnung an.
Wir betrachten das Cauchy-Problem

u’()+a*u(t)=f(t), ul—o=uo u'l—o=u, (8.8)

wobei f € C(R;). Zundchst setzen wir die Funktionen u(¢) (die Losung) als auch f(r)
durch 0 auf die negative Zeitachse fort, also fiir £ < 0. Diese neuen Funktionen auf ganz
R bezeichnen wir mit i bzw. f. Da i bei 0 einen Sprung der Hohe u, hat, gilt nach Bei-
spielll T, = T, + uo6(t). Analog hat auch u’(¢) bei 0 einen Sprung der H6he u,, sodass
T, = T,» 4+ uo0’(t)+ u,6(t). Folglich erfiillt T; auf R die Differentialgleichung

Ty +a* Ty = Tj+ ued + u, 6. (8.9)
Wir konstruieren die Losung @. Da die Fundamentallosung des Operators zu E(f) =
H(t)sinat/a gehort und da die rechte Seite der Gleichung positiven Tréger hat, existiert die
Faltung und ist gleich

T :é”*(Tf+ Ugd' +1u16)=E % T+ UE +u,&.

Folglich ist die rechte Seite eine reguldre Distribution T; und fiir ¢ > 0 gilt:
1 t
u(t)= EJ f(t)sina(t — 7)dt + uoE'(t)+ u, E(t).
0

Da fiir ¢ > 0 die Funktion @ die Gleichung erfiillt und da die Losung des Cauchy-
Problems eindeutig ist, liefert die obige Formel die klassische Lésung des AWP fiir ¢ > 0,
also

t .

1 sinat
u(t)z—f f(r)sina(t —7)dt +ugcosat + u, .
a a
0
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8.2.2 Die Wellengleichung

(a) Klassische und verallgemeinerte Losungen des Cauchy-Problems — Existenz, Eindeu-
tigkeit und Stabilitiit

Definition 8.1 (a) Das Problem

O,u=f(x,t), xe€R",t>0, (8.10)

Ul;—op = Uo(x), (8.11)
u

P . = u;(x), (8.12)

feCR"xRy), upeC(R"), u,€CR").

heilt klassisches Anfangswertproblem (kurz kKAWP) fiir die Wellengleichung.
Eine Funktion u(x, t) heildt klassische Losung des kAWD  falls

u(x,t)eC}(R" x RHNCHR" x Ry),

und u erfiillt die Wellengleichung fiir t > 0 sowie die AB und firt - 0+0.
(b) Das Problem

O,U=F+Uy(x)®06'(t)+ U (x)®6(1)

mit F € 2/(R"™), Uy, U; € 2’(R") und supp F € R" x [0,400) heilt verallgemeinertes An-
fangswertproblem (kurz vAWP). Eine Distribution U € 2’(IR"*!) mit supp UC R" x [0,+00),
die die obige Gleichung erfiillt hei3t verallgemeinerte Losung des vVAWP.

Satz 8.8 (a) Wenn u(x,t) eine klassische Losung des KAWP ist zu f, uy und u,. Dann ist die
reguldire Distribution T, eine Ldsung des vAWP mit der rechten Seite Ty +T,,®06’(t)+ T, ®6(t)
wenn man sich f(x,t) und u(x,t) durch 0 fortgesetzt denkt auf das Gebiet {(x,t) | (x,t) €
Rt <0}.

(b) Ist umgekehrt U eine Losung des vAWP und sind sie Distributionen F = Ty, Uy = T,,, U, =
T,, und U = T, reguldr und erfiillen gewisse Differenzierbarkeitsbedingungen (Regularitdt),
dann ist u(x,t) eine Losung des kKAWP

Beweis. (b) Wenn U eine Losung des VAWP ist und ¢ € Z(IR"*!) eine Testfunktion. Dann ist
nach Definition des Tensorproduktes und der Ableitung

Uy —a’AU () =F (¢) + Uy ® 8’ (9) + U1 ®6 (9)

=J f(x,t)ap(x,t)dxdt—f uo(x)aa—f(x,o)dx-l—J uy(x)p(x,0)dx. (8.13)
0o Jr» n n
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Wendet man darauf zweimal die partielle Integration beziigl. ¢ an, dann ergibt sich

f up;dt= ucpt|zo—f uyp,dt
0 0

= —u(x,0)p(x,0) - ut<p|zo+f wipdt
0

=—u(x,0)p,(x,0)+ ut(x,O)go(x,O)—I—f uspdt.

0

Da R" keinen Rand hat und ¢ hat kompakten Tréger, liefert die partielle Integration bei den
Ortsvariablen keinen Randterm.

Folglich erhalten wir wegen der obigen Formel und wegen f f ulApdtdx = f f Au pdtdx,
fiir alle ¢ € Z(R" x R4) mit supp ¢ in R” x (0,400) und mit ¢(x,0) = ¢,(x,0)=0

(U, —a*AU) (¢) =U (91 — a*Ap) :f f u(x,t) (¢ —a’Ayp) drdx
r* Jo

:f (u;r—a*Au) gp(x,t)dxdt—f (u(x,0)¢.(x,0)— u,(x,0)p(x,0)) dx. (8.14)
R Jo

n

Aus und folgt, dass

f f (f(x,t)—us; +a*Au) o(x,t)dr dx =0.
nJo

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, LemmalZ3] (Du Bois Reymond)
folgt, dass u,; —a’Au = f auf R” x R,. Setzt man dies ein in ud BI4), so hat man

(uo(x)— u(x,0))ps(x,0)dx — (u1(x)— ui(x,0))p(x,0)dx =0.
R R"

Wenn wir ¢(x, 1) = p(x)n(t) setzten mit n € Z(R) und n(¢) = 1 ist konstant in einer Umge-
bungvon 0, dann ist ¢,(x,0) =0 und daher

(u1(x) = u,(x,0))(x)=0, Y e2(R").

Rﬂ
Mehr noch,
(uo(x) — u(x,0)y(x)dx=0, yYe2(R")

Rll
wenn wir setzten: ¢(x, t) = tn(t)y(x). Erneut folgt aus LemmalZ3
up(x)=u(x,0), wui(x)=u,(x,0)

und u(x, t) ist eine Losung des kKAWP.
(a) Istumgekehrt u(x, t) eine klassische Losung des kAWD, so erfiillt die regulédre Distribution

U = Thyu(x,)-
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die Gleichung @TI4). Vergleicht man das mit @I3), so sieht man, dass
U,—a*AU=F+U,®56'+U,®0,

wobei F(x, t) = Tu i) Uo(x) = Tux,0) und Ui(x) = Ty, (x,0)- =

Folgerung 8.9 Angenommen, F, Uy und U, sind die Daten eines VAWP. Dann existiert genau
eine Losung U des VAWR. Man kann sie in folgender Form aufschreiben:

U=V+VO4yl

Dabei sind
L_é”n*E % —gn*xUl) % - ot *xUO)

&, ist eine Fundamentallosung des n-dimensionalen Wellenoperators O, ,,. Ferner bezeichnet
&Enxy Uy i= &, % (Ur(x) ® 6(t)) die Faltung beziiglich der Ortsvariablen x. Die Losung U hdingt
stetigvon F in 2'(R"), von Uy und U, ab.

Beweis. Die Trager der Distributionen U, ® 6’ und U; ® 0 sind in der Hyperebene {(x,?) €
R"*! | ¢ =0} enthalten. Also ist der Trager der Distribution F+ Uy ® 6’ + U, ® 6 im Halbraum
R” x R, enthalten.

Aus Satz[[ T8 folgt, dass die Faltung

U=&*%(F+Uy®6'+U,®06)

existiert und einen Trager im positiven Halbraum ¢ > 0 besitzt. Aus Theorem[ZTTlfolgt, dass
U eine Losung des vVAWP fiir die Wellengleichung ist. Umgekehrt hat jede Losung des ver-
allgemeinerten AWP einen Trager in R” x R, und somit, existiert nach Satz[ZTd die Faltung
mit &,. Nach Theorem[ZTTlist diese Losung U eindeutig.

Angenommen Uy — U, fiir k — oo in 2’(R"**1), dann gilt &, * U, — &, * U; wegen der Ste-
tigkeit der Faltung 2’ (siehe Satz [ZT9). |

(b) Explizite Losungsformelnim Fallen =1, 2, 3

Wir wollen die obigen Formeln von Folgerungl@3 explizit aufschreiben, d. h., wir wollen die
obigen Faltungen berechnen um die Potentiale V, V(©, and V(! zu erhalten.

Satz 8.10 Essei f € C2(R" x R4), ug € C3(R"*) und u, € C3(R") fiirn=2,3; es sei f € C}(R),
uo € C*(R) undu, € C'(R) fiirn=1.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte klassische Losung des KAWR Diese ist im Falle n = 3
gegeben durch die Kirchhoffsche Wellenformel:

1 ft—|= 1 o |1
u(x,t)=47m2 fff ( ||x—y| |) dy+;Jf ul(y)dSy+E ;ff uo(y)ds,

Uat(x) Sat(x) Sar(x)

(8.15)
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Der erste Term V(x, t) heifst retardiertes Potential.
Im Fallen =2, x =(x1,X2), y = ()1,)>) ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Formel

u(x t):Lft ” fys)dyds 1 ” () dy
o ety —e=y 2R ety

Ua(t—s)(x) Uqt(x)

1 0 ff uo(y)dy
+— = . (8.16)
0
o tUm(x) \/aztz B ||x—y||2

Im Falle n =1 ist die Losung gegeben durch die d’Alembertsche Formel

1 t px+a(t—s) 1 x+at 1
u(x, )= fo f f(y,s)dy dH%LM (y)dy + 5 (uolx+at)+ uo(x — ar)).

—a(t—s)

(8.17)
Die Losung u(x, t) hdngt im folgenden Sinne stetig von uy, u, und f ab: Wenn
|f—f| <&, |ug—1io|<ey, |u—i|<e, ||grad(u0—ao)|| <é&,

(letzteres nur fiir n = 3 und n = 2), dann erfiillen die entsprechenden Losungen u(x,t) und
ii(x,t) im Streifen 0 < t < T die Ungleichung

1
| u(x,t)— a(x,y)| < §T28+ Te +ey+(aTey),

wobei im Falle n =1 der letzte Term entfiillt.

Beweis. (Idee) Wir zeigen die Kirchhoffsche Wellenformel. (a) Das Potential zu f.

Nach Satz[ZT8aus Anhang zu Kapitel VII, existiert die Faltung & f. In [WIa72, p. 153] wurde
gezeigt, dass fiir eine lokal-integrierbare Funktion f € L, (IR"*!) mit Trager in supp f C R" x
R+ die Funktion &), * Ty erneut lokal-integrierbar ist.

Formal kann man die Faltung so aufschreiben:

&(y,8)f(x—y,t —s)dyds =f &(x—y,t—s)f(y,s)dyds,

IR4

(é‘%*f)(x,t)=f
R4
wobei das Integral zu lesen ist als die Auswertung der Fundamentallosung &;(y, s) auf der
verschobenen Funktion f(x —y,t —s). Da f einen Trager fiir + > 0 hat, geniigt es, auch nur
s>0und ¢ — s >0 zu betrachten, sodass 0 < s < t. Damit liefert Formel Folgendes:

1 ‘1
G flxr, 1) = — f ;f flx—y,1—s)dS(y)ds
0
Sas

Mit r = as, dr = ads erhalten wir

1 (“([1 r
Vix,t)= i fo Jf ;f (x -y, t— ;) dS(y)dr.
Sr
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Unter Verwendung von dy,; dy, dy; = drdS und || y || = r = as haben wir auerdem

_ vl

X—y,t =% )
V(x’t)_ fff ||y|| d.yl dY2dY3

Die Verschiebung z = x — y, dz, dz,dz3 = dy; dy, dy; liefert schliellich

_ llx—z]l

=)
||x a9

Vix,t)=

Uat(x)

Dies ist das retardierte (verzégerte) Potential aus der Kirchhoffschen Wellenformel.
(b) Wir berechnen V((x, t). Nach Definition ist

VO =& % (u; ®8)= &%, Uy.

1 1
At fff Os,,(Y)ui(x—y)dy = Anail Jf u(x—y)dS(y)
R3 Sat
= indit uy(y)dS(y).

Sat(x)

Formal ist das,

VW(x,t)=

(c) Wegen (D“S)* T = D%(S* T), und wegen Bemerkung[Z9l(b) gilt
&*(Ug®0) = o (&3 %y Uo);
3%k (Uo BT 3%x Uo);

und dies liefert sofort den letzten Term wegen (b). |

Bemerkung 8.2 (a) Die starken Differenzierbarkeitsbedingungen an f, uy, #; sind notwen-
dig fiir u € C3(R"™ x R*) und fiir die Stabilitét.

(b) SatzB.I0lund KorollarB3 zeigen, dass das vVAWP der Wellengleichung ein korrekt gestell-
tes Problem ist — Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitdt sind gegeben.

8.2.3 Die Warmeleitungsgleichung

In volliger Analogie zur Wellengleichung definiert man auch hier die Begriffe des klassischen
Anfangswertproblems — nur eine Anfangsbedingung wird gefordert, da nur eine Zeitablei-
tung auftritt, klassische Losung, verallgemeinertes Anfangswertproblem und verallgemei-
nerte Losung.



102 8 PDGlI II — Die Gleichungen der Mathematischen Physik

Nach Ubungsaufgabe 11.4 gilt fiir die Fundamentallsung des Wirmeoperators E(x,t) =
[l<®

O o 4at,
(4ma®t)2

f E(x,t)dx =1,
E(x,t)—o(x), fir t—0+.

Die Fundamentallésung beschreibt die zeitliche und raumliche Entwicklung der Warmever-
teilung ausgehend von einer punktférmigen Warmequelle im Ursprung (0,0). Da E(x,¢) >0
fiir alle £ > 0 und alle x € R", heil’t das, dass sich die Warme mit unendlicher Geschwin-
digkeit ausbreitet. Das widerspricht aber unserer Erfahrung. Fiir kleine Distanzen liefert die
Wirmeleitungsgleichung jedoch akzeptable Ergebnisse. Fiir grof3e Distanzen muss man die
sogenannte Transportgleichung benutzen. Wir tragen nur die Ergebnisse ohne Beweise zu-
sammen.

Satz8.11 (a) Es sei u(x,t) eine klassische Losung des kKAWP zu den Daten f und u,y. Dann ist
die reguldre Distribution T eine Losung des vAWP mit der rechten Seite T; + T, ® 6, wobei
f(x,t) und u(x, t) durch 0 fortgesetzt sind zu f(x,t)und ii(x, t) auf den Bereich t <0.

(b) Ist umgekehrt U eine Losung des vVAWP und sind F = Ty, Uy = T,,, and U = T, reguldr
und hinreichen oft differenzierbar und supp f,suppu CR"” x R, dann ist u eine Losung des
KAWPR

Satz 8.12 Es seien F und U, die Daten des vAWP Aufserdem maogen F und U, beide kompak-
ten Tréiger haben.
Dann existiert eine Losung U des vAWP und kann als Summe von zwei Potentialen geschrie-
ben werden:
U=v+vo.
Dabei ist
V=&xE V9=¢xU,.

Hx yH2

e 4a’(-
Vix,t)= H(t)( [127T)2 f fﬂ (=) f(y,s)dy ds

t llx=y1>
V(O)(x, t) =&* Tuo ®0 = (4mz+z)§ f uo()’)e 4ayt dy

Die Losung U hdingt stetig von F und U, ab.

Bemerkung 8.3 Im Gegensatz zur Wellengleichung haben wir hier keine Eindeutigkeit der
Losung. Es zeigt sich, dass das vAWP der Warmeleitung keine eindeutige Losung besitzt. A.
Friedman, Partial differential equations of parabolic type, hat ein Beispiel einer Distribution
U # 0 angegeben, die Losung des VAWP ist zu F =0 und U, =0.

Sind jedoch die Anfangsdaten regulédre Distributionen und fordern wir zusitzlich Wachs-
tumsbedingungen an u fiir ¢ — oo, so kann man auch die Eindeutigkeit sichern.
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8.2.4 Physikalische Interpretation der Ergebnisse

s Ruckwartslichtkegel

(x.1)

r_(xn

\/ Y,
(X,

Der Vorwartslichtkegel

Y Radius des Kreise = at v,
1

Wir definieren zwei Kegel in R"*!

F_(x,t):{(y,s)l||x—y||<a(t—s)}, s<t,
L0 ={y9)l|x—y||<als =0}, s>t

die wir Abhdingigkeitsbereich (oder Riickwértslichtkegel) bzw. Einflussbereich (Vorwértslicht-
kegel) nennen. Man beachte, dass deren Rinder 1, and 01 die charakteristischen Flachen
der Wellengleichung sind.

(a) Wellenausbreitung im IR3

Wir betrachten die Fundamentall6sung

1
é”s(x, l'): m(Ssm ® T@

der 3-dimensionalen Wellengleichung

Dies zeigt, dass eine punktférmige Anregung im Ur-
sprung (x, t) =(0,0) zur Zeit ¢t > 0 eine Wirkung hat, die
vollstdndig auf der Sphére vom Radius at um 0 liegt.
Diese Anregung breitet sich als Kugelwelle aus ||x|| =
at, die sich mit der Geschwindigkeit a vom Ursprung
weg bewegt. Am Anfang haben wir Ruhe, dann Anre-

gung und dann wieder Ruhe. Dies nennt man das Huy-
genssche Pringzip.

Die Storung ist auf der Kugeloberflache vom Radius

Aus dem Superpositionsprinzip folgt, dass die Losung u(xo, ) einer Anfangsanregung
uo(x)0’(t)+u,(x)o(t) vollstindig bestimmt ist durch die Werte von u, und u, auf der Sphire
llx = xoll = ato.
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Die Anfangsanregung sei nun in einer kom-
pakten Menge K liegt und nicht nur in einem
Punkt Angenommen d und D sind die mini-
malen und maximalen Abstdnde des Punktes
x von K. Dann beginnt die Anregung der Wel-
le in x zum Zeitpunkt ¢ty = d/a und endet in x
zum Zeitpunkt D/a. Fiir t > D/a = t, herrscht
bei x wieder Ruhe. Wir beobachten also eine

vordere Wellenfront zum Zeitpunkt #, und ei-
ne hintere Wellenfront zur Zeit t;.

Dies zeigt, dass der Einflussbereich M(K) von K die Vereinigung aller Rdnder der Vorwiérts-
lichtkegel I";(y,0) ist, wobei y € K.

M(K)={(y,s)| 3xeK: ||x—y|| =as}.

(b) Ausdehnung ebener Wellen
Wir betrachten die Fundamentallosung

H(at —|xl|)
2rwa/ a?t? —||x|*

des 2-dimensionalen Wellenoperators.

Ez(x,t):

x =(x1,%x2)

Es zeigt sich, dass eine Anregung im Null-
punkt sich in der gesamten Kreisscheibe U,,
vom Radius at um 0 auswirkt. Auch hier gibt
es eine vordere Wellenfront, die sich mit Ge-
schwindigkeit a ausbreitet. Im Gegensatz zum
3-dimensionalen Bild gibt es hier aber keine
hintere Wellenfront. Die Welle ist von einem
Zeitpunkt t, an stdndig prasent. Man spricht
von Wellendiffusion; Das Huygenssche Prin-

t=0 t=1

=4

zip gilt hier nicht.

Diffusion tritt bei beliebiger Anfangsanregung uo(x)o’(t)+ u1(x)o(¢) auf. Nach dem Super-
positionsprinzip ist der Einflussbereich einer Storung in einer kompakten Menge K die Ver-
einigung aller Kreisscheiben U,;(y) mity € K.

(c) Wellenausbreitung in R!

Esist Ei(x,t)= iH (at —|x|). Eine Storung zum Zeitpunkt 0 im Nullpunkt wirkt sich auf das
gesamte Intervall [—at,+at] aus. Es gibt zwei vordere Wellenfronten, eine links bei x = —at
und eine rechts, im Punkt x = at. Wie bei der ebenen Welle gibt es keine hintere Wellenfront.
Es herrscht Diffusion. Mehr Details findet man beiWladimirow, [Wla72, p. 155 - 159].
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8.3 Die Fouriermethode zur Losung von Rand-
Anfangswertproblemen

Eine sehr schone Darstellung dieser Methode findet man im Buch [KK7T].

In diesem Abschnitt wollen wir Randwertprobleme, Eigenwertprobleme und Rand-
Anfangswertprobleme fiir Warme, Welle und Laplace formulieren und Lésungsmethoden
vorstellen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Fourierreihenentwicklung.

Wir erinnern daran, dass die folgenden Mengen VNOS in Hilbertrdumen sind:

1 .
——el"! | neZ,}, H=1%a,a+2mn),
{v27r

1 27i
e« |neZt, H=L1*a,b),
{7 ner) (@b)

1 1 1
——, —sin(nt), —cos(nt) | ne N}, H=12%a,a+2n),
{mﬁ ( )ﬁ (nt) | } ( )

1 2 _(27‘5 t) 2 (27‘5 t)| N H=12(a,b)
\/H”/b—aSIH b—an , b_acos b—an n , =L"(a,b),

Jeder Funktion f € L!(0,27) kann man eine Fourierreihe zuordnen

27
. 1 .
f~)> c,e™, cn=—f f(t)e "t dt.
Z ‘/27-['- 0

Diese komplexe Form ldsst sich mit Hilfe von sin und cos auch reell schreiben. Betrachtet
man nur das halbelIntervall [0, ], so reichen bereits die Sinus- oder Kosinusfunktionen allein
aus zur Entwicklung.

Lemma 8.13 Jede der folgenden Mengen ist ein VNOS im Hilbertraum H =12(0, ).

{\/zsin(m‘) | ne]N}, {\/gcos(nt) | ne]No}.
T T

Beweis. Die Orthogonalitdt und Normiertheit priift man leicht nach. Wir zeigen die Vollstdn-
digkeit der ersten Menge. Sei f € L?(0,7r). Wir setzen f tiber 0 hinaus zu einer ungeraden
Funktion f € 1?(—m, ) fort, also f(x) = f(x) und f(—x) = —f(x) fir x € (0,7). Da f eine
ungerade Funktion ist, verschwinden in ihrer Fourierreihe

o0

a

70 + E ancos(nt)+b,sin(nt)
n=1

alle Kosinusfunktionen, also, a,, = 0 fiir alle n. Da die Fourierreihe Zc,le b, sin(nt) im
12(—m,7) gegen f konvergiert (wegen der Vollstindigkeit des Sinus-Kosinus-Systems),
konvergiert sie gegen f im L?(0, 7). Damit ist das Sinus-System vollstdndig. Der Beweis fiir
das Kosinus-System ist analog. |
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8.3.1 Randanfangswertprobleme (RAWP)
(a) Die homogene Wirmeleitungsgleichung mit periodischen Randbedingungen

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichungin einer geschlossenen Drahtschlinge der Lange
27. Es sei u(x, t) die Temperatur des Drahtes am Ort x zur Zeit ¢. Da der Draht geschlossen
ist, gilt u(x,t)=u(x +2m,t); alsoist u: R x R; — R in der Ortsvariable eine 27t-periodische
Funktion. Somit haben wir die folgenden periodischen Randbedingungen.

u(0,t)=u(2m,t), uy(0,t)=u.2m,t), telR,. (PRB)

Die Anfangstemperaturverteilung zur Zeit ¢ = 0 ist fiir alle x gegeben, so dass die Rand-
Anfangswertbedingungen (RAWB) wie folgt aussehen:

U, —a’u,, =0, x€R,t>0,
u(x,0)=uy(x), xR, (8.18)
IPREB).

Dabei ist natiirlich auch u, eine 27t-periodische Funktion.
Trennung der Variablen. Wir suchen nach Losungen der Form u = f ® g,

u(x,t)= f(x)-g(t)

und vernachldssigen vorerst die Anfangsbedingungen. Die Warmeleitungsgleichung hat
dann die Gestalt

Ie 2 ig/(t)_f”(x)_
g ()= a8 = 2 ey = o)

Wir erhalten also ein System aus zwei voneinander unabhédngigen gewohnlichen Differenti-

K = const.

algleichungen, die allein tiber den Parameter x gekoppelt sind.
f/(x)—kf(x)=0, g'(t)—a*xg(t)=0.
Die periodischen Randbedingungen liefern:
f0)g(0)=fem)g(t), f(x)g(t)=f"(2m)g(1),

was bei nichttrivialen Losungen g auf f(0) = f(27) und f’(0) = f’(27) fithrt. Im Falle x = 0 ist
also f”(x)=0mit allgemeiner Losung f(x) = ax+b. Die einzige periodische Losungist dann
f(x)=b =const. Sei nun x = —v2 < 0. Dann ist die allg. Losung der gDGL zweiter Ordnung

f(x)=cy cos(vx)+ cysin(vx).

Offensichtlich ist f genau dann 27t-periodisch, wenn v eine diskrete Menge von Werten an-
nimmt, ndmlich v, = n, n € Z. Hieraus folgt x,, = —n?, n € N.
Schliefilich ist im Falle k =v2 > 0 die allgemeine Losung

f(x)=c1e" 4+ e,
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welche keine nichttrivialen periodischen Losungen hat. Daher erhalten wir die folgenden
Losungen:
fu(x)=a,cos(nx)+b,sin(nx), neN,,

zu kK, = —n?. Die gDGL fiir g,(¢) lautet dann
g (t)+a*n*g,(t)=0.

Thre Losung ist g,(¢) = ce~**"*t, n € N. Folglich hat das Randwertproblem die Lésungen

a
Un(x,t)=e" 4" (a,cos(nx)+b,sin(nx)), n€N, uy(x,t)= 70
sowie deren endliche und ,unendliche “ Linearkombinationen.
o0
a
u(x,t)= 70 +Z e " (a, cos(nx)+ b, sin(nx)), (8.19)

n=0
Nun kommen wir zur Anfangsbedingung zuriick. Setzt man ¢ = 0 in die allgemeine Losung
des RWP ein, so ergibt sich

u(x,0)= %—I—Zancos(nx)—l—bn sin(nx), (8.20)
n=0

was mit der Fourierentwicklung der gegebenen Funktion uy(x) tibereinstimmen muss. Folg-
lich liefern die Fourierkoeffizienten a, und b,, von u, die formale Losung u(x, t). Die folgen-
den Fragen sind noch zu kldren:

1. Konvergiert die Fourierreihe von u, tatsachlich punktweise gegen 1, so dass @I9) in
t =0 die AB erfiillt?

2. Unter welchen Voraussetzungen ist die Losung @I9) in C>!(R x R,) und erfiillt die
Wirmeleitungsgleichung?

Lemma 8.14 Wir betrachten das RAWP @.I8). (a) Existenz Es sei uy € C*(R) periodisch. Dann
ist die Funktion u(x,t) in in der Funktionenklasse Cfclt [0,27t] x R) und lost das klas-
sische RAWP [8.18).

(b) Eindeutigkeit und Stabilitdt. In der Funktionenklasse C)cht [0,27] x R) ist die Losung des
obigen RAWP eindeutig bestimmdt.

Beweis. (a) Zunidchst hat man zwischen den komplexen Fourierkoeffizienten ci(f’) und den
Koeffizienten ci(f) die Beziehung ci(f’) = ik ck(f). Dies folgt sofort aus der Definition mit
Hilfe der partiellen Integration.

alf)=5- f Fxe ™ dx = (f(x)e‘““x = f fl-ik)e dx) —ikcu(f)
0 0

Also gilt ck(u((f)) = k*cr(uo) und somit | ci(uy) | < % fiir alle k € Z\{0}. Die Fourierkoeffizien-

c

ten von u((;” sind beschriankt durch |c, | < o n € 7Z.. Damit findet man fiir die gliedwei-
n

se abgeleiteten Reihen zu u,.(x, t) und u,(x, t) eine summierbare Majorante ZZOZO # Folg-

lich konvergieren beide Reihen gleichmiRig (Kriterium von Weierstraf3, siehe Bemerkung[Z.8l

(d)).
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Daher darf die Reihe u(x, ) zweimal gliedweise differenziert werden nach x und einmal
nach ¢.
(b) Fiir jedes feste t > 0 ist u(x, t) eine stetige Funktion in x. Wir betrachten die nichtnegative

Funktion v(t) :=||u(x, t)”iz(o om)- Dann ist

2n

v’(t)zi u(x,t)y’dx | =2 u(x, u(x,t)dx =2 u(x, t)a’u,(x,t)dx
dt 0 0 0

27
=2 (azuxuﬁn—az (ux(x,1))? dx) :—ZaZJ u>dx <0.
0

0
Dies zeigt, dass v(t) eine monoton fallende Funktion in £ ist.

Angenommen, es gibt zwei Losungen u; und u,, die beide das RAWP l6sen. Dann 16ste u =
u, — u, das RAWP mit homogenen Anfangsbedingungen, also mit u(x,0) = 0. Folglich ist
v(0)= ||u(x,0)||i2 = 0. Da aber v(t) monoton fallend ist fiir £ > 0 und aullerdem v(¢) > 0 fiir
alle t >0, ist v(t) =0 fur alle £ > 0. Das heil’t, u(x,t)=01in L?(0,27) fiir alle t > 0. Da u(x, t)
stetig in x ist, folgt u(x,t) = 0 fiir alle x und ¢. Also ist u;(x,t) = u,(x,t) — die Losung ist
eindeutig.

Stabilitdt. Da v(t) monoton fallend ist, gilt

sup ||u(x, t)”Lz(O,Zrc) < ||u0||L2(0,27T)'
teRy

Dies zeigt, dass kleine Verdnderungen in u, nur kleine Verdnderungen fiir die Losung u(x, 1)
nach sich ziehen. Das Problem ist korrekt gestellt. |

(b) Die inhomogene Wiarmeleitungsgleichung mit periodischen Randbedingungen.

Wir untersuchen das RAWP

U —a’u,, = f(x, 1),
u(x,0)=0, (8.21)
(PER).

Losung. Es sei e, (x) = e*/v/21, n € Z, ein VNOS in L?(0,27). Diese Funktionen sind alles
Eigenfunktionen beziiglich des Differentialoperators der zweiten Ableitung, ;—;, denn es ist
e (x)= —n?e,(x). Sein nun ¢ > 0 fixiert und

flae, )~ ealt)en(x)
nez

die Fourierreihe von f(x, t) mit den Koeffizienten c,(¢). Wir wahlen nun den folgenden An-
satz fiir u:

u(x, t)~2dn(t)en(x) (8.22)

nez



8.3 Die Fouriermethode zur Lésung von Rand-Anfangswertproblemen 109

Wenn f(x, t) stetig in x ist und stiickweise stetig differenzierbar ist bzgl. x, dann konvergiert
die Fourier-Reihe von f punktweise und wir haben

U — A% Uy :Z (e, d'(t)+a*n’e,d(t)) = f(x,t)= Z cu(t)e,.

nez nelN

Fiir alle n liefert dies eine gDGl in ¢:
d!(t)+a*n*d,(t)=cu(t), d,(0)=0.
Aus der Theorie der gDGl ist die Losung bekannt:

t
dn(t)ze—“znsz e® "¢ (s)ds.
0

Unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen und Wachstumsbedingungen an f ist 8.22) ei-
ne Losung des inhomogenen RAWP.

(c) Die homogene Wellengleichung mit Dirichletschen Randbedingungen

Wir betrachten das folgende RAWP fiir die schwingende Saite der Lange 7:

(We) U —a’Uy, =0, 0<x<m, t>0;
(RB) u(0,t)=u(m,t)=0,
(AB) u(x,0)=p(x), u(x,0)=y(x), 0<x<m.

Der Ansatz u(x, t) = f(x)g(¢) fihrt auf

ﬂ _g_” 1/ _ " __ 2
7R ey [fx)=xflx), g'=xrag.

Die (RB) liefern f(0) = f(7r) =0. Somit hat die erste gDGI die einzige Losung

fu(x)=c,sin(nx), x,=-n? neN.
Die entsprechenden gDGl fiir g lauten dann
gt na’g,=0;

ihre allgemeine Losung ist a,, cos(nat)+ b, sin(nat). Folglich ist

u(x,t)= i(an cos(nat)+ b, sin(nat))sin(nx)

n=1

eine Losung des Randwertproblems ohne Beachtung von (AB). Nun setzten wir die Anfangs-
bedingungen ein und erhalten bei t =0:

u(x,0)= Z a,sin(nx) = e(x), uix,0)= Z nab, sin(nx) = Y(x).
n=1 n=1
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Da {\/% sin(nx)| ne IN} ein VNOS im Hilbertraum L?(0, ) ist, konnen wir die Fourier-
Sinus-Koeffizienten von ¢ bzw. ¢ bestimmen und erhalten a,, bzw. b,,.

Regularitét (Differenzierbarkeit der Reihe). Wenn ¢ € C*([0, r]) und y € C3([0, ]). dann ha-
ben die Koeffizienten a, und anb, von ¢ und vy das Wachstum von hochstens 1/n* bzw.
von 1/n3. Also kann die Reihe

u(x,t)= Z(an cos(nat)+b,sin(nat))sin(nx) (8.23)
n=1

zweimal nach x und einmal nach ¢ abgeleitet werden, da die differenzierten Reihen gleich-
miRig konvergieren; sie haben die summierbare Reihe Y ¢/n? als obere Schranke. Also loste
das RAWP.

(d) Die Wellengleichung mit inhomogene Randbedingungen
Wir betrachten das folgende Problem im Gebiet 2 C R”
U, —a*Au=0,

u(x,0)=u,(x,0)=0

U lgoxr, = w(x,t).

Idee. Wir setzen w fort zu v(x, t), v € C3(2 x R.) und suchen eine Funktion i = u — v. Dann
hat &z verschwindende Randwerte, (also Randwerte, die Null sind) und erfiillt das folgende
RAWP

i, —a’Ail =—v,, +a’Av,
ft(x,O)Z—l/(x,O), ftt(x,O):—l/t(x,O)

it |pp=0.

Dieses Problem kann wiederum aufgeteilt werden in zwei Probleme, eines mit homogener
Wellengleichung und eines mit homogenen Anfangsbedingungen.

8.3.2 Eigenwertprobleme fiir die Laplace-Gleichung

Im vorigen Abschnitt wurde bereits klar, dass die Fouriermethode fiir RAWP bei Warme und
Welle schnell auf Eigenwertprobleme fiir die Laplace-Gleichung fiihrt.

Wir formulieren das Problem: Sei n =1 und {2 = (0, /). Wir betrachten das folgende Eigen-
wertproblem zur ,Laplace-Gleichung” f”=Af:

e Dirichletsche Randbedingungen: f(0)= f(l)=0.
e Neumannsche Randbedingungen: f/(0)= f’(/)=0.
e Periodische Randbedingungen: f(0)= f(1), f’(0)= f’(1).

e Gemischte Randbedingungen: a; f(0)+a, f'(0)=0, B1f(l)+B=f'(1)=0.
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e Symmetrische Randbedingungen: Sind # und v Funktionen, die diese Bedingungen
erfiillen, so soll gelten (u/v — uv’)|} = 0. In diesem Fall liefert partielle Integration

f (w’'v—uvdx=u'v—v u| —f (u'v'—v'u’)dx=0.
Somit gilt (u”, v) = (u, v”) und der Laplace-Operator wird symmetrisch.
Satz 8.15 Es sei 2 C R". Das Eigenwertproblem mit Dirichletschen Randbedingungen
Au=2u, ulsn=0 ueC*2)NC'N2) (8.24)

hat abzdihlbar viele Eigenwerte A. Sie sind alle negativ und von endlicher Vielfachheit. Wenn
man sie anordnet als 0 > A; > A, > --- dann istlimy_,, A = —00. Die Eigenfunktionen u; zu
A bilden ein VNOS im Hilbertraum 12(12).

Beispiel 8.1 Dirichlet-Bedingungen fiir das Quadrat. Es sei Q = (0,7) x (0,77) € R2. Der
Laplace-Operator mir Dirichletschen Randbedingungen auf (2 hat dann die Eigenfunktio-
nen

Umn(X,y)= % sin(mx) sin(ny),

zu den Eigenwerten A,,, = —(m? + n?). Die Eigenfunktionen {u,,, | m,n € N} bilden ein
VNOS im Hilbertraum L?(2).

Beispiel 8.2 Dirichlet-Bedingungen fiir die Kreisscheibe U,(0) in IR2. Wir betrachten das
Eigenwertproblem mit Dirichletschen Randbedingungen auf dem Kreis.

—-Au=2Au, uls=0.

In Polarkoordinaten u(x,y) =i (r, ¢) heilst das
10 1 3
Au(r,cp)———(ru,H— sl =—All, 0<r<l1, 0<¢<2m.

Trennung der Variablen. Mit dem Ansatz ii(r, ¢) = R(r)?(¢) und den Randbedingungen er-
hilt man R(1) = 0 und R(r) ist in einer Umgebung von 0 beschrankt. Aullerdem ist ®(¢)
periodisch. Dann ist % it = R'® und

0

—(rii,)=

%) _
EP — (rR'®) =(R'+rR")®, ii,,=R®".

ar

Folglich sieht die Gleichung Au = —Au nun so aus:

R, 4 R //
—+R"|0+—9"=—ARD
r r

R
+R” 1 ¢
+—=—=—A
R r2 @
rR'+réR” @’

Arl=——=u.
R + Ar p; u
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Auf diese Weise erhalten wir zwei eindimensionale Probleme

" +ud=0, &(0)=2o(2n)
r’R’+rR +(Ar* = wR=0, |R(0)|<oo, R(1)=0. (8.25)

Die Eigenwerte- und Eigenfunktionen zum ersten Problem sind
ur=k* & (p)=e*?, keZ.

Gleichung heilst Besselsche Differentialgleichung; sie ist eine gDGI 2.0rdnung. Fiir yu =
k? ist die Losung von im Punkte r =0 beschrdankt und sie ist gegeben durch die Bessel-
Funktion Ji(rv'2). Als Potenzreihe (auf ganz C) ist sie gegeben durch

0 1) (x 2n+k
]k(x):Z( n')( (+)k)' , keN,.

n=

Um die Eigenwerte A zu bestimmen, benutzen wir die Randbedingung R(1) = 0. Eingesetzt
in liefert das Ji.(vVA)=0. Folglich ist VA= Ukj, wobei ug;, j = 1,2,..., die positiven
Nullstellen von J; sind. Wir erhalten

Ak]:‘ui]’ Rk](r):]k(‘uk]r)) ]:1)2’
Die Losungen des REWP sind
Ak =g ui(x)=Jie(wr)e*?, kez, j=1,2,---.

Man beachte, dass die Bessel-Funktionen {J; | k € Z,} und das System {ei*? | k € Z} ein VOS
im Hilbertraum 12((0,1), rdr) bzw. im Hilbertraum L2(0,27) bilden. Folglich ist {uy; | k €
Z,1 € 7.} ein VOS im Hilbertraum L?(U;(0)). Somit kann es keine weiteren Losungen des
REWP geben. Mehr zu Besselfunktionen findet man in Fischer/Kaul, Band 2, siehe [FK98, p.
383).

8.4 Randwertprobleme fiir die Laplace und die Poissonglei-
chung

In diesem Abschnitt ist {2 ein beschridnktes Gebiet im R”, n > 2. Wir setzten weiter voraus,
dass 2 zur Klasse C? gehort, das heifst, der Rand 22 von 2 ist eine zweimal stetig differen-
zierbare reguldre Hyperfldche, d. h., in jedem Randpunkt existiert die Tangentialhyperebene.
Wir setzen weiter voraus, dass 2 := R\ (2 ein zusammenhingendes Gebiet ist. Alle Funk-
tionen sind reellwertig.
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8.4.1 Formulierung der Randwertprobleme
(a) Das innere Dirichlet-Problem:

Gegeben seien stetige Funktionen ¢ € C(82) und f € C(f2), gesucht ist eine Funktion u €
C(2)NC2(£2), so dass gilt
Au(x)=f(x) Vxef2, and
u(y)=¢(y), Vyeafn.

(b) Das duflere Dirichlet-Problem:

Gegeben seien stetige Funktionen ¢ € C(242) und f € C(£2), gesucht ist eine Funktion u €
C(2)N C?(£2), sodass
Au(x)=f(x), Vxe', and

u(y)=e¢ly), Vyeaon,
| lilm u(x)=0.
(c) Das innere Neumann-Problem:
n

Gegeben seien stetige Funktionen ¢ € C(2£2) und f € C(R),
gesucht ist eine Funktion u € C(£2)N C4(£2), sodass

Au(x)=f(x) Vxef, and
du
on_

)=py) Vyeds.

u
o

Dabei setzen wir voraus, dass der folgende Grenzwert —(y) fiir alle y € 9 G existiert

du

on_
Hierbei ist 7(y) die &ulRere Normale an {2 im Punkt y € 812. Das heif$t, x € 2 ndhert sich dem
Punkt y € 2 in Richtung des Normalenvektors 7i(y).

(y)= lim 7i(y)- gradu(y — t7(y))

(d) Das dulRere Neumann-Problem:

2 X=y+n

) Gegeben seien Funktionen ¢ € C(02) und f € C(12),
) gesucht ist eine Funktion u € C(2)NC?(£2), sodass

Au(x)=f(x) Vxef', and

ou
— (y)= ' n
am(y) e(y) Vyed

|li|m u(x)=0.
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Dabei setzen wir voraus, dass der folgende Grenzwert %+(y) der Richtungsableitung in je-
dem Randpunkt y existiert.

Ju . .
—ﬁ+(y) = lim 7i(y)- gradu(y + t7i(y)).

0
Hierbei ist 77(y) die 4ullere Normale an {2 im Punkt y € 2. In beiden Neumann-Problemen
kann man auch nach Funktionen u suchen mit u € C2(£2)NC(£2) bzw. u € C2(2)N C(ﬁ/),
vorausgesetzt, die obigen beiden Limiten existiere und definieren eine stetige Funktion auf
dem Rand.
Diese vier Probleme sind eng miteinander verkniipft, und man erhélt simultan Losungen zu
allen vier Problemen.
Hier ist das Hauptergebnis.

8.4.2 Existenzsitze

Theorem 8.16 Es sei £2 ein beschréinktes Gebiet, das die obigen Voraussetzungen erfiillt.
Das innere Dirichlet-Problem zur Laplace-Gleichung hat eine eindeutig bestimmte Losung.
Diese kann als Potential der doppelten Schicht mit einer Dichte u wie folgt dargestellt werden:

JE,
FF (x—p)dS(y), xeR” (8.26)

V(x) =f u(y)
an

Das diufsere Neumann-Problem hat ebenfalls eine eindeutig bestimmte Losung. Diese kann als
Potential der einfachen Schicht mit einer Dichte u dargestellt werden:

W(x):f uWy)E,(x—-y)dS(y), xeR", (8.27)
an

Theorem 8.17 Unter denselben Voraussetzungen an das Gebiet {2 gilt, dass das innere
Neumann-Problem zur Laplace-Gleichung genau dann ldsbar ist, wenn fa LP(y)dS(y) =o.
Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Losung bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Das dufsere Dirichlet-Problem hat eine eindeutig bestimmte Losung.

Beispiel 8.3 Man lose das Dirichletsche RWP

Au=-2, (x,y)ef2=(0,a)x(=b/2,b/2),

Ulpn=0.

Ansatz: u = w+ v mit Aw = 0. Zum Beispiel wihle man w(x,y)=—x?+ax. Dannist Av =0
mit den Randwerten

v(0,y)=v(a,y)=0, v(x,—b/2)=v(x,b/2)=x*—ax.

Nun kann man Separation der Variablen benutzen, u(x,y)) = X(x)Y(y) um das Problem zu
l6sen.
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8.4.3 Grundeigenschaften harmonischer Funktionen

Eine Funktion u € C?(£2) heilSt harmonisch in 2, wenn Au(x) =0 fiir alle x € £2.

Der Laplace-Operator ist translations- und drehinvariant, das heilt, fiir alle Funktionen u €
C?(R") gilt A(Tu) = TA(u), wobei T(x) = A-x + b mit einer orthogonalen Matrix A und
beRn.

Wir wollen voraussetzen, dass 2 C IR” ein Gebiet ist fiir das der GaulRsche Satz fiir alle Vek-
torfelder f € C1(£2)NC(R2) gilt:

f div f(x)dx =f f)-dS),
0 on

wobei - das Skalarprodukt im R" bezeichnet.
Wir erhalten die erste Greenssche Formel, wenn wir f(x)= v(x)Vu(x), u,v € C2(12) einset-
zen:
u
v(x)Au(x)dx+ | VYu(x) Vor(x)dx= v(y)==)dS(y).

n n an a n
Durch Vertauschen der Rollen von © und v haben wir als Differenz die zweite Greenssche
Formel Formel:

0 0
f (0(x)Au(x) - u(x)Av(x)) dx =f (v(y)a—“(y)— u(y)a—’i(y)) ds(y). (8.28)
n J n

0 n

Mittelwerteigenschaften harmonischer Funktionen

Satz 8.18 (Mittelwerteigenschaften) Es sei u n Ugr(xy) harmonisch und stetig in Ug(x,).
(@) Dann stimmt u(x,) tiberein mit seinem sphdrischen Mittel iiber die Sphdire Sg(x,).

u(xy) = f u(y)dS(y) (sphdrisches Mittel). (8.29)

O)an_l
Sr(x0)

(b) u(xo) stimmt iiberein mit dem Mittelwert iiber die Vollkugel um x, vom Radius R

u(xg)= f u(x)dx (Gaufssches Mittel).

n
w, R"
Ur(x0)
Bemerkung 8.4 Erfiillt umgekehrt eine stetige Funktion fiir alle Punkte eines Gebietes und
alle Radien die Gaullsche oder sphérische Mittelwerteigenschaft, so ist diese Funktion har-
monisch und C®.

Satz 8.19 (Maximumprinzip) Es sei u in 2 harmonisch und in 12 stetig. Dann gilt

max u(x)=maxu(x).
xen x€dN

Mit anderen Worten, u nimmt sein Maximum auf dem Rand von {2 an. Dasselbe gilt fiir das
Minimum.
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Bemerkung 8.5 Es gilt sogar, dass alle lokalen Extrema auf dem Rand angenommen wer-
den. Mit Hilfe des Maximumprinzips zeigt man die Eindeutigkeit der Lésung der Dirichlet-
Probleme.

Theorem 8.20 (Greensche Darstellungsformel) Es sei E, die Fundamentallosung des
Laplace-Operators im R" und u € C2(0).
Dann gilt fiir alle x € 2

u(x)=fEn(x—y)Au(y)dy+f (u(y (y)) ds(y) (8.30)
n an

iy
Dabei ist 5= dle Richtungsableitung in Richtung der dufseren Normalen.

In expliziter Form haben wir im Fall n = 3:

1 Au(y) lf ( 1 duly) )
— | =22 4y + S ds (8.31)
O LY T L\ e Y y|| o) e

Mit anderen Worten, u kann als Summe von drei Potentialen geschrieben werden:
u(x)=V(x)+ vo(x)+ vi(x).

Man beachte, dass die drei Faltungen existieren, da stets nur iiber eine kompakte Menge
integriert wird. Beweisidee: Anwenden der zweiten Greenschen Formel auf u(y), E,(y — x)
und das Gebiet 2\ U,(x).

Bemerkung 8.6 (a) Greens Darstellungsformel gilt auch fiir Funktionen u € C?(£2)N CY(12).
(b) Folglich gilt: Kennen wir Au, dann ist u vollstdndig bestimmt durch seine Werte und die
Werte der Normalenableitung auf dem Rand 0 2. Insbesondere ist eine auf {2 harmonische
Funktion bereits vollstdndig bestimmt durch ihre Randdaten (u#(y) und %(y )). Umgekehrt
konnte man fragen, ob beliebig vorgegeben Randdaten u(y) und %(y) eine eindeutig be-
stimmte auf 2 harmonische Funktion definieren. Wir haben gesehen (Theorem@.I6 und
TheoremB.17), dass dies nicht so ist. Grob gesagt, reicht bereits ein Datum aus, Randwert
u(y) oder Normalenableitung am Rand, um die harmonische Funktion u vollstdndig zu be-
stimmen.

(c) Im Falle einer harmonischen Funktion lautet die Darstellungsformel u € C?(£2)n Cl(12),
Au =0,im Falle n =3

1 1 3u(y) 1
ulx)= 4ﬂLg(—||x y|| () y—Hx— ”) dS(y). (8.32)

Insbesondere kénnen die Potentiale der einfachen und doppelten Schicht V(©(x) und VI (x)
beliebig oft differenziert werden fiir x € £2. Auerhalb des Randes 82 sind V® und V() beide
harmonisch. Aus der Formel folgt, dass jede harmonische Funktion automatisch in
C®(£2) ist.
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8.5 Die Greensche Funktion zur Laplace-Gleichung

Es sei u € C2(£2) N C'(£2). Wir kombinieren die Greensche Darstellungsformel und die zwei-
te Greensche Formel fiir eine harmonische Funktion v(x) = v,(x), x € {2, wobei y € (2 als
Parameter auftritt.

JE, du
u(y)=LEn(x—y)Au(x)dX+LQ( o, XY n(x—y)ﬁ(x)) dS(x)
Ozf vy(x)Au(x)dx+f (u(x) _,(x) vy(x) _,(x)) dS(x)
n aon

Addiert man diese beiden Formeln und setzt man G(x,y) = E,(x — y)+ vy(x), so hat man

oG(x ,y)

X

u(y)=f G(x,y)Au(X)derf (u( X)——— —G(x,y)a—ﬁ(x)) dS(x).
i) on an

Angenommen, G(x,y) verschwindet nun fiir alle x € 92, dann ist das letzte Oberflachenin-
tegral gleich 0 und

u(y)sz(x,y)Au(x)dx—l—f u(x) 2SN 4oy (8.33)
o on

o0 x
In der obigen Formel ist u vollstindig durch seine Randwerte und durch Au in {2 bestimmt.
Das motiviert die folgende Definition.

Definition 8.2 Eine Funktion G: 2 x 2 — R, die die folgenden Bedingungen erfiillt, heift
Greensche Funktion fiir {2

(@) G(x,y)=0fiirallexeof, y €N x #Y.
(b) vy (x)=G(x,y)— E,(x —y) ist harmonisch in x € {2 fiir alle y € {2.

Bemerkung 8.7 (a) Die Funktion v,(x) ist nach (b) harmonisch im Punkte x = y. Da
E,(x —y) an dieser Stelle einen Pol hat, muss G(x,y) bei x = y ebenfalls einen Pol dersel-
ben Ordnung haben, so dass G(x,y)— E,(x — y) keine Singularitdten besitzt.

Wenn eine solche Funktion G(x, y) existiert, dann gilt fiir alle u € C2(£2) die Formel @33).
Ist insbesondere die Funktion © harmonisch in 2, so ist

u(y)= f 2o y)dS() 8.34)

Dies nennt man auch Poissonsche Formel fiir £2. 1. a. ist es schwierig die Greensche Funktion
zu {2 zu finden. Fiir die meisten Gebiete ist es gédnzlich unmaoglich, sie explizit anzugeben,
nichtsdestotrotz existiert eine Greensche Funktion. Wenn {2 jedoch eine Symmetrie besitzt,
so kann man ein Spiegelungsprinzip nutzen, um die Greensche Funktion zu bestimmen.
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Das Spiegelungsprinzip

Durch wiederholte Spielgelungen an Hyperebenen wird schliefdlich der gesamte Raum aus-
gefiillt, ohne Uberlappungen. In diesem Fall ldsst sich die Greensche Funktion leicht ange-

ben.

Beispiel 8.4 Die Greensche Funktion fiir die Kugel Uz(0) C R". Hierbei benutzen wir die
Spiegelung an der Sphére Sg(0): Fiir y € R" setzt man

Man beachte, dass diese Abbildung die folgende Eigenschaft hat: y -y = R? und || y||2)7 =
R?y. Punkte auf der Sphére gehen in sich selbst tiber. Es sei e,,: Ry — R die zur Laplace-
Fundamentallésung E,, gehorige Funktion, E,(x) = e,(||x]|). Also, e,(r) = —m, n>3.
Dann setzen wir fiir x, y € Ug(0)

enle=ylp-en (B [e-7]).  yo,
en(”x”)_ en(R)’ Y= 0.

G(x,y)= (8.35)

Fiir x # y ist dann G(x, y) harmonisch in x: Wegen ||y|| < Rist ||)7|| > R und damitx —y #0.
Die Funktion G(x,y) hat nur Singularitdten bei x = y und dasselbe gilt fiir e, (x — y). Also ist

o )

—e,(R), y =0.

vy(x)=G(x,y)—En(x—y)=

harmonisch fiir alle x € £2. Fiir x € 92=Sg(0) gilt bei y #0

G(x,y)=ex ((||x||2+ ||y||2—2x~y)i) e, (% (ke + ||?||2—2x-?)5)

e (bl -2 ) oo | (b REEL 2 Z)
=eu (R4 -20-9)" ) e (oI 45 -20) ) =0

Fiir y =0 ist
G(x,0)=e,(llx]l) — en(R) = es(R) — e,(R)=0.
Dies beweist, dass G(x, y) tatsdchlich eine Greensche Funktion zur Kugel Ug(0) ist. Insbeson-

dere zeigt die obige Berechnung, dass r = ||x -y || undr = ”;’T” ||x — )7” gleich sind fiir x € 9 2.
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Man kann zeigen, dass die Greensche Funktion symmetrisch ist, G(x,y) = G(y, x). Dies gilt
fiir alle Greensche Funktionen.

0
Um Formel @33) anwenden zu konnen, miissen wir die Normalenableitung 37 G(x,y) be-
7]

rechnen. Man beachte zunéchst, dass fiir jede Konstante z € R” und x € Sg(0) gi)ft
1%} X xX—z

5 [l =2 =1 flllx =2l = e = 21D

[l

llx —zl|

Ferner gilt fiir ||x||=R

== Bl 020
2
(x—y)-x—”;;fﬂ(x—?)-le{z—||y||2. (8.37)
Folglich ist fiir y #0,
LG( )__ 1 a || _ —n+2_ a ||y||—”+2 || __|—n+2
o, T T = 2w, \a MY o, \ Rz PV

—n+l X—Yy X ||y

—n+2 X y X
—||—n+1 -
o e e )

- ((x—y)-x—(x—?)@w)

Wegen ist der Ausdruck in den Klammern gleich R? — || y ||2 Somit folgt, dass

RPN 1
T ST

Diese Formel gilt auch bei y = 0. Setzt man dies in ein, so hat man fiir jede harmoni-
sche Funktion: u € C>(Ur(0)) N C(Ug(0))

rR2—||y|I
u(y)= w”;”f U s (8.38)

Dies ist die sogenannte Poissonsche Formel fiir die Kugel Ug(0).

Satz 8.21 Essein > 2. Wir betrachten das innere Dirichletproblem zur Laplace-Gleichung fiir
die Kugel £2 = Ug(0). Die Funktion

r2—||y|I
un="ZLL [ #0as y<n

und u(y)=p(y) fiir || y || = R ist stetig in der abgeschlossenen Kugel Uz(0) und harmonisch im
Innern Ug(0).
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Im Fall n =2 kann die Funktion u(y) geschrieben werden in der Form

u(y)=Re (if p(z) 21 3), y €UR0) C.
Sr(0)

2mi z—y z

Insbesondere hat man fiir » =2 und R =1 auch

-2 (7 fp)dy
2m J, r*+1-2rcos(¢p —y)

u(rp)=

Dies erhidlt man auch durch Einsetzen der Fourierkoeffizienten a, = %f;ﬂ f(yY)cos nydy
und b, = % f 027[ f(Y)sinnydy in die Losungsformel

u(r,p)= % —I—Z(an cos(ny)+ b, sin(ny))r"
n=1

und Vertauschen von Integration und Summation.
Beweis. Einsetzen der Fourierkoeffizienten, Additionstheorem cos(y — ¢) = cosycosyp +
siny sin p und Vertauschen von Summation und Integration liefern:

ao
2

1 (7 1
=§L f(¢)d¢+EJ;

1 21 00 . B o
:EJ; f(t/J)(lJr;r"(e‘"W ) 4 emin(y sa)))dw_

Beachtet man nun, dass hier zwei geometrische Reihen stehen Y ;" z” mit z = re'’ und z =
re—19, so ist das Ergebnis in den runden Klammern gleich

1 00 2n
u(r,p)= +%Zf (f(yp)cos niypcosny + f(yp)sinny sinnp) r'*dy
n=1J0

2

F@p)D r"cos(n(y — p))dy

z z+z-2|z 1—r2
+—=1+ — = :
l—-z 1-% 1—z—Zz+]|z[* 14+r?+2rcos(y) — )

1+

Dies liefert die Behauptung. |

Andere Beispiele (a) n = 3. Der Halbraum {2 = {(x;, x2, x3) € R3 | x3 > 0}. Wir benutzen die
gewohnliche Spiegelung an der Ebene x3 = 0 und bezeichnen sie mit y = (y1,),)3) — ¥’ =
(1,2, —y3). Dann ist die Greensche Funktion fiir den oberen Halbraum {2 gegeben durch {2

G(x,y)=E3(x—y)—E3(x—y’)=ﬁ (HX—ly B ||xiy||)

(b) n = 3. Die obere Halbkugel 2 = {(x1,x2,x3) € R3 | ||x|| < R, x3 > 0}. Wir benutzen die
Spiegelungen y — y’ und y — y ( Spiegelung an der Sphére Sg(0)). Dann ist

G(x,y) = Eyx—y) ﬁEg(x—i)—Eg(x—y’H ”;;”Eg(x—?’)
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die Greensche Funktion von 2.

(c) Ein Quadrantim R3, n =3, 2= {(x;,x2,x3) € R3| x, >0, x3> 0}. Wir fiihren die Spiege-
lung an der Ebene x, = 0 ein: y = (y1, 2, ¥3) — ¥* = (y1, — )2, ¥3). Die Greensche Funktion von
f2ist dann

G(x,y) = Es(x —y) — Es(x — ") — Es(x — y*)+ Es(x — (y*)).

8.5.1 Die Neumannsche Funktion (Greensche Funktion 2. Art)

Ahnlich, wie oben kann man auch fiir das Neumannsche Problem eine Greensche Funktion
H(x,y) definieren, die das Randwertproblem lost:

0
u(y)sz(x,y)Au(x)dHf ( (x) H(,’; ) e, y) q(x)) dS(x). (8.39)
0 on x

Hierbei soll nur das letzte Oberflichenintegral von Null verschieden sein, also muss gelten

1:f SHy) o
an

firu=1

Oil,

Fordert man etwa 2259 — g — const., so erhilt man fiir diese Konstante o = 1/vol(212).

Man beachte, dass man anstelle von G(x,y) = 0 auf d 2 fiir die Greensche Funktion nun fiir
die Neumannsche Funktion fordert, das 77

Die Losung u des Neumann-Problems zur Laplace-Gleichung (f = 0) schreibt sich dann als
u(y):C—f H(x,y)p(x)dS(x)., (8.40)
o0

wobei C=a fa 0 u(x)dS(x) eine Konstante ist, die man auch weglassen kann.
Die Neumannsche Funktion fiir die dreidimensionale Kugel vom Radius R um 0, also fiir
Ur(0) lautet:

Hix ):_1( 1 R 1 2R? )
R e I Y e I et Y [ PR
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