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Kapitel 5

Hilbertraum

5.3 Lineare Operatoren im Hilbertraum

In diesem Abschnitt behandeln wir beschränkte lineare Operatoren, adjungierte Operato-

ren. Das Spektrums eines beschränkten Operators wird untersucht. Als Grundkörper wählen

wir immerK=R oderK=C.

5.3.1 Beschränkte lineare Operatoren

Es seien (E1,‖·‖1) und (E2,‖·‖2) normierte lineare Räume. Aus dem Abschnitt „Topologie und

Metrische Räume“ wiederholen wir den Begriff der Stetigkeit: Eine Abbildung T : E1 → E2

heißt stetig in x0 ∈ E1, wenn für alle Folgen (xn ) aus E1 mit xn −→ x0 in E1 folgt, dass T (xn )−→
T (x0) in E2. Die Abbildung T : E1→ E2 heißt stetig, wenn T stetig ist in jedem Punkt von E1.

Definition 5.1 (a) Eine lineare Abbildung T : E1→ E2 heißt beschränkt, falls es eine positive

Konstante C > 0 derart gibt, dass

‖T (x )‖2 ≤C ‖x‖1 , für alle x ∈ E1. (5.1)

(b) Angenommen T : E1→ E2 ist beschränkt, dann ist die Operatornorm ‖T ‖ von T die klein-

ste derartige Zahl C , für die (5.1) für alle x ∈ E1 gilt. Also ist

‖T ‖= inf{C > 0 | ∀x ∈ E1 : ‖T (x )‖2 ≤C ‖x‖1} . (5.2)

(a) Eigenschaften der Operatornorm

Es gilt:

(a) ‖T ‖= sup

�‖T (x )‖2

‖x‖1

| x ∈ E1, x 6= 0

�
, (5.3)

(b) ‖T ‖= sup{‖T (x )‖2 | ‖x‖1 ≤ 1} (5.4)

(c) ‖T ‖= sup{‖T (x )‖2 | ‖x‖1 = 1} (5.5)
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8 5 Hilbertraum

Beweis. Def.→ (a): In der Definition kann man auf x = 0 verzichten, so dass

‖T ‖= inf{C > 0 | ‖T (x )‖1

‖x‖2

≤C ∀x 6= 0},

die kleinste obere Schranke aller Werte ‖T (x )‖1

‖x‖2
, x 6= 0 ist.

(a) ↔ (c): Wir können uns bei (a) auf normierte Vektoren ‖x‖= 1 beschränken, denn

‖T (αx )‖2

‖αx‖1

=
|α | ‖T (x )‖2

|α | ‖x‖1

=
‖T (x )‖2

‖x‖1

.

(b) ↔ (c): Sei y ∈ E1 mit


y


 = α ≤ 1 und x = y /α. Dann ist x ein normierter Vektor und

es gilt


T (y )




2
= α‖T (x )‖2 ≤ ‖T (x )‖2. Damit ist sup‖x‖1≤1 ‖T (x )‖2 ≤ sup‖x‖=1 ‖T (x )‖2. Die

umgekehrte Ungleichung ist aber auch klar, da die Referenzmenge ‖x‖ ≤ 1 die Menge der x

mit ‖x‖= 1 umfasst. Das Supremum der größeren Menge ist nicht kleiner.

Man beachte, dass aus (a) folgt, dass ‖T ‖ ebenfalls eine obere Schranke für alle ‖T (x )‖2 /‖x‖1

ist, also

∀x 6= 0 :
‖T (x )‖2

‖x‖1

≤ ‖T ‖

bzw.

∀x ∈ E1 : ‖T (x )‖2 ≤ ‖T ‖‖x‖1 . (5.6)

Satz 5.1 Es sei T : E1→ E2 eine lineare Abbildung zwischen den normierten Räumen E1 und

E2.

Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) T ist beschränkt.

(b) T ist stetig.

(c) T ist stetig in einem Punkt x0 ∈ E1.

Beweis. (a)→ (b). Dies folgt aus der Linearität von T und obiger Eigenschaft (5.6):

‖T (x1)−T (x2)‖= ‖T (x1−x2)‖ ≤ ‖T ‖‖x1−x2‖ ,

und T ist sogar gleichmäßig stetig auf E1.

(b) impliziert trivialerweise (c).

(c)→ (a). Es sei T stetig in x0. Sei ǫ > 0. Dann existiert ein δ> 0, sodass für ‖x −x0‖<δ folgt:

‖T (x )−T (x0)‖< ǫ. Wir setzen y := x −x0, dann folgt aus


y


<δ



T (y +x0)−T (x0)


=



T (y )


< ǫ.

Sei nun z ∈ E1 mit ‖z‖ ≤ 1. Dann hat man ‖δ/2 z‖ ≤ δ/2 < δ; folglich ist ‖T (δ/2 z )‖ < ǫ.

Wegen Homogenität von T folgt weiter, ‖T (z )‖ < 2ǫ/δ; und somit nach Eigenschaft (5.4)

‖T ‖ ≤ 2ǫ/δ. Also ist T beschränkt.

Notation. Es seien E und F normierte lineare Räume. MitL (E , F ) bezeichnen wir die Menge

aller beschränkten linearen Abbildungen von E nach F . Im Falle E = F schreiben wir einfach

L (E ) fürL (E , F ).
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Satz 5.2 (a) Es seien E und F normierte lineare Räume. Dann istL (E , F ) ebenfalls ein nor-

mierter linearer Raum, wenn wir die lineare Struktur durch

(S+T )(x ) =S(x )+T (x ), (λT )(x ) =λT (x )

definieren, wobei S,T ∈L (E , F ), λ ∈K. Zusammen mit der Operatornorm ‖T ‖ wirdL (E , F )

ein normierter linearer Raum.

(b) Wenn T ∈L (E , F ) und S ∈L (F,G ), so ist S◦T ∈L (E ,G ) und ‖S◦T ‖ ≤ ‖S‖ ‖T ‖.

Beweis. (a) Wir weisen die drei Normeigenschaften nach. Wenn ‖T ‖ = 0, so ‖T (x )‖2 = 0 für

alle x ∈ E . Wegen der Definitheit in F folgt T (x ) = 0 für alle x . Das heißt aber T = 0. Wei-

terhin ist für alle λ ∈K und x ∈ E , ‖(λT )(x )‖ = ‖λT (x )‖2 = |λ | ‖T (x )‖2. Geht man hier zum

Supremum über alle x ∈ E1, ‖x‖1 ≤ 1 über, so hat man ‖λT ‖ = |λ | ‖T ‖. Wir zeigen, dass die

Summe S+T zweier beschränkter linearer Operatoren wieder beschränkt ist. Sei also für alle

x ∈ E ‖T (x )‖ ≤ ‖T ‖‖x‖ und ‖S(x )‖ ≤ ‖S‖ ‖x‖, so folgt nach Dreiecksungleichung in F

‖(S+T )(x )‖= ‖S(x )+T (x )‖ ≤ ‖S(x )‖+ ‖T (x )‖ ≤ ‖S‖ ‖x‖+ ‖T ‖ ‖x‖= (‖S‖+ ‖T ‖)‖x‖ .

Somit ist S+T beschränkt und für die Operatornorm ist die Dreiecksungleichung ‖S+T ‖ ≤
‖S‖+ ‖T ‖ erfüllt.

(b) Für alle x 6= 0, x ∈ E gilt

‖S(T (x ))‖
‖x‖ =

‖S(T (x ))‖
‖T (x )‖

‖T (x )‖
‖x‖ ≤ ‖S‖ ‖T ‖ .

Hieraus folgt nach Definition, ‖S◦T ‖ ≤ ‖S‖ ‖T ‖.

Man beachte, dassL (E , F ) vollständig ist, genau dann, wenn F vollständig ist.

(b) Beispiele

Beispiel 5.1 (a) L (Rn ,Rm ) bzw. Rm×n ist mit der Operatornorm ein normierter linearer

Raum. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normierten Räumen ist be-

schränkt. Ist A = (a i j ) eine Matrixdarstellung von T ∈ L (Rn ,Rm ), so ist ‖T ‖ = ‖A‖ ≤
�∑

i ,j

��a i j

��2
� 1

2
. Für x = (x1, . . . ,xn )∈Rn erhalten wir

T (x ) =

 
n∑

j=1

a 1j x j , . . . ,
n∑

j=1

a m j x j

!
;

nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU) also

‖T (x )‖2
2 =

m∑

i=1

�����

n∑

j=1

a i j x j

�����

2

≤
n∑

i=1

 
m∑

j=1

��a i j x j

��
!2

≤
m∑

i=1

n∑

j=1

��a i j

��2
n∑

j=1

��x j

��2 =
 
∑

i ,j

a 2
i j

!
n∑

j=1

��x j

��2 =C 2 ‖x‖2 ,
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wobei C =
Æ∑

i ,j a 2
i j . Hieraus folgt die Behauptung.

(b) Der Dualraum E ′ = L (E ,K) der stetigen linearen Funktionale auf E ist ein vollständi-

ger normierter Raum. (Vgl. Übungsaufgabe 1.3 und 1.4). Sei insbesondere E = H ein Hil-

bertraum, dann sind nach V.1.4 alle linearen Funktionale Φy (x ) =



x , y
�

, x ∈ H , stetig mit

Φy



 =


y


. Umgekehrt sind alle stetigen linearen Funktionale F von dieser Gestalt, F = Φy

für ein geeignetes y ∈H . Nach der obigen Bemerkung und wegen der Vollständigkeit vonR
undC ist der Dualraum E ′ stets ein vollständiger normierter Raum (Banachraum).

(c) Es sei H = L2((0,1)), g ∈C([0,1]),

Tg ( f )(t ) = g (t ) f (t ), f ∈H , t ∈ (0,1)

definiert einen beschränkten linearen Operator auf H . (Siehe ÜA 2.1)

(d) Es sei H = L2((0,1)), k (s , t ) ∈ L2([0,1]× [0,1]). Dann definiert

(K f )(t ) =

∫ 1

0

k (s , t ) f (s )ds , f ∈H = L2([0,1])

einen beschränkten linearen Operator K ∈L (H ). Es ist

�� (K f )(t )
��2 =

�����

∫ 1

0

k (s , t ) f (s )ds

�����

2

≤
�∫ 1

0

|k (s , t ) |
�� f (s )

�� ds

�2

≤
CSU

∫ 1

0

|k (s , t ) |2 ds

∫ 1

0

�� f (s )
��2 ds

=

∫ 1

0

|k (s , t ) |2 ds


 f


2

H
.

Also,



K ( f )


2

H
≤
∫ 1

0

�∫ 1

0

|k (s , t ) |2 ds

�
dt


 f


2

H



K ( f )




H
≤ ‖k ‖L2([0,1]×[0,1])



 f




H
.

Das beweist K f ∈ H und mehr noch ‖K ‖ ≤ ‖k ‖L2([0,1]2). Man nennt K einen Integraloperator

und k (s , t ) den Kern von K .

(e) Es sei H = L2(R), a ∈R,

(Va f )(t ) = f (t −a ), t ∈R,

definiert einen beschränkten linearen Operator den so genannten Verschiebungsoperator

(oder Shift-Operator). Tatsächlich gilt



Va f


2

2
=

∫R �� f (t −a )
��2 dt =

∫R �� f (t )
��2 dt =



 f


2

2
;

da alle Quotienten


Va ( f )



/


 f


= 1 sind, folgt ‖Va‖= 1 .

(f) H = ℓ2. Wir definieren den Rechts-Shift S (oder rechten Verschiebungsoperator) durch

S(x1,x2, . . . ) = (0,x1,x2, . . . ).
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Offenbar gilt ‖S(x )‖= ‖x‖=
�∑∞

n=1 |xn |2
� 1

2 . Somit gilt auch hier ‖S‖= 1.

(g) Es sei E1 =C1([0,1]) und E2 =C([0,1]). Wir definieren den Differentiationsoperator

(D f )(t ) = f ′(t ), f ∈C1([0,1]), t ∈ [0,1].

Sei


 f




1
=


 f




2
= sup

t ∈[0,1]

�� f (t )
��. Dann ist D linear aber unbeschränkt. Sei nämlich f n (t ) = t n .

Dann gilt


 f n




1
= 1 und D f n (t ) = nt n−1, so dass



D f n




2
= n . Somit gilt



T f n




2
/


 f n




1
= n→

+∞ für n→∞. D ist unbeschränkt.

Wählt man jedoch eine andere Norm in E1, nämlich


 f




1
= sup

t ∈[0,1]

�� f (t )
��+ sup

t ∈[0,1]

�� f ′(t )
�� und die

Norm in E2 wie oben, dann ist D beschränkt, denn



T f




2
= sup

t ∈[0,1]

�� f ′(t )
��≤


 f




1
=⇒ ‖T ‖ ≤ 1.

5.3.2 Der adjungierte Operator

In diesem Abschnitt sei H stets ein Hilbertraum und L (H ) der Raum der stetigen (be-

schränkten) linearen Operatoren auf H .

Es sei T ∈L (H ) beschränkt und y ∈H fixiert. Dann definiert

F (x ) =



T (x ) , y
�

, x ∈H

ein stetiges lineares Funktional auf H . In der Tat ist F als Verknüpfung zweier linearer Abbil-

dungen T und


· , y
�

eine lineare Abbildung. Ferner ist F stetig, da sowohl T als auch


· , y
�

stetig sind.

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem in V.1.4) existiert ein z ∈H mit



T (x ) , y

�
= F (x ) = 〈x , z 〉 .

Diese Korrespondenz



T (x ) , y
�
= 〈x , z 〉, x ∈ H , die auf diese Weise jedem y ein z zuord-

net bezeichnen wir als z = T ∗(y ). Wir zeigen, dass T ∗ linear ist. Sei dazu z 1 = T ∗(y1), also

T (x ) , y1

�
= 〈x , z 1〉, x ∈ H . Addiert man beide Gleichungen, so hat man



T (x ) , y + y1

�
=

〈x , z + z 1〉, x ∈H ; somit gilt T ∗(y +y1) = z +z 1 = T ∗(y )+T ∗(y1). Analog folgt durch Multipli-

kation mit λ,



T (x ) , λy
�
= 〈x , λz 〉, x ∈H ; also T ∗(λy ) =λz =λT ∗(y ).

Definition 5.2 Die oben beschriebene Abbildung T ∗ : H →H , z = T ∗(y ), ist linear. Es gilt



T (x ) , y

�
=
¬

x , T ∗(y )
¶

, x ,y ∈H . (5.7)

T ∗ heißt der zu T adjungierte Operator.

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

|F (x ) |=
��
T (x ) , y

� �� ≤
CSU
‖T (x )‖



y


≤ ‖T ‖



y


‖x‖ .

Folglich ist F beschränkt mit

‖F‖ ≤ ‖T ‖


y
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In V.1.4 wurde gezeigt, dass ‖F‖= ‖z‖=


T ∗(y )



 gilt. Somit ist


T ∗(y )



≤ ‖T ‖


y


 bzw.



T ∗


≤ ‖T ‖ . (5.8)

Satz 5.3 Es seien T,T1,T2 ∈L (H ). Dann ist T ∗ beschränkt mit


T ∗



= ‖T ‖. Es gilt ferner

(a) (T1+T2)
∗ = T ∗1 +T ∗2 und

(b) (λT )∗ =λT ∗.
(c) (T1T2)

∗ = T ∗2 T ∗1 .

(d) Ist T invertierbar inL (H ), so auch T ∗, und es gilt (T ∗)−1 = (T −1)∗.
(e) (T ∗)∗ = T .

Beweis. (e) Für alle x ,y ∈H gilt
¬

x , (T ∗)∗(y )
¶
=
¬

T ∗(x ) , y
¶
=



y , T ∗(x )
�
=



T (y ) , x
�
=



x , T (y )
�

,

daher ist für alle x ,y ∈H ,



x , T ∗∗(y )−T (y )
�
= 0. Setzt man x = T ∗∗(y )−T (y ), so erhält man

T ∗∗(y )−T (y )



= 0 also T ∗∗(y ) = T (y ) für alle y . Das heißt aber, T ∗∗ = T .

Außerdem gilt ‖T ‖=


T ∗∗



≤


T ∗



 ; sodass


T ∗



= ‖T ‖.
(a) Für alle x ,y ∈H ist



(T1+T2)(x ) , y

�
=



T1(x )+T2(x ) , y
�
=



T1(x ) , y
�
+



T2(x ) , y
�

=
¬

x , T ∗1 (y )
¶
+
¬

x , T ∗2 (y )
¶
=
¬

x , (T ∗1 +T ∗2 )(y )
¶

.

Hieraus folgt (a). Die Teile (b), (c) und (d) verlaufen ähnlich leicht.

Eine Abbildung ∗: A → A einer Algebra in sich, so dass die Eigenschaften (a), (b) und (c)

erfüllt sind, heißt Involution, eine Algebra mit Involution heißt ∗-Algebra. Wir haben gese-

hen, dass L (H ) eine nichtkommutative ∗-Algebra ist. Ein Beispiel für eine kommutative ∗-
Algebra ist C(K ), die Algebra der stetigen Funktionen über einer kompakten Menge, wobei

die Involution gegeben ist durch f ∗(x ) = f (x ).

Beispiel 5.2 (Fortsetzung von Beispiel 5.1)

(a) H =Cn , A = (a i j ) ∈Cn×n . Dann gilt A∗ = (b i j )mit den Matrixelementen b i j = a j i . Es ist

nämlich



Ax , y

�
=

* 
n∑

j=1

a i j x j

!

i

, y

+
=

n∑

i=1

n∑

j=1

a i j x j yi =

n∑

j=1

x j ·
n∑

i=1

a i j yi =

n∑

j=1

x j (By )j =



x , By
�

.

(b) H = L2([0,1]), T ∗g = Tg .

(c) H = L2(R), Va ( f )(t ) = f (t −a ) (Verschiebungsoperator), V ∗a =V−a .

(d) H = ℓ2. Der Rechts-Shift S war gegeben durch S((xn )) = (0,x1,x2, . . . ). Wir berechnen sei-

nen Adjungierten.



S(x ) , y

�
=

∞∑

n=2

xn−1yn =

∞∑

n=1

xn yn+1 =


(x1,x2, . . . ) , (y2,y3, . . . )

�
=
¬
(xn ) , S∗((yn ))

¶
.

Also ist S∗((yn )) = (y2,y3, . . . ), das ist der Links-Shift.

(e) Multiplikation (xn ) 7→ (αn xn ) in ℓ2. (siehe ÜA 2.1)
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5.3.3 Klassen beschränkter linearer Operatoren

Es sei H ein komplexer Hilbertraum.

(a) Selbstadjungierte und normale Operatoren

In der Quantenmechanik spielen die (unbeschränkten) selbstadjungierten Operatoren die

wichtigste Rolle.

Definition 5.3 Ein Operator A ∈L (H ) heißt

(a) selbstadjungiert, falls A∗ = A,

(b) normal , falls A∗A = A A∗,

ein selbstadjungierter Operator A heißt positiv, falls für alle x ∈H gilt 〈A(x ) , x 〉 ≥ 0. In diesem

Fall schreiben wir A ≥ 0. Sind A und B selbstadjungiert, so schreiben wir A ≥ B , falls A−B ≥ 0.

Bei vielen Eigenschaften spielen die Polarisierungsidentitäten eine wichtige Rolle. In einem

(reellen oder komplexen) Hilbertraum erhält man das innere Produkt auch aus der Norm

zurück:



x , y

�
=

1

4

�

x + y


2−



x − y


2
�

, falls K=R. (5.9)



x , y

�
=

1

4

�

x + y


2−



x − y


2
+ i


x + iy



2− i


x − iy



2
�

, falls K=C. (5.10)

Im Falle eines komplexen Hilbertraumes kann man in ähnlicher Weise



A(x ) , y
�

durch Ter-

me der Form 〈A(z ) , z 〉 ausdrücken. Im reellen Hilbertraum geht das nicht.

4



A(x ) , y
�
=



A(x + y ) , x + y
�
−



A(x − y ) , x − y
�
+

+ i



A(x + iy ) , x + iy
�
− i



A(x − iy ) , x − iy
�

. (5.11)

Diese Identität wird in folgender Weise ausgenutzt:

〈A(x ) , x 〉= 0 für alle x ∈H liefert A = 0.

Tatsächlich folgt aus (5.11), dass



A(x ) , y
�
= 0 für alle x ,y ∈ H . Insbesondere gilt dies für

y = A(x ), so dass ‖A(x )‖= 0, also A(x ) = 0 für alle x ∈H gilt; folglich ist A = 0.

Bemerkung 5.1 (a) A ist normal genau dann, wenn ‖A(x )‖ =


A∗(x )



 für alle x ∈ H . In der

Tat, ist A normal, so gilt für alle x ∈ H , dass



A∗A(x ) , x
�
=



A A∗(x ) , x
�

, was zur Folge hat,

dass ‖A(x )‖2
= 〈A(x ) , A(x )〉 =



A∗(x ) , A∗(x )

�
=


A∗(x )



2
. Umgekehrt folgt aus der Polari-

sierungsidentität



A∗A(x ) , x
�
=



A A∗(x ) , x
� 

(A∗A −A A∗)(x ) , x

�
= 0 für alle x ; Folglich ist

A∗A −A A∗ = 0, was zu zeigen war.

(b) Summen und reelle skalare Vielfache von selbstadjungierten Operatoren sind selbstad-

jungiert.

(c) Das Produkt A B zweier selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjungiert genau dann,

wenn A und B kommutieren, das heißt, A B = BA.
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(d) H sei komplexer Hilbertraum. A ist selbstadjungiert, genau dann, wenn 〈Ax , x 〉 für alle

x ∈H reell ist

Beweis. Sei A∗ = A. Dann ist 〈Ax , x 〉= 〈x , Ax 〉= 〈Ax , x 〉 ∈R reell; Sei umgekehrt 〈Ax , x 〉 ∈R
also für alle x ∈H gilt 〈A(x ) , x 〉= 〈x , A(x )〉. Zusammen mit der Polarisierungsidentität (5.11)

folgt dann



A(x ) , y
�
=



x , A(y )
�

für alle x ,y ; also A∗ = A.

(b) Unitäre und isometrische Operatoren

Definition 5.4 Es sei T ∈L (H ). Dann heißt T

(a) unitär, falls T ∗T = I = T T ∗.
(b) isometrisch, falls ‖T (x )‖= ‖x‖ für alle x ∈H .

Satz 5.4 (a) Es sei H ein komplexer Hilbertraum. T ist genau dann isometrisch, wenn T ∗T =
I . Dies ist genau dann der Fall, wenn



T (x ) , T (y )

�
=



x , y
�

für alle x ,y ∈H.

(b) T ist genau dann unitär, wenn T isometrisch und surjektiv ist.

(c) Sind S,T unitär, dann sind auch ST und T −1. Die unitären Operatoren auf H bilden also

eine Gruppe; man bezeichnet sie mit U(H ).

Beweis. (a) T isometrisch liefert 〈T (x ) , T (x )〉 = 〈x , x 〉 und weiter


(T ∗T − I )(x ) , x

�
= 0 für

alle x . Aus der Polarisierungsidentität folgt weiter T ∗T = I ; also


(T ∗T − I )(x ) , y

�
= 0, für

alle x ,y ∈ H . Somit gilt



T (x ) , T (y )
�
=



x , y
�

. Setzt man hier y = x , so erhält man, dass T

isometrisch ist.

(b) Angenommen, T ist unitär. Aus T ∗T = I folgt, T ist isometrisch. Wegen T T ∗ = I ist T

surjektiv.

Sei nun T isometrisch und surjektiv. Aus isometrisch folgt, dass T (x ) = 0 sofort x = 0 impli-

ziert; Also ist T bijektiv und besitzt einen inversen Operator T −1. Setzt man y = T−1(z ) in die

Gleichung



T (x ) , T (y )
�
=



x , y
�

ein, so hat man

〈T (x ) , z 〉=



x , T−1(z )
�

, x ,z ∈H .

Folglich ist T−1 = T ∗ und somit T ∗T = T T ∗ = I .

(c) einfach, siehe Übung 2.

Man beachte, dass jeder isometrische Operator beschränkt ist mit der Norm 1. Im Falle H =Cn bezeichnet man die unitäre Gruppe mit U(n ). Im Falle H = Rn (mit der euklidischen

Metrik) bilden die unitären Operatoren die orthogonale Gruppe O(n ).

Beispiel 5.3 (a) Explizit gilt U(n ) = {A ∈ Cn×n | A∗A = AA∗ = En} und O(n ) = {A ∈ Rn×n |
A⊤A = AA⊤ = En}, wobei En die n-reihige Einheitsmatrix sei.

(b) H = L2(R). Der Verschiebungsoperator Va aus Beispiel 1 (b) ist unitär, denn Va Vb = Va+b

und V ∗a =V−a . In der Tat gilt für alle f , g ∈H



Va f , g

�
=

∫RVa f (t )g (t )dt =

∫R f (t −a )g (t )dt =

∫R f (t )g (t +a )dt =



f , V−a (g )
�

.
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(c) Der Multiplikationsoperator aus Beispiel 1 (c), Tg f = g f ist genau dann unitär, selbstad-

jungiert bzw. positiv, wenn
�� g (t )

��= 1, g (t ) ∈R bzw. g (t )≥ 0 für alle t .

(f) H = ℓ2. Der Rechts-Shift S((xn )) = (0,x1,x2, . . . ) ist isometrisch aber nicht unitär, denn S

ist nicht surjektiv; die Folge (1,0,0, . . . ) liegt nicht im Bild von S. Der adjungierte Operator S∗
(Links-Shift) ist nicht injektiv, denn S∗(1,0, . . . ) = 0; also erst recht nicht isometrisch.

(h) Die Fouriertransformation Für f ∈ L1(R) definieren wir

(F f )(t ) =
1
p

2π

∫Re−it x f (x )dx .

Das Integral auf der rechten Seite ist definiert, da
��e−it x f (x )

�� =
�� f (x )

�� für alle x , t ∈ R und∫R �� f
�� dx <∞.

Es sei nun S (Rn )(R) = { f ∈ C∞(R) | supt ∈R �� t n f (k )(t )
�� < ∞, ∀n ,k ∈ Z+}. Dieser Funktio-

nenraum S (Rn )(R) heißt Schwartzraum nach dem französischen Mathematiker Laurent

Schwartz (1915 – 2002, Fields-Medaille). Man nennt die Elemente von S (Rn )(R) auch die

schnell fallenden Funktionen, da sie schneller als jede rationale Funktion 1/x n im Unendli-

chen gegen Null streben.

Es giltS (Rn )(R)⊆ L1(R)∩L2(R), zum Beispiel ist f (x ) = e−x 2 ∈S (Rn )(R). Später werden wir

zeigen, dass F : S (Rn )(R)→S (Rn )(R) eine Bijektion ist, die das Skalarprodukt auf L2(R)
und die Norm erhält:



F ( f )




L2(R) = 

 f




L2(R) , 

F ( f ) ,F (g )

�
=



f , g
�

, f , g ∈S (Rn )(R).
Die Fouriertransformation F auf dem Schwartzraum hat eine eindeutige Fortsetzung zu

einem unitären Operator auf L2(R). Die Formel für die inverse Fouriertransformation lautet

(F −1 f )(t ) =
1
p

2π

∫Reit x f (x )dx , f ∈S (Rn )(R).
5.3.4 Orthogonale Projektionen

(a) Riesz’ Erster Satz

Es sei H1 ein abgeschlossener linearer Teilraum. Nach Satz V.1.10 (Riesz’ Erster Satz) hat jedes

x ∈ H eine eindeutige orthogonale Zerlegung x = x1 + x2 mit x1 ∈ H1 und x2 ∈ H⊥
1 . Die

Abbildung PH1 : H →H , PH1 (x ) = x1, ist linear.

In der Tat, sei y = y1+ y2 eine weiter Zerlegung eines Vektors y ∈ H mit y1 ∈ H1 und y2 ∈ H⊥1 , so gilt

P(x + y ) = P((x1+ y1)+ (x2+ y2)) = x1+ y1 = P(x )+P(y ). außerdem gilt P(λx ) = P(λx1+λx2) = λx1 =

λP(x ). Somit ist P linear. Die Beschränktheit wird in ÜA 2.4 gezeigt. Somit ist PH1 ∈L (H ). PH1 heißt

die orthogonale Projektion von H auf H1.

Offenbar ist H1 = PH1(H ) das Bild von H und PH1(H
⊥
1 ) = {0}, denn die orthogonalen Zerlegun-

gen von Elementen aus H1 bzw. aus H⊥
1 lauten x1 = x1+0 bzw. x2 = 0+x2.

Beispiel für einen nicht-abgeschlossenen Teilraum von ℓ2: Es seiϕ der Raum der finiten Fol-

gen ϕ = {(xn ) | xk = 0 für fast alle k }. Dann gilt ϕ⊥ = {0} – es gibt keine ℓ2-Folge, die auf

allen finiten Folgen orthogonal ist, denn 〈x , ek 〉= 0 für alle k impliziert xk = 0, also x = 0. Es

gilt also ϕ⊕ϕ⊥ 6= ℓ2.



16 5 Hilbertraum

Insbesondere ist PH1 genau dann surjektiv, wenn H1 =H ; In diesem Fall ist PH = I die Identi-

tät auf H . Umgekehrt ist PH1 = 0 genau dann, wenn H1 = {0}.
Wir zeigen die Beschränktheit von PH1 . Für alle x ∈H , x = x1+x2, gilt



PH1(x )


2
= ‖x1‖2 ≤ ‖x1‖2

+ ‖x2‖2
= ‖x‖2 ;

die letzte Gleichung ist der Pythagoras, der wegen x1 ⊥ x2 anwendbar ist. Also ist


PH1



 ≤ 1.

Falls H1 6= {0}, gibt es einen von Null verschiedenen Vektor x1 ∈ H1 mit Ph1(x1) = x1, also

PH1 (x1)


= ‖x1‖. Somit gilt



PH1



= 1.

Wir kommen zu einer algebraischen Beschreibung der orthogonalen Projektionen.

Satz 5.5 Ein linearer Operator P ∈ L (H ) ist eine orthogonale Projektion genau dann, wenn

P2 = P (Idempotenz) und P∗ = P (Selbstadjungiertheit).

In diesem Falle ist H1 = {x ∈H | P(x ) = x } der abgeschlossene Teilraum von H, auf den proji-

ziert wird.

Beweis.→ in der Übung. Es sei P = PH1 die orthogonale Projektion auf H1. Da P auf H1 die

Identität ist, gilt für alle x ∈ H , dass P2(x ) = P(x1) = x1 = P(x ); hierbei sei x = x1 + x2 die

orthogonale Zerlegung von x bezüglich H1⊕H⊥
1 . Also P2 = P. Sei ferner y = y1+ y2 die ent-

sprechende Zerlegung von y ∈H . Dann ist



P(x ) , y

�
=



x1 , y1+ y2

�
=



x1 , y1

�
+



x1 , y2

�
︸ ︷︷ ︸

=0

=



x1 , y1

�
=



x1+x2 , y1

�
=



x , P(y )
�

,

also, P∗ = P.

←. Angenommen, es ist P2 = P = P∗. wir setzen H1 = {x | P(x ) = x } = Ker (P − I ). Zunächst

ist für P 6= 0 der Raum H1 nicht nur der Nullvektor, denn es gilt ja wegen P2 = P für alle x ,

P(P(x )) = P(x )— der Bildraum von P ist also der Eigenraum zum Eigenwert 1 von P. Somit

gilt P(H )⊂H1. Da umgekehrt für alle z ∈H1 gilt P(z ) = z , ist H1 ⊂ P(H ) und somit H1 = P(H ).

Da P stetig ist, ist H1 ein abgeschlossener Teilraum von H , H1 = (P − I )−1({0}). Nach dem

Rieszschen Zerlegungssatz, Satz V.1.10 , gilt H =H1⊕H⊥
1 . Wir werden zeigen, dass P = PH1 die

orthogonale Projektion auf H1 ist. Dazu müssen wir zeigen, dass für alle x ∈H gilt, P(x ) = x1.

Wegen P2 = P ist P(P(x )) = P(x ) für alle x , also ist P(x ) ∈ H1. Wir müssen nur noch zeigen,

dass x −P(x ) ∈ H⊥
1 , dann ist x = P(x ) + (x −P(x )) die gesuchte Orthogonalzerlegung von x .

Sei z ∈H1, dann gilt

〈x −P(x ) , z 〉= 〈x , z 〉 − 〈P(x ) , z 〉= 〈x , z 〉− 〈x , P(z )〉= 〈x , z 〉− 〈x , z 〉= 0.

Folglich ist x −P(x ) ∈H⊥
1 und der Beweis ist komplett.

Beispiel 5.4 (a) Es sei {x1, . . . ,xn} ein NOS in H (ein normiertes Orthogonalsystem, also

〈x i , xk 〉=δi k für alle i ,k ). Dann definiert

P(x ) =

n∑

k=1

〈x , xk 〉 xk , x ∈H ,
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die orthogonale Projektion P = PH1 : H →H auf H1 = span{x1, . . . ,xn}. In der Tat sind alle Ele-

mente von H1 invariant unter P, denn für die Basiselemente gilt P(xm ) =
∑n

k=1 〈xm , xk 〉xk =

xm , hieraus folgt P(x ) = x für alle x ∈ H1. Außerdem gilt für alle y ∈ H⊥
1 sofort P(y ) = 0.

Wegen der Linearität von P ist daher für alle z ∈ H mit orthogonaler Zerlegung z = z 1 + z 2,

P(z ) = P(z 1+ z 2) = P(z 1)+P(z 2) = z 1. Somit gilt P = PH1 .

(b) Es sei H = L2([0,1]∪ [2,3]), g ∈ C([0,1]∪ [2,3]). Für f ∈ H betrachten wir den Multiplika-

tionsoperator Tg f = g f . Es ist Tg = (Tg )
∗ genau dann, wenn g (t ) ∈R für alle t . Mehr noch,

Tg ist idempotent und damit eine orthogonale Projektion, genau dann, wenn g (t )2 = g (t ).

Somit hat man g (t ) = 0 oder g (t ) = 1. Da wir immer g als stetig vorausgesetzt haben bleiben

nur 4 Fälle: g 1 = 0, g 2 = 1, g 3 =χ[0,1] und g 4 =χ[2,3].

Im Falle von g 3 kann der Projektionsraum H1 identifiziert werden mit L 2([0,1]), da f ∈ H1

genau dann, wenn Tg f = f bzw. wenn g f = f also f (t ) = 0 für alle t ∈ [2,3].

(b) Eigenschaften orthogonaler Projektionen

In diesem Abschnitt sei H ein Hilbertraum, H1, H2 seien abgeschlossenen Teilräume und P1

und P2 seien die orthogonalen Projektionen auf H1 bzw. H2.

Ohne vollständige Beweise, diese sind im Anhang I zu finden, fassen wir die wichtigsten Ei-

genschaften von orthogonalen Projektionen zusammen.

Bemerkung 5.2 (i) Die folgenden drei Eigenschaften sind äquivalent:

(a) P1+P2 ist eine Orthoprojektion. (b) P1P2 = 0. (c) H1 ⊥H2.

(ii) Die beiden folgenden Eigenschaften sind äquivalent.

(a) P1P2 ist eine orthogonale Projektion. (b) P1P2 = P2P1.

In diesem Falle ist P1P2 die Orthoprojektion auf H1 ∩H2.

(iii) Die folgenden sechs Eigenschaften sind untereinander äquivalent.

(a) H1 ⊆H2, (d) P1 ≤ P2,

(b) P1P2 = P1, (c) P2P1 = P1,

(e) P2−P1 ist eine Orthoprojektion, (f) ‖P1(x )‖ ≤ ‖P2(x )‖ , x ∈H .

Beweis. von (i), (a) ↔ (b). Sei P1+P2 eine Orthoprojektion, so ist diese Summe idempotent,

das heißt,

P1+P2 = (P1+P2)
2 = P2

1 +P1P2+P2P1+P2
2 = P1+P2+P1P2+P2P1.

Also gilt P1P2 + P2P1 = 0. Multipliziert man diese Gleichung zunächst von rechts mit P1, so

hat man P1P2P1 + P2P1 = 0 bzw. P2P1 = −P1P2P1. Multipliziert man sie aber von links mit P1,

so hat man analog P1P2 = −P1P2P1. Addiert man diese beiden Gleichungen und beachtet

P1P2+P2P1 = 0, so hat man P1P2P1 = P1P2 = P2P1 = 0.

Ist umgekehrt P1P2 = 0, so folgt 0= 0∗ = (P1P2)
∗ = P∗2 P∗1 = P2P1, also folgt (P1+P2)

2 = (P1+P2)

und (P1+P2)
∗ = P1+P2 und P1+P2 ist somit Projektor.
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5.3.5 Spektrum und Resolvente

Es sei T ∈L (H ) ein beschränkter linearer Operator auf H .

(a) Definitionen und Beispiele

Definition 5.5 (a) Die Resolventenmenge von T , bezeichnet mit ρ(T ), ist die Menge aller

komplexen λ ∈ C so dass ein beschränkter linearer Operator Rλ(T ) ∈ L (H ) existiert, der

auf ganz H definiert ist und für den gilt

Rλ(T )(T −λI ) = (T −λI )Rλ(T ) = I ,

m.a.W. T −λI hat einen beschränkten (stetigen) inversen Operator Rλ(T ). Wir nennen Rλ(T )

die Resolvente von T an der Stelle λ.

(b) Die Komplementmengeσ(T ) =C \ρ(T ) heißt Spektrum von T .

(c) λ ∈ C heißt Eigenwert von T falls ein von Null verschiedener Vektor x 6= 0 existiert, ein

Eigenvektor, so dass T (x ) =λx . Die Menge der Eigenwerte von T bezeichnet man als Punkt-

spektrumσp(T ) von T .

Bemerkung 5.3 (a) Äquivalent zu „x ist Eigenvektor zum Eigenwertλ“ ist, dass (T−λI )x = 0

bzw. x ∈ Ker (T −λI ).

(b) Das Punktspektrum ist Teilmenge des Spektrums, σp(T ) ⊆ σ(T ). Beweis. Angenommen, λ

sei ein Eigenwert von T mit Eigenvektor y , der nicht zum Spektrum gehört. Dann existiert ein be-

schränkter linearer Operator Rλ(T )∈L (H )mit

y = Rλ(T )(T −λI )(y ) =Rλ(T )(0) = 0;

dies widerspricht aber der Definition des Eigenvektors (immer von Null verschieden). Folglich liegt

jeder Eigenwert im Spektrum.

(c) λ ∈ σp(T ) ist äquivalent zu T −λI ist nicht injektiv (der Kern ist ungleich Null). Es kann

auch der Fall eintreten, dass T − λI nicht surjektiv ist, auch hier gilt dann λ ∈ σ(T ) (vgl.

Beispiel 5.5 (b) unten).

Beispiel 5.5 (a) H =Cn , A ∈Cn×n . Da H endlichdimensional ist, ist A surjektiv genau dann,

wenn A injektiv ist, genau dann, wenn A bijektiv ist. Folglich ist A −λE genau dann inver-

tierbar, wenn λ kein Eigenwert ist. Die Begriffe Spektrum und Punktspektrum fallen hier

zusammen:σ(A) =σp(A).

(b) H = L2([0,1]). (T f )(x ) = x f (x ). Dieser Multiplikationsoperator besitzt keinen Eigenwert.

Wir haben

σp(T ) =∅.

Angenommen,λ ist ein Eigenwert von T mit Eigenfunktion f ∈L 2([0,1])Dann ist T ( f ) =λ f

im L 2 also x f (x ) = λ f (x ) bzw (x −λ) f (x ) = 0 fast überall auf [0,1]. Da aber x −λ 6= 0 fast

überall, muss f (x ) = 0 fast überall auf [0,1] sein. Das heißt aber f = 0 in H was der Definition

des Eigenvektors widerspricht.

Es gilt ferner C \[0, 1]⊆ρ(T )⇔σ(T )⊂ [0, 1].
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Es sei λ 6∈ [0,1]. Da x −λ 6= 0 für alle x ∈ [0,1], ist die Funktion g (x ) =
1

x −λ eine stetige und

damit beschränkte Funktion auf [0,1].

Folglich ist der Multiplikationsoperator

(Rλ f )(x ) =
1

x −λ f (x )

ein beschränkter linearer Operator auf H (siehe ÜA 2.2). Er ist in der Tat der zu (T − λI )

inverse Operator, denn für alle f ∈H ist

(T −λI )

� 1

x −λ f (x )

�
= (x −λ)

� 1

x −λ f (x )

�
= f (x ).

Schließlich zeigen wir, dass tatsächlich alle Punkte des Einheitsintervalls zum Spektrum ge-

hören:

σ(T ) = [0, 1].

Angenommen, es existiert ein λ ∈ ρ(T ) ∩ [0,1]. Dann gibt es die Resolvente am Punkt λ

Rλ ∈L (H )mit

Rλ(T −λI ) = I . (5.12)

Nach ÜA 2.2 und der 2. Übung ist die Operatornorm des Multiplikationsoperators Tg kleiner

oder gleich


g



∞ = supx∈[0,1]

�� g (x )
��. Wir wählen f ǫ =χ(λ−ǫ,λ+ǫ). Da χM =χ

2
M , für alle M , gilt



(T −λI ) f ǫ


=



(x −λ) f ǫ(x ) f ǫ(x )


≤ sup

x∈[0,1]

�� (x −λ) f ǫ(x )
��

 f ǫ



 .

Andererseits ist aber

sup
x∈[0,1]

�� (x −λ)χ(λ−ǫ,λ+ǫ)(x )
��= sup

λ−ǫ<x<λ+ǫ

|x −λ |= ǫ.

Folglich ist 

(T −λI ) f ǫ


≤ ǫ



 f ǫ


 .

Setzt man nun f ǫ in (5.12) ein, so hat man



 f ǫ


=



Rλ(T −λI ) f ǫ


≤ ‖Rλ‖



(T −λI ) f ǫ


≤ ‖Rλ‖ ǫ



 f ǫ




was zur Folge hat, dass ‖Rλ‖ ≥ 1/ǫ. Dies ist aber ein Widerspruch zur Beschränktheit von Rλ

da ǫ > 0 beliebig klein ist.

(b) Eigenschaften des Spektrums

Lemma 5.6 Es sei T ∈L (H ). Dann gilt

σ(T ∗) =σ(T )∗, (Komplexe Konjugation) ρ(T ∗) =ρ(T )∗.
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Beweis. Es sei λ∈ρ(T ). Dann existiert die Resolvente Rλ(T )∈L (H ), so dass

Rλ(T )(T −λI ) = (T −λI )Rλ(T ) = I

(Rλ(T )(T −λI ))∗ = ((T −λI )Rλ)
∗ = I

(T ∗−λI )Rλ(T )
∗ =Rλ(t )

∗(T ∗ −λI ) = I .

Das bedeutet aber, dass Rλ(T
∗) = Rλ(T )∗ ebenfalls ein beschränkter linearer Operator ist.

Also ist ρ(T ∗) ⊆
�
ρ(T )

�∗
. Da (T ∗∗ = T ), folgt auch die umgekehrte Inklusion. Folglich ist

ρ(T ∗) =ρ(T )∗.
Da das Spektrum das Komplement der Resolventenmenge ist, folgt die analoge Gleichheit

fürs Spektrum.

Für alle T und S und λ und µ in der entsprechenden Resolventenmenge gilt (ohne Beweis):

Rλ(T )−Rµ(T ) = (λ−µ)Rλ(T )Rµ(T ) = (λ−µ)Rµ(T )Rλ(T ),
Rλ(T )−Rλ(S) =Rλ(T )(S−T )Rλ(S).

Satz 5.7 (a) ρ(T ) ist offen undσ(T ) ist abgeschlossen.

(b) Wenn λ0 ∈ρ(T ) und |λ−λ0 |<


Rλ0(T )



−1
, dann ist λ∈ρ(T ) und es gilt

Rλ(T ) =

∞∑

n=0

(λ−λ0)
n Rλ0(T )

n+1.

(c) Wenn |λ |> ‖T ‖, dann liegt λ in der Resolventenmenge,λ∈ρ(T ) und

Rλ(T ) =−
∞∑

n=0

λ−n−1T n .

Beweis. (a) folgt aus (b), denn mit jedem λ0 ∈ ρ(T ) ist auch eine kleine Umgebung in ρ(T );

die Resolventenmenge ist also offen.

(b) Zur Abkürzung schreiben wir einfach Rλ0 anstelle von Rλ0(T ). Wir setzen q :=

|λ−λ0 |


Rλ0(T )



 und haben somit q ∈ (0,1). Daher gilt, dass die Reihe

∞∑

n=0

|λ−λ0 |n


Rλ0



n+1
=

∞∑

n=0

q n


Rλ0



=


Rλ0




1−q

absolut konvergiert. Wir setzten Tn = (λ−λ0)
n Rλ0(T )

n+1. Nach Übungsaufgabe 3.4 (a) und der

Vollständigkeit von L (H ) konvergiert wegen
∑∞

n=1 ‖Tn‖ <∞ dann auch die Reihe
∑∞

n=1 Tn .

Folglich konvergiert in der Operatornorm

∞∑

n=0

(λ−λ0)
n Rn+1

λ0
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inL (H ) gegen einen beschränkten linearen Operator, sagen wir, B . Für dieses B gilt:

(T −λI )B = (T −λ0I )B − (λ−λ0)B

=

∞∑

n=0

(λ−λ0)
n (T −λ0I )Rn+1

λ0
−
∞∑

n=0

(λ−λ0)
n+1Rn+1

λ0

=

∞∑

n=0

(λ−λ0)
n Rn

λ0
−
∞∑

n=0

(λ−λ0)
n+1Rn+1

λ0

= (λ−λ0)
0R0
λ0
= I .

Analog zeigt man, dass B (T −λI ) = I . Also ist Rλ(T ) = B .

(c) Wegen |λ | > ‖T ‖ und daher |λ |−1 ‖T ‖ < 1, konvergiert die Reihe in der Operatornorm

gegen einen beschränkten linearen Operator, etwa gegen C :

C =−
∞∑

n=0

λ−n−1T n .

Es gilt

(T −λI )C =−
∞∑

n=0

λ−n−1T n+1+

∞∑

n=0

λ−n T n = λ0T 0 = I .

Ähnlich zeigt man, dass C (T −λI ) = I ; also ist Rλ(T ) =C .

Bemerkung 5.4 (a) Nach (b) ist die Funktion Rλ(T ) als Funktion von λ∈ρ(T )⊂C komplex-

differenzierbar mit Werten inL (H ). Da ‖Rλ(T )‖, λ∈ρ(T ) beschränkt und nicht konstant ist,

folgt nach dem Satz von Liouville, dassρ(T ) 6=C. Folglich ist das Spektrum jedes beschränk-

ten linearen Operators nicht leer,σ(T ) 6=∅.

(b) Falls ‖T ‖< 1, ist T − I invertierbar mit (T − I )−1 =−
∑∞

n=0 T n (Neumannsche Reihe).

σ(Τ)

r(T)

0

(c) Satz 5.7 (c) bedeutet: Wenn λ ∈ σ(T ), dann ist |λ | ≤
‖T ‖. Das heißt, dass das Spektrum immer im Kreis um

0 mit Radius ‖T ‖ enthalten ist. Im Allgemeinen gibt

es aber einen kleineren Kreis vom Radius r (T ) um 0,

der das Spektrum schon ganz enthält. Diese Zahl r (T )

nennt man den Spektralradius von T und es ist nach

Definition der kleinste Radius, so dass der Kreis um

Null mit diesem Radius das Spektrum enthält:

r (T ) = sup{|λ | |λ∈σ(T )}.

(d) Aus λ ∈σ(T ) folgt das λn ∈σ(T n ) für alle natürlichen Zahlen n ∈N. Angenommen λn ∈
ρ(T n ), dann existiert ein beschränkter linearer Operator B mit B (T n −λn ) = (T n −λn )B = I .

Somit ist,

I = B (T n −λn ) = B

n∑

k=0

T kλn−1−k (T −λ) = (T −λ)C B = I ;
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und damit λ∈ρ(T ) im Widerspruch zur Annahme, dass λ∈σ(T ).
Hieraus folgt insbesondere, dass |λ |n ≤ ‖T n‖ bzw. |λ | ≤ ‖T n‖1/n für alle n ∈ N. Somit gilt

sup{|λ | | λ ∈ σ(T )} ≤ ‖T n‖1/n für alle n ∈ N und damit r (T ) ≤ inf{‖T n‖1/n | n ∈ N}. Es gilt

sogar Gleichheit.

Satz 5.8 Es sei T∈L (H ). Dann gilt für den Spektralradius r (T ) von T ,

r (T ) = inf{‖T n‖
1
n | n ∈N}= lim

n→∞
‖T n‖

1
n . (5.13)

Der Beweis ist im Anhang.

5.3.6 Das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren

Satz 5.9 Es sei T = T ∗ ein beschränkter selbstadjungierter Operator. Dann gilt λ∈ρ(T ) genau

dann, wenn es ein C > 0 gibt mit

‖(T −λI )x‖≥C ‖x‖ , ∀x ∈H .

Beweis. Angenommen, λ∈ρ(T ). Dann existiert die (von 0 verschiedene) beschränkte Resol-

vente bei λ, nämlich Rλ(T ), sodass

‖x‖= ‖Rλ(T )(T −λI )x‖≤ ‖Rλ(T )‖‖(T −λI )x‖ .

Folglich ist

‖(T −λI )x‖≥ 1

‖Rλ(T )‖
‖x‖ , x ∈H .

Daher kann man C = 1/‖Rλ(T )‖wählen und die Bedingung des Satzes ist erfüllt.

Sei nun umgekehrt die Bedingung des Satzes erfüllt. Wir zeigen in 3 Schritten, dass T −λI

einen beschränkten inversen Operator hat, der auf ganz H definiert ist.

1.Schritt. T −λI ist injektiv. Angenommen, es gibt x1,x2 ∈H mit (T −λ)x1 = (T −λ)x2. Somit

gilt

0= ‖(T −λ)(x1−x2)‖ ≥C ‖x1−x2‖ ,

und damit ‖x1−x2‖= 0 also x1 = x2. Somit ist T −λI injektiv.

2. Schritt T −λI hat ein abgeschlossenen Bildraum H1 = (T −λI )H .

Angenommen, eine Folge yn = (T −λI )xn , xn ∈H , konvergiert gegen einen gewissen Vektor

y ∈H . Wir wollen zeigen: y ∈H1. Natürlich ist (yn ) eine Cauchy-Folge, so dass


ym − yn



→ 0

für m ,n→∞. Nach der Voraussetzung des Satzes gibt es ein C > 0 mit



ym − yn



= ‖(T −λI )(xn −xm )‖ ≥C ‖xn −xm‖ .

Somit ist auch (xn ) eine Cauchy-Folge in H . Da H vollständig ist, konvergiert xn → x für ein

gewisses x ∈H . Da T −λI stetig ist, konvergiert die Folge

yn = (T −λI )xn −→
n→∞

(T −λI )x .

gegen (T −λI )x . Somit liegt y = (T −λI )x in H1 und H1 ist abgeschlossen.
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3. Schritt. H1 =H . Nach dem Ersten Rieszschen Satz ist H =H1⊕H⊥
1 . Wir müssen nur noch

zeigen, dass H⊥
1 = {0}. Sei dazu u ∈H⊥

1 , also, wegen T ∗ = T ,

0= 〈(T −λI )x , u 〉=
¬

x , (T −λI )u
¶

, für alle x ∈H .

Dies zeigt, dass (T −λI )u = 0 und somit T (u ) =λu . Folglich ist

〈T (u ) , u 〉=λ 〈u , u 〉 .

Wegen T = T ∗ jedoch und Bemerkung 5.1 (d) folgt, dass λ = λ; also ist λ reell. Folglich gilt

(T −λI )u = 0. Wegen der Injektivität von T −λI ist damit u = 0. Also gilt H1 =H .

somit haben wir gezeigt, dass ein linearer, auf ganz H definierter Operator S = (T − λI )−1

existiert. Wir zeigen seine Beschränktheit: Wegen



y


=



(T −λI )S(y )


≥C



S(y )


 ,

ist S beschränkt mit ‖S‖ ≤ 1/C . Also ist S =Rλ(T ) die Resolvente zu T bei λ.

(a) Man beachte die folgenden Überlegungen, dass für eine reellwertige, beschränkte Funk-

tion f (x ,y ) gilt

sup
x ,y

f (x ,y ) = sup
x

(sup
y

f (x ,y )) = sup
y

(sup
x

f (x ,y )).

(b) Insbesondere ist ‖x‖ = sup
‖y‖≤1

��
x , y
��� da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

sup‖y‖≤1

��
x , y
���≤ sup‖y‖≤1 ‖x‖



y


= ‖x‖ und an der Stelle y = x/‖x‖ wird das Supremum

angenommen.

(c) Ferner ist ‖T (x )‖= sup
‖y‖≤1

��
T (x ) , y
� ��, sodass

‖T ‖= sup
‖x‖≤1

sup
‖y‖≤1

��
T (x ) , y
� ��= sup

‖x‖≤1, ‖y‖≤1

��
T (x ) , y
� ��= sup

‖y‖≤1

sup
‖x‖≤1

��
T (x ) , y
� ��

Im Falle eines selbstadjungierten Operators können wir dies verallgemeinern.

Satz 5.10 Es sei T = T ∗ ∈L (H ). Dann gilt

‖T ‖= sup
‖x‖≤1

| 〈T (x ) , x 〉 | . (5.14)

Beweis. Es sei C = sup
‖x‖≤1

| 〈T (x ) , x 〉 |. Nach der CSU ist dann | 〈T (x ) , x 〉 | ≤ ‖T ‖‖x‖2, sodass

C ≤ ‖T ‖. Für jedes positive reelle α> 0 ist

‖T (x )‖2
= 〈T (x ) , T (x )〉=



T 2(x ) , x

�
=

1

4

�

T (αx +α−1T (x )) , αx +α−1T (x )

�
−

=−



T (αx −α−1T (x )) , αx −α−1T (x )
��

≤ 1

4

�
C


αx +α−1T (x )



2
+C



αx −α−1T (x )


2
�

=
P.I.

C

4

�
2‖αx‖2

+2


α−1T (x )



2
�
=

C

2

�
α2 ‖x‖2

+α−2 ‖T (x )‖2
�

.
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Setzt man α2 = ‖T (x )‖/‖x‖ ein, so hat man

=
C

2
(‖T (x )‖‖x‖+ ‖x‖‖T (x )‖)

woraus ‖T (x )‖ ≤C ‖x‖ folgt. Also gilt ‖T ‖=C .

Es seien m = inf
‖x‖=1

〈T (x ) , x 〉 und M = sup
‖x‖=1

〈T (x ) , x 〉 die untere bzw. obere Schranke von T .

Dann gilt:

sup
‖x‖≤1

| 〈T (x ) , x 〉 |=max{|m | ,M }= ‖T ‖ ,

und

m ‖x‖2 ≤ 〈T (x ) , x 〉 ≤M ‖x‖2 , für alle x ∈H .

Folgerung 5.11 Es sei T = T ∗ ∈L (H ). Dann gilt

σ(T )⊂ [m ,M ].

5.4 Anhang I: Orthogonale Projektionen

Beweis von Bemerkung 5.2. (i) (a)→ (b). Sei P1+P2 eine Projektion. Dann ist

(P1+P2)
2 = P2

1 +P1P2+P2P1+P2
2 = P1+P2+P1P2+P2P1

!
= P1+P2,

also P1P2+P2P1 = 0. Multiplikation von links und rechts mit P1 liefert

P1P2+P1P2P1 = 0= P1P2P1+P2P1.

Hieraus folgt P1P2 = P2P1 und letztlich P1P2 = P2P1 = 0.

(b)→ (c). Seien x1 ∈H1 und x2 ∈H2. Dann ist

0= 〈P1P2(x2) , x1〉= 〈P2(x2) , P1(x1)〉= 〈x2 , x1〉 .

Also ist H1 ⊥H2.

(c)→ (b). Seien x ,z ∈H beliebig. Dann ist

〈P1P2(x ) , z 〉= 〈P2(x ) , P1(z )〉= 〈x2 , z 1〉= 0;

Also P1P2(x ) = 0 und folglich P1P2 = 0. Die selbe Argumentation funktioniert auch für P2P1 = 0.

(b)→ (a). Da aus P1P2 = 0 folgt das P2P1 = 0 (via H1 ⊥H2),

(P1+P2)
∗ = P∗1 +P∗2 = P1+P2,

(P1+P2)
2 = P2

1 +P1P2+P2P1+P2
2 = P1+0+0+P2.
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Beweis von Bemerkung 5.2. (ii) (b)→ (a). (P1P2)
∗ = P∗2 P∗1 = P2P1 = P1P2, nach Voraussetzung.

Außerdem gilt (P1P2)
2 = P1P2P1P2 = P1P1P2P2 = P1P2, wodurch diese Richtung vollständig ist.

(a)→ (b). P1P2 = (P1P2)
∗ = P∗2 P∗1 = P2P1.

Offensichtlich gilt P1P2(H ) ⊆ H1 und P2P1(H ) ⊆ H2; also P1P2(H ) ⊆ H1 ∩H2. Andererseits gilt

für x ∈H1 ∩H2 das P1P2x = x . Dies zeigt P1P2(H ) =H1 ∩H2.

Beweis von Bemerkung 5.2. (iii) Wir zeigen (d)→ (c). Aus P1 ≤ P2 folgern wir das I−P1 ≤ I−P2.

Hierbei sind I −P1 und I −P2 orthogonale Projektionen auf H⊥
1 beziehungsweise H⊥

2 . Also gilt

für alle x ∈H :

‖(I −P2)P1(x )‖2
= 〈(I −P2)P1(x ) , (I −P2)P1(x )〉
=
¬
(I −P2)

∗(I −P2)P1(x ) , P1(x )
¶
= 〈(I −P2)P1(x ) , P1(x )〉

≤ 〈(I −P1)P1(x ) , P1(x )〉= 〈P1(x )−P1(x ) , P1(x )〉= 〈0 , P1(x )〉= 0.

Also ‖(I −P2)P1(x )‖2
= 0, woraus (I −P2)P1 = 0 und letztlich P1 = P2P1 folgt.

5.5 Anhang II: Kompakte, selbstadjungierte Operatoren im

Hilbertraum

Beweis von Satz 5.8. Aus der Theorie über Potenzreihen wissen wir das die Reihe

−z

∞∑

n=0

‖T n‖ z n (5.15)

für |z |<R konvergiert und für |z |>R divergiert, wobei

R =
1

lim
n→∞

n
p
‖T n‖

. (5.16)

Einsetzen von z = 1/λ und unter Nutzung von Hausaufgabe 38.4, erhalten wir das

−
∞∑

n=0

λ−n−1T n

divergiert falls |λ | < lim
n→∞

n
p
‖T n‖ (und konvergiert falls |λ | > lim

n→∞
n
p
‖T n‖). Der Grund für

die Divergenz der Potenzreihe ist, dass das Spektrum σ(T ) und der Kreis mit dem Radius

lim
n→∞

n
p
‖T n‖ gemeinsame Punkte haben; also

r (T ) = lim
n→∞

n
p
‖T n‖.

Andererseits folgt nach Bemerkung 5.4 (d), λ ∈ σ(T ) das λn ∈ σ(T n ); also nach Bemer-

kung 5.4 (c),

|λn | ≤ ‖T n‖ =⇒ |λ | ≤ n
p
‖T n‖.
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Bildung des Supremums über allen λ ∈ σ(T ) auf der linken Seite und des lim über allen n

auf der rechten Seite, liefert uns

r (T )≤ lim
n→∞

n
p
‖T n‖ ≤ lim

n→∞
n
p
‖T n‖= r (T ).

Also konvergiert die Folge n
p
‖T n‖ gegen r (T )wenn n gegen∞ geht.

Beweis von Folgerung 5.11. Angenommen, λ0 6∈ [m ,M ]. Dann ist

C := inf
µ∈[m ,M ]

��λ0−µ
��> 0.

Da m = inf
‖x‖=1

〈T (x ) , x 〉 und M = sup
‖x‖=1

〈T (x ) , x 〉 erhalten wir für ‖x‖= 1

‖(T −λ0I )x‖= ‖x‖‖(T −λ0I )x‖ ≥
CSU
| 〈(T −λ0I )x , x 〉 |=

������
〈T (x ) , x 〉︸ ︷︷ ︸
∈[m ,M ]

−λ0‖x‖2

︸︷︷︸
1

������
≥C .

Hieraus folgt

‖(T −λ0I )x‖≥C ‖x‖ für alle x ∈H .

Nach Satz 5.9, λ0 ∈ρ(T ).

Beispiel 5.6 (a) Es sei H = L2[0,1] und g ∈ C[0,1] eine reellwertige stetige Funktion;

(Tg f )(t ) = g (t ) f (t ). Wenn m = inf
t ∈[0,1]

g (t ) und M = sup
t ∈[0,1]

g (t ), dann erhält man, dass m bzw.

M die untere und oberen Schranken von Tg sind. Also gilt σ(Tg ) ⊆ [m ,M ]. Wegen des Zwi-

schenwertsatzes für stetige Funktionen, nimmt g jeden Wert in [m ,M ]mindestens einmal

an. Hieraus folgt, dassσ(Tg ) = [m ,M ].

(b) Es sei T = T ∗ ∈ L (H ). Dann sind alle Eigenwerte von T reell und Eigenvektoren zu ver-

schiedenen Eigenwerten stehen aufeinander orthogonal: Beweis. Die erste Behauptung folgt

sofort aus Folgerung 5.11. Sei nun T (x ) =λx und T (y ) =µy mit λ 6=µ. Dann gilt

λ



x , y
�
=



T (x ) , y
�
=



x , T (y )
�
=µ



x , y

�
=µ



x , y

�
.

Wegen λ 6=µ,



x , y
�
= 0.

Dieser Satz gilt für beliebige normale Operatoren.

Kompakte Operatoren haben ähnliche Eigenschaften wie Operatoren mit endlichem

Bildraum.

Definition 5.6 Ein Operator T ∈ L (H ) heißt kompakt, falls der Abschluss T (U1) des Bildes

der Einheitskugel U1 = {x | ‖x‖ ≤ 1} in H kompakt ist. Mit anderen Worten, für jede Folge

(xn ), xn ∈U1, gibt es eine Teilfolge, so dass T (xn k
) konvergier.
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Satz 5.12 Für T ∈L (H ) sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) T ist kompakt.

(b) T ∗ ist kompakt.

(c) Für alle Folgen (xn ) für die (



xn , y
�
)−→



x , y

�
für alle y ∈H konvergiert, gilt,

dass T (xn )−→ T (x ).

(d) Es gibt eine Folge (Tn ) von Operatoren mit endlichem Bildraum, sodass

‖T −Tn‖ −→ 0.

Definition 5.7 Es sei T ein Operator auf H und H1 ein abgeschlossenener Teilraum von H .

Wir nennen H1 einen reduzierenden Teilraum, falls sowohl H1 als auch H⊥
1 T -invariant sind,

das heißt, T (H1)⊂H1 und T (H⊥
1 )⊂H⊥

1 .

Satz 5.13 Es sei T ∈L (H ) normal.

(a) Der Eigenraum Ker (T−λI ) zum Eigenwertλ ist ein reduzierender Teilraum. Es glt Ker (T−
λI ) = Ker (T −λI )∗.
(b) Sind λ,µ verschiedene Eigennwerte von T , dann ist Ker (T −λI )⊥ Ker (T −µI ).

Beweis. (a) Da T normal ist, ist auch T −λ normal. Folglich ist ‖(T −λ)(x )‖ =


(T −λ)∗(x )




und damit Ker (T −λ) = Ker (T −λ)∗. Insbesondere ist T ∗(x ) =λx für alle x ∈ Ker (T −λI ).

Wir zeigen die Invarianz. Sei x ∈ Ker (T −λ); dann ist T (x ) = λx ∈ Ker (T −αI ). Analog folgt

aus x ∈ Ker (T −λI )⊥, y ∈ Ker (T −λI )



T (x ) , y

�
=
¬

x , T ∗(y )
¶
=
¬

x , λy
¶
= 0.

Somit gilt Ker (T −λI )⊥ ist T -invariant.

(b) Es sei T (x ) =λx und T (y ) =µy . Nach (a) und nach T ∗(y ) =µy folgt

λ



x , y
�
=



T (x ) , y
�
=
¬

x , T ∗(y )
¶
=



x , µy
�
=µ



x , y

�
.

Also (λ−µ)



x , y
�
= 0; wegen λ 6=µ haben wir x ⊥ y .

Theorem 5.14 (Spektraltheorem für kompakte selbstadjungierte Operatoren) Es sei H

ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum und T ∈ L (H ) ein kompakter selbst-

adjungierter Operator.

Dann existiert eine Folge reeller Zahlen (λn ) mit λn −→
n→∞

0 und ein VNOS {en | n ∈N} ∪ { f k |
k ∈N ⊂N} derart, dass

T (en ) =λn en , n ∈N T ( f k ) = 0, k ∈N .

Außerdem ist

T (x ) =

∞∑

n=1

λn 〈x , en 〉en , x ∈H . (5.17)
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Bemerkung 5.5 (a) Da {en} ∪ { f k } ein vollständiges Orthonormalsystem ist, lässt sich x ∈H

als Fourier-Reihe schreiben

x =

∞∑

n=1

〈x , en 〉en +
∑

k∈N



x , f k

�
f k .

Wendet man darauf T an, benutzt T (en ) =λn en und die Stetigkeit von T , so hat man

T (x ) =

∞∑

n=1

〈x , en 〉T (en )+
∑

k∈N



x , f k

�
T ( f k )︸ ︷︷ ︸
=0

woraus (5.17) folgt. as hauptproblem ist der Nachweis der Existenz des VNOS.

(b) Im Falle H = Cn (Rn ) besagt das Theorem, dass sich jede hermitesche (symmetrische)

Matrix A diagonalisieren lässt mit ausschließlich reellen Eigenwerten auf der Diagonale.



Kapitel 6

Partielle Differentialgleichungen I —

Einführung

6.1 Klassifikation Partieller Differentialgleichungen (PDGl)

6.1.1 Einführung

Es gibt keine allgemeine Theorie zur Lösbarkeit aller partieller Differentialgleichungen. Eine

solche Theorie wird auch kaum jemals existieren aufgrund der riesigen Vielfalt an physi-

kalischen, geometrischen, wahrscheinlichkeitstheoretischen Phänomenen, die durch PDGl

modelliert werden. Daher konzentriert man sich auf das Studium von speziellen PDGl, wel-

che reichhaltige Anwendungen in Mathematik und Physik haben.

Definition 6.1 Eine Partielle Differentialgleichung (abgekürzt als PDGl) ist eine Gleichung

der Form

F (x ,y , . . . ,u ,ux ,u y , . . . ,ux x ,ux y , . . . ) = 0, (6.1)

wobei F eine gegebene Funktion der unabhängigen Variablen x ,y , . . . , der unbekannten

Funktion u und einer endlichen Zahl von partiellen Ableitungen von u ist.

Wir nennen u eine Lösung von (6.1), falls nach Einsetzen von u (x ,y , . . . ) und ihren partiellen

Ableitungen die Gleichung (6.1) identisch erfüllt ist in einem gewissen GebietΩ des Raumes

der unabhängigen Variablen x ,y , . . . .

Die Ordnung der PDGl ist die Ordnung der höchsten Ableitung von u , die in F auftritt.

Eine PDGl heißt linear, falls sie linear in der unbekannten Funktion u ist und deren par-

tiellen Ableitungen ux , u y , ux y , . . . , Die Koeffizienten dürfen höchstens von den Variablen

x ,y , . . . abhängen. M. a. W., eine lineare PDGl hat die Form

G (u ,ux ,u y , . . . ,ux x ,ux y , . . . ) = f (x ,y , . . . ), (6.2)

mit einer Funktion f rechts, die nur von den Variablen x ,y , . . . abhängt und einer Funkti-

on G , die linear ist in allen Komponenten mit Koeffizienten, die nur von x ,y , . . . abhängen.

29
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Genauer gesagt, der Differentialoperator L(u ) =G (u ,ux ,u y , . . . ,ux x ,ux y , . . . ), der jeder Funk-

tion u (x ,y , . . . ) eine neue Funktion L[u ](x ,y , . . . ) zuordnet ist linear von Ck (Ω) → Ck−1(Ω).

Dabei sei k die Ordnung der PDGl.

Die lineare PDGl (6.2) (L(u ) = f ) heißt homogen, falls f = 0 und inhomogen sonst. Zum Bei-

spiel ist cos(x y 2)ux x y −y 2ux+u sinx+tan(x 2+y 2) = 0 eine lineare inhomogene PDGl dritter

Ordnung; die zugehörige homogene lineare PDGl lautet cos(x y 2)ux x y − y 2ux +u sinx = 0.

Eine PDGl heißt quasilinear, falls sie linear in allen höchsten partiellen Ableitungen der Ord-

nung m ist (m sein die Ordnung) mit Koeffizientenfunktionen, die nur von x ,y , . . . abhängen

und möglicherweise von partiellen Ableitungen von u , deren Ordnung kleiner als m ist.

So ist z. B. ux ux x +u 2 = 0 quasilinear, ux y ux x +1= 0 jedoch nicht.

Eine quasilineare Gleichung heißt semilinear, falls die Koeffizienten vor den Ableitungen

höchster Ordnung nur Funktionen in den unabhängigen Variablen x ,y , . . . sind So ist etwa

sinx ux x +u 2 = 0 semilinear; ux ux x +u 2 = 0 jedoch nicht.

Mitunter betrachtet man auch Systeme von PDGln, in denen eine oder mehrere unbekannte

Funktionen sowie deren partielle Ableitungen auftreten.

6.1.2 Beispiele

(1) Die Laplacegleichung in n Dimensionen ist eine lineare, homogene PDGl zweiter

Ordnung

∆u = ux1x1 + · · ·+uxn xn
= 0

für eine Funktion u = u (x1, . . . ,xn ) Ihre Lösungen u heißen harmonische Funktionen.

Im Falle n = 2 ordnen wir jeder harmonischen Funktion u (x ,y ) ihre „konjugierte“ har-

monische Funktion v (x ,y ) zu. Diese ist durch das partielle Differentialgleichungssy-

stem erster Ordnung den so genannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-

gen

ux = vy , u y =−vx

eindeutig bestimmt. Jedes Lösungspaar reeller Funktionen (u ,v ) liefert eine analyti-

sche (holomorphe, komplex-differenzierbare) Funktion f (z ) = u + iv .

Die Laplace-Gleichung ist die homogene Form der Poissongleichung

∆u = f , für eine gegebene Funktion f : Ω→R.

Während die Laplace-Gleichung Gleichgewichtszustände beschreibt, ist die Poisson-

Gleichung in der Elektrostatik von Bedeutung. Laplace- und Poisson-Gleichungen be-

schreiben beide stationäre Prozesse, also Phänomene, die nicht von der Zeit abhängen.

(2) Die Wärmeleitungsgleichung. Bei dieser Gleichung ist eine Variable, t , als Zeitkoor-

dinate ausgezeichnet. während die anderen Variablen x1, . . . ,xn die Ortskoordinaten

repräsentieren. Es sei

u : Ω×R+→R, Ω offen imRn ,
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wobei R+ = {t ∈R | t > 0} die positive Zeitachse beschreibt. Die Wärmeleitungsglei-

chung lautet

k u t =∆u , where ∆u = ux1x1 + · · ·+uxn xn
.

Sie modelliert Wärmeleitungsprozesse und Diffusionsprozesse.

(3) Die Wellengleichung. Mit den selben Bezeichnungen wie in (2) ist die Wellengleichung

u t t −a 2∆u = 0.

Sie modelliert Wellen und andere Schwingungsprozesse.

(4) Die Korteweg-de-Vries-Gleichung:

u t −6u ux +ux x x = 0;

sie modelliert die Wellenausbreitung in flachem Wasser.

(5) Mit der Monge-Ampère-Gleichung

ux x u y y −u 2
x y = f

bestimmt man Flächen mit vorgegebener Krümmung f .

(6) Die Maxwellchen Gleichungen für die elektrische Feldstärke E = (E1, E2, E3) und die

magnetische Feldstärke B = (B1, B2, B3) als Funktionen von (t ,x1,x2,x3) lauten:

div B = 0, (magnetostatisches Gesetz),

Bt + rot E = 0, (magnetodynamisches Gesetz),

div E = 4πρ, (elektrostatisches Gesetz mit Ladungsdichteρ),

E t − rot B =−4πj (elektrodynamisches Gesetz mit Stromdichte j )

(7) Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die Grundgleichungen der Strömungsmechanik.

Es sei v (x , t ) = (v 1,v 2,v 3) die Geschwindigkeit und p (x , t ) der Druck einer inkompres-

siblen Flüssigkeit der Dichte ρ und Viskosität η:

ρv
j
t +ρ

3∑

i=1

v i v
j
x i
−η∆v j =−px j

, j = 1,2,3,

divv = 0.

(8) Die Schrödinger-Gleichung

iħhu t =−
ħh2

2m
∆u +V (x ,u ),

wobei m die Masse, V ein Potential, u : Ω → C die gesuchte Funktion sind. Formal

ist die Schrödinger-Gleichung der Quantenmechanik ähnlich der Wärmeleitungsglei-

chung, insbesondere, wenn V = 0. Die imaginäre Einheit i als Faktor führt aber zu

bedeutenden Unterschieden.
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Klassifikation

Wir haben oben sehr viele verschieden Typen von PDGl aufgeschrieben. Es ist hoffnungslos,

eine Theorie entwickeln zu wollen, die alle diese Gleichungen simultan behandelt.

Wir wollen uns daher Kriterien überlegen, wie man diese mannigfachen Differentialglei-

chungen in Klassen einteilen könnte. Hier sind verschieden Möglichkeiten, dies zu tun.

(I) Algebraisch.

(a) Lineare PDGl sind (1), (2), (3), (6) (erster Ordnung) und (8)

(b) Semilineare Gleichungen sind (4) und (7)

(c) Eine nicht-lineare Gleichung ist (5)

Üblicherweise sind linearer Gleichungen einfacher zu behandeln als nicht-lineare

Gleichungen. Wir beschränken uns daher im wesentlichen auf lineare PDGl.

(II) Die Ordnung der Gleichung. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und

die Maxwell-Gleichungen sind Systeme von PDGl erster Ordnung. Hingegen sind (1),

(2), (3), (5), (7), (8) zweiter Ordnung; (4) ist von dritter Ordnung. Gleichungen höherer

als dritter Ordnung treten seltener auf; die wichtigsten sind die Gleichungen zweiter

Ordnung.

(III) Elliptisch, parabolisch und hyperbolisch Wir werden später zumindest die semilinea-

ren PDGl zweiter Ordnung in diese drei Klassen einordnen. Prinzipiell sind alle PDGl

zweiter Ordnung in zwei Variablen x ,y lokal in diese drei Klassen einzuordnen.

(IV) Entsprechend ihrer Lösbarkeit. Wir betrachten die PDGl zweiter Ordnung

F (x ,u ,ux i
,ux i x j

) = 0 mit u : Ω → R, und wollen zusätzliche Annahmen über u

machen, welche typischer Weise vorgegebene Randwerte von u bzw. von seinen

partiellen Ableitungen sind.

Idealer Weise erfüllt ein solches Problem, die folgenden drei Bedingungen und wurde

nach Hadamard als korrekt gestelltes Problem bezeichnet:

(a) Es existiert eine Lösung u .

(b) Die Lösung ist eindeutig.

(c) Die Lösung ist stabil. Das heißt, ändern sich die gegebenen Anfangsbedingungen

stetig (Randwerte, Koeffizienten in der Gleichung, rechte Seite der Gleichung),

dann ändert sich die Lösung ebenfalls stetig.

Beispiel 6.1 (Zurückführen auf GDGl.) In den folgenden Beispielen sei Ω = R2 und u =

u (x ,y ).

(a) Man ermittle alle Funktionen u ∈C2(R2)mit ux x = 0. Lösung. Zunächst integrieren wir

diese Gleichung bezüglich x und erhalten, dass ux bezüglich x konstant ist. Da über y gar

keine Aussage gemacht ist, erhalten wir ux = a (y ). Erneute Integration bzgl. x liefert, dass
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u linear in x ist, u (x ,y ) = x a (y ) + b (y ) mit beliebigen Funktionen a = a (y ) und b = b (y ).

Man beachte, dass die gewöhnliche DGl u ′′ = 0 die allgemeine Lösung u (x ) = ax + b mit

konstanten Koeffizienten a ,b hat. Nun sind die Koeffizienten jedoch Funktionen in y .

(b) Man löse ux x + u = 0, u ∈ C2(R2). Die Lösung der zugehörigen gew. DGl u ′′ + u = 0,

u = u (x ), u ∈C2(R), lautet u (x ) = a cosx +b sinx , so dass die allgemeine Lösung der obigen

PDGl in zwei Variablen x und y gleich u (x ,y ) = a (y )cos x + b (y )sinx ist, wobei a und b

beliebige Funktionen sind.

(c) Man löse ux y = 0, u ∈ C2(R2). Man beachte, dass ux y = (ux )y =
∂

∂ y

�
∂

∂ x
u (x ,y )

�
. Zunächst

integriert man die Gleichung ∂
∂ y
(ux ) = 0 bezüglich y und erhält ux = f̃ (x ). Integration be-

züglich x führt dann auf u =
∫

f̃ (x )dx + g (y ) = f (x ) + g (y ), wobei f differenzierbar ist und

g beliebig.

6.2 PDGl erster Ordnung — Die Methode der Charakteristi-

ken

Wir lösen eine PDGl 1. Ordnung durch die Methode der Charakteristiken. Sie ist anwendbar

auf beliebige quasi-lineare Gleichungen

a (x ,y ,u )ux +b (x ,y ,u )u y = c (x ,y ,u ) (6.3)

insbesondere auf lineare Gleichungen

a (x ,y )ux +b (x ,y )u y = c0(x ,y )u + c1(x ,y ). (6.4)

Wir beschränken uns allerdings auf die lineare Gleichung zusammen mit einer Anfangsbe-

dingung, welche als Kurve im x y u -Raum gegeben ist

Γ = Γ (s ) = (x0(s ),y0(s ),u 0(s )), s ∈ (a ,b )⊆R. (6.5)

Die Kurve Γ heißt Anfangskurve. Die Anfangsbedingungen lauten dann

u (x0(s ),y0(s )) = u 0(s ), s ∈ (a ,b ).

x

y

u

Γ(s)

Anfangskurve 

charakteristische Kurven

integral
surface

(x(0,s), y(0,s),u(0,s))

Anfangspunkt

Die geometrische Idee dieser Methode ist

folgende. Die Lösung u = u (x ,y ) kann als

zweidimensionale Fläche im R3 = {(x ,y ,u ) |
x ,y ,u ∈ R3} aufgefasst werden. Ausgehend

von einem Punkt der Anfangskurve konstruie-

ren wir eine charakteristische Kurve in der Flä-

che u . Wenn wir dies für alle Punkte der An-

fangskurve gemacht haben, erhalten wir eine

einparametrige Schar von charakteristischen

Kurven, die „zusammengeklebt“ die Fläche u

ergeben.
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Die lineare Gleichung (6.4) kann auch geschrieben werden als

(a ,b ,c0 u + c1)···(ux ,u y ,−1) = 0. (6.6)

Zur Erinnerung: (ux ,u y ,−1) ist der Normalenvektor an die Fläche (x ,y ,u (x ,y )). Also lautet

die Gleichung der Tangentialebene an die Fläche im Punkte (x0,y0,u 0)

u −u 0 = ux (x −x0)+u y (y − y0)⇔ (x −x0,y − y0,u −u 0)···(ux ,u y ,−1) = 0.

Benutzt man nun die lineare PDGl (6.6), so erkennt man, dass (a ,b ,c0u + c1) ein Vektor der

Tangentialebene ist Eine Kurve (x (t ),y (t ),u (t ))mit genau diesen Tangentialvektoren

(x ′(t ),y ′(t ),u ′(t )) = (a (x (t ),y (t )),b (x (t ),y (t )),c0(x (t ),y (t ))u (t )+ c1(x (t ),y (t )))

zu finden ist äquivalent zum Lösen der gewöhnlichen DGLn

x ′(t ) = a (x (t ),y (t )), (6.7)

y ′(t ) = b (x (t ),y (t )), (6.8)

u ′(t ) = c0(x (t ),y (t ))u (t )+ c1(x (t ),y (t ))). (6.9)

Diese Gleichungen sind die charakteristischen Gleichungen von (6.6) . Ihre Lösungen sind

die charakteristischen Kurven der partiellen DGl. Man beachte, dass das obige System auto-

nom ist — es gibt keine explizite Abhängigkeit von t .

Um die charakteristischen Kurven zu bestimmen, braucht man Anfangsbedingungen. Wir

fordern daher, dass die Anfangspunkte der charakteristischen Kurven auf der Anfangskurve

Γ (s ) liegen sollen. Da jede Kurve (x (t ),y (t ),u (t )) von einem anderen AnfangspunktΓ (s ) her-

aus sich entwickelt, können wir die Kurven auch explizit in der Form (x (t ,s ),y (t ,s ),u (t ,s ))

schreiben. Die Anfangsbedingungen lauten dann

x (0,s ) = x0(s ), y (0,s ) = y0(s ), u (0,s ) = u 0(s ).

Man beachte, dass wir den Parameter t so gewählt haben, dass die Punkte der charakteri-

stischen Kurven zum Zeitpunkt t = 0 auf der Anfangskurve liegen. Man beachte außerdem,

dass durch die Parametrisierung (x (t ,s ),y (t ,s ),u (t ,s )) eine Fläche imR3 dargestellt wird.

Die Methode der Charakteristiken ist auch auf semi-lineare Gleichungen anwendbar.

Fazit: Im ersten Schritt zeichnen wir eine Anfangskurve Γ (s ) aus. Im zweiten Schritt wählen

wir einen variablen Punkt s auf Γ als Anfangspunkt und lösen das Anfangswertproblem zum

System von charakteristischen Gleichungen.

Haben wir dies für alle Punkte der Anfangskurve getan, erhalten wir den Ausschnitt aus einer

Fläche, die so genannte Integralfläche. Sie ist die Vereinigung der charakteristischen Kurven.

Beispiel 6.2 1. Man löse die PDGL

ux +u y = 2

bezüglich der Anfangsbedingung u (x ,0) = x 2. Die charakteristischen Gleichungen und

die parametrische Form der Anfangskurve lauten

x t (t ,s ) = 1, yt (t ,s ) = 1, u t (t ,s ) = 2,

x (0,s ) = s , y (0,s ) = 0, u (0,s ) = s 2.



6.2 PDGl erster Ordnung — Die Methode der Charakteristiken 35

Die charakteristischen Gleichungen sind leicht gelöst:

x (t ,s ) = t + f 1(s ), y (t ,s ) = t + f 2(s ), u (t ,s ) = 2t + f 3(s ).

Setzt man noch die Anfangsbedingungen ein, so hat man

x (t ,s ) = t + s , y (t ,s ) = t , u (t ,s ) = 2t + s 2.

Dies ist die parametrische Form der Integralfläche. Um eine explizite Form zu erhalten,

müssen wir die obigen Gleichungen (x (t ,s ),y (t ,s )) nach s und t auflösen. Das heißt,

wir müssen (t (x ,y ),s (x ,y )) ermitteln. Im obigen Beispiel wäre das t = y , s = x − y .

Somit lautet die explizite Gleichung der Integralfläche

u (x ,y ) = 2y +(x − y )2.

Bemerkung 6.1 (a) Diese einfachen Beispiele könnten suggerieren, dass jedes Anfangswert-

problem zu einer PDGl erster Ordnung eine eindeutig bestimmte Lösung besitzt. Dies ist

nicht der Fall. Ist das Anfangswertproblem (6.3) zusammen mit den Anfangsbedingungen

(6.5) ein korrekt gestelltes Problem? Unter welchen Bedingungen existiert eine eindeutig be-

stimmte Integralfläche zu einer gegebenen Anfangskurve?

(b) Beachten Sie, dass selbst im Falle einer linearen PDGl erster Ordnung das charakteristi-

sche System nicht-linear ist. Nach der Theorie der gew. DGl kann man daher höchstens lokal

die Existenz einer Lösung garantieren.

(c) Die Auflösung der parametrischen Darstellung der Integralfläche (x (s , t ),y (s , t ),u (s , t ))

könnte weitere Probleme mit sich bringen. Zur Erinnerung: Der Satz über die Umkehrabbil-

dung garantiert die lokale Existenz der inversen Abbildung einer differenzierbaren Funktion,

wenn an dieser stelle die Funktionaldeterminante (Jacobian) ∂ (x ,y )

∂ (t ,s )
ungleich 0 ist.

Die explizite Berechnung der Jacobi-Matrix am Punkt s der Anfangskurve liefert

J =

����
x t (0,s ) xs (0,s )

yt (0,s ) ys (0,s )

����=
����
x ′(t ) x ′0(s )

y ′(t ) y ′0(s )

����=
����
a x ′0(s )

b y ′0(s )

���� .

Folglich ist die Matrix singulär, genau dann, wenn die Tangentialvektoren (a ,b ) an die cha-

rakteristische Kurve und (x ′0(s ),y ′0(s )) an die Anfangskurve linear abhängig sind. Die geome-

trische Bedeutung von J = 0 ist, dass die Projektion der Anfangskurve Γ (s ) in die x y -Ebene

tangential ist zur Projektion einer charakteristischen Kurve (Berührung liegt vor).

Um die Eindeutigkeit der Lösung nahe der Anfangskurve zu garantieren, muss also gelten

J 6= 0. Diese Bedingung heißt Transversalität — die Anfangskurve muss in allen Punkten

quer zu den charakteristischen Linien verlaufen.

Beispiel 6.3 (Korrekt und nicht-korrekt gestellte Probleme) (a) Man löse ux = 1 bezüglich

der Anfangsbedingung u (0,y ) = g (y ). Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbe-

dingungen lauten

x t (t ,s ) = 1, yt (t ,s ) = 0, u t (t ,s ) = 1,

x (0,s ) = 0, y (0,s ) = s , u (0,s ) = g (s ).
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Die parametrische Form der Integralfläche ist (x (t ,s ),y (t ,s ),u (t ,s )) = (t ,s , t + g (s )) so dass

die explizite Lösung lautet u (x ,y ) = x + g (y ).

(b) Wir betrachten die selbe Gleichung ux = 1, verändern aber die Anfangsbedingungen:

u (x ,0) = h(x ). In diesem Fall wandelt sich das Bild drastisch.

x t (t ,s ) = 1, yt (t ,s ) = 0, u t (t ,s ) = 1,

x (0,s ) = s , y (0,s ) = 0, u (0,s ) = h(s ).

Die parametrische Lösung lautet

(x (t ,s ),y (t ,s ),u (t ,s )) = (t + s ,0, t +h(s )).

Die Gleichungen x = t + s , y = 0 können nicht nach s und t aufgelöst werden.

Geometrisch: Die Gleichungen der Charakteristiken sind x ′(t ) = 1, y ′(t ) = 0, also

(x (t ),y (t )) = (t ,c ), was die Parallelen Geraden zur x -Achse sind; y = const. . Die Anfangs-

kurve ist die x -Achse, y = 0, also eine spezielle Charakteristik. Auch analytisch ist klar, dass

die die Transversalität auf der gesamten Anfangskurve verletzt ist, denn

J =

����
a x ′0(s )

b y ′0(s )

����=
����
1 1

0 0

����= 0.

Im Spezialfall h(x ) = x + c mit einer Konstanten c , erhalten wir u (t ,s ) = t + s + c . In diesem

Fall ist es nicht nötig, nach s und t aufzulösen, da wir die explizite Lösung ablesen können:

u (x ,y ) = x + c + f (y ) für jede differenzierbare Funktion f mit f (0) = 0. In diesem Fall haben

wir also unendlich viele Lösungen und somit keine Eindeutigkeit.

(c) Für jede andere Wahl von h haben wir jedoch gar keine Lösung des Problems — die Exi-

stenzbedingung ist verletzt.

Bemerkung 6.2 (a) Wegen der besonderen Rolle, die die Projektionen der charakteristi-

schen Kurven spielen, bezeichnet man sie auch als Charakteristiken. Im Falle einer linearen

PDGl erster Ordnung (6.4) lautet das System der gew. DGl der (Projektionen) der Charakteri-

stiken:

x ′(t ) =
dx

dt
= a (x (t ),y (t )), y ′(t ) =

dy

dt
= b (x (t ),y (t )), (6.10)

und dieses führt auf y ′(x ) =
dy

dx
=

b (x ,y )

a (x ,y )
.

(b) Die Methode der Charakteristiken ist, in etwas abgewandelter Form, für die allgemeine

partielle Differentialgleichung erster Ordnung in zwei Variablen anwendbar:

F (x ,y ,u ,ux ,u y ) = 0.

Sie führt auf ein gew. DGLsystem von fünf Gleichungen, für jede Variable von F eine Glei-

chung, siehe [PR05, 2.9, Seite 52 ff.] oder [Joh82, 1.7, S. 19 ff.].
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6.3 Klassifikation von semilinearen PDGln zweiter Ordnung

6.3.1 Quadratische Formen – Wiederholung

Wir wiederholen die wichtigsten Fakten über quadratische Formen aus der linearen Algebra.

Sylvestersches Trägheitsgesetz Es sei A ∈Rn×n eine symmetrische Matrix.

(a) Dann existiert eine invertierbare Matrix B ∈Rn×n , sowie r,s , t ∈N0 mit r + s + t = n und

eine Diagonalmatrix D = diag (d 1,d 2, . . . ,d r+s ,0, . . . ,0) mit d i > 0 für i = 1, . . . ,r und d i < 0

für i = r +1, . . . ,r + s und

BA B⊤= diag (d 1, . . . ,d r+s ,0, . . . ,0).

Wir nennen r+ den Rang von A und r − s die Signatur von A.

(b) Rang und Signatur hängen nicht von der Wahl von B ab, das heißt, wenn für eine andere

reguläre Matrix B ′ und eine andere Diagonalmatrix D ′ gilt D ′ = B ′A(B ′)⊤, so stimmen Rang

und Signatur von D und D ′ überein.

Wir assoziieren zu A eine quadratische Form QA(h), h ∈Rn , über

QA(h) = h⊤···A···h =
n∑

i ,j=1

a i j h i h j .

Wir nennen QA bzw. A

positiv definit, falls ∀h ∈Rn ,h 6= 0: QA(h)> 0.

negativ definit, falls ∀h ∈Rn ,h 6= 0: QA(h)< 0.

positiv semidefinit, falls ∀h ∈Rn : QA(h)≥ 0.

negativ semidefinit, falls ∀h ∈Rn : QA(h)≤ 0.

indefinit, falls ∃h1,h2 ∈Rn : QA(h1)< 0<QA(h2).

Zur Erinnerung, QA ist positiv (negativ) definit, falls alle Eigenwerte von A positiv (negativ)

sind.QA ist semidefinit, falls einige Eigenwerte gleich Null sind, alle anderen Eigenwerte aber

dasselbe Vorzeichen haben. QA ist indefinit, falls A sowohl positive als auch negative Eigen-

werte besitzt.

6.3.2 Elliptisch, Parabolisch, Hyperbolisch

Wir betrachten die semilineare Gleichung zweiter Ordnung in n Variablen x1, . . . ,xn in einem

Gebiet Ω ⊂Rn

n∑

i ,j=1

a i j (x )ux i x j
+ F (x ,u ,ux1 , . . . ,uxn

) = 0; (6.11)

die Koeffizienten a i j (x ) seien stetige Funktionen. Da wir u ∈C2(Ω) annehmen, gilt Schwarz’

Lemma und wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Koeffizientenmatrix A(x )

als symmetrisch annehmen: a i j (x ) = a j i (x ), i , j = 1, . . . ,n .

Definition 6.2 Wir nennen die PDGl (6.11) im Punkte x0
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elliptisch , falls die Matrix A(x0) positiv oder negativ definit ist,

parabolisch, falls A(x0) positiv oder negativ semidefinit ist und den Rang n − 1

hat (Null ist Eigenwert von A(x0) der Vielfachheit 1),

hyperbolisch, falls A(x0) indefinit ist mit Rang n und einer Signatur vom Betrag

gleich n −2. Das heißt, die Matrix hat n −1 positive und einen negativen Eigen-

wert (oder umgekehrt).

Bemerkung 6.3 (a) Der Typ der Gleichung ändert sich nicht, wenn man (6.11) mit−1 multi-

pliziert. Aus einer positiv definiten Matrix A wird eine negativ definite Matrix−A. Die Lösung

u ändert sich nicht.

(b) Der Typ einer PDGl kann durchaus von der Stelle x0 ∈ Ω abhängen und braucht nicht

konstant zu sein. In diesem Fall spricht man vom gemischten Typ.

6.3.3 Koordinatentransformationen

Wir untersuchen, wie sich die Koeffizienten a i j (x ) verändern, wenn wir eine reguläre Varia-

blentransformation y =ϕ(x ) durchführen;

yl =ϕl (x1, . . . ,xn ), l = 1, . . . ,n ;

Die Transformation heißt regulär, falls die Funktionaldeterminante (Jacobische, Determi-

nante der Jacobi-Matrix) ∂ (ϕ1,...,ϕn )

∂ (x1,...,xn )
(x0) 6= 0 für alle x0 ∈Ω.

Nach dem Satz über die Inverse Abbildung, kann man die Transformation dann lokal inver-

tieren; die inverse Abbildung sei x =ψ(y )

x l =ψl (y1, . . . ,yn ), l = 1, . . . ,n .

Setzt man

ũ (y ) := u (ψ(y )), dann u (x ) = ũ (ϕ(x ))

und fordertϕl ∈C2(Ω), so hat man nach der Kettenregel

ux i
=

n∑

l=1

ũ yl

∂ ϕl

∂ x i

,

ux i x j
= (ux i

)x j
=

n∑

k ,l=1

ũ yl yk

∂ ϕl

∂ x i

∂ ϕk

∂ x j

+

n∑

l=1

ũ yl

∂ 2ϕl

∂ x i∂ x j

. (6.12)

Setzt man (6.12) in (6.11) ein, so erhält man

n∑

k ,l=1

ũ yl yk

n∑

i ,j=1

a i j

∂ ϕl

∂ x i

∂ ϕk

∂ x j

+

n∑

l=1

ũ yl

n∑

i ,j=1

a i j

∂ 2ϕl

∂ x i ∂ x j

+ F̃ (y , ũ , ũ y1 , . . . , ũ yn
) = 0. (6.13)

Wir bezeichnen die Koeffizienten vor den zweiten partiellen Ableitungen von ũ , der trans-

formierten Gleichung mit ã l k ,

ã l k =

n∑

i ,j=1

a i j (x )
∂ ϕl

∂ x i

∂ ϕk

∂ x j

, (6.14)
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und schreiben (6.13) in der selben Form wie (6.11)

n∑

k ,l=1

ã l k (y )ũ yl yk
+ F̃ (y , ũ , ũ y1 , . . . , ũ yn

) = 0.

Gleichung (6.14) spielt später eine entscheidende Rolle um die PDGl (6.11) zu vereinfachen.

Und zwar wollen wir, dass einige der Koeffizienten ã l k zu 0 werden. Schreibt man

b l j =
∂ ϕl

∂ x j

, l , j = 1, . . . ,n , B = (b l j ),

das heißt, B ist die Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation, so lauten die neuen Koef-

fizienten Ã(y ) = (ã l k (y )) wie folgt:

Ã = B ···A···B⊤.

Dies ist aber genau die Transformationsformel für quadratische Formen. Nach dem Sylve-

sterschen Trägheitssatz, Satz 6.3.1 haben A und Ã die selbe Signatur und den selben Rang.

Wir haben also den folgenden Satz gezeigt:

Satz 6.1 Der Typ einer semilinearen PDGl zweiter Ordnung ändert sich bei einer regulären

Koordinatentransformation nicht.

Notation. Es sei L ein Differentialoperator der Form

L[u ] =

n∑

i ,j=1

a i j (x )ux i x j
+ F (x ,u ,ux1 , . . . ,uxn

)

dann bezeichnen wir mit L 2

L 2[u ] =

n∑

i ,j=1

a i j (x )ux i x j

die Summe der Terme mit den höchsten partiellen Ableitungen. L 2 ist ein linearer Operator.

Definition 6.3 (a) Die PDGl L[u ] = 0 ist in Normalform, falls

L 2[u ] =

r∑

j=1

ux j x j
−

r+s∑

j=r+1

ux j x j

mit gewissen natürlichen Zahlen r,s mit r + s ≤ n .

(b) Es sei n = 2. Eine hyperbolische Gleichung L[ũ ] = 0 ist in kanonischer Form, wenn nach

Koordinatentransformation u (x ,y ) = ũ (ξ,η)

L 2[ũ ] = ũξη.

Bemerkung 6.4 (a) Der Typ der Gleichung kann vom betrachteten Punkt x0 ∈Ω abhängen.

Zum Beispiel ist die Trichomi-Gleichung

y ux x +u y y = 0
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von gemischtem Typ. Genauer gesagt ist sie elliptisch für y > 0, parabolisch für y = 0 und

hyperbolisch für y < 0.

(b) Die Laplace-Gleichung ist elliptisch, die Wärmeleitungsgleichung ist parabolisch wäh-

rend die Wellengleichung hyperbolisch ist.

(c) Diese Klassifikation ist nicht komplett, da etwa für n ≥ 3 Matrizen mit genau einem po-

sitiven, genau einem negativen und genau einem Eigenwert gleich 0 nicht erfasst sind; für

n = 2 ist die Klassifikation vollständig.

(d) Der Fall n = 2. Die PDGl

a ux x +2b ux y + c u y y + F (x ,y ,u ,ux ,u y ) = 0

mit Koeffizienten a = a (x ,y ), b = b (x ,y ) und c = c (x ,y ) ist genau dann elliptisch, parabo-

lisch, bzw. hyperbolisch bei (x0,y0), wenn a c−b 2 > 0, a c−b 2 = 0 bzw. a c−b 2 < 0 bei (x0,y0).

6.3.4 Charakteristiken

Gegeben sei die semilineare PDGl zweiter Ordnung inΩ ⊂Rn

n∑

i ,j=1

a i j (x )ux i x j
+ F (x ,u ,ux1 , . . . ,uxn

) = 0 (6.15)

mit stetigen Koeffizienten a i j ; a i j (x ) = a j i (x ). Analog zur Gleichung 1. Ordnung definieren

wir die Charakteristiken.

Definition 6.4 Es sei σ ∈ C1(Ω), c ∈ R fixiert. Die Hyperfläche F = {x ∈ Ω | σ(x ) = c} mit

gradσ(x0) 6= 0 für alle x0 ∈F (reguläre Fläche) heißt charakteristische Hyperfläche oder ein-

fach eine Charakteristik für die PDGl (6.11), falls für alle x0 ∈F gilt:

n∑

i ,j=1

a i j (x0)
∂ σ(x0)

∂ x i

∂ σ(x0)

∂ x j

= 0. (6.16)

Die PDGl erster Ordnung (6.16) heißt charakteristische Gleichung von (6.11).

Im Falle n = 2 sprechen wir von charakteristischen Linien.

Wenn alle Hyperflächen σ(x ) = c für a < c < b charakteristisch sind, so füllen diese Hyper-

flächen einen Teil des Gebietes Ω aus; sie überschneiden sich nicht, da die Mengen x ∈ Ω
mit σ(x ) = c1 und σ(x ) = c2 keine Punkte gemeinsam haben. Insbesondere können wir (in

einem gewissen Bereich von Ω) jedem Punkt x0 ∈ Ω genau eine Hyperfläche σ(x ) = c0 zu-

ordnen, in der x0 liegt. Diesen Wert c0 können wir als neue Koordinate von x ∈Ω einführen.

Setzt man also

y1 =σ(x ),

so sieht man aus Gleichung ã l k =
∑n

i ,j=1 a i j (x )
∂ ϕl

∂ x i

∂ ϕk

∂ x j
, (6.14), dass nach der Koordinaten-

transformation der Eintrag links oben in der Koeffizientenmatrix verschwindet, ã 11 = 0. Dies

bedeutet, je mehr charakteristische Hyperflächen man kennt, desto mehr Koeffizienten ã j j

verschwinden zu 0 und die transformierte PDGl wird einfacher.
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Beispiel 6.4 (a) Die charakteristische Gleichung von ux y = 0 lautetσxσy = 0, sodassσx = 0

undσy = 0 die charakteristischen Linien definieren. Diese sind parallel zu den Koordinaten-

achsen, also sind y = c1 (σ(x ,y ) = y − c1 = 0) und x = c2 (σ(x ,y ) = x − c2 = 0) die Charakte-

ristiken.

(b) Die charakteristische Gleichung von

x 2ux x − y 2u y y = 0, x 6= 0, y 6= 0

lautet x 2σ2
x−y 2σ2

y = 0. Wegen detA = x 2(−y 2)−0=−x 2y 2 < 0 ist die Gleichung hyperbolisch.

Allgemeines Vorgehen bei n = 2 Variablen. Wir schreiben die Charakteristikengleichung

für die allgemeine lineare PDGL zweiter Ordnung in 2 Variablen auf. Die charakteristische

Gleichung von a ux x +2b ux y + c u y y = 0 ist

aσ2
x +2bσx σy + cσ2

y = 0⇔ a

�
σx

σy

�2

+
σx

σy

+ c = 0.

Man beachte, dass der Typ bestimmt ist durch det A = a c − b 2. Wegen gradσ 6= 0, ist die

Gleichung σ(x ,y ) = c lokal auflösbar, etwa nach y , y = y (x ), sodass nach dem Auflösungs-

satz y ′ =−σx/σy . Dasselbe Ergebnis erhält man durch Differentiation von σ(x ,y ) = const. .

Der Differentialformenkalkül liefert dσ(x ,y ) = dconst. oder σx dx +σy dy = 0 bzw. y ′(x ) =

dy /dx =−σx/σy . Setzt man dies in die Charakteristikengleichung ein, so hat man

a (y ′)2−2by ′+ c = 0,

mit den Lösungen (falls a 6= 0)

y ′ =
b ±

p
b 2−a c

a
.

Man erkennt, dass eine elliptische Gleichung gar keine Charakteristiken besitzt, eine parabo-

lische Gleichung besitzt eine Schar von Charakteristiken und eine hyperbolische Gleichung

hat zwei Scharen charakteristischen Linien.

Der hyperbolische Fall. Ist c1 = σ1(x ,y ) die erste Familie von Charakteristiken und c2 =

σ2(x ,y ) die zweite Familie, so führt man die neuen Variablen

ξ=σ1(x ,y ), η=σ2(x ,y )

ein. Dann verschwinden die beiden diagonalen Koeffizienten ã = c̃ = 0 und die hyperboli-

sche Gleichung liegt in charakteristischer Form vor

2b̃ ũξη+ F (ξ,η, ũ , ũξ, ũη) = 0.

Der parabolische Fall. Wegen det A = 0, gibt es nur eine Familie von charakteristischen Lini-

en, etwa c1 =σ1(x ,y ). Nach der Koordinatentransformation

z =σ1(x ,y ), y = y .

verschwindet nicht nur der Koeffizient ã = 0. Wegen det A = det Ã = ã c̃−b̃ 2 = 0 verschwindet

auch b̃ = 0. Die transformierte parabolische Gleichung hat dann die charakteristische Form

c̃ ũ y y + F (z ,y , ũ , ũ z , ũ y ) = 0.
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In unserem obigen Beispiel ist die charakteristische Gleichung

x 2(y ′)2− y 2 = 0, y ′ =±y /x .

Dies führt auf
dy

y
=± dx

x
, ln

��y
��=± ln |x |+ c0.

Wir haben zwei Familien von charakteristischen Linien:

y = c1x , y =
c2

x
.

Tatsächlich führt in unserem Beispiel die Koordinatentransformation

ξ=
y

x
= c1, η= x y = c2

auf

ηx = y , ηy = x , ηx x = 0, ηy y = 0, ηx y = 1,

ξx =−
y

x 2
, ξy =

1

x
, ξx x = 2

y

x 3
, ξy y = 0, ξx y =−

1

x 2
.

Damit hat (6.12) die Gestalt

ux x = ũξξξ
2
x +2ũξηξxηx + ũηηη

2
x + ũξξx x + ũηηx x

u y y = ũξξξ
2
y +2ũξηξyηy + ũηηη

2
y + ũξξy y + ũηηy y

Beachtet man x 2 = η/ξ, y 2 = ξη und setzt diese Werte und die der partiellen Ableitungen

von ξ und η ein, so hat man

ux x = ũξξ
y 2

x 4
−2

y 2

x 2
ũξη+ ũηηy 2+2

y

x 3
ũξ,

u y y = ũξξ
1

x 2
+2ũξη+ ũηηx 2.

Somit gilt

x 2ux x − y 2u y y =−4y 2ũξη+2
y

x
ũξ = 0

ũξη−
1

2

1

x y
ũξ = 0.

Wegen η= x y , lautet die charakteristische Form der Gleichung

ũξη−
1

2η
ũξ = 0.

Allgemeine Lösung der Gleichung. Substituiert man weiter v = ũξ, so erhält man vη− 1
2η

v = 0

was der gew. DGl v ′− 1
2η

v = 0 entspricht. Folglich ist v (η,ξ) = c (ξ)
p
η. Integriert man bezügl.
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ξ, so erhält man ũ (ξ,η) = A(ξ)
p
η+ B (η). Die Rücktransformation zu den Ausgangsvaria-

blen x und y liefert die allgemeine Lösung

u (x ,y ) = A

�
y

x

�p
x y + B (x y ).

(c) Die eindimensionale Wellengleichung u t t − a 2ux x = 0. Die charakteristische Gleichung

σ2
t = a 2σ2

x führt auf die zwei Lösungen

−σt /σx = dx/dt = ẋ =±a .

Somit sind die charakteristischen Linien x = a t + c1 und x = −a t + c2. Die Koordinaten-

transformation ξ = x − a t und η = x + a t führt auf ũξη = 0, mit der allgemeinen Lösung

ũ (ξ,η) = f (ξ) + g (η). Folglich ist u (x , t ) = f (x − a t ) + g (x + a t ) die allgemeine Lösung der

eindimensionalen Wellengleichung.

(d) Die Wellengleichung in n Dimensionen hat die charakteristische Gleichung

σ2
t −a 2

n∑

i=1

σ2
x i
= 0.

Diese Gleichung wird erfüllt durch die charakteristischen Kegel

σ(x , t ) = a 2(t − t (0))2−
n∑

i=1

(x i −x
(0)
i )

2 = 0,

wobei der Punkt (x (0), t (0)) die Spitze des Kegels ist. In der Tat ist

σt = 2a 2(t − t (0)), σx i
=−2(x i −x

(0)
i )

und weiterσ2
t −a 2

∑n

i=1 4(x i −x
(0)
i )

2 = 0.

Außerdem gibt es auch charakteristische Hyperebenen,

σ(x , t ) = a t +

n∑

i=1

b i x i = 0,

wobei ‖b‖= 1.

(e) Die Wärmeleitungsgleichung hat die charakteristische Gleichung
∑n

i=1σ
2
x i
= 0, was

σx i
= 0 für alle i = 1, . . . ,n liefert, sodass t = c die einzige Familie von charakteristischen

Linien ist.

(f) Die Poisson- und Laplacegleichung haben die selbe charakteristische Gleichung, die auf

σx1 = σx2 = · · · = σxn
= 0 führt. Also gibt es keine reguläre Fläche, die die Charakteristiken-

gleichung erfüllt. Die Gleichungen haben keine charakteristischen Flächen.

6.3.5 Die schwingende Saite

In Beispiel 6.4 (c) wurde mit Hilfe der Charakteristiken ξ = x − a t = c1 und η = x + a t = c2

gezeigt, dass u (x , t ) = f (x − a t ) + g (x + a t ) die allgemeine Lösung der Wellengleichung ist.

Dabei heißt f Vorwärtswelle und g Rückwärtswelle. Die allg. Lösung ist also eine Überlage-

rung aus Vorwärts- und Rückwärtswelle.
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(a) Die unendliche Saite

Wir betrachten das Anfangswertproblem (AWP) für die unendliche Saite. u (x , t ) ist die Aus-

lenkung der Saite aus der Ruhelage am Ort x zur Zeit t . Die Anfangszeit sei t = 0.

u t t −a 2ux x = 0, x ∈R, t > 0,

u (x ,0) = u 0(x ),

u t (x ,0) = u 1(x ),

(6.17)

wobei u 0 und u 1 gegebene Funktionen aufR sind. Als klassische Lösung des obigen Anfangs-

wertproblems bezeichnet man alle die Lösungen, die für t > 0 zweimal stetig differenzierbar

sind und für t ≥ 0 einmal stetig differenzierbar sind. Dies sind die minimalen Glattheits-

bedingungen an u , damit die obigen drei Bedingungen im klassischen Sinne erfüllt werden

können. Eine Funktion u , die stückweise stetig ist und (6.17) erfüllt heißt verallgemeinerte

Lösung.

u 0(x ) steht für die Anfangsauslenkung der Saite am Ort x und u 1(x ) beschreibt den An-

fangsimpuls, den die Saite am Ort x erfährt (Hammerschlag auf eine Klaviersaite).

Setzt man die Anfangsbedingungen in die allgemeine Lösung u (x , t ) = f (x −a t )+ g (x +a t )

ein, so erhält man

u 0(x ) = f (x )+ g (x ), u 1(x ) =−a f ′(x )+a g ′(x ).

Differenziert man die erste, so hat man u ′0(x ) = f ′(x )+ g ′(x ), sodass

f ′(x ) =
1

2
u ′0(x )−

1

2a
u 1(x ), g ′(x ) =

1

2
u ′0(x )+

1

2a
u 1(x ).

Integriert man diese beiden Gleichungen von 0 bis x , so hat man

f (x ) =
1

2
u 0(x )−

1

2a

∫ x

0

u 1(y )dy +A, g (x ) =
1

2
u 0(x )+

1

2a

∫ x

0

u 1(y )dy + B ,

wobei A und B solche Konstanten sind, dass u 0(x ) = f (x ) + g (x ) erfüllt ist, also dass gilt

A + B = 0. Schließlich haben wir

u (x , t ) = f (x −a t )+ g (x +a t )

=
1

2
(u 0(x +a t )+u 0(x −a t ))− 1

2a

∫ x−a t

0

u 1(y )dy +
1

2a

∫ x+a t

0

u 1(y )dy

u (x , t ) =
1

2
(u 0(x +a t )+u 0(x −a t )) +

1

2a

∫ x+a t

x−a t

u 1(y )dy . (6.18)

Diese Formel ist die d’Alembertsche Wellenformel (1746).
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x-at x+at x

t

(x,t)

ξ

Aus Gleichung (6.18) folgt unmittelbar, dass die Lö-

sung u (x , t ) eindeutig durch die Werte der Anfang-

funktionen u 0 und u 1 im Intervall [x − a t ,x + a t ]

bestimmt ist, dessen Endpunkte durch die charak-

teristischen Linien durch den Punkt (x , t ) heraus-

geschnitten werden. Dieses Intervall heißt Abhän-

gigkeitsbereich für die Lösung u (x , t ), wie in der

nebenstehenden Figur dargestellt.

Umgekehrt beeinflussen die Anfangswerte am Punkt (ξ,0) der x -Achse den Funktionswert

u (x , t ) in dem dreieckigen Gebiet, mit der Spitze bei (x ,0), welches durch die Charakteristi-

ken begrenzt wird. Das heißt, u (x , t ) wird beeinflusst durch die Werte am Punkt (ξ,0), wenn

ξ−a t < x <ξ+a t . Dies bedeutet, dass sich unser Signal oder unsere Störung u höchstens

mit der Geschwindigkeit a ausbreitet.

−a

1
t=0

a x

u

Beispiel 6.5 Wir wollen die folgende Lösung

(6.18) der eindimensionalen Wellengleichung

interpretieren. Angenommen, u 1(x ) = 0 für al-

le x und

u 0(x ) =

(
1− |x |

a
, |x | ≤ a ,

0, |x |> a .

In diesem Beispiel betrachten wir eine Saite, die zur Zeit t = 0 gezupft wird, wie im neben-

stehenden Bild gezeigt ist. Dies ist die Funktion u 0(x ). Die Anfangsgeschwindigkeit ist Null,

u 1 = 0.

x

u

t=1/2

−a/2 a/2−3a/2 3a/2

1/2

x

u

t=1

−2a −a

1/2

a 2a

a

1/2

−3a 3a2a

u

t=2

−2a −a

In diesen Bildern ist das Verhalten der Saite

dargestellt zu verschiedenen Momenten. Der

Anfangspeak teilt sich in zwei halb so hohe

Peaks, von denen der eine mit der Geschwin-

digkeit a nach rechts und der andere mit der

selben Geschwindigkeit nach links läuft.

Üblicherweise setzt man voraus, dass u 0 ∈C2(R) und u 1 ∈C1(R) sind. In diesem Falle ist die

Lösung u ∈ C2(R2) und wir können die beiden zweiten Ableitungen berechnen und diese

sind stetig. Andererseits ist die rechte Seite der d’Alembertschen Formel auch für beliebige

stetige Funktionen u 1 und beliebige Funktionen u 0 sinnvoll definiert. Wenn wir diese Lösun-

gen u (x , t ) als verallgemeinerte Lösungen des Cauchy-Problems ansehen, dann müssen wir

uns überlegen, welchen Sinn der Ausdruck u t t −a 2ux x noch haben soll. Insbesondere brau-

chen wir einen allgemeineren Funktionsbegriff und einen allgemeineren Ableitungsbegriff.

Dies ist der Inhalt des nächsten Kapitels.
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Stellen, an denen die Funktion u (x , t ) nicht differenzierbar ist, heißen Singularitäten. In un-

serem Fall ist die Anfangsfunktion u 0(x ) = u (x ,0) an den Stellen−a ,0,a singulär. Diese Sin-

gularitäten bleiben für alle t erhalten und werden entlang der Charakteristiken transportiert,

das heißt, wenn u an der Stelle (x0, t0) singulär ist, dann ist u auch an den Stellen (x+, t1) oder

(x−, t1) singulär, wobei

x+−a t = x0−a t0, x−+a t = x0+a t0, t1 > 0.

Dieses Phänomen ist typisch für hyperbolische Gleichungen. Bei parabolischen und ellipti-

schen Gleichungen hingegen, werden Singularitäten in den Anfangs- oder Randwerten un-

mittelbar geglättet.

Beispiel 6.6 (Dieses Beispiel wurde in der Vorlesung nicht gebracht) Es sei u (x , t ) die Lö-

sung des AWP

u t t −9ux x = 0, x ∈R, t > 0,

u (x ,0) = u 0(x ) =χ[−2,2](x ), u t (x ,0) = u 1(x ) = u 0(x ).

(a) Bestimmen Sie u (0,1/6).

(b) Bestimmen Sie das Verhalten von u für große Zeiten, limt→∞u (x , t ).

(c) Berechnen Sie maxu (x , t ).

(d) Bestimmen Sie alle Punkte (x , t ), wo u ∈C2 ist.

Lösung. (a) Nach der d’Alembertschen Formel ist

u (x , t ) =
1

2
(u 0(x +3t )+u 0(x −3t ))+

1

6

∫ x+3t

x−3t

u 1(y )dy ,

so dass u (0,1/6) = 7/6.

(b) Es ist offenbar

lim
t→∞

u 0(x +3t ) = lim
t→∞

u 0(x −3t ) = 0, lim
t→∞

∫ x+3t

x−3t

u 1(y )dy =

∫ 2

−2

dy = 4,

also ist limt→∞u (x , t ) = 2
3

.

(c) Es ist

max

∫ x+3t

x−3t

u 1(y )dy =

∫ 2

−2

dy = 4,

wobei dies Maximum für alle Punkte (x ,y ) angenommen wird, wo x−3t ≤−2 und x+3t ≥ 2.

Außerdem wird das Maximum 1 der integralfreien Summanden angenommen für x−3t ≥−2

und x +3t ≤ 2. Somit liegt das Maximum 1+ 1
6

4= 5
3

genau dann vor, wenn

x −3t =−2 und x +3t = 2,

also wenn (x , t ) = (0,2/3).

(d) Die Anfangssingularitäten liegen bei x =±2. Diese werden entlang der Charakteristiken

transportiert. Die Lösung ist in C2 für alle Punkte, die nicht auf den 4 Geraden

x ±3t =−2, x ±3t = 2

liegen.
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Theorem 6.2 Es sei T > 0 fixiert. Ferner seien x ∈R und 0≤ t ≤ T , u 0 ∈C2(R), u 1 ∈C1(R).
Dann ist das AWP (6.17) ein korrekt gestelltes Problem, u ist dann eine klassische Lösung.

Beweis. Die d’Alembertsche Formel garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von u ∈C2(R×
(0,∞)) ∩C1(R ∩ [0,∞)). Andererseits erhalten wir für u 0 ∈ C(R) und lokal-integrierbares u 1

eine verallgemeinerte Lösung.

Wir müssen noch Stabilität zeigen. Es seien u und ũ Lösungen des AWP mit den Anfangsbe-

dingungen u 0, u 1 bzw. ũ 0, ũ 1, wobei

|u 0(x )− ũ (x ) |<δ, |u 1(x )− ũ 1(x ) |<δ

für alle x ∈R. Dann gilt für alle x ∈R und 0≤ t ≤ T :

|u (x , t )− ũ (x , t ) |

≤ 1

2
|u 0(x +a t )− ũ 0(x +a t ) |+ 1

2
|u 0(x −a t )− ũ 0(x −a t ) |+ 1

2a

∫ x+a t

x−a t

��u 1(y )− ũ 1(y )
�� dy

≤δ+ 1

2a
2a tδ≤ (1+T )δ.

Wählt man also zu gegebenem ǫ > 0, δ = ǫ/(1+ T ), so hat man für alle 0 ≤ t ≤ T und alle

x ∈R
|u (x , t )− ũ (x , t ) |< ǫ.

Dies beweist die Stabilität des Problems.

Bemerkung 6.5 (a) Das AWP ist nicht korrekt gestellt im BereichR×R+, also für alle t ∈R+.

(b) Auch für T < t < 0 ist das AWP korrekt gestellt. Physikalisch bedeutet dies, dass Schwin-

gungsprozesse reversibel sind.

(b) Die endliche Saite

Wir betrachten das folgende Rand-Anfangswertproblem (RAWP), bei dem sowohl Anfangs-

werte (Anfangsauslenkung und Anfangsimpuls) gegeben sind, wie auch Randbedingungen,

die für alle t gelten.

u t t = a 2ux x , 0≤ x ≤ l , t > 0,

u (0,x ) = u 0(x ), 0≤ x ≤ l

u t (0,x ) = u 1(x ), 0≤ x ≤ l ,

u (0, t ) = u (l , t ) = 0, t > 0.

(6.19)

In diesem Fall handelt es sich um eine eingespannte Saite der Länge l . Angenommen, die

gegebenen Funktionen u 0 ∈C2([0, l ]) und u 1 ∈C1([0, l ]) erfüllen die Bedingungen

u 0(0) = u 0(l ) = 0, u 1(0) = u 1(l ) = 0, u ′′0 (0) = u ′′0 (l ) = 0. (6.20)



48 6 Partielle Differentialgleichungen I — Einführung

−l 0 l

Um das RAWP zu lösen de-

finieren wir neue Funktio-

nen ũ 0 und ũ 1, die auf ganzR definiert sind wie folgt:

zunächst setzten wir beide

Funktionen auf [−l , l ] als

ungerade Funktionen fort,

also ist ũ i (−x ) = −u i (x ),

i = 0,1. Dann setzen wir ũ i

als 2l -periodische Funktio-

nen auf ganzR fort.

Durch die Randwerte 0, werden ũ 0 und ũ 1 stetig. Durch die ungerade Fortsetzung bei 0,

existieren die ersten Ableitungen von ũ 0 und ũ 1 und sind stetig bei 0 und l und −l . Die

obige Annahme u ′′0 (0) = u ′′0 (l ) = 0 sichert schließlich, dass ũ 0 ∈C2(R). Setzt man

u (x , t ) =
1

2
(ũ 0(x +a t )+ ũ 0(x −a t )) +

1

2a

∫ x+a t

x−a t

ũ 1(y )dy ,

dann löst u (x , t ) das RAWP.



Kapitel 7

Distributionen

7.1 Einführung — Testfunktionen und Distributionen

In diesem Abschnitt werden die Distributionen eingeführt. Distributionen nennt man auch

verallgemeinerte Funktionen. Sie haben eine Reihe von sehr schönen Eigenschaften: Dis-

tributionen sind beliebig oft differenzierbar, man kann die partiellen Ableitungen beliebig

vertauschen (Schwarz’ Lemma gilt uneingeschränkt), Distributionenfolgen verhalten sich

„angenehm“ gegenüber Differentiation oder Summation. Wir benutzen später die Distribu-

tionen um verallgemeinerte Anfangswertprobleme für die Wärmeleitungsgleichung und für

die Wellengleichung aufzuschreiben. Hier spielt die Fundamentallösung eines Differential-

operators eine wichtige Rolle — erst mit Hilfe der Distributionen kann dieser Begriff sauber

definiert werden.

Verallgemeinerte Funktionen traten erstmals in der Quantenmechanik auf und wurden dort

von P. Dirac studiert. Er benutzte systematisch, die nach ihm benannte δ-Funktion, die wir

besser als δ-Distribution bezeichnen. Die mathematischen Grundlagen dieser Theorie wur-

den unabhängig voneinander von S. L. Sobolev (1936) und L. Schwartz (1950, 1915 – 2002)

gelegt.

Eine gute Einführung ist das Buch von W. Walter [Wal74] und das von O. Forster [For81, § 17].

Ausführlichere Darstellungen findet man in H. Triebel (vorhanden in deutsch und englisch)

[Tri92], V. S. Wladimirow [Wla72] und in Gelfand/Schilow (drei Bände) [GS69, GS64].

7.1.1 Motivation

Distributionen verallgemeinern den Funktionsbegriff Sie sind lineare Funktionale auf gewis-

sen Testfunktionenräumen. Mit Hilfe von Distributionen kann man mathematisch korrekt

Punktmassen und Punktladungen beschreiben sowie die Potentiale der einseitigen oder der

doppelten Schicht, siehe etwa [Arn04, S. 92].

Die Grundidee ist, dass man einer hinreichend „guten“ Funktion f ein lineares Funktional

Tf auf den TestfunktionenD wie folgt zuordnet

Tf

�
ϕ
�
=

∫R f (x )ϕ(x )dx , ϕ ∈D . (7.1)

49
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Auf der linken Seite benutzten wir die Klammerschreibweise um eine duale Paarung von

linearen Räumen zu symbolisieren. Es handelt sich hierbei nicht um ein Skalarprodukt, da

die linke und rechte Seite aus verschiedenen Räumen kommen.

Allgemein bezeichnet die Klammer T
�
ϕ
�

die Berechnung des linearen Funktionals T auf der

Testfunktionϕ. Wir schreiben dafür auch T (ϕ).

Was wir von der Korrespondenz f ↔ Tf erwarten sind die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Zuordnung sollte injektiv sein, d. h: verschiedenen Funktionalen Tf sollen auch

verschieden Funktionen f entsprechen. Um dies zu erreichen, muss der Testfunktio-

nenraum hinreichend groß sein.

(b) Die Klasse der Funktionen f , denen eine Distribution Tf entspricht, sollte zumindest

alle stetigen Funktionen enthalten. Wenn man jedoch an die Polynome f (x ) = x n

denkt, so ergibt sich hieraus, dass die Funktion f (x )ϕ(x ) auf R integrierbar sein soll,

also muss x nϕ(x )∈ L1(R). Da Polynome nicht in L1(R) liegen, müssen die Funktionen

ϕ sehr schnell sehr klein werden für x →∞. Dafür gibt es grob gesagt zwei Möglich-

keiten: man nimmt nur die Funktionenϕ, die außerhalb einer gewissen vonϕ abhän-

gigen kompakten Menge Null werden. Dies führt auf die Testfunktionen D (R). Dann

ist Tf genau dann wohldefiniert, wenn f über jeder kompakten Teilmenge vonR inte-

grierbar ist. Diese Funktionen f nennt man lokal integrierbar aufR.

Zum anderen kann man als Testfunktionen ϕ die schnell fallende Funktionen ϕ(x )

nehmen, genauer gesagt soll gelten

sup
x∈R ��x n ϕ(x )

��<∞

für alle natürlichen Zahlen n ∈Z+. Diese Funktionen sind die sogenannten Schwartz-

raumfunktionen ausS (R).
(c) Wir wollen, dass Tf beliebig oft differenzierbar ist, selbst wenn f unstetig ist. Außer-

dem sollte für f ∈C1(R) gelten (Tf )
′ = Tf ′ . Dazu müssen wir dem Ausdruck

∫R f ′(x )ϕ(x )dx , ϕ ∈D

einen Sinn geben. Benutzt man aber die partielle Integration und dass ϕ(+∞) =
ϕ(−∞) = 0, so ist obiger Ausdruck gleich −

∫R f (x )ϕ′(x )dx . Das heißt, anstelle von

f differenzieren wir die Testfunktionϕ.

Daher ist das Funktional Tf ′ sinnvoll definiert so lange f ϕ′ integrierbar ist. Da wir f

beliebig oft differenzieren wollen, benötigen wir Testfunktionenϕ, die beliebig oft dif-

ferenzierbar sind, ϕ ∈C∞(R).
Durch die Bedingungen (b) und (c) wird der Testfunktionenraum hinreichend klein.
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7.1.2 Der TestfunktionenraumD (Rn )

(a) Der Träger einer Funktion und der RaumD (Rn )

Definition 7.1 Es sei f :Rn →C eine komplexwertige Funktion. Als Träger von f bezeichnet

man die Menge

supp f := {x ∈Rn | f (x ) 6= 0} (Abschluss der Menge).

Bemerkung 7.1 (a) Der Träger supp f ist stets abgeschlossen; er ist die kleinste abgeschlos-

sene Menge M , so dass für alle Punkte außerhalb M gilt f (x ) = 0.

(b) In einer kleinen Umgebung jedes außerhalb des Trägers gelegenen Punktes ist die Funk-

tion identisch Null: x0 6∈ supp f genau dann wenn es ein ǫ > 0 gibt mit f ≡ 0 in Uǫ(x0).

(c) Der Träger supp f ist genau dann kompakt, wenn er beschränkt ist.

Beispiel 7.1 (a) supp sin= supp tan=R.

(b) Es sei f : (−1,1)→R, f (x ) = x (1−x ). Dann gilt supp f = [−1,1].

(c) Die charakteristische Funktion χM hat als Träger M , den Abschluss von M .

(d) Es sei g = χ[0,1] die charakteristische Funktion des Intervalls [0,1] und f (x ) =

3g (x −10)+4g
�

x+4
2

�
. Dann ist supp f = [−4,−2]∪ [10,11].

Definition 7.2 Der Raum der Testfunktionen D (Rn ) besteht aus allen C∞-Funktionen mit

kompaktem Träger:

D (Rn ) :=C∞0 (Rn ) := { f ∈C∞(Rn ) | supp f ist kompakt}.

Die Elemente nennt man mitunter auch finite Testfunktionen.

−1 1

c/e

h(t)

Wir wollen uns überlegen, ob es überhaupt

von Null verschiedene Testfunktionen gibt.

Dazu betrachten wir die sogenannte Hutfunk-

tion

h(t ) =

(
c e−

1
1−t 2 , | t |< 1,

0, | t | ≥ 1.

Die Konstante c ist dabei so gewählt, dass
∫Rh(t )dt = 1. Die Funktion h ist stetig aufR.

Aus Übungsaufgabe 7.3 folgt, dass h sogar beliebig oft differenzierbar ist mit h (k )(−1) =

h (k )(1) = 0 für alle k ∈N. Natürlich ist supph = [−1,1]. Folglich ist h ∈D (R) eine Testfunkti-

on. Hieraus folgt, dass die imRn gegebene Funktion

h(x ) =

(
cn e

− 1

1−‖x‖2 , ‖x‖< 1,

0, ‖x‖ ≥ 1.

zu D (Rn ) gehört, wobei ihr Träger die abgeschlossenen Einheitskugel ist. Die Konstante cn

ist so gewählt, dass

∫Rn

h(x )dx =

∫

U1(0)

h(x )dx = 1.
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Es sei ǫ > 0. Wir setzen

hǫ(x ) =
1

ǫn
h

�
x

ǫ

�
.

Dann gilt supphǫ =U ǫ(0) und

∫Rn

hǫ(x )dx =
1

ǫn

∫

Uǫ (0)

h

�
x

ǫ

�
dx =

∫

U1(0)

h(y )dy = 1.

Bisher haben wir nur eine einzige Testfunktion aus D (Rn ) konstruiert, nämlich h(x ) und

natürlich die Skalierungen hǫ Mit ihrer Hilfe können wir

(a) den Träger einer beliebigen integrablen Funktion auf ein gegebenes abgeschlossenes

Intervall [a−ǫ,a+ǫ] beschränken, indem wir f durch f hǫ(x−a ) ersetzen, welche den

Träger in Uǫ(a ) hat.

(b) f glätten.

(b) Glättung

Durch Glättung können wir uns einen sehr reichhaltigen Vorrat an Funktionen verschaffen,

die den Testfunktionenraum D für unsere Bedürfnisse groß genug machen. Insbesondere

können wir jede integrierbare Funktion in der Lp -Norm durch glatte (C∞) Funktionen ap-

proximieren.

Wir benutzten die Funktion hǫ, für eine von S. L. Sobolev eingeführte Glättungsmethode.

Definition 7.3 (a) Es seien f , g ∈ L1(Rn ). Wir definieren das Faltungsprodukt, oder einfach

die Faltung, f ∗ g durch

( f ∗ g )(x ) =

∫Rn

f (y )g (x − y )dy =

∫Rn

f (x − y )g (y )dy = (g ∗ f )(x ).

Man kann zeigen, dass f ∗ g (x ) fast überall x ∈ Rn definiert ist und es gilt


 f ∗ g




L1 ≤

 f




L1



g




L1 .

(b) Wir definieren die Glättung f ǫ von f durch

f ǫ = f ∗hǫ.

Man beachte, dass

f ǫ(x ) =

∫Rn

hǫ(x − y ) f (y )dy =

∫

Uǫ(x )

hǫ(x − y ) f (y )dy . (7.2)

Grob gesagt ist f ǫ(x ) ein gewichteter Mittelwert von f in der ǫ-Umgebung von x . Aus dem

Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt nämlich für eine in Uǫ(x0) stetige Funktion f

f ǫ(x0) =

∫

Uǫ(x0)

f (y )hǫ(x0− y )dy = f (ξ)

∫

Uǫ(x0)

hǫ(x0− y )dy = f (ξ)

∫

Uǫ(0)

hǫ(y )dy = f (ξ).
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2

1−

1

2+1ε 1+ ε 22− ε ε

Sei etwa f = χ[1,2]. Die Glättung f ǫ sieht dann

folgendermaßen aus

f ǫ(x ) =





0, x < 1− ǫ,

∗, 1− ǫ < x < 1+ ǫ,

1, 1+ ǫ < x < 2− ǫ,

∗, 2− ǫ < x < 2+ ǫ,

0, 2+ ǫ < x ,

wobei der ∗ eine glatte Funktion zwischen 0 und 1 bedeutet.

Lemma 7.1 Wenn f ∈ L1(Rn ), so f ǫ ∈C∞(Rn ).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall n = 1, f ∈ L1(R). Wir wenden IV.3.2. Satz auf die Funktion

F (y , t ) = f (y )hǫ(t−y ) an. Da hǫ stetig und beschränkt ist, ist F (y , t ) für alle t integrierbar. Für

alle fixierten y ist F (y , t ) nach t differenzierbar und
��Ft (y , t )

��≤
�� f (y )

�� ��h ′ǫ(t − y )
�� ist ebenfalls

integrierbar. Somit ist G (t ) =
∫R F (y , t )dy differenzierbar und

G ′(t ) =
d

dt

∫R F (y , t )dy =

∫R ∂∂ t
F (y , t )dy .

In unserem Falle ist also f ′ǫ(x ) =
∫R f (y )h ′ǫ(x − y )dy . Die Existenz der höheren Ableitungen

f
(k )
ǫ (x ) folgt analog.

Bemerkung 7.2 (a) Es gilt f ǫ→ f in L1(Rn ) für ǫ→ 0.

(b) C0(Rn )⊂ L1(Rn ) liegt dicht in L1 bezüglich der L1-Norm. Das heißt, für alle f ∈ L1(Rn )und

ǫ > 0 gibt es eine Funktion g ∈C0(Rn )mit kompaktem Träger supp g und
∫Rn

�� f − g
�� dx < ǫ.

(Beweisidee). (1) Jede L1-Funktion kann durch L1 -Funktionen mit kompaktem

Träger approximiert werden.

(2) Jede integrable Funktion mit kompaktem Träger kann durch Treppenfunktio-

nen mit kompaktem Träger approximiert werden.

(3) Jede Treppenfunktion mit kompaktem Träger kann approximiert werden

durch Treppenfunktionen zu endlich vielen Rechtecken.

(4) Jede charakteristische Funktion von einem Rechteck χQ , wobei Q ein abge-

schlossenes Rechteck ist, kann durch eine solche Folge von Funktionen mit kom-

paktem Träger approximiert werden:

f n (x ) =max{0,n d (x ,Q)}, n ∈N,

wobei d (x ,Q) den Abstand des Punktes x vom Rechteck Q bedeutet. Man be-

achte, dass f n gleich 1 ist innerhalb von Q und 0 außerhalb von U1/n (Q). Diese

Funktion ist stetig.

(c) C∞0 (Rn )⊂ L1(Rn ) ist dicht.
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(c) Konvergenz im RaumD

Notationen. Für x ∈Rn und einen Multi-Index α ∈Nn
0 , α= (α1, . . . ,αn ), sei

|α |=α1+α2+ · · ·+αn ,

α!=α1! · · ·αn !

xα = xα1

1 xα2

2 · · ·xαn
n ,

Dαu (x ) =
∂ |α |u (x )

∂ xα1

1 · · ·∂ x
αn
n

.

So ist zum Beispiel für α= (2,0,2) und u ∈ C4(R3), |α | = 4 die Ordnung der partiellen Ablei-

tung und Dαu (x ) = ux1x1x3x3(x ).

Es ist klar, dass D (Rn ) ein linearer Raum ist. Wir wollen einen Konvergenzbegriff in D ein-

führen, der nicht auf eine Norm oder Metrik zurückzuführen ist.

Definition 7.4 Eine Folge (ϕk (x )) von Testfunktionen aus D (Rn ) konvergiert gegen eine

Testfunktionϕ ∈D (Rn ), falls es

(a) eine kompakte Menge K ⊆Rn derart gibt, dass suppϕk ⊆ K für alle k ∈N und

(b) Dαϕk⇉Dαϕ, gleichmäßig auf K für alle Multiindizesα .

Wir bezeichnen diese Art der Konvergenz durch ϕn −→D ϕ.

Für eine stetige Familie {ϕǫ | λ ∈ R} schreiben wir ϕǫ −→D ϕ, für ǫ → 0, ϕ ∈ D (Rn ), falls für

alle Folgen ǫk → 0 für k →∞ gilt ϕǫk
−→
D
ϕ für k →∞ im RaumD (Rn ).

Beispiel 7.2 Es sei ϕ ∈ D (R), ϕ 6= 0 eine fixierte Testfunktion; wir betrachten eine Folge

(ϕk (x )) von Testfunktionen, die wie folgt definiert sind:

(a)ϕk (x ) =

�
ϕ(x )

k

�
. Diese Folge konvergiert punktweise und gleichmäßig und auch inD (R)

gegen Null. Es ist suppϕk = suppϕ für alle k ∈N. Es konvergieren alle Ableitungen gleich-

mäßig gegen 0. Folglich ist ϕk −→D 0.

(b) ϕk (x ) =
ϕ(x/k )

k
. Diese Folge konvergiert nicht gegen 0 inD , da für den Träger der Funk-

tion ϕk gilt supp (ϕk ) = k supp (ϕ), k ∈ N, diese sind in keiner gemeinsamen kompakten

Menge enthalten.

(c) ϕk (x ) =
ϕ(k x )

k
. Diese Folge konvergiert gleichmäßig gegen 0 aufR, da

|ϕ(k x ) |
k
≤ C /k mit

C = sup
��ϕ(y )

��. Ist jedoch 0∈ suppϕ undϕ′′(0) 6= 0, so konvergieren die zweiten Ableitungen

ϕ′
k
(x ) =ϕ′(k x ),ϕ′′

k
(x ) = kϕ′′

k
(k x ) nicht einmal punktweise bei x0 = 0. Also giltϕk 6−→D 0.

Man beachte, dass es keine Metrik inD gibt, für die obige Art der Folgenkonvergenz mit der

Konvergenz im metrischen Raum übereinstimmte.
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7.2 Die DistributionenD ′(Rn )

Definition 7.5 Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) ist ein stetiges lineares

Funktional auf dem TestfunktionenraumD (Rn ). Dabei heißt das lineare Funktional T stetig

auf D (Rn ), falls für alle Folgen (ϕk ), ϕk ∈ D (Rn ), die in D (Rn ) gegen eine Funktion ϕ ∈
D (Rn ) konvergieren,ϕk −→D ϕ, gilt T

�
ϕk

�
→ T

�
ϕ
�

inC.

Die Menge der Distributionen aufD (Rn ) bezeichnen wir mitD ′(Rn ) oder kurz mitD ′.

Die Auswertung einer Distribution auf T ∈ D ′ auf einer Testfunktion ϕ ∈ D bezeichnen wir

mit T
�
ϕ
�

oder mit



T , ϕ
�

. Zwei Distributionen T1 und T2 sind genau dann gleich, wenn

T1

�
ϕ
�
= T2

�
ϕ
�

für alleϕ ∈D .

Bemerkung 7.3 (Charakterisierung der Stetigkeit) (a) Ein lineares Funktional T aufD (Rn )

ist stetig, genau dann, wenn ausϕk −→D 0 folgt, dass T
�
ϕk

�
→ 0 inC. Das heißt, die Stetigkeit

in 0 genügt bereits für die globale Stetigkeit. Es ist klar, dass die Stetigkeit, die Stetigkeit in 0

impliziert. Sei nun ϕk −→D ϕ. Dann ist (ϕk −ϕ) −→D 0 und somit T
�
ϕk −ϕ

�
→ 0 für k →∞.

Wegen der Linearität von T folgt hieraus T
�
ϕk

�
→ T

�
ϕ
�

und T ist stetig.

(b) Ein lineares Funktional T aufD (Rn ) ist genau dann stetig, wenn

∀K ⊂Rn

K kompakt
∃C > 0 ∃ l ∈N0 ∀ ϕ ∈D

suppϕ⊂K

:
��T
�
ϕ
� ��≤C · sup

x∈K , |α |≤l

��Dαϕ(x )
�� . (7.3)

Wir beweisen, dass dieses Kriterium (7.3) tatsächlich die Stetigkeit von T zur Folge hat. Sei

dazu ϕk −→D 0 für k → ∞. Dann existiert eine gemeinsame kompakte Menge K ⊂ Rn mit

suppϕk ⊆ K für alle k ∈N. Nach dem Kriterium gibt es eine Konstante C > 0 und ein l ∈Z+
mit

��T
�
ϕk

� �� ≤ C sup
��Dαϕk (x )

��, wobei das Supremum über alle x ∈ K und über alle Multi-

indizes α mit |α | ≤ l genommen wird. Da Dαϕk⇉ 0 gleichmäßig auf K für alle α, erhalten

wir insbesondere sup
��Dαϕk (x )

��−→ 0 für as k →∞. Dies beweist T
�
ϕk

�
→ 0 und somit ist T

stetig.

Der Beweis der anderen Richtung ist etwa in [Tri92, Satz 4.4, S. 55]. Wenn es eine konstan-

te, von K unabhängige kleinste derartige Zahl l ∈N gibt, so nennt man l die Ordnung der

Distribution T .

(c)D ′(Rn ) ist ein linearer Raum.

7.2.1 Reguläre Distributionen

Eine große Klasse von Distributionen ausD ′ werden durch gewöhnliche Funktionen f über

die Korrespondenz f ↔ Tf gegeben, die definiert ist durch Tf

�
ϕ
�
=

∫R f (x )ϕ(x )dx . Dabei

suchen wir eine möglichst viele Funktionen f , für die die rechte Seite noch erklärt ist.

Definition 7.6 Eine Funktion f :Rn → C heißt lokal-integrierbar, falls f über jeder kom-

pakten Teilmenge von Rn integrierbar ist. Die Menge der lokal-integrierbaren Funktionen

aufRn bezeichnen wir mit L1
loc(Rn ) oder kurz L1

loc.

L1
loc(Rn ) = { f :Rn →C | f ist messbar und ∀ K ⊂Rn

K ist kompakt
:

∫

K

�� f
�� dx <∞}.
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Beispiel 7.3 (a) C(Rn )⊂ L1
loc(Rn )

(b) L1(Rn )⊆ L1
loc(Rn ).

(c) f (x ) =
1

x
ist nicht lokal-integrierbar f 6∈ L1

loc(R), da
∫ 1

0

dx

x
=+∞ – f ist über der kompakten

Menge [0,1] nicht integrierbar.

Bemerkung 7.4 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) f ∈ L1
loc(Rn ).

(b) Für jedes R > 0 gilt f ∈ L1(UR (0)).

(c) Für jedes x0 ∈Rn gibt es ein ǫ > 0, sodass f ∈ L1(Uǫ(x0)).

Lemma 7.2 (Definition) Es sei f ∈ L1
loc(Rn ) lokal-integrierbar. Dann ist Tf ∈D ′(Rn ) eine Dis-

tribution.

Wenn es zur Distribution T eine lokal-integrierbare Funktion g ∈ L1
loc gibt mit T = Tg , so heißt

T regulär. Andernfalls heißt T singulär.

Beweis. Zunächst ist Tf ein lineares Funktional aufD , denn der Multiplikationsoperatorϕ 7→
f ϕ ist linear und die Integration ein lineares Funktional.

Wir zeigen die Stetigkeit mittels (7.3): Sei dazu K ⊆ Rn kompakt. Wir setzen C =
∫

K

�� f
�� dx

und l = 0. Dann gilt für alleϕ ∈D (Rn )mit suppϕ ⊂ K :

��Tf

�
ϕ
� ��=

����

∫Rn

f (x )ϕ(x )dx

����≤
∫

K

�� f (x )
�� ��ϕ(x )

�� dx ≤ sup
x∈K

��ϕ(x )
��
∫

K

�� f (x )
�� dx =C sup

x∈K

��ϕ(x )
�� ,

wobei C =
∫

K

�� f
�� dx <∞ existiert, da f ∈ L1

loc. Damit ist die Bedingung (7.3) mit l = 0 erfüllt

— Tf ist stetig und damit Tf ∈D ′(Rn ).

Beispiel 7.4 Es sei ϕ ∈D (R). Dann ist

(a) T (ϕ) =
∫Rϕ(x )dx regulär mit f (x ) = 1, T = Tf .

(b) T (ϕ) =
∫ 2

−1
ϕ(x )dx ist regulär mit f (x ) =χ[−1,2] und T = Tf .

(c) T (ϕ) =
∫Rϕ′(x )dx = 1 ·ϕ(x )

��∞
−∞−

∫R1′ ·ϕ(x ) = 0. Also ist T = 0 regulär mit f = 0.

(d) T (ϕ) =
∫∞

0
ϕ′(x )dx =−ϕ(0) ist nicht regulär, wie wir unten sehen werden.

Lemma 7.3 (Du Bois–Reymond/ Fundamentallemma der Variationsrechnung) Es sei Ω ⊆Rn ein Gebiet. Es sei f ∈ L1
loc(Rn ) und Tf

�
ϕ
�
= 0 für alle ϕ ∈D (Rn )mit suppϕ ⊂Ω.

Dann ist f = 0 fast überall in Ω.

Beweis. Wir betrachten der Einfachheit halber nur n = 1 undΩ = (−π,π). Sei ǫ mit 0< ǫ < π

fixiert. Ferner sei ϕk (x ) = e−ik x hǫ(x ) für alle k ∈Z. Dann gilt suppϕk ⊂ [−π,π]. Da sowohl ex

als auch hǫ(x ) zu C∞(R) gehören, giltϕk ∈D (R) und

ck = Tf

�
ϕk

�
=

∫ π

−π
f (x )e−ik x hǫ(x )dx = 0, k ∈Z.
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Das heißt, alle Fourierkoeffizienten von f hǫ ∈ L2[−π,π] verschwinden. Wegen der Parse-

valschen Gleichung folgt hieraus f hǫ = 0 in L2(−π,π). Daraus folgt, dass f hǫ = 0 f. ü. in

(−π,π). Da hǫ > 0 auf (−π,π) folgt f = 0 f. ü. auf (−π,π).

Bemerkung 7.5 Das obige Lemma zeigt, dass die Zuordnung f 7→ Tf injektiv ist. In der Tat,

seien f 1 und f 2 lokal integrierbar und Tf 1 = Tf 2 . Dann folgt f 1 = f 2 f. ü.; also ist die Abbildung

injektiv. Daher können wir über diese Abbildung f 7→ Tf die lokal-integrierbaren Funktionen

einbetten in den Raum der Distributionen.

7.2.2 Andere Beispiele für Distributionen

Lemma 7.4 (Definition) Für ϕ ∈ D (Rn ) und fixiertes a ∈ Rn definieren wir die δ-

Distribution δa über

δa

�
ϕ
�
=ϕ(a ).

Dann gilt δa ∈D ′(Rn ) und δa ist singulär.

Beweis. Die Linearität von δa ist unmittelbar klar. Wir müssen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei

ϕk −→D 0; insbesondere gilt punktweise ϕk (x )→ 0 für alle x . Also gilt insbesondere δa (ϕk ) =

ϕn (a )→ 0 für k →∞. Somit istδa stetig und damitδa ∈D ′(Rn ). Wir benutzen mitunter auch

die Bezeichnung δ(x −a ) für δa und δ für δ0 bzw. δ(x ).

Der Einfachheit halber sei a = 0. Wir zeigen indirekt, dass δ singulär ist. Angenommen, es

gibt eine Funktion f ∈ L1
loc(Rn ) gibt, so dass δ= Tf . Dann giltϕ(0) =

∫Rn f (x )ϕ(x )dx .

1. Beweis. Es sei Ω ⊂Rn eine offene Teilmenge, die die 0 nicht enthält. Angenommen, ϕ ∈
D (Rn ) mit suppϕ ⊂ Ω. Insbesondere ist wegen 0 6∈ suppϕ, ϕ(0) = 0. Das bedeutet, dass∫Rn

f (x )ϕ(x ) =
∫
Ω

f (x )ϕ(x )dx = 0. Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung

ist dann f = 0 f. ü. in Ω. Da Ω eine beliebige offene Menge war, die den Ursprung nicht

enthält, gilt f = 0 f. ü. inRn \{a} und damit f = 0 f. ü. inRn . Das bedeutet aber, dass Tf = 0

inD ′(Rn ). Es ist aber δ 6= 0 — ein Widerspruch.

2. Beweis. Wegen f ∈ L1
loc gibt es ein ε> 0 mit

d :=

∫

Uε(0)

�� f (x )
�� dx < 1.

Setzt man ϕ(x ) = h(x/ǫ)mit der Hutfunktion h , so gilt suppϕ =Uǫ(0) und supx∈Rn

��ϕ(x )
��=

ϕ(0)> 0, sodass
����

∫Rn

f (x )ϕ(x )dx

����≤ sup
��ϕ(x )

��
∫

Uǫ(0)

�� f (x )
�� dx =ϕ(0)d <ϕ(0).

Dies widerspricht aber
���
∫Rn

f (x )ϕ(x )dx

���=
��ϕ(0)

��=ϕ(0).

Analog kann man zeigen, dass

T
�
ϕ
�
=Dαϕ(a ), a ∈Rn , ϕ ∈D (Rn )



58 7 Distributionen

eine singuläre Distribution ausD ′(Rn ) definiert.

Die Distribution

T
�
ϕ
�
=

∫Rn

f (x )Dαϕ(x )dx , f ∈ L1
loc,

kann regulär oder singulär sein, was von Eigenschaften von f abhängt.

Da durch Tf , f ∈ L1
loc bzw. δa Masseverteilungen oder Ladungsverteilungen definiert werden

können, nannte L. Schwartz diese Objekte Distributionen (Verteilungen).

7.2.3 Konvergenz inD ′(R)
Definition 7.7 Eine Folge (Tk ), Tk ∈ D ′(Rn ), konvergiert gegen T ∈ D ′(Rn ), falls für alle ϕ ∈
D (Rn ) gilt

lim
k→∞

Tk (ϕ) = T (ϕ).

Wir schreiben in diesem Fall limk→∞Tk = T . Analog heißt die stetige Familie Tǫ, ǫ > 0, von

Distributionen ausD ′(Rn ) konvergent gegen T ∈D ′(Rn ) für ǫ→ 0, limǫ→0 Tǫ = T , falls für alle

Testfunktionenϕ ∈D (Rn ) gilt limǫ→0 Tǫ(ϕ) = T (ϕ).

Mit diesem Konvergenzbegriff istD ′(Rn ) ein vollständiger Raum, siehe auch [Wal02, p. 39].

Mit Hilfe dieses Konvergenzbegriffs gibt es viele Möglichkeiten, die singuläre Distribution δ

durch eine Folge regulärer Distributionen zu approximieren.

Beispiel 7.5 Es sei f = 1
2
χ[−1,1] und f ǫ(x ) =

1
ǫ

f
�

x

ǫ

�
die Skalierung von f :R→R. Es gilt also,

f ǫ = 1/(2ǫ)χ[−ǫ,ǫ]. Wir zeigen, dass Tf ǫ → δ für ǫ→ 0 inD ′(R).
Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt für alleϕ ∈D (R)

Tf ǫ (ϕ) =
1

2ǫ

∫Rχ[−ǫ,ǫ]ϕdx =
1

2ǫ

∫ ǫ

−ǫ
ϕ(x )dx =

1

2ǫ
2ǫϕ(ξǫ) =ϕ(ξǫ),

wobei ξǫ ∈ [−ǫ,ǫ] eine geeignete Zahl dieses Intervalls ist. Da ϕ stetig bei 0 ist, konvergiert

ϕ(ξǫ) gegen ϕ(0) für ǫ→ 0, denn ξǫ geht gegen 0 für ǫ→ 0. Also ist

lim
ǫ→0

Tf ǫ (ϕ) =ϕ(0) =δ(ϕ).

Das zeigt die Konvergenz gegen δ.

Das folgende Lemma verallgemeinert dieses Beispiel.

Lemma 7.5 Es sei f ∈ L1(R)mit
∫R f (x )dx = 1. Für ǫ > 0 definieren wir die skalierte Funktion

f ǫ(x ) =
1
ǫ

f
�

x

ǫ

�
.

Dann gilt lim
ǫ→0+0

Tf ǫ =δ inD ′(R).
Beweis. Nach Variablentransformation y = x/ǫ erhalten wir

∫R f ǫ(x )dx = 1 für alle ǫ > 0.

Zum Beweis der Aussage müssen wir für alleϕ ∈D zeigen, dass
∫R f ǫ(x )ϕ(x )dx −→ϕ(0) =

∫R f ǫ(x )ϕ(0)dx für ǫ→ 0;
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oder, äquivalent dazu,

����

∫R 1

ǫ
f

�
x

ǫ

�
(ϕ(x )−ϕ(0)) dx

����−→ 0, für ǫ→ 0.

Mit obiger Variablentransformation, y = x

ǫ
, dx = ǫdy geht das obige Integral über in

����

∫R 1

ǫ
f (y )(ϕ(ǫy )−ϕ(0))ǫdy

����=
����

∫R f (y )(ϕ(ǫy )−ϕ(0))dy

���� .

Daϕ bei 0 stetig ist, ist für alle fixierten y , die Familie von Funktionen (ϕ(ǫy )−ϕ(0)) konver-

gent gegen 0 für ǫ → 0. Daher geht auch die Familie von Funktionen, g ǫ(y ) = f (y )(ϕ(ǫy )−
ϕ(0)) punktweise gegen 0. Mehr noch, g ǫ hat eine integrable Majorante 2C

�� f
��, wobei C =

sup
x∈R ��ϕ(x ) ��. Nach Lebesgues Theorem über die majorisierte Konvergenz (IV.2.10. Satz) sind

Limes und Integral vertauschbar, daher ist auch der Limes der Integrale für ǫ→ 0+ 0 gleich

Null.

lim
ǫ→0

∫R �� f (y )
�� ��ϕ(ǫy )−ϕ(0)

�� dy =

∫R �� f (y )
�� lim
ǫ→0

��ϕ(ǫy )−ϕ(0)
�� dy = 0.

Die folgenden lokal integrierbaren Funktionenfamilien approximieren δ für ǫ→ 0.

f ǫ(x ) =
1

πǫx 2
sin2 x

ǫ
, f ǫ(x ) =

1

π

ǫ

x 2+ ǫ2
, (7.4)

f ǫ(x ) =
1

2ǫ
p
π

e
−

x 2

4ǫ2 , hǫ(x )

f ǫ(x ) =
1

πx
sin

x

ǫ

Alle Familien sind die Skalierungen von f (x ) = f 1(x ). Die ersten vier Familien erfüllen die

Bedingung des Lemmas
∫R f (x )dx = 1, die letzte jedoch nicht, da

�� sinx

x

�� nicht in L1(R) liegt.

Das Lemma gilt aber auch für uneigentliche Riemann-Integrale mit
∫∞
−∞ f (x )dx = 1.

7.2.4 Die DistributionP 1
x

Die Funktion f (x ) = 1
x

ist nicht lokal integrierbar, da
∫
[0,1]

dx

x
= +∞. Daher existiert Tf als

reguläre Distribution nicht. Jedoch können wir einen Ersatz für Tf definieren, der außerhalb

der Null mit
∫

K

ϕ(x )

x
dx überein stimmt,ϕ ∈D (R), suppϕ ⊆ K , 0 6∈ K .

Zur Erinnerung: Der Cauchysche Hauptwert eines uneigentlichen Riemann-Integrals mit ei-

ner Polstelle des Integranten ist definiert wie folgt:

Die Funktion f : [a ,b ] \ {c}→R habe eine Singularität bei c ∈ [a ,b ]. Dann ist

Vp

∫ b

a

f (x )dx := lim
ǫ→0

 ∫ c−ǫ

a

+

∫ b

c+ǫ

!
f (x )dx .
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Man beachte, dass das uneigentliche Riemann-Integral
∫ b

a
f (x )dx definiert ist als Summe

zweier unabhängiger Limiten: limǫ→0

∫ c−ǫ
a

f (x )dx + limη→0

∫ b

c+η
f (x )dx . Beim Cauchyschen

Hauptwert werden beide Grenzwerte gekoppelt. So gilt z.B. Vp
∫ 1

−1

dx

x 2n+1 = 0, n ∈ N, wo-

gegen das uneigentliche Riemann-Integral
∫ 1

−1
f (x )dx nicht definiert ist (und ebenso das

Lebesgue-Integral).

Lemma 7.6 (Definition) Für ϕ ∈D (R), suppϕ ⊆ [−R ,R], setzen wir

F (ϕ) = Vp

∫ ∞

−∞

ϕ(x )

x
dx = lim

ǫ→0

�∫ −ǫ

−R

+

∫ R

ǫ

�
ϕ(x )

x
dx .

Dann ist F wohldefiniert, linear und stetig auf D (R). Wir bezeichnen diese Distribution mit

P 1
x

.

Beweis. Es sei ϕ ∈ D (R) mit suppϕ ⊆ [−R ,R]. Wir definieren eine Hilfsfunktion ψ :R→ R
über

ψ(x ) =

(
ϕ(x )−ϕ(0)

x
, x 6= 0

ϕ′(0), x = 0.

Da ϕ bei 0 differenzierbar ist, gilt ψ ∈ C(R). Da 1
x

eine ungerade Funktion ist, ist
∫ ǫ
−ǫ

dx

x
= 0

und wir erhalten

F (ϕ) = lim
ǫ→0

�∫ −ǫ

−∞
+

∫ ∞

ǫ

�
ϕ(x )

x
dx = lim

ǫ→0

�∫ −ǫ

−R

+

∫ R

ǫ

�
ϕ(x )−ϕ(0)

x
dx

= lim
ǫ→0

�∫ −ǫ

−R

+

∫ R

ǫ

�
ψ(x )dx =

∫ R

−R

ψ(x )dx .

Daψ stetig ist, existiert das obige Integral.

Wir zeigen die Stetigkeit von F . Nach dem Taylorschen Lehrsatz ist,ϕ(x ) =ϕ(0)+xϕ′(ξx ) für

einen geeigneten Wert ξx zwischen x und 0. Also ist

��F (ϕ)
��=

����� limǫ→0

�∫ −ǫ

−∞
+

∫ ∞

ǫ

�
ϕ(x )

x
dx

�����

=

����� limǫ→0

�∫ −ǫ

−R

+

∫ R

ǫ

�
ϕ(0)+xϕ′(ξx )

x
dx

�����

≤
∫ R

−R

��ϕ′(ξx )
�� dx ≤ 2R sup

x∈R ��ϕ′(x ) �� .
Somit ist die Bedingung (7.3) aus Bemerkung 7.3 erfüllt. mit C = 2R und l = 1, so dass F

ein stetiges lineares Funktional auf D (R) ist und somit eine Distribution der Ordnung 1,

F ∈D ′(R).
In der Quantenmechanik sind die sogenannten Sochotzskyschen Formeln von Interesse,

siehe auch [Wla72, S. 76]. Eine Anwendung findet man etwa in der Quantenchromodynamik,http://deposit.ddb.de/
gi-bin/dokserv?idn=959860754&dok_var=d1&dok_ext=pdf&filename=959860754.pdf

http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=959860754&dok_var=d1&dok_ext=pdf&filename=959860754.pdf
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InD ′(R) gilt:

lim
ǫ→0+0

T 1

x + ǫi

=−πiδ+P 1

x
,

lim
ǫ→0+0

T 1

x − ǫi

=πiδ+P 1

x
.

Beweisidee: Man zeige, dass für die Summe und die Differenz der beiden obigen Formeln

gilt

lim
ǫ→0+0

T 2x

x 2+ ǫ2

= 2P 1

x
, lim

ǫ→0+0
T −2iǫ

x 2+ ǫ2

=−2πiδ.

Der zweite Grenzwert folgt sofort aus (7.4). Wir zeigen die erste Formel.

Beweis. Zu zeigen ist, dass limǫ→0 T x

x 2+ ǫ2

−P 1
x
= 0, also dass für alleϕ ∈D (R) gilt

Vp

∫ R

−R

�
xϕ(x )

x 2+ ǫ2
− ϕ(x )

x

�
dx → 0, für ǫ→ 0.

Dies ist äquivalent zu

lim
ǫ→0

Vp

∫ R

−R

−ǫ2ϕ(x )

x (x 2+ ǫ2)
dx = 0.

Mittels Taylorentwicklungϕ(x ) =ϕ(0)+xϕ′(ξx ) und der Tatsache, dassϕ(0)/(x (x 2+ǫ2)) eine

ungerade Funktion ist, so dass Vp
∫Rϕ(0)/(x (x 2+ ǫ2))dx = 0, folgt

ǫ2Vp

∫ R

−R

����
ϕ(0)+xϕ′(ξx )

x (x 2+ ǫ2)

���� dx = ǫ2Vp

∫ R

−R

��ϕ′(ξx )
��

x 2+ ǫ2
dx ≤ ǫ2 sup

��ϕ′
��
∫R dx

x 2+ ǫ2
=Cǫ2 π

ǫ
=Cπǫ.

Diese Term geht für ǫ→ 0 gegen 0.

7.2.5 Rechnen mit Distributionen

Distributionen zeichnen sich dadurch aus, dass man mit ihnen mitunter einfacher rech-

nen kann als mit Funktionen. Wir wollen daher die üblichen Operationen mit Funktionen,

wie Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt, Faltung, Fouriertransformati-

on usw. von Funktionen auf Distributionen übertragen. Unser Allgemeines Prinzip ist dabei

immer dasselbe: Für reguläre Distributionen sollen die für Funktionen bekannten Begriffe

heraus kommen. Es soll also gelten (unter den notwendigen Voraussetzungen an f und g ):

(Tf )
′ = Tf ′ , F (Tf ) = TF f , Tf ∗Tg = Tf ∗g , . . .

Wir wissen bereits, dass man Distributionen aus D ′(Rn ) addieren und skalar vervielfachen

kann, dennD ′ ist ein linearer Raum.
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(a) Multiplikation

Es gibt leider keine Multiplikation T1T2 zweier Distributionen untereinander. Jedoch können

wir ein Produkt a ·T = T ·a , T ∈D ′(Rn ) für a ∈C∞(Rn ) definieren. Was geschieht nämlich im

Falle einer regulären Distribution T = Tf , wenn man a Tf = Ta f fordert?

Ta f

�
ϕ
�
=

∫Rn

a (x ) f (x )ϕ(x )dx =

∫Rn

f (x )a (x )ϕ(x )dx = Tf

�
a ϕ
�

. (7.5)

Es gilt, dass aϕ ∈ D (Rn ) liegt, denn a ∈ C∞(Rn ) und ϕ hat kompakten Träger. Somit hat

auch aϕ kompakten Träger. Also definiert die rechte Seite von (7.5) ein lineares Funktional

aufD (Rn ).

Definition 7.8 Für a ∈C∞(Rn ) und T ∈D ′(Rn ) definieren wir a T ∈D ′(Rn ) durch

a T
�
ϕ
�
= T

�
aϕ
�

und nennen a T das Produkt von a und T .

Wir müssen noch die Stetigkeit zeigen. Angenommen, ϕk −→D 0, dann gilt aϕk −→D 0 für

k →∞. Dann gilt wegen der Stetigkeit von T limk→∞T
�
aϕk

�
= 0; also ist a T stetig.

Beispiel 7.6 (a) xP 1
x
= T1. Tatsächlich gilt für ϕ ∈D (Rn ),

xP 1

x

�
ϕ
�
=P 1

x

�
xϕ(x )

�
= Vp

∫ ∞

−∞

xϕ(x )

x
dx =

∫Rϕ(x )dx = T1

�
ϕ
�

.

(b) Wenn f ∈C∞(Rn ), dann

f (x )δa

�
ϕ
�
=δa

�
f (x )ϕ(x )

�
= f (a )ϕ(a ) = f (a )δa

�
ϕ
�

.

Also gilt f (x )δa = f (a )δa .

(c) Man beachte, dass diese Multiplikation nicht assoziativ ist, denn es gilt

(δ ·x )P 1

x
=
(b)

0 ·P 1

x
= 0, δ

�
x ·P 1

x

�
=
(a)
δ ·T1 = 1 ·δ=δ.

(b) Differentiation

Wir betrachten vorerst nur den Fall n = 1. Es sei f ∈C1(R) eine stetig-differenzierbare Funk-

tion auf R, also erst recht f ∈ L1
loc. Insbesondere definieren Tf und Tf ′ reguläre Distributio-

nen.

Es sei ϕ ∈ D (R)mit suppϕ ⊂ (−R ,R), so dass ϕ(−R) = ϕ(R) = 0. Wir definieren (Tf )
′ := Tf ′ .

Partielle Integration liefert dann

Tf ′
�
ϕ
�
=

∫ R

−R

f ′(x )ϕ(x )dx = f (x )ϕ(x )
��R
−R
−
∫ R

−R

f (x )ϕ′(x )dx

=−
∫ R

−R

f (x )ϕ′(x )dx =−Tf

�
ϕ′
�

,
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Wobei wir ϕ(−R) = ϕ(R) = 0 benutzten. Folglich gilt es für stetig-differenzierbares f ,

T ′
f

�
ϕ
�
= −Tf

�
ϕ′
�

zu definieren. Diese Identität nehmen wir als Rechtfertigung für die all-

gemeine Definition der partiellen Ableitung DαT .

Definition 7.9 Für T ∈ D ′(Rn ) und einen Multi-Index α ∈Nn
0 definieren wir DαT ∈ D ′(Rn )

über

DαT
�
ϕ
�
= (−1)|α |T

�
Dαϕ

�
, ϕ ∈D (Rn )

Die Linearität von Dα ist klar, wir müssen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei ϕk −→D 0 für k →∞.

Nach Definition ist dann auch Dαϕk −→D 0 (gleichmäßige Konvergenz auf ganz Rn ). Da T

stetig ist, gilt T
�

Dαϕk

�
→ 0 für k →∞. Somit ist DαT

�
ϕn

�
→ 0; DαT ist daher ein stetiges

lineares Funktional aufD (Rn ) und gehört somit zuD ′(Rn ).

Man beachte, dass hier, bei der Stetigkeit der Differentiation, zum ersten Mal benutzt wird,

dass bei der Folgenkonvergenz in D (Rn ) alle Ableitungen gleichmäßig konvergieren müs-

sen. Man beachte, dass Distributionen, partielle Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen.

Lemma 7.7 Es sei a ∈C∞(Rn ) und T ∈D ′(Rn ). Dann ist

(a) die Differentiation Dα : D ′ → D ′ eine stetiger linearer Operator auf D ′, das heißt, wenn

Tk → T inD ′ so folgt DαTk →DαT inD ′ für k →∞.

(b)

∂

∂ x i

(a T ) =
∂ a

∂ x i

T +a
∂ T

∂ x i

, i = 1, . . . ,n (Produktregel für partielle Ableitungen).

(c) Für beliebige zwei Multiindizes α und β gilt

Dα+βT =Dα(DβT ) =Dβ (DαT ) (Schwarzsches Lemma).

Beweis. (a) Angenommen Tk → T für k →∞ inD ′, das heißt, für alleψ∈D (Rn ) gilt Tk

�
ψ
�
→

T
�
ψ
�

. Insbesondere gilt dies fürψ=Dαϕ, ϕ ∈D (Rn ). Also gilt

(−1)|α |DαTn

�
ϕ
�
= Tn

�
Dαϕ

�
−→ T

�
Dαϕ

�
= (−1)|α |DαT

�
ϕ
�

.

Da dies für alleϕ ∈D (Rn ) gilt, folgt die Behauptung.

(b) Es sei ϕ ∈D (Rn ). Dann gilt:

a
∂ T

∂ x i

�
ϕ
�
=
∂ T

∂ x i

�
a ϕ
�
=−T

�
∂

∂ x i

�
aϕ
��

=−T
�

a x i
(x )ϕ

�
−T

�
a
∂ ϕ

∂ x i

�
=−a x i

T
�
ϕ
�
−a T

�
∂ ϕ

∂ x i

�

=−a x i
T
�
ϕ
�
+
∂

∂ x i

(a T )
�
ϕ
�
=

�
−a x i

T +
∂

∂ x i

(a T )

��
ϕ
�

.

Streicht man auf beiden Seiten das Argumentϕ, so erhält man die Behauptung.

(c) Der Beweis verläuft ähnlich wie in (a) und (b) und benutzt Dα+βϕ =Dα(Dβϕ) für ϕ ∈D .

Man beachte, dass die Differentiation d: C1(R) → C(R) oder im Hilbertraum d: C1(R) ⊂
L2(R)→ L2(R) nicht stetig ist.
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Beispiel 7.7 (a) Es sei a ∈Rn , f ∈ L1
loc(Rn ), ϕ ∈D (Rn ). Dann gilt

Dαδa

�
ϕ
�
= (−1)|α |δa

�
Dαϕ

�
= (−1)|α |Dαϕ(a )

DαTf

�
ϕ
�
= (−1)|α |

∫Rn

f (x )Dαϕ(x )dx .

(b) Die sogenannte Heavisidefunktion H (x ) ist definiert als charakteristische Funktion der

positiven Halbachse, H = χ(0,+∞). Offensichtlich ist sie lokal integrierbar, TH ist daher eine

reguläre Distribution. Wir berechnen die Ableitung (TH )
′ ∈D ′(R):

T ′H
�
ϕ
�
=−

∫RH (x )ϕ′(x )dx =−
∫ ∞

0

ϕ(x )′dx = −ϕ(x )
��∞

0
=ϕ(0) =δ

�
ϕ
�

.

Also gilt T ′H =δ.

c

h f(x) (c) Wir verallgemeinern diese Beispiel. Sei f (x ) diffe-

renzierbar auf G = R \ {c} = (−∞,c ) ∪ (c ,∞) mit einer

Sprungstelle bei c

Die Ableitung von Tf inD ′(R) ist dann

T ′f = Tf ′ +hδc , wobei h = f (c +0)− f (c −0) = lim
ǫ→0+0

( f (c + ǫ)− f (c − ǫ)),

die Sprunghöhe von f bei c ist. Tatsächlich gilt für ϕ ∈D (R)
T ′f
�
ϕ
�
=−Tf (ϕ

′) =−
�∫ c

−∞
+

∫ ∞

c

�
f (x )ϕ′(x )dx

=− f (c −0)ϕ(c )+ f (c +0)ϕ(c )+

�∫ c

−∞
+

∫ ∞

c

�
f ′(x )ϕ(x )dx

=
�
( f (c +0)− f (c −0))δc +Tf ′(x )

��
ϕ
�

=
�
hδc +Tf ′

��
ϕ
�

.

(d) Wir zeigen, dass f (x ) = ln |x | zu L1
loc(R) gehört, siehe ÜA Serie 8.2, und berechnen die

Ableitung inD ′(R).
Beweis. Da f aufR \{0} stetig ist, genügt es zu zeigen, dass f in einer Umgebung von 0 inte-

grierbar ist. Da das Integral

∫ 1

0

lnx dx =
x=et ,dx=et dt

∫ 0

−∞
t et dt = t et

��0
−∞−

∫ 0

−∞
et dt =−1

als uneigentliches Riemannintegral (oder Lebesgueintegral) existiert, ist f ∈ L1
loc(R) und so-

mit existiert die reguläre Distribution Tln|x |.

Wir zeigen, dass T ′
f
=P 1

x
.
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Es sei ϕ ∈ D (R)mit suppϕ ⊆ (−R ,R). Für alle ǫ > 0 gilt
∫ R

−R
=
∫ −ǫ
−R
+
∫ ǫ
−ǫ+

∫ R

ǫ
; also kann man

auf der rechten Seite auch zum Limes ǫ→ 0 über gehen und erhält nach wie vor
∫ R

−R
. Nach

Definition der Ableitung ist

T ′
ln |x |

�
ϕ(x )

�
=−Tln |x |

�
ϕ′(x )

�
=−

∫ R

−R

ln |x | ϕ′(x )dx

=−
��∫ −ǫ

−R

+

∫ ǫ

−ǫ
+

∫ R

ǫ

�
ln |x | ϕ′(x )dx

�
.

Wegen
���
∫ 1

−1
ln |x |ϕ′(x )dx

���<∞, konvergiert das mittlere Integral
∫ ǫ
−ǫ ln |x |ϕ′(x )dx für ǫ→ 0

gegen Null; dies gilt erneut aufgrund des Satzes von Lebesgue über die majorisierte Konver-

genz, angewandt auf die stetige Funktionenfamilie g ǫ(x ) = χ[−ǫ,ǫ](x ) ln |x |ϕ′(x ), die punkt-

weise gegen 0 geht und durch die integrierbare Funktion ln |x |ϕ′(x )majorisiert wird.

Wir berechnen das dritte Integral mittels partieller Integration: Unter Beachtung von

ϕ(+R) = 0 haben wir

∫ R

ǫ

lnx ϕ′(x )dx = lnx ϕ(x )
��R
ǫ
−
∫ R

ǫ

ϕ(x )

x
dx = lnǫϕ(ǫ)−

∫ R

ǫ

ϕ(x )

x
dx .

Analog hat man

∫ −ǫ

−R

ln(−x )ϕ′(x )dx =− lnǫϕ(−ǫ)−
∫ −ǫ

−R

ϕ(x )

x
dx .

Die Summe der beiden Ausdrücke ergibt

lnǫϕ(ǫ)− lnǫϕ(−ǫ)−
�∫ R

ǫ

ϕ(x )

x
dx +

∫ −ǫ

−R

ϕ(x )

x
dx

�
.

Der integralfreie Term konvergieren gegen 0 für ǫ→ 0, da lim
ǫ→0+0

ǫ lnǫ = 0. Der andere konver-

giert gegen−P 1
x
(ϕ).

lim
ǫ→0

�
lnǫϕ(ǫ)− lnǫϕ(−ǫ)

�
= lim
ǫ→0

lnǫ
ϕ(ǫ)−ϕ(−ǫ)

2ǫ
2ǫ = 2ϕ′(0) lim

ǫ→0
ǫ lnǫ = 0.

Folglich ist

T ′f
�
ϕ
�
= lim
ǫ→0

�∫ −ǫ

−R

+

∫ R

ǫ

�
ϕ(x )

x
dx =P 1

x

�
ϕ
�

.

(c) Konvergenz von Folgen und Fourier-Reihen

Zur Erinnerung: Eine Funktionenfolge ( f k ) konvergiert auf K gleichmäßig gegen eine Funk-

tion f , wenn

∀ǫ > 0 ∃k (ǫ) ∈N ∀k ≥ k (ǫ) ∀x ∈ K :
�� f k (x )− f (x )

��≤ ǫ.
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Bemerkung 7.6 Wichtige Sätze zur gleichmäßigen Konvergenz.

(a) Wenn ( f k ) auf K gleichmäßig gegen f konvergiert und f k ist stetig für alle k ,

dann ist f stetig auf K .

(b) Wenn f k auf K gleichmäßig gegen f konvergiert und f k ist Riemann-

integrierbar auf K für alle k , dann ist auch f Riemann-integrierbar auf K und

limk→∞
∫

K
f k (x )dx =

∫
K

f (x )dx .

(c) Wenn f k differenzierbar ist auf K und ( f ′
k
) konvergiert gleichmäßig auf K ge-

gen g , dann konvergiert auch ( f k ) gleichmäßig gegen ein f auf K und f ′ = g .

(d) Kriterium von Weierstraß. Es sei ( f k ) eine Funktionenfolge auf K und (ck ),

ck ≥ 0, eine reelle Zahlenfolge mit

1.
�� f k (x )

��≤ ck für alle k und für alle x ∈ K .

2.
∑

k ck <∞.

Dann konvergiert
∑

k
f k gleichmäßig auf K gegen eine Funktion f .

(e) Definition. Die Funktionenfolge ( f k ) konvergiert auf Ω ⊂ Rn lokal-

gleichmäßig gegen eine Funktion f , wenn für alle kompakten Teilmengen K ⊂Ω
die Funktionenfolge auf K gleichmäßig gegen f konvergiert.

Lemma 7.8 Es sei ( f k ) eine Folge lokal-integrierbarer Funktionen auf Rn , die auf Rn lokal-

gleichmäßig gegen eine Funktion f konvergiert.

(a) Dann gilt f ∈ L1
loc(Rn ) und Tf k

→ Tf inD ′(Rn ).

(b) Für alle Multiindizes α ∈Nn
0 gilt: DαTf k

→DαTf inD ′(Rn ).

Beweis. (a) Es sei K eine kompakte Teilmenge des Rn ; wir zeigen, dass f ∈ L1(K ). Da f k

auf K gleichmäßig gegen f konvergiert, ist nach (b) (siehe oben) f auf K integrierbar, also∫
K

f dx <∞ und außerdem limk→∞
∫

K
f k (x )dx =

∫
K

f dx .

Wir zeigen die Konvergenz Tf k
→ Tf in D ′. Es sei ϕ ∈ D mit suppϕ ⊂ K . Wegen der gleich-

mäßigen Konvergenz von ( f k ·ϕ) auf K und erneut wegen (b) haben wir

lim
k→∞

Tf k
(ϕ) = lim

k→∞

∫

K

f k (x )ϕ(x )dx =

∫

K

�
lim
k→∞

f k (x )

�
ϕ(x )dx =

∫

K

f (x )ϕ(x )dx = Tf (ϕ).

Da dies für alleϕ ∈D gilt, folgt Tf k
→ Tf inD ′.

(b) Nach Lemma 7.7 (a), ist die Differentiation in D ′(Rn ) eine stetige Operation. Folglich

haben wir DαTf k
→DαTf für k →∞ inD ′.

Beispiel 7.8 (a) Es sei (cn ) eine komplexe Zahlenfolge und a ,b > 0 und m ∈ N seien der-

art gegeben, dass |cn | ≤ a |n |m +b für alle n ∈ Z, das heißt, die Folge (cn ) ist polynomial

beschränkt. Dann konvergiert die Fourierreihe

∑

n∈Zcn einx ,
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inD ′(R).
Beweis. Wir betrachten zunächst die (m +2)fach „integrierte“ Reihe

c0x m+2

(m +2)!
+

∑

n∈Z,n 6=0

cn

(n i)m+2
einx . (7.6)

Nach Voraussetzung gilt
����

cn

(n i)m+2
einx

����=
����

cn

(n i)m+2

����≤
a |n |m +b

|n |m+2
≤ ã

|n |2
.

Wegen
∑

n 6=0
ã

|n |2 < ∞ , konvergiert die Reihe (7.6) gleichmäßig auf R nach dem Kriterium

von Weierstraß, Bemerkung 7.6 (c). Nach Lemma 7.8, konvergiert die Reihe (7.6) dann auch

in D ′(R) und kann beliebig oft gliedweise differenziert werden. Die (m + 2)te Ableitung von

(7.6) ist genau die gegebene Fourierreihe.

π2−π π

−1/2

1/2 Die 2π-periodische Funktion f (x ) = 1
2
− x

2π
, x ∈

[0,2π) hat bei 2πn , n ∈ Z Sprungstellen der

Höhe 1, denn es ist f (0+0)− f (0−0) = 1
2
+ 1

2
= 1.

Daher gilt für die Ableitung inD ′(R)
T ′f (x ) =−

1

2π
+
∑

n∈Zδ2πn .

dabei ist − 1
2π

die klassische Ableitung des differenzierbaren Anteils von f . Die Fourierreihe

von f ist

f (x )∼ 1

2πi

∑

n 6=0

1

n
einx .

Wegen der Vollständigkeit des Orthonormalsystems {einx | n ∈ Z}, stimmen f und g (x ) =
1

2πi

∑
n 6=0

1
n

einx als Funktionen im L2(0,2π) überein; das heißt,
∫ 2π

0

�� f − g
��2 = 0. Somit gilt

f = g f. ü. auf [0,2π] und damit auch f. ü. aufR. Somit sind f und g als lokal-integrierbare

Funktionen gleich. Folglich stimmen die zugehörigen regulären Distributionen in D ′(R)
überein: Tf = Tg .

Tf = T 1

2πi

∑

n 6=0

1

n
einx

in D ′(R).
Nach Lemma 7.8 kann die Reihe gliedweise beliebig oft differenziert werden, man erhält stets

eine inD ′(R) gültige Identität. Nach Beispiel 7.7 erhalten wir als erste Ableitung:

Tf ′ = T
− 1

2π

+
∑

n∈Zδ2πn =
1

2π

∑

n∈Z, n 6=0

Teinx in D ′(R).
Bringt man− 1

2π
noch auf die rechte Seite, so erhält man

∑

n∈Zδ2πn =
1

2π

∑

n∈ZTeinx .
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(b) x m T = 0. Es sei a (x ) = x m . Eine Lösung der Gleichung a ·T = 0 inD ′(R) ist

T =

m−1∑

n=0

cnδ
(n ), cn ∈C.

Nach ÜA 8.2 gilt für alleϕ ∈D und für alle n = 0, . . . ,m −1

a ·δ(n )
�
ϕ
�
= (−1)nδ

�
(x mϕ(x ))(n )

�
= (−1)n (x mϕ(x ))(n )

��
x=0
= 0;

Also erfüllt das obige T die Gleichung a T = 0. Man kann sogar zeigen, dass dies die einzigen

Lösungen von a T = 0 sind, siehe etwa [Wla72, p. 84].

(c) Die allgemeine Lösung der gDGl u (m ) = 0 inD ′ stimmt mit der klassischen Lösung über-

ein, es ist u = Tp mit einem Polynom p vom Grad m −1.

Beweis. Wir beweisen dies nur für m = 1. Wir zeigen also, dass T ′ = 0 als einzige Lösung in

D ′(R) die konstante reguläre Distribution hat, T = c T1. Der allgemeine Fall m > 1 folgt mit

Hilfe von vollständiger Induktion über m .

Sei also T ′ = 0. Das heißt, für alle ψ ∈ D gilt 0 = T ′
�
ψ
�
= −T

�
ψ′
�

. Insbesondere gilt für

ϕ,η ∈D (R), dass

ψ(x ) =

∫ x

−∞

�
ϕ(t )−dη(t )

�
dt , wobei d = T1

�
ϕ
�
=

∫Rϕ(x )dx ,

zu D (R) gehört, da sowohl ϕ als auch η Testfunktionen sind. Dabei ist η eine Hilfsfunktion

mit
∫
η(x )dx = 1. Dann ist nämlich für großes R , suppη⊂ (−R ,R),ψ(R) =

∫ R

∞ϕ(x )dx−d ·1=
d −d = 0. Wegen T

�
ψ′
�
= 0 undψ′ =ϕ−d η erhalten wir

0= T
�
ψ′
�
= T

�
ϕ−dη

�
= T

�
ϕ
�
−T

�
η
�

T1

�
ϕ
�

= T
�
ϕ
�
− c T1

�
ϕ
�
= (T − c T1)

�
ϕ
�

,

wobei c = T
�
η
�
. Da dies für alle Testfunktionenϕ ∈D (Rn ) gilt, erhalten wir 0= T −c T1 bzw.

T = c T1, was die Behauptung beweist.

7.3 Tensor Produkt und Faltung von Distributionen

7.3.1 Der Träger einer Distribution

Wir hatten bereits betont, dass man nicht vom „Wert einer Distribution T am Punkt x0 ∈Rn “

reden kann.

Definition 7.10 Es sei T ∈ D ′(Rn ). Wir sagen, dass T in x0 verschwindet, T (x0) = 0, falls es

ein ǫ > 0 derart gibt, dass T
�
ϕ
�
= 0 für alle Testfunktionenϕ ∈D (Rn )mit suppϕ ⊆Uǫ(x0).

Wir sagen, dass die Distributionen T und T im Punkte x0 gleich sind, T (x0) = S(x0), wenn

T −S in x0 verschwindet.
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Es gilt: T =S genau dann, wenn T (x0) =S(x0) für alle x0 ∈Rn . Das heißt, sind zwei Distribu-

tionen lokal gleich in allen Punkten, so stimmen sie auch global überein.

Aus der Definition folgt: Die Menge n (T ) der Punkte des Rn , in denen T verschwindet, ist

offen, denn wenn T in x0 verschwindet, also T (ϕ) = 0 für alle Testfunktionen mit Träger in

Uǫ(x0), dann verschwindet T auch in allen Punkten von Uǫ(x0).

Definition 7.11 Es sei T ∈D ′(Rn ). Dann heißt die Menge suppT :=Rn \ n (T ) der Träger der

Distribution T . Der Träger besteht also aus allen x ∈Rn wo T nicht verschwindet, also

suppT = {x | ∀ǫ > 0 ∃ϕ ∈D (Rn ), suppϕ ⊂Uǫ(x ) und T
�
ϕ
�
6= 0}.

Bemerkung 7.7 (a) Nach Definition ist suppT abgeschlossen. Für beliebige lokal integrier-
bare Funktionen gilt jedoch suppTf ⊂ supp f . Wir zeigen: Rn \supp f ⊂ n (Tf ). Sei x0 nicht im

Träger von f . Nach Bemerkung 7.1 (b) gibt es dann ein ǫ > 0, wo f ≡ 0. Dann gilt aber für alle

ϕ ∈D (Rn )mit suppϕ ⊂Uǫ(x0)

Tf (ϕ) =

∫Rn

f (x )ϕ(x )dx =

∫

Uǫ(x0)

f (x )ϕ(x )dx = 0.

Ist f stetig, dann gilt suppTf = supp f ;

(b) suppδa = {a}, das heißt, δa verschwindet in jedem Punkt b 6= a . Tatsächlich gibt es zu b

die Umgebung U|b−a |/2, so das für alleϕ ∈D gilt mit Träger in U(b−a )/2, dass δa (ϕ) =ϕ(a ) = 0.

Ferner ist suppTH = [0,+∞) und suppTχQ =∅.

7.3.2 Das Tensorprodukt

(a) Tensorprodukt von Funktionen

Es seien f :Rn →C und g :Rm →C gegeben. Dann ist das Tensorprodukt f ⊗ g :Rn+m →C
definiert über f ⊗g (x ,y ) = f (x )g (y ), x ∈Rn ,y ∈Rm .

Sind ϕk ∈ D (Rn ) undψk ∈ D (Rm ), k = 1, . . . ,r , dann bezeichnen wir die Funktion ϕ(x ,y ) =∑r

k=1ϕk (x )ψk (y ) die auf Rn+m definiert ist, durch ϕ =
∑

k ϕk ⊗ψk . Die Menge solcher Li-

nearkombinationen
∑r

k=1ϕk ⊗ψk bezeichnen wir mit D (Rn )⊗D (Rm ). Dies ist wieder ein

linearer Raum. Aus der Differenzierbarkeit von ϕk und ψk folgt die Differenzierbarkeit von

ϕ, ϕ ∈C∞(Rn+m ).

Seien ferner K1 ⊂ Rn und K2 ⊂ Rm die gemeinsamen Träger der Familie von Funktionen

{ϕk } bzw. {ψk }. Dann ist suppϕ ⊂ K1 × K2. Da K1 als auch K2 beschränkt sind, ist auch

K1×K2 beschränkt. Also ist suppϕ kompakt und somit giltϕ(x ,y ) ∈D (Rn+m ). Daher gilt

D (Rn )⊗D (Rm )⊂D (Rn+m ).

Darüber hinaus ist D (Rn )⊗D (Rm ) ein dichter Teilraum von D (Rn+m ). Das heißt, dass für

jedesη∈D (Rn+m )natürliche Zahlen m , rm ∈N existieren und Testfunktionenϕm k ∈D (Rn ),

ψm k ∈D (Rm ), sodass
rm∑

k=1

ϕm k ⊗ψm k −→D η für m →∞.
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(b) Das Tensorprodukt von Distributionen

Definition 7.12 Es seien T ∈ D ′(Rn ) und S ∈ D ′(Rm ) Distributionen. Dann existiert eine

eindeutig bestimmte Distribution F ∈D ′(Rn+m ) sodass für alleϕ ∈D (Rn ) undψ ∈D (Rm )

F (ϕ⊗ψ) = T (ϕ)S(ψ).

Diese Distribution F bezeichnen wir mit T ⊗S.

Klar ist, dass T ⊗S ein auf D (Rn )⊗D (Rn ) definiertes stetiges, lineares Funktional ist. Da

D (Rn )⊗D (Rn ) dicht in D (Rn+m ) liegt, lässt es sich eindeutig zu einem stetigen linearen

Funktional auf D (Rn+m ) fortsetzen; (T ⊗S)(
∑r

k=1ϕk ⊗ψk ) =
∑r

k=1 T (ϕk )S(ψk ). So ist zum

Beispiel für a ∈Rn , b ∈Rm das Tensorprodukt δa ⊗δb = δ(a ,b ). Denn es gilt für ϕ ∈ D (Rn )

undψ ∈D (Rm ), dass

(δa ⊗δb )(ϕ⊗ψ) =ϕ(a )ψ(b ) = (ϕ⊗ψ)(a ,b ) =δ(a ,b )(ϕ⊗ψ).

Lemma 7.9 Es sei F = T ⊗S ∈ D ′(Rn+m ) das Tensorprodukt der Distributionen T ∈ D (Rn )

und S ∈D (Rm ) und η= η(x ,y )∈D (Rn+m ).

Dann ist für alle fixierten x0 ∈Rn die von y ∈Rm abhängige Funktionη(x0,y ) eine Testfunkti-

on ausD (Rm ). Für jedes x0 inRn ist also die Zahlϕ(x0) :=S
�
η(x0, ·)

�
erklärt. Diese Zuordnung

x0 7→ϕ(x0) ist eine Testfunktion ausD (Rn ).

Analog istψ(y ) := T
�
η(·,y )

�
eine Testfunktion ausD (Rm ) und es gilt

(T ⊗S)
�
η
�
=S

�
T
�
η
��
= T

�
S
�
η
��

.

Beweis. (Beweisidee aus [Wla72, II.7, S. 94 ff]) Die Funktionϕ :Rn →C ist wohldefiniert und

hat (wieη) einen kompakten Träger. Wir zeigen die Stetigkeit in a ∈Rn . Dazu sei limk→∞xk =

a eine gegen a konvergente Folge. Wegen der Stetigkeit von η gilt dann:

η(xk ,y )−→
D
η(a ,y ) im RaumD (Rm ) für k →∞ .

Wegen der Stetigkeit von S aufD (Rm ) folgt weiter

ϕ(xk ) =S(η(xk , ·))→S(η(a , ·) =ϕ(a ), k →∞.

Analoges gilt fürψ.

Beispiel 7.9 (a) Tensorprodukt regulärer Distributionen. Es seien f ∈ L1
loc(Rn ) und g ∈

L1
loc(Rm ). Dann ist f ⊗ g ∈ L1

loc(Rn+m ) und Tf ⊗ Tg = Tf ⊗g . Nach Fubinis Theorem ist näm-

lich, für alle Testfunktionenϕ ∈D (Rn ) undψ ∈D (Rm )

(Tf ⊗Tg )
�
ϕ⊗ψ

�
= Tf

�
ϕ
�

Tg

�
ψ
�
=

∫Rn

f (x )ϕ(x )dx

∫Rm

g (y )ψ(y )dy =

=

∫Rn

∫Rm

f (x )g (y )ϕ(x )ψ(y )dx dy =

∫Rn+m

f ⊗ g (x ,y )ϕ⊗ψ(x ,y )dx dy = Tf ⊗g

�
ϕ⊗ψ

�
.
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(b) Es sei x0 ∈ Rn , S ∈ D ′(Rm ), η = η(x ,y ) ∈ D (Rn+m ). Dann gilt δx0⊗S
�
η
�
= S

�
η(x0, ·)

�
. In

der Tat ist für ϕ ∈D (Rn ) undψ ∈D (Rm )

δx0 ⊗S
�
ϕ⊗ψ

�
=δx0

�
ϕ
�

S
�
ψ
�
=ϕ(x0)S

�
ψ
�
= T

�
ϕ(x0)ψ(y )

�
.

Insbesondere gilt

(δa ⊗Tg )(η) =

∫Rm

g (y )η(a ,y )dy .

Insbesondere gilt für S =δy0 , dass δx0 ⊗δy0 =δ(x0,y0).

(c) Für alle Multiindizesα∈Nn
0 , β ∈Nm

0 gilt,

Dα+β (T ⊗S) = (Dα
x T )⊗ (Dβ

y S) =Dβ ((DαT )⊗S) =Dα(T ⊗DβS).

Beweis für den Fall n =m = 1. Es seien ϕ,ψ ∈D (R). Dann gilt

∂

∂ x
(T ⊗S) (ϕ⊗ψ) =− (T ⊗S)

�
∂

∂ x
(ϕ⊗ψ)

�

=−(T ⊗S)(ϕ′⊗ψ) =−T (ϕ′)S(ψ) = T ′(ϕ)S(ψ)

= (T ′⊗S)(ϕ⊗ψ).

7.3.3 Die Faltung

Motivation: Kennt man die FundamentallösungE ∈D ′ eines linearen partiellen Differential-

operators L, also L[E ] =δ, so kann man sofort die inhomogene PDGl L[u ] = f mit beliebiger

rechter Seite f lösen, und zwar ist u = E ∗ f , wobei ∗ die Faltung der Distribution und der

Funktion f bezeichnet. Für Funktionen in L1(Rn )war das Faltungsprodukt bereits in Defini-

tion 7.3 gegeben. In der Tat gilt



 f ∗ g




L1 =

∫Rn

�� f ∗ g (x )
�� dx =

∫Rn

����

∫Rn

f (y )g (x − y )dy

���� dx

≤
∫R2n

�� f (x − y )
�� �� g (y )

�� dx dy

=

∫Rn

�� f (y )
��
�∫Rn

�� f (x − y )
�� dx

�
dy =

∫Rn

�� f (y )
�� 

g




L1 dy =



 f




L1



g




L1 .

Insbesondere ist f ∗ g (x ) fast überall aufRn endlich.

(a) Faltung von Funktionen

Das Grundproblem bei der Faltung ist, dass die Faltung zweier Testfunktionen i. a. nicht wie-

der eine Testfunktion zu sein braucht — der Träger der Faltung muss nicht mehr kompakt

sein. Selbst wenn f und g lokal integrierbar sind, braucht f ∗ g nicht mehr lokal integrierbar

zu sein. In den folgenden drei Fällen jedoch, geht bei f ∗ g alles gut

1. Mindestens eine der beiden Funktionen f und g hat kompakten Träger.

2. Der Träger beider Funktionen f und g liegt in [0,+∞).
3. Beide Funktionen liegen in L1(R).

In diesem Fall ist die Faltung ( f ∗ g )(x ) =
∫

f (y )g (x − y )dy auch über R integrierbar (s. o.).

Die Faltung ist dann ein kommutatives, assoziatives Produkt auf L1(Rn ).
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(b) Die Faltung von Distributionen

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip um zunächst die Faltung von regulären Distributio-

nen zu studieren. Dazu seien f , g , f ∗ g ∈ L1(Rn ).

Wir fordern, dass Tf ∗Tg = Tf ∗g . Für ϕ ∈D (Rn ) ist dann,

Tf ∗g
�
ϕ
�
=

∫R( f ∗ g )(x )ϕ(x )dx =

∫ ∫R2

f (y )g (x − y )ϕ(x )dx dy

=
t=x−y

∫∫R2

f (y )g (t )ϕ(y + t )dy dt = Tf ⊗g (ϕ̃), (7.7)

wobei ϕ̃(y , t ) =ϕ(y + t ).

supp ϕ
��������������

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������

������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������
������������������������

y

x

supp ϕ (x+y)

Es gibt zwei Schwierigkeiten zu überwinden:

(a) Im Allgemeinen ist ϕ̃ is keine Testfunkti-

on, da ihr Träger in R2n unbeschränkt ist. Es

ist (y , t ) ∈ suppϕ̃, falls y + t = c ∈ suppϕ, was

eine Familie von Geraden ergibt, die parallel

verlaufen und einen unendlichen Streifen be-

schreiben.

(b) Das Integral existiert nicht. Das zweite Pro-

blem wird gelöst, indem wir als zusätzliche

Bedingungen fordern, dass die Menge

Kϕ = {(y , t ) ∈R2n | y ∈ suppTf , t ∈ suppTg ,

y + t ∈ suppϕ}

für alle ϕ ∈ D (Rn ) beschränkt ist. Dann exi-

stiert auch das Integral (7.7).

Das Problem (a) wird gelöst, indem die Funktion ϕ̃ geeignet „abgeschnitten“ wird. Wir defi-

nieren

Tf ∗g (ϕ) = lim
k→∞
(Tf ⊗Tg )(ϕ(y + t )ηk (y , t )),

wobei ηk −→D 1 in D (R2n ) für k →∞. Eine solche Testfunktionenfolge ηk existiert. Sei etwa

η(y , t ) ∈D (R2n ) gegeben durch η(y , t ) = 1 für


y


2
+ ‖t ‖2 ≤ 1. Setzt man dann für k ∈N,

ηk (y , t ) =η
�

y

k
,

t

k

�
,

dann ist ηk (y , t ) = 1 für alle


y


2
+ ‖t ‖2 ≤ k . Es gilt limk→∞ηk (y , t ) = 1 für alle (y , t ) ∈R2n .

Definition 7.13 Es seien T,S ∈ D ′(Rn ) und wir setzten voraus, dass für alle ϕ ∈D (Rn ) die

Menge

Kϕ := {(x ,y ) ∈R2n | x + y ∈ suppϕ, x ∈ suppT, y ∈ suppS}
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beschränkt ist. Definiere

T ∗S
�
ϕ
�
= lim

k→∞
T ⊗S

�
ϕ(x + y )ηk (x ,y )

�
. (7.8)

Dann ist T ∗S ∈D ′(Rn ) und heißt Faltung der Distributionen T und S.

Bemerkung 7.8 (a) Die Folge (7.8) wird für große k stationär, so dass der Grenzwert existiert.

Es sei nämlich ϕ ∈D (Rn ) fixiert, dann ist Kϕ beschränkt. Folglich gibt es ein k0 ∈N, so dass

ηk (x ,y ) = 1 für alle x ,y ∈ Kϕ und alle k ≥ k0. Also verändert sich ϕ(x + y )ηk (x ,y ) nicht für

k ≥ k0.

(b) Der Grenzwert ist stetig aufD (Rn ).

(c) Der Grenzwert hängt nicht von der speziellen Wahl der Funktion η ab.

Bemerkung 7.9 (Eigenschaften der Faltung) (a) Hat eine der DistributionenS oder T einen

kompakten Träger, dann existiert T ∗S. Möge etwa suppT kompakt sein. Dann folgt aus x +

y ∈ suppϕ und x ∈ suppT , dass y ∈ suppϕ − suppT = {y1 − y2 | y1 ∈ suppϕ,y2 ∈ suppT }.
Folglich gilt für (x ,y ) ∈ Kϕ, dass



(x ,y )


≤ ‖x‖+



y


≤ ‖x‖+



y1



+


y2



≤ 2C +D

wenn suppT ⊂UC (0) und suppϕ ⊂UD (0). Also ist Kϕ beschränkt für alleϕ.

(b) Wenn S ∗T existiert, so auch T ∗S und S ∗T = T ∗S.

(c) Wenn T ∗S existiert, so auch DαT ∗S, T ∗DαS und Dα(T ∗S), und alle drei Terme stimmen

überein:

Dα(T ∗S) =DαT ∗S = T ∗DαS.

Beweis. Wir beschränken uns wieder auf den Fall m = n = 1. und Dα = d
dx

. Sei dazuϕ ∈D (R),
dann ist

(T ∗S)′
�
ϕ
�
=−T ∗S

�
ϕ′
�
=− lim

k→∞
T ⊗S

�
ϕ′(x + y )ηk (x ,y )

�

=− lim
k→∞

T ⊗S

�
∂

∂ x

�
ϕ(x + y )ηk (x ,y )

�
−ϕ(x + y )

∂ ηk

∂ x

�

= lim
k→∞

T ′⊗S
�
ϕ(x + y )ηk (x ,y )

�
− lim

k→∞
T ⊗S



ϕ(x + y )

∂ ηk

∂ x︸︷︷︸
=0=0=0 für große k




= T ′ ∗S
�
ϕ
�

Im zweiten Schritt benutzen wir die Kommutativität des Tensorproduktes und der Faltung.

Man beachte, dass die Existenz von S ∗T wichtig ist, denn es gilt

T ′H ∗T1 =δ ∗T1 = T1 aber TH ∗T ′1 = TH ∗0= 0.
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(d) Es sei suppS kompakt und ψ ∈ D (Rn ) derart, dass ψ(y ) = 1 in einer Umgebung von

suppS. Dann gilt:

(T ∗S)(ϕ) = T ⊗S
�
ϕ(x + y )ψ(y )

�
, ∀ϕ ∈D (Rn ).

(e) Wenn T1,T2,T3 ∈ D ′(Rn ) alle kompakten Träger haben, dann existieren T1 ∗ (T2 ∗ T3) und

(T1 ∗T2) ∗T3 und sind gleich: T1 ∗ (T2 ∗T3) = (T1 ∗T2) ∗T3.

7.3.4 Lineare Variablentransformation

Es sei y = Ax +b eine reguläre lineare Variablentransformation, d. h. A ist eine reguläre (d.h.

invertierbare) n × n-Matrix. Wir wenden unser Allgemeines Prinzip an und fordern für re-

guläre Distributionen Tf die bekannte Transformationsregel für Gebietsintegrale gilt: Sei f

lokal integrierbar und f̃ (x ) = f (Ax +b )mit y = Ax +b , x = A−1(y −b ), dy = |detA | dx . Dann

gilt

Tf̃

�
ϕ
�
=

∫R f̃ (x )ϕ(x )dx =

∫R f (Ax +b )ϕ(x )dx

=

∫R f (y )ϕ(A−1(y −b ))
1

|det A | dy

=
1

|det A |Tf (y )

�
ϕ(A−1(y −b ))

�
.

Definition 7.14 Es sei T ∈D ′(Rn ), A eine reguläre n ×n-Matrix und b ∈Rn . Dann bezeich-

net T (Ax +b ) die Distribution

T (Ax +b )
�
ϕ(x )

�
:=

1

|det A |T (y )
�
ϕ(A−1(y −b ))

�
.

Zum Beispiel ist für T = T (x ), und alle b ∈Rn T (x −b )
�
ϕ(x )

�
= T

�
ϕ(x +b )

�
, insbesondere,

δ(x −b ) =δb , denn

δ(x −b )
�
ϕ(x )

�
=δ(x )

�
ϕ(x +b )

�
=ϕ(0+b ) =ϕ(b ) =δb

�
ϕ
�

.

Beispiel 7.10 (a) Für alle S ∈D ′(Rn ) gilt δ ∗S =S ∗δ =S. Die Existenz der Faltung ist klar, da

δ kompakten Träger hat. Für alleϕ ∈D (Rn ) gilt daher

(δ ∗S)
�
ϕ
�
= lim

k→∞
δ(x )⊗S(y )

�
ϕ(x + y )ηk (x ,y )

�

= lim
k→∞

S(y )
�
ϕ(y )ηk (0,y )

�
=S

�
ϕ
�

(b) δa ∗S =S(x −a ). In der Tat ist

(δa ∗S)(ϕ) = lim
k→∞

δa ⊗S
�
ϕ(x + y )ηk (x ,y )

�

= lim
k→∞

S(y )
�
ϕ(a + y )ηk (a ,y )

�
=S(y )

�
ϕ(a + y )

�
=S(y −a )

�
ϕ
�

.

M. a. W., die Faltung mitδ verändert eine Distribution nicht (δ ist das Einselement bezüglich

der Faltung), die Faltung mit δa bewirkt eine Verschiebung um a .

Insbesondere ist δa ∗δb =δa+b .

(c) Es sei ̺ ∈ L1
loc(Rn ) und suppTf sei kompakt. Dann gilt
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Fall n = 2. Sei f (x ) = ln 1
‖x‖ ∈ L1

loc(R2). Dann heißt

V2(x ) = (̺ ∗ f )(x ) =

∫∫R2

̺(y ) ln
1

x − y


 dy

logarithmisches (oder Flächenpotenzial) mit der Dichte ̺.

Fall n ≥ 3. Sei f (x ) = 1
‖x‖n−2 ∈ L1

loc(Rn ). Dann heißt

Vn (x ) = (̺ ∗ f )(x ) =

∫Rn

̺(y )
1



x − y


n−2

dy

Newtonsches Potenzial (oder Volumenpotenzial) mit der Dichte ̺.

Wir werden später sehen, dass ∆Vn = −(n − 2)ωn̺ für n ≥ 3, wobei ωn die Oberfläche der

(n −1)-Sphäre ist und dass∆V2 =−2π̺.

(d) Für alle α > 0 und x ∈ R sei fα(x ) =
1

α
p

2π
e−

x 2

2α2 . Dann gilt fα ∗ fβ = fp
α2+β2 . Man zeige

zunächst, dass
∫

fα(x )dx = 1 und benutze dann quadratische Ergänzung.

7.3.5 Fundamentallösungen

Es sei L[u ] ein linearer partielle Differentialoperator aufRn ,

L[u ] =
∑

|α |≤k

cα(x )D
αu , (7.9)

wobei die cα ∈C∞(Rn ) glatte Koeffizienten sind.

Definition 7.15 Eine Distribution E ∈ D ′(Rn ) heißt Fundamentallösung des Differential-

operators L aus (7.9), wenn

L[E ] =δ ∈D ′(Rn ).

Man beachte, dass eine Fundamentallösung E ∈ D ′(Rn ) in der Regel nicht eindeutig be-

stimmt ist. Nach einem allgemeinen Resultat von Malgrange und Ehrenpreis (1952) gilt, dass

jeder lineare partielle Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten eine Fundamental-

lösung besitzt.

(a) Gewöhnliche DGl

Wir beginnen mit einem einführenden Beispiel aus den gDGl (ÜA, Serie 9).

Lemma 7.10 Es sei u = u (x ), u ∈ C∞(R), die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswert-

problems

u (m )(x )+a 1(x )u
(m−1)(x )+ · · ·+a m (x )u (x ) = 0,

u (0) = u ′(0) = · · ·= u (m−2)(0) = 0, u (m−1)(0) = 1.

Für die reguläre Distribution E = TH u gilt dann

E (m )+a 1E (m−1)+ · · ·+a mE =δ, (7.10)

inD ′(R), das heißt, L[E ] =δ und E ist eine Fundamentallösung von L.
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Beweis. Mit der Leibniz-Regel, (Lemma 7.7 (b)), Beispiel 7.6 (b) und u (0) = 0 folgt

E ′ = (TH )
′u +TH u ′ =δu +THu ′ = u (0)δ+THu ′ = THu ′ .

Analog erhält man

E ′′ = THu ′′ , . . . ,E (m−1) = THu (m−1) , E (m ) = u (m−1)(0)δ+THu (m ) =δ+THu (m ) .

Setzt man dies alles in die linke Seite von (7.10) ein, so hat man

L[E ] = E (m )+a 1E (m−1)+ · · ·+a mE = TH L[u ]+δ= T0+δ=δ.

Beispiel 7.11 Die folgenden linearen Differentialgleichungen haben die regulären Funda-

mentallösungen E = TE , wobei

y ′+a y = 0, E (x ) =H (x )e−ax ,

y ′′+a 2y = 0, E (x ) =H (x )
sinax

a
.

(b) Partielle Differentialgleichungen

Hier liegt das Hauptanwendungsfeld der Fundamentallösung: Wenn E eine Fundamental-

lösung von L ist, dann hat man durch Faltung mit der rechten Seite f eine Lösung der inho-

mogenen Gleichung L[u ] = f , f ∈D ′(Rn ).

Theorem 7.11 Es sei L[u ] =
∑

|α |≤k

cαDαu ein linearer partieller Differentialoperator im Rn

mit konstanten Koeffizienten cα und E ∈D ′(Rn ) sei eine Fundamentallösung von L. Sei ferner

f ∈D ′(Rn ) eine Distribution, so dass die Faltung S = E ∗ f existiert.

Dann gilt L[S] = f inD ′. M. a. W., es ist S eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung.

L[u ] = f .

In der Menge der Distributionen aus D ′(Rn ), für die die Faltung mit E definiert ist, ist S die

einzige Distribution mit L[S] = f .

Beweis. Nach Bemerkung 7.9 (b) gilt

L[S] =
∑

|α |≤k

cαDα(E ∗ f ) =
∑

|α |≤k

cαDα(E ) ∗ f = L(E ) ∗ f =δ ∗ f = f .

Angenommen, S1 und S2 sind beides Lösungen, also L[S1] = L[S2] = f . Dann ist

S1−S2 = (S1−S2) ∗δ= (S1−S2) ∗
∑

|α |≤k

cαDαE =
∑

|α |≤k

(S1−S2) ∗Dα(cαE ) =

=
∑

|α |≤k

Dα(S1−S2) ∗ cαE =
∑

|α |≤k

(cαDαS1− cαDαS2) ∗E = (L[S1]− L[S2]) ∗E = ( f − f ) ∗E = 0.

(7.11)

In der dritten Gleichung benutzten wir, dass die cα konstant sind und in der vierten Glei-

chung, dass S1 ∗E und S2 ∗E existieren.
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7.4 Fouriertransformation inS (Rn ) undS ′(Rn )

Wir wollen die Fouriertransformation von Distributionen definieren. Dazu wollen wir sie

erst einmal auf dem Testfunktionenraum erklären. Sei also ϕ ∈ D (R). Dann ist die Fourier-

transformierte

Fϕ(ξ) = bϕ(ξ) = 1
p

2π

∫Re−ixξϕ(x )dx

von ϕ eine reell-analytische Funktion, die auf der ganzen reellen Achse holomorph ist. Ins-

besondere hat bϕ keinen kompakten Träger mehr. Es gilt sogar, dass D und F (D ) nur die

Nullfunktion gemeinsam haben.

Um dieses Problem, D ∩F (D ) = {0}, zu lösen, wird der Testfunktionenraum D (R) vergrö-

ßert, so dass D (R) ⊂ S (R) und dass S (R) invariant unter der Fouriertransformation ist,

alsoF (S (Rn ))⊂S (Rn ).

Lemma 7.12 Es sei ϕ ∈ D (R). Dann ist die Fouriertransformierte g (z ) = αn

∫Re−it zϕ(t )dt

holomorph in der ganzen komplexen Ebene und in jeder Halbebene Ha = {z ∈C | Im (z )≤ a},
a ∈R, beschränkt.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass der komplexe Grenzwert limh→0(g (z +h)− g (z ))/h für alle z ∈C
existiert. In der Tat ist

g (z +h)− g (z )

h
=αn

∫Re−iz t e−iht −1

h
ϕ(t ) dt .

Wegen
���e−iz t e−iht −1

h
ϕ(t )

��� ≤ C für alle x ∈ supp (ϕ), h ∈ C, |h | ≤ 1, können wir Lebesgues

Theorem über die majorisierte Konvergenz anwenden und erhalten

lim
h→0

g (z +h)− g (z )

h
=αn

∫Re−iz t lim
h→0

e−iht −1

h
ϕ(t ) dt =αn

∫Re−iz t (−it )ϕ(t )dt =F (−itϕ(t )).

(b) Sei nun Im (z )≤ a . Dann gilt

�� g (z )
��≤αn

∫R ��e−it Re (z )
�� et Im (z )ϕ(t )dt ≤αn sup

t ∈K

��ϕ(t )
��
∫

K

et a dt ,

wobei K eine kompakte Menge ist, die suppϕ enthält.

7.4.1 Der SchwartzraumS (Rn )

Definition 7.16 S (Rn ) ist die Menge der glatten Funktionen f ∈ C∞(Rn ), so dass für alle

Multiindizesα und β gilt:

pα,β ( f ) := sup
x∈Rn

��x βDα f (x )
��<∞.

S (Rn ) heißt Schwartzraum oder Raum der „schnell-fallenden Funktionen“.

S (Rn ) = { f ∈C∞(Rn ) | ∀α,β : pα,β ( f )<∞}.
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Schwartzraumfunktionen fallen für ‖x‖ → ∞ schneller gegen Null als jede rationale Funk-

tion p (x )

q (x )
. Und das gilt auch für alle Ableitungen. Anstelle von pα,β benutzen wir auch die

Halbnormen

pk ,l (ϕ) =
∑

|α |≤k , |β |≤l ,

pα,β (ϕ), k , l ∈Z+.

Der Schwartzraum ist ein linearer Raum und pα,β sind Normen auf S (Rn ). Es gilt eax 6∈
S (R) aber e−‖x‖

2 ∈S (Rn ).

Der Schwartzraum ist sogar eine Algebra, das heißt, das Produkt f · g ∈ S (Rn ), falls f , g ∈
S (Rn ). Die Leibnizregel für höhere Ableitungen sichert nämlich, dass pk l (ϕ ·ψ)<∞. So ist

etwa f (x ) = p (x )e−ax 2+bx+c , a > 0 für alle Polynome p und alle a > 0 inS (R). Da g (x ) = e−|x |

bei 0 nicht differenzierbar ist, gehört g nicht zum Schwartzraum.

Konvergenz inS (Rn )

Definition 7.17 Es seien ϕk ,ϕ ∈ S (Rn ). Wir sagen, dass die Folge (ϕk ) in S (Rn ) gegen ϕ

konvergiert, symbolisch ϕn −→S ϕ, falls eine der folgenden äquivalenten Bedingungen für

alle Multiindizesα und β erfüllt ist:

pα,β (ϕ−ϕk )−→ 0;

x βDα(ϕ−ϕk )
−→−→ 0, gleichmäßig aufRn ;

x βDαϕk
−→−→ x βDαϕ, gleichmäßig aufRn .

Bemerkung 7.10 (a) In der Quantenmechanik werden Orts- und Impulsoperatoren auf dem

Schwartzraum definiert wie folgt: Qk und Pk , k = 1, . . . ,n sind gegeben durch

(Qkϕ)(x ) = xkϕ(x ), (Pkϕ)(x ) =−i
∂ ϕ

∂ xk

.

Unter Pk bzw. Qk ist der Schwartzraum invariant, das heißt, für alle ϕ ∈ S (Rn ) gilt

x βDαϕ(x )∈S (Rn ).

(b)S (Rn )⊂ L1(Rn ).

Man beachte, dass eine rationale Funktion f (x ) =
p (x )

q (x )
über [1,+∞) integrierbar ist, wenn

q (x ) 6= 0 für alle x ≥ 1 und degq ≥ deg p +2. Dann ist nämlich
C

x 2
eine obere Schranke von f ,

die integrierbar ist.

Dies wollen wir für denRn verallgemeinern. Problem: Unter welcher Bedingung an m ist

∫Rn

dx

(1+ ‖x‖2
)m
<∞.

Für alle x ∈Rn , x 6= 0, ist x = r y , wobei r = ‖x‖ und y = x

‖x‖ ein Einheitsvektor ist, der auf der

Einheitssphäre Sn−1 liegt. Man kann das n-dimensionale Gebietsintegral auch schreiben als

iteriertes Integral über dr und über dS, wobei dS das n − 1-dimensionale Flächenelement

der Sphäre Sn−1 ist.

dx1 dx2 · · · dxm = r n−1 dr dS.
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Mit dieser Formel und mit Fubinis Theorem hat man
∫Rn

dx

(1+ ‖x‖2
)m
=

∫ ∞

0

∫

Sn−1

r n−1 dr dS

(1+ r 2)m
=ωn−1

∫ ∞

0

r n−1 dr

(1+ r 2)m
,

wobeiωn−1 das (n−1)-dimensionale Maß der Einheitssphäre ist Nach dem oben genannten

Kriterium ist das Integral endlich, wenn 2m−n+1> 1 bzw. wenn m > n/2. Insbesondere ist
∫Rn

dx

1+ ‖x‖n+1
<∞.

Im Falle n = 1 ist dieses Integral gleich π.

Nach obigem ist also
∫Rn

��ϕ(x )
�� dx =

∫Rn

�� (1+ ‖x‖2n
)ϕ(x )

�� dx

1+ ‖x‖2n

≤C p0,2n (ϕ)

∫Rn

dx

1+ ‖x‖2n
<∞.

Folglich istS (Rn )⊂ L1(Rn ).

(c)D (Rn )⊂S (Rn ); Für eine Testfunktionϕ ∈D (Rn ) gilt pα,β (ϕ)<∞, denn dass Supremum

einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge ist endlich. Der Schwartzraum ist echt

größer als D (Rn ), D (Rn )(S (Rn ) denn f (x ) = e−‖x‖
2 ∈ S (R) aber wegen supp f =Rn liegt

f nicht inD .

(d) Im Gegensatz zuD (Rn ) istS (Rn ) ein metrischer Raum. Die Metrik ist gegeben durch

d (ϕ,ψ) =
∞∑

k ,l=1

1

2(k+l )

pk l (ϕ−ψ)
1+pk l (ϕ−ψ)

, ϕ,ψ ∈S (Rn ).

Definition 7.18 Es sei f ∈ L1(Rn ), dann ist die Fouriertransformierte F f von f gegeben

durch

F f (ξ) = f̂ (ξ) =
1

p
2π

n

∫Rn

e−ix ·ξ f (x )dx ,

wobei x = (x1, . . . ,xn ), ξ= (ξ1, . . . ,ξn ) und x ·ξ=
∑n

k=1 xkξk .

Wir bezeichnen den Normalisierungsfaktor mit αn =
1p

2π
n . Achtung, diese Notation der Fou-

riertransformierten ist in der Literatur nicht einheitlich. So ist etwa bei Wladimirow, [Wla72]

die Konvention mit e+iξ·x unter dem Integral und der Normalisierungsfaktor vor dem Integral

ist 1. Man beachte, dassF f (0) = f̂ (0) =αn

∫Rn f (x )dx .

Beispiel 7.12 Wir berechnen die Fouriertransformierte bϕ =Fϕ von ϕ(x ) = e−‖x‖
2/2 = e−

1
2

x ·x ,

x ∈Rn .

(a) n = 1. Aus der reellen Analysis (Kapitel: Mehrdimensionale Integration, I.2.2 (c)) ist be-

kannt, dass
∫Re−

x 2

2 dx =
p

2π. Mit Hilfe der Funktionentheorie kann man zeigen, dass auch

für alle a ∈R gilt
∫Re−

(x+a i)2

2 dx =
p

2π. Folglich gilt wegen 1
2
(x + iξ)2+ ξ2

2
= x 2

2
+ ixξ

bϕ(ξ) = 1
p

2π

∫Re−
x 2

2 e−ixξdx =
1
p

2π

∫Re−
1
2 (x+iξ)2− 1

2ξ
2

dx = e−
1
2ξ

2
=ϕ(ξ).



80 7 Distributionen

Somit ist ϕ bei der Fouriertransformation invariant,F (ϕ) =ϕ. Wir werden später noch an-

dere Eigenfunktionen der Fouriertransformation angeben.

(b) Allgemeines n ≥ 1. Nach obigem erhalten wir

bϕ(ξ) =αn

∫Rn

e−
1
2

∑n
k=1 x 2

k e−i
∑n

k=1 xkξk dx =αn

∫Rn

n∏

k=1

e−
1
2

x 2
k
−ixkξk dx1 · · · dxn

=

n∏

k=1

αn

∫
e−

1
2

x 2
k
−ixkξk dxk

Fϕ(ξ) =
n∏

k=1

e−
1
2
ξ2

k = e−
1
2
ξ2

.

Also geht auch im allgemeinen Fall die Funktion in sich selbst über. Mittels Skalierung

x 7→ cx erhält man

F
�

e−
c2x 2

2

�
(ξ) =

1

c n
e
− ξ

2

2c 2 .

Theorem 7.13 Es seienϕ,ψ ∈S (Rn ). Dann gilt:

(i) F (xαϕ(x )) = i|α |Dα(Fϕ), alsoF ◦Qk =−Pk
◦F , k = 1, . . . ,n.

(ii) F (Dαϕ(x ))(ξ) = i|α |ξα (Fϕ)(ξ), alsoF ◦Pk =Qk ◦F , k = 1, . . . ,n.

(iii) F (ϕ) ∈ S (Rn ) und außerdem folgt aus ϕn −→S ϕ, dass Fϕn −→S Fϕ, das heißt, die

FouriertransformationF ist ein stetiger linearer Operator aufS (Rn ).

(iv) F (ϕ ∗ψ) =α−1
n F (ϕ)F (ψ).

(v) F (ϕ ·ψ) = αnF (ϕ) ∗F (ψ)

(vi)

F (ϕ(Ax +b ))(ξ) =
1

|detA |e
iA−1b ·ξFϕ

�
A−⊤ξ

�
,

wobei A eine reguläre n × n-Matrix ist und A−⊤ bezeichnet die zu A−1 transponierte

Matrix. Insbesondere gilt

F (ϕ(λx ))(ξ) =
1

|λ |n (Fϕ)
�
ξ

λ

�
,

F (ϕ(x +b ))(ξ) = eib ·ξ (Fϕ)(ξ).

Beweis. (i) Wir beweisen die Aussage für α= (1,0, . . . ,0). Der allgemeine Fall folgt daraus.

∂

∂ ξ1
(Fϕ)(ξ) =αn

∂

∂ ξ1

∫Rn

e−iξ·xϕ(x )dx .

Da ∂
∂ ξ1

�
e−iξ·x �ϕ(x ) = −ix1e−iξ·xϕ(x ) gegen 0 konvergiert für x →∞, können wir Integration

und partielle Differentiation vertauschen,

∂

∂ ξ1
(Fϕ)(ξ) =−αn

∫Rn

e−iξ·x ix1ϕ(x )dx =F (−ix1ϕ(x ))(ξ).
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(ii) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei zunächst α = (1,0, . . . ,0). Partielle Integration

liefert

F
�
∂

∂ x1
ϕ(x )

�
(ξ) =αn

∫Rn

e−iξ·xϕx1(x )dx =−αn

∫Rn

∂

∂ x1

�
e−iξ·x

�
ϕ(x )dx

= iξ1αn

∫Rn

�
e−iξ·x

�
ϕ(x )dx = iξ1 (Fϕ)(ξ).

(iii) Nach (i) und (ii) erhalten wir für |α | ≤ k und
��β
��≤ l

��ξαDβFϕ
��≤αn

∫Rn

��Dα(x βϕ(x ))
�� dx ≤ c1

∫Rn

(1+ ‖x‖l
)
∑

|γ |≤k

��Dγϕ(x )
�� dx

≤ c2

∫Rn

(1+ ‖x‖l+n+1
)

(1+ ‖x‖n+1
)

∑

|γ |≤k

��Dγϕ(x )
�� dx

≤ c3 sup
x∈Rn


(1+ ‖x‖l+n+1

)
∑

|γ |≤k

��Dγϕ(x )
��




≤ c4 pk ,l+n+1(ϕ).

Dies liefertFϕ ∈S (Rn ) und außerdem, dassF :S (Rn )→S (Rn ) stetig ist.

(iv) Zunächst bemerken wir, dass L1(Rn )mit der Faltung eine kommutative Algebra ist, wo-

bei


 f ∗ g




L1 ≤



 f




L1



g




L1 . Nach Definition und wegen Fubini ist

F (ϕ ∗ψ)(ξ) =αn

∫Rn

e−ix ·ξ
∫Rn

ϕ(y )ψ(x − y )dy dx

=α−1
n

∫Rn

�
αn

∫Rn

e−i(x−y )·ξψ(x − y )dx

�
αn e−iy ·ξϕ(y )dy

=
z=x−y

α−1
n Fψ(ξ)Fϕ(ξ).

(v) wird später gezeigt, nach Satz 7.14.

(vi) folgt unmittelbar unter Verwendung von A−1(y ) (ξ) = y
�

A−⊤(ξ)
�
.

Bemerkung 7.11 Ähnliche Eigenschaften wie F hat der Operator G , der genau wie F auf

L1(Rn ) definiert ist:

Gϕ(ξ) = ϕ̌(ξ) =αn

∫Rn

e+ix ·ξϕ(x )dx .

Setzt man ϕ−(x ) :=ϕ(−x ), so gilt

Gϕ =Fϕ− =F (ϕ) und Fϕ =Gϕ− =G (ϕ).

Man erkennt leicht, dass (iv) auch für den Operator G gilt:

G (ϕ ∗ψ) =α−1
n G (ϕ)G (ψ).
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Satz 7.14 (Inverse Fouriertransformation) Die Fouriertransformation ist eine bijektive li-

neare Abbildung F : S (Rn )→S (Rn ). Die inverse Fouriertransformation ist gegeben durch

G :

F (Gϕ) =G (Fϕ) =ϕ, ϕ ∈S (Rn ), ϕ ∈S (Rn ).

Beweis. Es seiψ(x ) = e−
x ·x

2 and Ψ (x ) =ψ(ǫx ) = e−
ǫ2x 2

2 . Dann gilt Ψǫ(x ) :=F Ψ (x ) = 1
ǫnψ

�
x

ǫ

�
. Es

ist

αn

∫Rn

Ψǫ(x )dx =αn

∫Rn

1

ǫn
ψ
�

x

ǫ

�
dx =αn

∫Rn

ψ(x )dx = ψ̂(0) = 1.

Außerdem hat man

1
p

2π
n

∫Rn

Ψǫ(x )ϕ(x )dx =
1

p
2π

n

∫Rn

ψ(x )ϕ(ǫx )dx −→
ǫ→0

1
p

2π
n

∫Rn

ψ(x )ϕ(0)dx =ϕ(0). (7.12)

Mit anderen Worten, αnΨǫ(x ) ist eine δ-Folge.

Wir berechnen G (FϕΨ )(x ). Mit Fubinis Theorem folgt

G (FϕΨ )(x ) = 1
p

2π
n

∫Rn

(Fϕ)(ξ)Ψ (ξ)eix ·ξdξ=
1

(2π)n

∫Rn

Ψ (ξ)eix ·ξ
∫Rn

e−iξ·yϕ(y )dy dξ

=
1

p
2π

n

∫Rn

ϕ(y )
1

p
2π

n

∫Rn

e−i(y−x )·ξΨ (ξ)dξdy

=
1

p
2π

n

∫Rn

ϕ(y ) (F Ψ )(y −x )dy

=
z :=y−x

1
p

2π
n

∫Rn

F Ψ (z )ϕ(z +x )dz =
1

p
2π

n

∫Rn

Ψǫ(z )ϕ(z +x )dz

−→
für ǫ→ 0, vgl. (7.12)

ϕ(x ).

Nach Lebesgues Theorem über die majorisierte Konvergenz ist,

lim
ǫ→0
G (Fϕ ·Ψ )(x ) =αn

∫Rn

(Fϕ)(ξ)ψ(0)eix ·ξdξ=αn

∫Rn

(Fϕ)(ξ)eix ·ξdξ=G (Fϕ)(x ).

Hieraus folgt die erste Identität. Die zweite Identität F (Gϕ) = ϕ folgt aus G (ϕ) = F (ϕ),
F (ϕ) =G (ϕ) und der ersten Identität.

Wir beenden nun den Beweis von Theorem 7.13 (v). Dazu sei ϕ = Gϕ1 und ψ = Gψ1 mit

ϕ1,ψ1 ∈S (Rn ). Nach (iv) ist dann

F (ϕ ·ψ) =F (G (ϕ1)G (ψ1)) =F (αnG (ϕ1 ∗ψ1)) =αnϕ1 ∗ψ1 =αnFϕ ∗Fψ.

Satz 7.15 (Fourier-Plancherel-Formel) Es seienϕ,ψ ∈S (Rn )(Rn ). Dann gilt

∫Rn

ϕψdx =

∫Rn

F (ϕ)F (ψ)dx ,

Insbesondere gilt


ϕ




L2(Rn )
=


F (ϕ)




L2(Rn )

.
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Beweis. Zunächst erkennt man, dass

F (ψ)(−y ) =αn

∫Rn

eix ·yψ(x )dx =αn

∫Rn

e−ix ·yψ(x )dx =F (ψ)(y ). (7.13)

Nach Theorem 7.13 (v) ist außerdem

∫Rn

ϕ(x )ψ(x )dx =α−1
n F (ϕ ·ψ)(0) = (F (ϕ) ∗F (ψ))(0)

=

∫Rn

F (ϕ)(y )F (ψ)(0− y )dy =
(7.13)

∫Rn

F (ϕ)(y )F (ψ)(y )dy .

Bemerkung 7.12 S (Rn ) ⊂ L2(Rn ) ist ein dichter Teilraum, siehe ÜA 11.2. Daher lässt sich

die Fouriertransformation eindeutig zu einem unitären OperatorF : L2(Rn )→ L2(Rn ) fort-

setzen. (Und zwar wähle man zu einer gegeben Funktion f ∈ L2 eine Folge ϕk ∈S (Rn ), die gegen f

in der L2-Norm konvergiert. DaF diese Norm erhält, gilt


Fϕk −Fϕm



 =


ϕk −ϕm



 und da (ϕn )

eine Cauchy-Folge im L2 ist, ist auch (Fϕk ) eine Cauchy-Folge. Somit konvergiert letztere gegen ein

g ∈ L2. Wir definieren dannF (f ) = g .)

7.4.2 Der RaumS ′(Rn )

Definition 7.19 Eine temperierte Distribution (oder auch langsam wachsende Distribution)

ist ein stetiges lineares Funktional T auf dem Testfunktionenraum S (Rn ). Dabei heißt T

stetig auf S (Rn ), wenn für alle Folgen ϕk ∈ S (Rn )mit ϕk −→S 0 gilt T
�
ϕk

�
→ 0. Die Menge

der temperierten Distributionen bezeichnen wir mitS ′(Rn ).

Für eine Folge ϕk ∈ D (Rn )mit ϕk −→D 0 folgt, dass ϕk −→S 0. Schränkt man also ein stetiges

lineares Funktional auf S (Rn ) ein auf den Raum D (Rn ), so bleibt das Funktional stetig auf

D (Rn ). Somit kann jede S ′(Rn )-Distribution auch als D ′(Rn )- Distribution aufgefasst wer-

den. Die Einschränkungsabbildung e :S ′(Rn )→D ′(Rn ), e (T ) = T ↾D ist injektiv, denn wenn

T (ϕ) = 0 für alle ϕ ∈ D , so ist sogar T (ψ) = 0 für alle ψ ∈ S (Rn ), da D (Rn ) ⊂ S (Rn ) dicht

und T stetig auf S (Rn ) ist. Über diese Injektion e können wir S ′(Rn )mit einem Teilraum

vonD ′(Rn ) identifizieren; wir schreiben etwas lax, S′ ⊆D ′.

Lemma 7.16 (Charakterisierung der Stetigkeit von T inS ′(Rn )) Ein lineares Funktional T

auf S (Rn ) ist stetig, genau dann, wenn es nicht-negative ganze Zahlen k und l und eine

positive Konstante C derart gibt, dass für alle ϕ ∈S (Rn )

��T (ϕ)
��≤C pk l (ϕ),

wobei pk l (ϕ) =
∑

|α |≤k |β |≤l ,

pαβ (ϕ) =
∑

|α |≤k |β |≤l ,

sup
x∈Rn

��x βDαϕ(x )
�� .
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Bemerkung 7.13 (reguläre Distributionen) (a) Es sei f ∈ L1(Rn ) oder f ∈ L2(Rn ). Dann gilt

Tf ∈S ′(Rn ).

(b) Es gibt lokal integrierbare Funktionen, die keine reguläre temperierte Distribution Tf de-

finieren. So ist zum Beispiel f (x ) = ex 2
stetig aufR (und damit in L1

loc(R)), aber Tf (ϕ) ist nicht

wohldefiniert aufS (R), denn Tex 2

�
e−x 2�

=
∫Rex 2 e−x 2 dx =+∞.

(c) Wenn T ∈ D ′(Rn ) und suppT ist kompakt, dann gilt auch T ∈ S ′(Rn ). Sei nämlich ϕ ∈
S (Rn ) und η ∈ D (Rn ), η = 1 auf einer Umgebung des Trägers von T . Dann kann man definieren

S(ϕ) := T (ϕη). Dann ist S eine temperierte Distribution, die T stetig fortsetzt.

(d) Es sei f :Rn →Cmessbar. Wenn ein C > 0 und ein m ∈N derart existieren, dass

�� f (x )
��≤C (1+ ‖x‖2

)m f. ü. x ∈Rn .

Dann gilt Tf ∈S ′(R). Die obige Abschätzung und Bemerkung 7.10 liefern

��Tf

�
ϕ
� ��=

����

∫Rn

f (x )ϕ(x )dx

����≤C

∫Rn

(1+ ‖x‖2
)m (1+ ‖x‖2

)n
1

(1+ ‖x‖2
)n

��ϕ(x )
�� dx

≤C p0,2m+2n (ϕ)

∫Rn

dx

(1+ ‖x‖2
)n

.

Nach Lemma 7.16, ist Tf eine temperierte, reguläre Distribution, f (x ) ∈S ′(R).
Operationen inS ′(Rn )

Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt werden in S ′(Rn ) genauso defi-

niert wie in D ′(Rn ). Man muss aber jedes Mal noch zeigen, dass dadurch ein stetiges Funk-

tional aufS (Rn ) definiert ist. Wenn T ∈S ′(Rn ), dann gilt:

(a) DαT ∈S ′(Rn ) für alle Multiindizesα.

(b) Es gilt a ·T ∈ S ′(Rn ), falls a ∈ C∞(Rn ) mit allen partiellen Ableitungen polynomial be-

schränkt ist, das heißt, für alle α ∈ Nn
0 gibt es ein Cα > 0 und ein kα ≥ 0 mit

��Dα f (x )
�� ≤

Cα(1+ ‖x‖)kα für alle x ∈Rn .

(c) Die lineare Transformation T (Ax +b ) ∈ S ′(Rn ) ist ebenfalls temperiert für jede reguläre

n ×n-Matrix und alle b ∈Rn .

(d) T ∈S ′(Rn ) und S ∈S ′(Rm ) impliziert, dass T ⊗S ∈S ′(Rn+m ).

(e) Für T ∈S ′(Rn ),ψ ∈S (Rn ) definieren wir die Faltung

ψ ∗T
�
ϕ
�
= (1(x )⊗T (y ))

�
ψ(x )ϕ(x + y )

�
, ϕ ∈S (Rn )

= T

�∫Rn

ψ(x )ϕ(x + y )dx

�

7.4.3 Die Fouriertransformation im RaumS ′(Rn )

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip und definieren die Fouriertransformierte einer

regulären Distribution Tf ∈ S ′(Rn ) vermöge F (Tf ) = TF f . Sei f ∈ L1(Rn ) integrierbar.

Dann existieren sowohl seine Fouriertransformation f̂ als auch die reguläre Distribution

Tf ∈S ′(Rn ).
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Nach Fubinis Theorem gilt

Tf̂

�
ϕ
�
=

∫Rn

f̂ (ξ)ϕ(ξ)dξ=αn

∫∫R2n

f (x )e−iξ·xϕ(ξ)dξdx =

∫Rn

f (x ) bϕ(x )dx = Tf

�
bϕ
�

.

Somit ist TF f

�
ϕ
�
= Tf

�
Fϕ

�
. Diese Gleichung nehmen wir als Definition.

Definition 7.20 Für T ∈S ′(Rn ) und ϕ ∈S (Rn ) definieren wir

F T
�
ϕ
�
= T

�
Fϕ

�
. (7.14)

bT =F T heißt Fouriertransformierte der Distribution T .

Wegen Fϕ ∈ S (Rn ) istF T wohldefiniert auf S (Rn ). Da F ein stetiger linearer Operator

ist und T ein stetiges lineares Funktional, istF T ebenfalls ein stetiges lineares Funktional.

Lemma 7.17 Die Fouriertransformation F : S ′(Rn )→ S ′(Rn ) ist ein stetiger, bijektiver, li-

nearer Operator.

Sein Umkehroperator G :S ′(Rn )→S ′(Rn ) ist gegeben durch GT (ϕ) = T (Gϕ).

Bemerkung 7.14 Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Theorem 7.13 gelten auch fürS ′(Rn ). Al-

so lautet (i) nunF (xαT ) = i|α |Dα(F T ). Tatsächlich gilt fürϕ ∈S (Rn )nach Theorem 7.13 (ii)

F (xαT )(ϕ) = xαT
�
Fϕ

�
= T

�
xαFϕ

�
= T

�
(−i)|α |F (Dαϕ)

�

= (−1)|α |(−i)|α |Dα(F T )
�
ϕ
�
= i|α |DαT

�
ϕ
�

.

Beispiel 7.13 (a) Es sei a ∈Rn . Wir berechnenF δa . Für ϕ ∈S (Rn ) ist

F δa (ϕ) =δa (Fϕ) = (Fϕ)(a ) = αn

∫Rn

e−ix ···aϕ(x )dx = Tαn e−ix ·a (ϕ).

Folglich ist die DistributionFδa die reguläre Distribution zur Funktion f (x ) = αn e−ix ·a . Ins-

besondere istF (δ) = Tαn 1 die konstante Funktion. Man beachte, dass

F (δ)(ϕ) =δ( bϕ) = bϕ(0) =δ(ϕ̂−) =δ(Gϕ) =G (δ)(ϕ).

Daher folgt ausF (δ) =αn 1 durch Invertieren α−1
n δ=G (T1) =F (T1).

Übung. G (δa ) =F (δ−a ).

(b) n = 1, b > 0.

F (H (b − |x |)) =α1

∫Re−ixξH (b − |x |)dx

=α1

∫ b

−b

e−ixξdx =
2
p

2π

sin(bξ)

ξ
.

(c) Die einfache und die doppelte Schicht. Es sei S eine kompakte, reguläre, stückweise diffe-

renzierbare sich nicht überschneidende Fläche imR3 und ̺(x ) ∈ L1
loc(R3) eine Funktion auf
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S. (eine Dichtefunktion oder Ladungs- oder Masseverteilung). Wir definieren eine Distribu-

tion̺δS als skalares Oberflächenintegral

̺δS

�
ϕ
�
=

∫ ∫

S

̺(x )ϕ(x )dS.

Da der Träger von ̺δS die Fläche S ist, eine Fläche vom Volumenmaß 0, definiert ̺δS eine

singuläre Distribution. Wir nennen sie die Distribution der einfachen Schicht.

Analog definiert man die Distribution der doppelten Schicht, welche bei Dipolen eine Rolle

spielt:

− ∂
∂ ~n

�
̺δS

��
ϕ
�
=

∫ ∫

S

̺(x )
∂ ϕ(x )

∂ ~n
dS,

wobei ~n die Normalenableitung (Ableitung in Richtung des Normalenvektors auf der Fläche)

bezeichnet.

Wir berechnen die Fouriertransformation der Distribution der einfachen Schicht F (̺δS)

für den Fall einer Sphäre Sr = {x ∈R3 | ‖x‖ = r } vom Radius r und der Dichte ̺ = 1. Nach

Fubinis Theorem ist

FδSr

�
ϕ
�
=δSr (0)

�
Fϕ

� 1
p

2π
3

∫∫

Sr

�∫R3

e−ix ·ξϕ(x )dx

�
dSξ

=
1

p
2π

3

∫R3



∫∫

Sr

(cos(x ·ξ)− i sin(x ·ξ))dSξ︸ ︷︷ ︸
ist 0


ϕ(x )dx .

Unter Verwendung von sphärischen Koordinaten auf Sr , wobei x auf der z -Achse fixiert

ist und ϑ der Winkel zwischen x und ξ ∈ Sr ist, erhalten wir das Oberflächenelement

dS = r 2 sinϑdϕdϑ und x ·ξ= r ‖x‖cosϑ. Somit kann man das (innere) Oberflächenintegral

berechnen zu

=

∫ 2π

0

∫ π

0

cos(‖x‖r cosϑ)r 2 sinϑdϑdϕ, s = ‖x‖r cosϑ, ds =−‖x‖r sinϑdϑ

= 2π

∫ −‖x‖r

‖x‖r
−cos s

r

‖x‖ ds = 4π
r

‖x‖ sin(‖x‖r ).

Also ist

FδSr

�
ϕ
�
=

2r
p

2π

∫R3

ϕ(x )
sin(r ‖x‖)
‖x‖ dx ;

die Fouriertransformierte von δSr
, eine reguläre Distribution zur Funktion

F δSr
(x ) =

2r
p

2π

sin(r ‖x‖)
‖x‖ .

(d) Die Resolvente des Laplace-Operators −∆. Wir betrachten den Hilbertraum H = L2(Rn )

und in ihm den dichten Teilraum S (Rn ). Für ϕ ∈ S (Rn ) ist der Laplace-Operator Aϕ =

−∆ϕ definiert. Zur Erinnerung: Die Resolvente Rλ(A) eines linearen Operators A an der Stelle
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λ ist der beschränkte, auf ganz H definierte Operator, der die Gleichung Rλ(A)(A − λI ) =

(A−λI )Rλ(A) = I erfüllt. Er ist also der inverse Operator zu A−λI . Für f ∈H suchen wir also

ein u ∈ H mit Rλ(A) f = u . Dies ist äquivalent zum Auflösen der Gleichung f = (A −λI )(u )

nach u . Im Falle von A = −∆ können wir dazu die Fouriertransformation benutzen. Nach

Theorem 7.13 (ii) ist nämlich

−∆u −λu = f , −F
�

n∑

k=1

∂ 2

∂ x 2
k

u

�
−λF u =F f ,

n∑

k=1

ξ2
k (F u )(ξ)−λFu (ξ) = (F u )(ξ)(ξ2−λ) =F f (ξ)

F u (ξ) =
F f (ξ)

ξ2−λ

u (x ) =G
�

1

ξ2−λF f (ξ)

�
(x )

Folglich gilt:

Rλ(−∆)=F −1◦
1

ξ2−λ
◦F ,

wobei in der Mitte ein Multiplikationsoperator, in diesem Falle mit der Funktion 1/(ξ2−λ),
steht. Man erkennt, dass dieser Operator in H beschränkt ist, da genau dann, wenn der Mul-

tiplikationsoperator beschränkt ist, also wenn der Nenner ungleich Null ist für alle ξ ∈ R.

Dies ist genau dann der Fall, wenn λ ∈ C \R+, so dass für das Spektrum von −∆ gilt

σ(−∆)⊂R+.

7.5 Anhang — Mehr zur Faltung

Da die folgende Eigenschaft später noch des öfteren gebraucht wird, wollen wir sie hier er-

wähnen:

Satz 7.18 Es seien T (x , t ) und S(x , t ) Distributionen in D ′(Rn+1)mit suppT ⊂Rn ×R+ und

suppS ⊂ Γ+(0,0), dabei ist Γ+(0,0) = {(x , t ) ∈ Rn+1 | ‖x‖ ≤ a t } der Vorwärtslichtkegel am

Ursprung. Dann existiert die Faltung T ∗S inD ′(Rn+1) und kann wie folgt geschrieben werden

T ∗S
�
ϕ
�
= T (x , t )⊗S(y ,s )

�
η(t )η(s )η(a s −



y


)ϕ(x + y , t + s )

�
, (7.15)

ϕ ∈ D (Rn+1), wobei η ∈ D (R) eine Testfunktion ist mit η(t ) = 1 für t > −ǫ und ǫ > 0 ist

eine fixierte positive Zahl. Die Faltung (T ∗S)(x , t ) verschwindet für t < 0 und ist in beiden

Komponenten stetig, das heißt,

(a) Wenn Tk → T inD ′(Rn+1) und suppSk ,S ⊆Rn ×R, dann gilt Tk ∗S→ T ∗S inD ′(Rn+1).

(b) Wenn Sk →S inD ′(Rn+1) und suppSk ,S ⊆ Γ+(0,0), dann T ∗Sk → T ∗S inD ′(Rn+1).

Beweis. Wegen η∈D (R), gibt es ein δ> 0 mit η(x ) = 0 für x <−δ. Es sei ϕ(x , t ) ∈D (Rn+1) so

gegeben, dass suppϕ ∈UR (0) für ein geeignetes R > 0. Es sei ηk (x , t ,y ,s ), k →∞, eine Folge
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von Testfunktionen aus D (R2n+2), die imR2n+2 gegen 1 konvergiert. Für genügend große k

ist dann

ψk := η(s )η(t )η(a s −


y


)ηk (x , t ,y ,s )ϕ(x + y , t + s )

=η(s )η(t )η(a t −


y


)ϕ(x + y , t + s ) =:ψ.

(7.16)

Wir müssen zeigen, dassψ ∈D (R2n+2). Natürlich istψ beliebig oft differenzierbar. Der Träger

suppψ ist enthalten in

{(x , t ,y ,s ) | s , t ≥−δ,a s −


y


≥−δ,



x + y


2
+ |r + s |2 ≤R2},

und diese Menge ist beschränkt.

Wegen η(t ) = 1 in einer Umgebung von suppT und η(s )η(a s −


y


) = 1 in einer Umgebung

von suppS gilt, T (x , t ) = η(x )T (x , t ) und S(y ,s ) = η(s )η(a s −


y


)S(y ,s ). Mittels (7.16) erhal-

ten wir

T ∗S
�
ϕ
�
= lim

k→∞
T (x , t )⊗S(y ,s )

�
ηk (x , t ,y ,s )ϕ(x + y , t + s )

�

= lim
k→∞

T (x , t )⊗S(y ,s )
�
ψk

�
, ϕ ∈D (R2n+2).

Hieraus folgt die erste Behauptung.

Wir zeigen nun, dass die rechte Seite von (7.15) ein stetiges lineares Funktional aufD (Rn+1)

definiert. Sei ϕk −→D ϕ für k →∞. Dann ist

ψk := η(t )η(s )η(a s −


y


)ϕk (x + y , t + s )−→

D
ψ

für k →∞. Somit gilt,

T ∗S
�
ϕk

�
= T (x , t )⊗S(y ,s )

�
ψk

�
→ T (x , t )⊗S(y ,s )

�
ψ
�
= T ∗S

�
ϕ
�

, k →∞,

und T ∗S ist stetig.

Wir zeigen, dass T ∗ S für t < 0 verschwindet. Dazu sei ϕ ∈ D (Rn+1) mit suppϕ ⊆ Rn ×
(−∞,−δ1]. Wähle δ>δ1/2, dann hat man

η(t )η(s )η(a s −


y


)ϕ(x + y , t + s ) = 0,

sodass T ∗S
�
ϕ
�
= 0. Die Stetigkeit der Faltung folgt aus der Stetigkeit des Tensorproduktes.



Kapitel 8

PDGl II — Die Gleichungen der

Mathematischen Physik

In diesem Kapitel studieren wir ausführlich die Laplace-Gleichung und die Poisson-

Gleichung, die Wellengleichung in allen drei Dimensionen und die Wärmeleitungsglei-

chung. Wir geben die Fundamentallösungen zu diesen drei Operatoren an und zeigen, wie

man sie benutzt, um Anfangswertprobleme zu lösen.

Schließlich studieren wir Randwertprobleme für den Laplace-Operator.

Wir wiederholen die Greenschen Formeln: Es sei G ein beschränktes Gebiet im Rn mit glat-

tem Rand ∂G , so dass in jedem Punkt y ∈ ∂G ein von Null verschiedener äußerer Norma-

lenvektor ~n y existiert. Ferner sei u ∈C2(G )∩C1(G ), dann gilt

∫

G

(u (x )∆v (x )− v (x )∆u (x ))dx =

∫

∂G

�
u (y )

∂ v (y )

∂ ~n y

− v (y )
∂ u (y )

∂ ~n y

�
dS(y ),

∫

G

∆u (x )dx =

∫

∂G

∂ u (y )

∂ ~n y

dS(y ). (8.1)

Dabei ist ∂ u (y )

∂ ~n y
Ableitung von u in y ∈ ∂G in Richtung der äußeren Normalen ~n y an ∂G .

8.1 Fundamentallösungen

8.1.1 Die Laplace-Gleichung

Mit ωn bezeichnen wir die Oberfläche der Einheitssphäre S1(0) ⊂ Rn ; also ist ω2 = 2π und

ω3 = 4π.

Theorem 8.1 Die Funktion

En (x ) =

(
1

2π
ln‖x‖ , n = 2,

− 1
(n−2)ωn

1
‖x‖n−2 , n ≥ 3

89
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ist inRn lokal integrierbar; die zugehörige reguläre Distribution En = TEn
erfüllt die Gleichung

∆En =δ und ist somit eine Fundamentallösung des Laplace-Operators.

Beweis. 1. Schritt. Zunächst ist ∆En (x ) = 0 für alle x 6= 0. In der Tat, sei f (r ), r = ‖x‖ eine

radialsymmetrische Funktion, so ist ∇ f (r ) =
f ′(r )

r
x und weiter ∆ f (r ) = f ′′(r ) +

n −1

r
f ′(r ).

Im Falle n = 2 ist also

∆ lnr =− 1

r 2
+

2−1

r

1

r
= 0,

und für n ≥ 3

∆r−n+2 = (−n +2)(−n +1)r−n +
n −1

r
(−n +2)r−n+1= 0.

2. Schritt. Nach Übungsaufgabe 8.1 sind ln‖x‖ ∈ L1
loc(R2) und 1/‖x‖α ∈ L1

loc(Rn ), falls nur

α< n . Insbesondere ist En , n > 2, lokal integrierbar, da α= n −2< n .

3. Schritt. Sei n ≥ 3. Wir setzen r = ‖x‖ . Wegen
1

‖x‖n−2
=

1

r n−2
∈ L1

loc(Rn ), ist En lokal inte-

grierbar. Wegen der Stetigkeit des Lebesguemaßes gilt daher für alleψ ∈D (Rn )

∫Rn

ψ(x )

r n−2
dx = lim

ǫ→0

∫

‖x‖≥ǫ

ψ(x )

r n−2
dx .

Schreibt man zur Abkürzung βn =−1/((n −2)ωn), so hat man für alleϕ ∈D (Rn )

∆En

�
ϕ
�
= En

�
∆ϕ

�
= TEn

(∆ϕ) =βn

∫Rn

∆ϕ(x )dx

r n−2
=βn lim

ǫ→0

∫

‖x‖≥ǫ

∆ϕ(x )dx

r n−2
.

Dieses Integral auf der rechten Seite berechnen wir mittels v (x ) = 1
r n−2 , was eine harmonische

Funktion ist für r ≥ ǫ, also∆v = 0. Wendet man die Greensche Identität an, so hat man

βn

∫

‖x‖≥ǫ

∆ϕ(x )dx

‖x‖n−2
=βn

∫

‖x‖=ǫ

�
1

r n−2

∂

∂ ~n
ϕ(x )−ϕ(x ) ∂

∂ ~n

� 1

r n−2

��
dS

Wir betrachten zunächst das erste Integral für ǫ→ 0. Dazu beachte man, dass∇ϕ und damit
∂ ϕ

∂ ~n
auf der Sphäre beschränkt sind; etwa

����
∂ ϕ

∂ ~n

����≤ c . Also können wir abschätzen:

�����

∫

‖x‖=ǫ

∂

∂ ~n
ϕ(x )

dS

r n−2

�����≤
1

ǫn−2

∫

‖x‖=ǫ

����
∂ ϕ(x )

∂ r

���� dS ≤ c

ǫn−2

∫

‖x‖=ǫ
dS =

cωnǫn−1

ǫn−2
= cωnǫ

und das konvergiert für ǫ→ 0 gegen 0.

\
\vn

Beim zweiten Integral benutzten wir, dass der äußere Nor-

malenvektor zum Kugeläußeren r ≥ ǫ radial in Richtung 0

zeigt, ~n =−x

r
, und damit

∂

∂ ~n
f (r ) =−x

r
∇ f (r ) =−x

r
f ′(r )

x

r
=− f ′(r ).

Insbesondere ist ∂
∂ ~n
(r−n+2) = (n −2) 1

r n−1 und wir erhalten
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wegen −βn (n −2) = 1
ωn

zweites Integral=−βn

∫

‖x‖=ǫ
ϕ(x )

n −2

r n−1
dS =

1

ωn

1

ǫn−1

∫

‖x‖=ǫ
ϕ(x )dS.

Man beachte, dassωnǫn−1 genau das Maß (die Oberfläche) der (n−1)-dimensionalen Sphäre

vom Radius ǫ ist. Somit ist das Integral der Mittelwert von ϕ über der Spähre vom Radius ǫ.

Da ϕ bei 0 stetig ist, konvergiert dieser Mittelwert gegen ϕ(0). Damit ist die Behauptung für

n ≥ 3 gezeigt.

Der Beweis für n = 2 ist analog.

Folgerung 8.2 Es sei ρ eine stetige Funktion aufRn mit kompaktem Träger.

Dann ist TVn
= En ∗Tρ eine reguläre Distribution und es gilt∆TVn

= Tf inD ′(Rn ). Insbesondere

gilt, dass Flächen- und Volumenpotential (siehe Beispiel7.10 (d))

V2(x ) =
1

2π

∫ ∫R2

ln


x − y



 ρ(y )dy , n = 2;

V3(x ) =−
1

4π

∫∫ ∫R3

ρ(y )

x − y


 dy , n = 3.

(8.2)

die Poisson-Gleichung inD ′ erfüllen.

Beweis. Nach Theorem 7.11, ist TS = E ∗ Tρ eine Lösung von L[TS] = Tρ sofern E eine

Fundamentallösung von L ist. Setzt man die Fundamentallösungen des Laplace-Operators

für n = 2 und n = 3 ein und benutzt, dass ρ einen kompakten Träger hat, dann existieren

die Potentiale als Faltungen und sind die eindeutig bestimmten Lösungen der Poisson-

Gleichung.

Bemerkung 8.1 (a) Die angegebenen Lösungen (8.2) sind sogar klassische Lösungen, denn

Vn ∈C∞(Rn ), und man erhält∆Vn (x ) =ρ(x ).

(b) Die Funktion G (x ,y ) = En (x − y ) heißt Greensche Funktion des Laplace-Operators auf

demRn .

8.1.2 Die Wärmeleitungsgleichung

Satz 8.3 Es seien n ∈N und a > 0. Die Funktion

F (x , t ) =
1

(4πa 2t )
n
2

H (t )e
− ‖x‖

2

4a 2t

definiert eine reguläre Distribution E = TF , die Fundamentallösung des Wärme-Operators

L[u ] = u t −a 2∆u , das heißt

Et −a 2∆xE =δ(x , t ). (8.3)
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Beweis. Schritt 1. Die Funktion F (x , t ) ist nach Übungsaufgabe 11.4 lokal integrierbar aufRn+1, denn
∫Rn

F (x , t )dx =
1

(4πa 2t )n/2

∫Rn

e−
r 2

4a 2t dx =

n∏

k=1

�
1
p
π

∫Re−ξ
2
k dξk

�
= 1. (8.4)

Somit ist F (·, t ) ∈ L1(Rn ) für jedes fixierte t ∈R. Außerdem ist für alle kompakten Teilmengen

K ⊂R+ das Integral

∫

K

1

t
n
2

e−
c
t dt <∞ endlich. Hieraus folgt F ∈ L1

loc(Rn+1).

Schritt 2. Es gilt F ∈C∞((0,+∞)×Rn ) und daher

∂ F

∂ t
=

�
x 2

4a 2t 2
− n

2t

�
F,

∂ F

∂ x i

=− x i

2a 2t
F ;

∂ 2F

∂ x 2
i

=

�
x 2

i

4a 4t 2
− 1

2a 2t

�
,

∂ F

∂ t
−a 2∆F = 0, (8.5)

erfüllt F die klassische Wärmeleitungsgleichung für t > 0; vgl. Übungsaufgabe 9.2.

Schritt 3. Wir zeigen L[TF ] = δ mittels FouriertransformationFx von F (x , t ) bezüglich der

Ortsvariablen x ∈Rn . Sei also E (ξ, t ) = (Fx F )(ξ, t ). Wendet manFx auf die Gleichung (8.3)

an, so erhält man eine gewöhnliche DGl erster Ordnung in t :

∂

∂ t
E (ξ, t )+a 2ξ2E (ξ, t ) =Fx (δ(x , t ) =αn 1(ξ)δ(t ).

Nach Beispiel 7.11 hat u ′+b u =δ die Fundamentallösung u (t ) =H (t )e−bt ; also ist

E (ξ, t ) =αn H (t )e−a 2ξ2t

eine Lösung der obigen Gleichung. Wendet man hierauf die inverse Fouriertransformation

(bezüglich der Variablen ξ) an, so erhält man nach Beispiel 7.12,

F −1
�

e−
ξ2

2c2

�
= c n e−

c2x 2

2 ,

wobei in unserem Falle 1
2c 2 = a 2t bzw. c = 1p

2a 2t
. Folglich ist

E (x , t ) =H (t )αnF −1
�

e−a 2ξ2t
�
=

H (t )

(2π)
n
2

· 1

(2a 2t )
n
2

e−
x 2

2·2a 2t =
H (t )

(4πa 2t )
n
2

e−
x 2

4a 2t .

Folgerung 8.4 Es sei f (x , t ) eine stetige Funktion auf Rn ×R+ mit kompakten Träger. Dann

heißt die Funktion

V (x , t ) =H (t )
1

(4a 2π)
n
2

∫ t

0

∫Rn

e
− ‖x−y‖2

4a 2(t−s )

(t − s )
n
2

f (y ,s )dy ds

Wärmepotential zur Verteilung f . V (x , t ) definiert eine reguläre Distribution ausD ′(Rn ×R+)
und TV ist eine Lösung der inhomogenen Wärmeleitungsgleichung u t − a 2∆u = f in

D ′(Rn ×R+).
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Beweis. Dies folgt aus Theorem 7.11. unter Beachtung von V = F ∗ f .

8.1.3 Die Wellengleichung

Wir werden die Fundamentallösungen zu den Wellengleichungen in den Raumdimensionen

n = 1,2,3 bestimmen. Im Falle n = 3 benutzen wir wie bei der Wärme die Fouriertransforma-

tionFx und deren inverse Transformation. Für die Dimensionen n = 2 und n = 1 benutzen

wir die Abstiegsmethode.

(a) Der Fall n = 3

Satz 8.5 Die Distribution

E (x , t ) =δSa t
⊗ 1

4πa 2
TH (t )

t
∈D ′(R4)

ist eine Fundamentallösung des Wellenoperators 2a u = u t t − a 2(ux1x1 +ux2x2 +ux3x3), wobei

δSa t
die Distribution der einfachen Schicht zur Sphäre um 0 mit dem Radius a t bezeichnet.

Beweis. Wie bei der „Wärme“ setzten wir E (ξ, t ) =FxE (ξ, t ) die Fouriertransformation be-

zügl. der Ortsvariablen. Dann erfüllt E (ξ, t ) die gDGl zweiter Ordnung in t :

∂ 2

∂ t 2
E +a 2ξ2E =α31(ξ)δ(t )

Nach Beispiel 7.11 hat u ′′+ a 2u = δ, a > 0 eine Fundamentallösung u (t ) =H (t ) sina t

a
. Folg-

lich ist

E (ξ, t ) =α3 H (t )
sin(a ‖ξ‖ t )

a ‖ξ‖ ,

wobei ξwieder als Parameter agiert. Wir wenden nun die inverse Fouriertransformation be-

züglich ξ an und erhalten nach Beispiel 7.13 (b), die Distribution der einfachen Schicht:

FδSa t
(ξ) =

2a t
p

2π

sin(a t ‖ξ‖)
‖ξ‖ .

Folglich ist

E (x , t ) =
1

2π

1

2a t
H (t )δSa t

(x )
1

a
=

1

4πa 2t
H (t )δSa t

(x )

eine Fundamentallösung von 2a .

Wir wollen die Wirkung E3

�
ϕ(x , t )

�
auf einer Testfunktion ϕ ∈D (R4) berechnen. Unter Ver-

wendung von dx1 dx2 dx3 = dSr dr , wobei x = (x1,x2,x3) und r = ‖x‖ und mit der Skalierung
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r = a t , dr = a dt und dS ist das skalare Oberflächenelement der Sphäre Sr (0), erhalten wir

E3

�
ϕ
�
=

1

4πa 2

∫ ∞

0

1

t

∫∫

Sa t

ϕ(x , t )dS dt (8.6)

=
1

4πa 2

∫ ∞

0

a

r

∫∫

Sr

ϕ
�

x ,
r

a

�
dS

dr

a

=
1

4πa 2

∫R3

ϕ
�

x , ‖x‖
a

�

‖x‖ dx . (8.7)

(b) Die Dimensionen n = 2 und n = 1

Wir konstruieren die Fundamentallösung E2(x , t ), x = (x1,x2), mittels Abstiegsmethode.

Lemma 8.6 Eine Fundamentallösung E2 des 2-dimensionalen Wellenoperators 2a ,2 ist für

ϕ =ϕ(x1,x2, t ) ∈D (R3) gegeben über

E2

�
ϕ
�
= lim

k→∞
E3(x1,x2,x3, t )

�
ϕ(x1,x2, t )ηk (x3)

�
,

wobei E3 die obige Fundamentallösung von 2a ,3 ist und ηk ∈ D (R) eine Folge von Testfunk-

tionen ist, die für k →∞ gegen 1 konvergiert.

Vereinfacht ausgedrückt ist alsoE2(ϕ) = E3(ϕ⊗1), wobei die rechte Seite eben keine Testfunk-

tion inD (R4) ist, da i. a. suppϕ×R unbeschränkt ist. Daher die „Abschneideoperation“.

Beweis. Sei ϕ ∈D (R3). Man beachte, dass η′′
k
⇉ 0 gleichmäßig aufR für k →∞. Also ist

2a ,2E2

�
ϕ
�
= E2

�
2a ,2ϕ

�

= lim
k→∞
E3

�
2a ,2(ϕ(x1,x2, t )ηk (x3))

�

= lim
k→∞
E3

�
2a ,2ϕ(x1,x2, t )·ηk (x3)+ϕ·η′′k (x3)

�

= lim
k→∞
E3

�
2a ,3

�
ϕ(x1,x2, t )ηk (x3)

��

= lim
k→∞

2a ,3E3

�
ϕ⊗ηk

�

= lim
k→∞

δ(x , t )
�
ϕ(x1,x2, t )ηk (x3)

�
= lim

k→∞
ϕ(0,0,0)ηk (0)

=ϕ(0,0,0) =δ(x1,x2, t )
�
ϕ(x1,x2, t )

�
.

In der dritten Zeile benutzten wir, dass ∆x1,x2,x3

�
ϕ(x1,x2, t )·η(x3)

�
= ∆x1,x2ϕ(x1,x2, t )η +

ϕη′′(x3).

Satz 8.7 (a) Für x = (x1,x2)∈R2 und t ∈R ist die zu

E2(x , t ) =
1

2πa

H (a t −‖x‖)
p

a 2t 2−x 2
=





1
2πa

1p
a 2t 2−x 2

, a t > ‖x‖ ,

0, a t ≤ ‖x‖
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gehörige reguläre Distribution auf D (R3) eine Fundamentallösung des zweidimensionalen

Wellenoperators.

(b) Die zu

E1(x , t ) =
1

2a
H (a t − |x |) =

(
1

2a
, |x |< a t ,

0, |x | ≥ a t

gehörige reguläre Distribution auf D (R2) ist eine Fundamentallösung des eindimensionalen

Wellenoperators.

Beweis. Nach dem obigen Lemma ist

E2

�
ϕ(x1,x2, t )

�
= E3

�
ϕ(x1,x2, t )1(x3)

�
=

1

4πa 2

∫ ∞

0

1

t

∫∫

Sa t

ϕ(x1,x2, t )dS dt .

Wir berechnen das skalare Oberflächenelement der Sphäre vom Radius a t um 0 in den Pa-

rametern x1,x2. Die Sphäre ist dann die Vereinigung der oberen und unteren Halbsphä-

re; beides sind Graphen von Funktionen und zwar von x3 = f (x1,x2) = +
p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2 .

und x3 = −
p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2 . Nach der Formel für das Oberflächenelement ist dS =p
1+ f 2

x1
+ f 2

x2
dx1 dx2. Im Falle der oberen Halbsphäre ist daher

dSx1,x2 =
a t dx1 dx2p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2

Die Integration über obere und untere Halbsphäre liefert den Faktor 2,

= 2
1

4πa 2

∫ ∞

0

1

t

∫∫

x 2
1+x 2

2≤a 2t 2

a tϕ(x1,x2, t )
p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2

dx1 dx2 dt

=
1

2πa

∫ ∞

0

∫∫

‖x‖≤a t

ϕ(x1,x2, t )
p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2

dx1 dx2 dt .

Folglich ist E2(x , t ) die reguläre Distribution der oben angegebenen Gestalt. Man kann auch

direkt zeigen, dass E2 ∈ L1
loc(R3). In der Tat ist

∫∫∫R2×[−R ,R]

E2(x1,x2, t )dx dt <∞ für alle R > 0.

(b) Dies wurde bereits in Übungsaufgabe 9.2 gezeigt.

Wir können erneut die Abstiegsmethode benutzen. Dazu sei ϕ ∈ D (R2). Wegen∫R |E2(x1,x2, t ) | dx2 <∞ definiert
∫RE2(x1,x2, t )dx2 ebenfalls eine lokal integrierbare Funk-

tion aufR2 Aus Lemma 8.6 folgt dann

E1(ϕ) = lim
k→∞
E2(x1,x2, t )

�
ϕ(x1, t )ηk (x2)

�
= lim

k→∞

∫R3

E2(x1,x2, t )ηk (x2)ϕ(x1, t )dx1 dx2 dt .

Folglich ist auch die Fundamentallösung E1 eine reguläre Distribution mit

E1(x1, t ) =

∫ ∞

−∞
E2(x1,x2, t )dx2 =

1

2πa

∫R H (a t −
p

a 2t 2−x 2
1 −x 2

2)p
a 2t 2−x 2

1 −x 2
2

dx2

=
b 2=a 2t 2−x 2

1

H (a 2t 2−x 2
1)

2πa

∫ b

−b

dx2p
b 2−x 2

2

=
1

2a
H (a t − |x1 |).
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Der direkte Beweis ist zu finden in [Wla72, II. §6.5, Beispiel g)].

8.2 Cauchy-Probleme

in diesem Abschnitt studieren wir klassische und verallgemeinerte Cauchy-Probleme zu

„Wärme“ und „Welle“.

8.2.1 Motivation

Zur Erläuterung des Vorgehens schauen wir uns ein AWP bei einer gewöhnlichen, linearen

DGl zweiter Ordnung an.

Wir betrachten das Cauchy-Problem

u ′′(t )+a 2u (t ) = f (t ), u |t=0= u 0, u ′ |t=0= u 1, (8.8)

wobei f ∈ C(R+). Zunächst setzen wir die Funktionen u (t ) (die Lösung) als auch f (t )

durch 0 auf die negative Zeitachse fort, also für t < 0. Diese neuen Funktionen auf ganzR bezeichnen wir mit ũ bzw. f̃ . Da ũ bei 0 einen Sprung der Höhe u 0 hat, gilt nach Bei-

spiel 7.7, T ′ũ = Tu ′ + u 0δ(t ). Analog hat auch u ′(t ) bei 0 einen Sprung der Höhe u 1, sodass

T ′′ũ = Tu ′′ +u 0δ′(t )+u 1δ(t ). Folglich erfüllt Tũ aufR die Differentialgleichung

T ′′ũ +a 2Tũ = Tf̃ +u 0δ
′+u 1δ. (8.9)

Wir konstruieren die Lösung ũ . Da die Fundamentallösung des Operators zu E (t ) =

H (t )sina t /a gehört und da die rechte Seite der Gleichung positiven Träger hat, existiert die

Faltung und ist gleich

Tũ = E ∗ (Tf̃ +u 0δ
′+u 1δ) = E ∗Tf̃ +u 0E ′+u 1E .

Folglich ist die rechte Seite eine reguläre Distribution Tũ und für t > 0 gilt:

ũ (t ) =
1

a

∫ t

0

f (τ)sin a (t −τ)dτ+u 0E ′(t )+u 1E (t ).

Da für t > 0 die Funktion ũ die Gleichung (8.9) erfüllt und da die Lösung des Cauchy-

Problems eindeutig ist, liefert die obige Formel die klassische Lösung des AWP für t > 0,

also

u (t ) =
1

a

∫ t

0

f (τ)sin a (t −τ)dτ+u 0 cos a t +u 1

sina t

a
.
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8.2.2 Die Wellengleichung

(a) Klassische und verallgemeinerte Lösungen des Cauchy-Problems – Existenz, Eindeu-

tigkeit und Stabilität

Definition 8.1 (a) Das Problem

2a u = f (x , t ), x ∈Rn , t > 0, (8.10)

u |t=0+ = u 0(x ), (8.11)

∂ u

∂ t

����
t=0+

= u 1(x ), (8.12)

mit

f ∈C(Rn ×R+), u 0 ∈C1(Rn ), u 1 ∈C(Rn ).

heißt klassisches Anfangswertproblem (kurz kAWP) für die Wellengleichung.

Eine Funktion u (x , t ) heißt klassische Lösung des kAWP, falls

u (x , t ) ∈C2(Rn ×R+)∩C1(Rn ×R+),
und u erfüllt die Wellengleichung (8.10) für t > 0 sowie die AB (8.11) und (8.12) für t → 0+0.

(b) Das Problem

2aU = F +U0(x )⊗δ′(t )+U1(x )⊗δ(t )

mit F ∈ D ′(Rn+1), U0,U1 ∈ D ′(Rn ) und supp F ⊂ Rn × [0,+∞) heißt verallgemeinertes An-

fangswertproblem (kurz vAWP). Eine Distribution U ∈ D ′(Rn+1)mit suppU⊂Rn × [0,+∞),
die die obige Gleichung erfüllt heißt verallgemeinerte Lösung des vAWP.

Satz 8.8 (a) Wenn u (x , t ) eine klassische Lösung des kAWP ist zu f , u 0 und u 1. Dann ist die

reguläre Distribution Tu eine Lösung des vAWP mit der rechten Seite Tf +Tu 0⊗δ′(t )+Tu 1⊗δ(t )
wenn man sich f (x , t ) und u (x , t ) durch 0 fortgesetzt denkt auf das Gebiet {(x , t ) | (x , t ) ∈Rn+1, t < 0}.
(b) Ist umgekehrt U eine Lösung des vAWP, und sind sie Distributionen F = Tf , U0 = Tu 0 , U1 =

Tu 1 und U = Tu regulär und erfüllen gewisse Differenzierbarkeitsbedingungen (Regularität),

dann ist u (x , t ) eine Lösung des kAWP

Beweis. (b) Wenn U eine Lösung des vAWP ist und ϕ ∈ D (Rn+1) eine Testfunktion. Dann ist

nach Definition des Tensorproduktes und der Ableitung

Ut t −a 2∆U
�
ϕ
�
= F

�
ϕ
�
+U0⊗δ′

�
ϕ
�
+U1⊗δ

�
ϕ
�

=

∫ ∞

0

∫Rn

f (x , t )ϕ(x , t )dx dt −
∫Rn

u 0(x )
∂ ϕ

∂ t
(x ,0)dx +

∫Rn

u 1(x )ϕ(x ,0)dx . (8.13)
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Wendet man darauf zweimal die partielle Integration bezügl. t an, dann ergibt sich
∫ ∞

0

uϕt t dt = uϕt

��∞
0
−
∫ ∞

0

u tϕt dt

=−u (x ,0)ϕt (x ,0)− u tϕ
��∞

0
+

∫ ∞

0

u t tϕdt

=−u (x ,0)ϕt (x ,0)+u t (x ,0)ϕ(x ,0)+

∫ ∞

0

u t tϕdt .

DaRn keinen Rand hat undϕ hat kompakten Träger, liefert die partielle Integration bei den

Ortsvariablen keinen Randterm.

Folglich erhalten wir wegen der obigen Formel und wegen
∫∫

u ∆ϕdt dx =
∫∫
∆u ϕdt dx ,

für alleϕ ∈D (Rn ×R+)mit suppϕ inRn × (0,+∞) und mitϕ(x ,0) =ϕt (x ,0) = 0

�
Ut t −a 2∆U

��
ϕ
�
=U

�
ϕt t −a 2∆ϕ

�
=

∫Rn

∫ ∞

0

u (x , t )
�
ϕt t −a 2∆ϕ

�
dt dx

=

∫Rn

∫ ∞

0

�
u t t −a 2∆u

�
ϕ(x , t )dx dt −

∫Rn

�
u (x ,0)ϕt (x ,0)−u t (x ,0)ϕ(x ,0)

�
dx . (8.14)

Aus (8.13) und (8.14) folgt, dass
∫Rn

∫ ∞

0

�
f (x , t )−u t t +a 2∆u

�
ϕ(x , t )dt dx = 0.

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, Lemma 7.3 (Du Bois Reymond)

folgt, dass u t t −a 2∆u = f aufRn ×R+. Setzt man dies ein in (8.13) ud (8.14), so hat man
∫Rn

(u 0(x )−u (x ,0))ϕt (x ,0)dx −
∫Rn

(u 1(x )−u t (x ,0))ϕ(x ,0)dx = 0.

Wenn wir ϕ(x , t ) =ψ(x )η(t ) setzten mit η ∈ D (R) und η(t ) = 1 ist konstant in einer Umge-

bung von 0, dann ist ϕt (x ,0) = 0 und daher
∫Rn

(u 1(x )−u t (x ,0))ψ(x ) = 0, ψ ∈D (Rn ).

Mehr noch, ∫Rn

(u 0(x )−u (x ,0))ψ(x )dx = 0, ψ ∈D (Rn )

wenn wir setzten:ϕ(x , t ) = tη(t )ψ(x ). Erneut folgt aus Lemma 7.3

u 0(x ) = u (x ,0), u 1(x ) = u t (x ,0)

und u (x , t ) ist eine Lösung des kAWP.

(a) Ist umgekehrt u (x , t ) eine klassische Lösung des kAWP, so erfüllt die reguläre Distribution

U = TH(t )u (x ,t ).
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die Gleichung (8.14). Vergleicht man das mit (8.13), so sieht man, dass

Ut t −a 2∆U = F +U0⊗δ′+U1⊗δ,

wobei F (x , t ) = TH(t ) f (x ,t ), U0(x ) = Tu (x ,0) und U1(x ) = Tu t (x ,0).

Folgerung 8.9 Angenommen, F , U0 und U1 sind die Daten eines vAWP. Dann existiert genau

eine Lösung U des vAWP. Man kann sie in folgender Form aufschreiben:

U =V +V (0)+V (1).

Dabei sind

V = En ∗ F, V (1) = En ∗x U1, V (0) =
∂ En

∂ t
∗x U0,

En ist eine Fundamentallösung des n-dimensionalen Wellenoperators 2a ,n . Ferner bezeichnet

En ∗x U1 := En ∗ (U1(x )⊗δ(t )) die Faltung bezüglich der Ortsvariablen x . Die Lösung U hängt

stetig von F inD ′(Rn ), von U0 und U1 ab.

Beweis. Die Träger der Distributionen U0 ⊗ δ′ und U1 ⊗ δ sind in der Hyperebene {(x , t ) ∈Rn+1 | t = 0} enthalten. Also ist der Träger der Distribution F +U0⊗δ′+U1⊗δ im HalbraumRn ×R+ enthalten.

Aus Satz 7.18 folgt, dass die Faltung

U = En ∗ (F +U0⊗δ′+U1⊗δ)

existiert und einen Träger im positiven Halbraum t ≥ 0 besitzt. Aus Theorem 7.11 folgt, dass

U eine Lösung des vAWP für die Wellengleichung ist. Umgekehrt hat jede Lösung des ver-

allgemeinerten AWP einen Träger inRn ×R+ und somit, existiert nach Satz 7.18 die Faltung

mit En . Nach Theorem 7.11 ist diese Lösung U eindeutig.

Angenommen Uk −→U1 für k →∞ inD ′(Rn+1), dann gilt En ∗Uk −→En ∗U1 wegen der Ste-

tigkeit der FaltungD ′ (siehe Satz 7.18).

(b) Explizite Lösungsformeln im Falle n = 1, 2, 3

Wir wollen die obigen Formeln von Folgerung 8.9 explizit aufschreiben, d. h., wir wollen die

obigen Faltungen berechnen um die Potentiale V , V (0), and V (1) zu erhalten.

Satz 8.10 Es sei f ∈C2(Rn ×R+), u 0 ∈C3(Rn ) und u 1 ∈C2(Rn ) für n = 2,3; es sei f ∈C1(R+),
u 0 ∈C2(R) und u 1 ∈C1(R) für n = 1.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte klassische Lösung des kAWP. Diese ist im Falle n = 3

gegeben durch die Kirchhoffsche Wellenformel:

u (x , t ) =
1

4πa 2




∫∫∫

Ua t (x )

f
�

y , t −


x−y

a



�


x − y



 dy +
1

t

∫∫

Sa t (x )

u 1(y )dSy +
∂

∂ t




1

t

∫∫

Sa t (x )

u 0(y )dSy





 .

(8.15)
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Der erste Term V (x , t ) heißt retardiertes Potential.

Im Falle n = 2, x = (x1,x2), y = (y1,y2) ist die Lösung gegeben durch die Poissonsche Formel

u (x , t ) =
1

2πa

∫ t

0

∫∫

Ua (t−s )(x )

f (y ,s )dy ds
Æ

a 2(t − s )2−


x − y



2
+

1

2πa

∫∫

Ua t (x )

u 1(y )dy
Æ

a 2t 2−


x − y



2

+
1

2πa

∂

∂ t

∫∫

Ua t (x )

u 0(y )dy
Æ

a 2t 2−


x − y



2
. (8.16)

Im Falle n = 1 ist die Lösung gegeben durch die d’Alembertsche Formel

u (x , t ) =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a (t−s )

x−a (t−s )

f (y ,s )dy ds +
1

2a

∫ x+a t

x−a t

u 1(y )dy +
1

2
(u 0(x +a t )+u 0(x −a t )) .

(8.17)

Die Lösung u (x , t ) hängt im folgenden Sinne stetig von u 0, u 1 und f ab: Wenn

�� f − f̃
��< ǫ, |u 0− ũ 0 |< ǫ0, |u 1− ũ 1 |< ǫ1,



grad (u 0− ũ 0)


< ǫ′0

(letzteres nur für n = 3 und n = 2), dann erfüllen die entsprechenden Lösungen u (x , t ) und

ũ (x , t ) im Streifen 0≤ t ≤ T die Ungleichung

��u (x , t )− ũ (x ,y )
��< 1

2
T 2ǫ+Tǫ1+ ǫ0+(a T ǫ′0),

wobei im Falle n = 1 der letzte Term entfällt.

Beweis. (Idee) Wir zeigen die Kirchhoffsche Wellenformel. (a) Das Potential zu f .

Nach Satz 7.18 aus Anhang zu Kapitel VII, existiert die Faltung E3∗ f . In [Wla72, p. 153]wurde

gezeigt, dass für eine lokal-integrierbare Funktion f ∈ L1
loc(Rn+1)mit Träger in supp f ⊂Rn×R+ die Funktion En ∗Tf erneut lokal-integrierbar ist.

Formal kann man die Faltung so aufschreiben:

(E3 ∗ f )(x , t ) =

∫R4

E3(y ,s ) f (x − y , t − s )dy ds =

∫R4

E3(x − y , t − s ) f (y ,s )dy ds ,

wobei das Integral zu lesen ist als die Auswertung der Fundamentallösung E3(y ,s ) auf der

verschobenen Funktion f (x − y , t − s ). Da f einen Träger für t ≥ 0 hat, genügt es, auch nur

s > 0 und t − s > 0 zu betrachten, sodass 0< s < t . Damit liefert Formel (8.6) Folgendes:

E3 ∗ f (x , t ) =
1

4πa 2

∫ t

0

1

s

∫∫

Sa s

f (x − y , t − s )dS(y )ds

Mit r = a s , dr = a ds erhalten wir

V (x , t ) =
1

4πa 2

∫ a t

0

∫∫

Sr

1

r
f

�
x − y , t − r

a

�
dS(y )dr.
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Unter Verwendung von dy1 dy2 dy3 = dr dS und


y


= r = a s haben wir außerdem

V (x , t ) =
1

4πa 2

∫∫∫

Ua t (0)

f

�
x − y , t − ‖y‖

a

�



y


 dy1 dy2 dy3.

Die Verschiebung z = x − y , dz 1 dz 2 dz 3 = dy1 dy2 dy3 liefert schließlich

V (x , t ) =
1

4πa 2

∫∫∫

Ua t (x )

f
�

z , t − ‖x−z ‖
a

�

‖x − z‖ dz .

Dies ist das retardierte (verzögerte) Potential aus der Kirchhoffschen Wellenformel.

(b) Wir berechnen V (1)(x , t ). Nach Definition ist

V (1) = E3 ∗ (u 1⊗δ) = E3 ∗x u 1.

Formal ist das,

V (1)(x , t ) =
1

4πa 2t

∫∫∫R3

δSa t
(y )u 1(x − y )dy =

1

4πa 2t

∫∫

Sa t

u 1(x − y )dS(y )

=
1

4πa 2t

∫∫

Sa t (x )

u 1(y )dS(y ).

(c) Wegen (DαS) ∗T =Dα(S ∗T ), und wegen Bemerkung 7.9 (b) gilt

E3 ∗ (u 0⊗δ′) =
∂

∂ t
(E3 ∗x u 0) ;

und dies liefert sofort den letzten Term wegen (b).

Bemerkung 8.2 (a) Die starken Differenzierbarkeitsbedingungen an f ,u 0,u 1 sind notwen-

dig für u ∈C2(Rn ×R+) und für die Stabilität.

(b) Satz 8.10 und Korollar 8.9 zeigen, dass das vAWP der Wellengleichung ein korrekt gestell-

tes Problem ist — Existenz, Eindeutigkeit und Stabilität sind gegeben.

8.2.3 Die Wärmeleitungsgleichung

In völliger Analogie zur Wellengleichung definiert man auch hier die Begriffe des klassischen

Anfangswertproblems — nur eine Anfangsbedingung wird gefordert, da nur eine Zeitablei-

tung auftritt, klassische Lösung, verallgemeinertes Anfangswertproblem und verallgemei-

nerte Lösung.
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Nach Übungsaufgabe 11.4 gilt für die Fundamentallösung des Wärmeoperators E (x , t ) =

H(t )

(4πa 2t )
n
2

e
− ‖x‖

2

4a 2t .

∫Rn

E (x , t ) dx = 1,

E (x , t )−→ δ(x ), für t → 0+ .

Die Fundamentallösung beschreibt die zeitliche und räumliche Entwicklung der Wärmever-

teilung ausgehend von einer punktförmigen Wärmequelle im Ursprung (0,0). Da E (x , t )> 0

für alle t > 0 und alle x ∈ Rn , heißt das, dass sich die Wärme mit unendlicher Geschwin-

digkeit ausbreitet. Das widerspricht aber unserer Erfahrung. Für kleine Distanzen liefert die

Wärmeleitungsgleichung jedoch akzeptable Ergebnisse. Für große Distanzen muss man die

sogenannte Transportgleichung benutzen. Wir tragen nur die Ergebnisse ohne Beweise zu-

sammen.

Satz 8.11 (a) Es sei u (x , t ) eine klassische Lösung des kAWP zu den Daten f und u 0. Dann ist

die reguläre Distribution Tũ eine Lösung des vAWP mit der rechten Seite Tf̃ + Tu 0 ⊗δ, wobei

f (x , t ) und u (x , t ) durch 0 fortgesetzt sind zu f̃ (x , t )u nd ũ (x , t ) auf den Bereich t < 0.

(b) Ist umgekehrt U eine Lösung des vAWP und sind F = Tf , U0 = Tu 0 , and U = Tu regulär

und hinreichen oft differenzierbar und supp f , suppu ⊆Rn ×R+, dann ist u eine Lösung des

kAWP.

Satz 8.12 Es seien F und U0 die Daten des vAWP Außerdem mögen F und U0 beide kompak-

ten Träger haben.

Dann existiert eine Lösung U des vAWP und kann als Summe von zwei Potentialen geschrie-

ben werden:

U = V +V (0).

Dabei ist

V = E ∗ F, V (0) = E ∗x U0.

V (x , t ) =H (t )
1

(4a 2π)
n
2

∫ t

0

∫Rn

e
− ‖x−y‖2

4a 2 (t−s )

(t − s )
n
2

f (y ,s )dy ds

V (0)(x , t ) = E ∗Tu 0 ⊗δ=
H (t )

(4πa 2t )
n
2

∫Rn

u 0(y )e
−‖x−y‖2

4a 2 t dy

Die Lösung U hängt stetig von F und U0 ab.

Bemerkung 8.3 Im Gegensatz zur Wellengleichung haben wir hier keine Eindeutigkeit der

Lösung. Es zeigt sich, dass das vAWP der Wärmeleitung keine eindeutige Lösung besitzt. A.

Friedman, Partial differential equations of parabolic type, hat ein Beispiel einer Distribution

U 6= 0 angegeben, die Lösung des vAWP ist zu F = 0 und U0 = 0.

Sind jedoch die Anfangsdaten reguläre Distributionen und fordern wir zusätzlich Wachs-

tumsbedingungen an u für t →∞, so kann man auch die Eindeutigkeit sichern.
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8.2.4 Physikalische Interpretation der Ergebnisse

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

(x,t)

y

y

s
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2

Γ (x,t)
−

Radius des Kreise = at

Rückwärtslichtkegel 

y

y

s

1
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(x,t)

Γ
+
(x,t)

Der Vorwärtslichtkegel

Wir definieren zwei Kegel inRn+1

Γ−(x , t ) = {(y ,s ) |


x − y



< a (t − s )}, s < t ,

Γ+(x , t ) = {(y ,s ) |


x − y



< a (s − t )}, s > t ,

die wir Abhängigkeitsbereich (oder Rückwärtslichtkegel) bzw. Einflussbereich (Vorwärtslicht-

kegel) nennen. Man beachte, dass deren Ränder ∂ Γ+ and ∂ Γ− die charakteristischen Flächen

der Wellengleichung sind.

(a) Wellenausbreitung imR3

Wir betrachten die Fundamentallösung

E3(x , t ) =
1

4πa 2
δSa t
⊗TH (t )

t

der 3-dimensionalen Wellengleichung

Sat

Die Störung ist auf der Kugeloberfläche vom Radius at

Dies zeigt, dass eine punktförmige Anregung im Ur-

sprung (x , t ) = (0,0) zur Zeit t > 0 eine Wirkung hat, die

vollständig auf der Sphäre vom Radius a t um 0 liegt.

Diese Anregung breitet sich als Kugelwelle aus ‖x‖ =
a t , die sich mit der Geschwindigkeit a vom Ursprung

weg bewegt. Am Anfang haben wir Ruhe, dann Anre-

gung und dann wieder Ruhe. Dies nennt man das Huy-

genssche Prinzip.

Aus dem Superpositionsprinzip folgt, dass die Lösung u (x0, t0) einer Anfangsanregung

u 0(x )δ′(t )+u 1(x )δ(t ) vollständig bestimmt ist durch die Werte von u 0 und u 1 auf der Sphäre

‖x −x0‖= a t0.
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K

Ruhe

Anregung

M(K) M(K)

Ruhe

Die Anfangsanregung sei nun in einer kom-

pakten Menge K liegt und nicht nur in einem

Punkt Angenommen d und D sind die mini-

malen und maximalen Abstände des Punktes

x von K . Dann beginnt die Anregung der Wel-

le in x zum Zeitpunkt t0 = d /a und endet in x

zum Zeitpunkt D/a . Für t >D/a = t1 herrscht

bei x wieder Ruhe. Wir beobachten also eine

vordere Wellenfront zum Zeitpunkt t0 und ei-

ne hintere Wellenfront zur Zeit t1.

Dies zeigt, dass der Einflussbereich M (K ) von K die Vereinigung aller Ränder der Vorwärts-

lichtkegel Γ+(y ,0) ist, wobei y ∈ K .

M (K ) = {(y ,s ) | ∃x ∈ K :


x − y



= a s }.

(b) Ausdehnung ebener Wellen

Wir betrachten die Fundamentallösung

E2(x , t ) =
H (a t −‖x‖)

2πa
p

a 2t 2−‖x‖2
, x = (x1,x2)

des 2-dimensionalen Wellenoperators.
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t=4

t=0

Es zeigt sich, dass eine Anregung im Null-

punkt sich in der gesamten Kreisscheibe Ua t

vom Radius a t um 0 auswirkt. Auch hier gibt

es eine vordere Wellenfront, die sich mit Ge-

schwindigkeit a ausbreitet. Im Gegensatz zum

3-dimensionalen Bild gibt es hier aber keine

hintere Wellenfront. Die Welle ist von einem

Zeitpunkt t0 an ständig präsent. Man spricht

von Wellendiffusion; Das Huygenssche Prin-

zip gilt hier nicht.

Diffusion tritt bei beliebiger Anfangsanregung u 0(x )δ′(t ) +u 1(x )δ(t ) auf. Nach dem Super-

positionsprinzip ist der Einflussbereich einer Störung in einer kompakten Menge K die Ver-

einigung aller Kreisscheiben Ua t (y )mit y ∈ K .

(c) Wellenausbreitung inR1

Es ist E1(x , t ) = 1
2a

H (a t −|x |). Eine Störung zum Zeitpunkt 0 im Nullpunkt wirkt sich auf das

gesamte Intervall [−a t ,+a t ] aus. Es gibt zwei vordere Wellenfronten, eine links bei x =−a t

und eine rechts, im Punkt x = a t . Wie bei der ebenen Welle gibt es keine hintere Wellenfront.

Es herrscht Diffusion. Mehr Details findet man beiWladimirow, [Wla72, p. 155 – 159].
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8.3 Die Fouriermethode zur Lösung von Rand-

Anfangswertproblemen

Eine sehr schöne Darstellung dieser Methode findet man im Buch [KK71].

In diesem Abschnitt wollen wir Randwertprobleme, Eigenwertprobleme und Rand-

Anfangswertprobleme für Wärme, Welle und Laplace formulieren und Lösungsmethoden

vorstellen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Fourierreihenentwicklung.

Wir erinnern daran, dass die folgenden Mengen VNOS in Hilberträumen sind:

�
1
p

2π
eint | n ∈Z,

�
, H = L2(a ,a +2π),

�
1

p
b −a

e
2πi

b−a
nt | n ∈Z� , H = L2(a ,b ),

�
1
p

2π
,

1
p
π

sin(nt ),
1
p
π

cos(nt ) | n ∈N� , H = L2(a ,a +2π),

¨
1

p
b −a

,

Ç
2

b −a
sin
� 2π

b −a
nt

�
,

Ç
2

b −a
cos

� 2π

b −a
nt

�
| n ∈N« , H = L2(a ,b ),

Jeder Funktion f ∈ L1(0,2π) kann man eine Fourierreihe zuordnen

f ∼
∑

n∈Zcn eint , cn =
1
p

2π

∫ 2π

0

f (t )e−int dt .

Diese komplexe Form lässt sich mit Hilfe von sin und cos auch reell schreiben. Betrachtet

man nur das halbe Intervall [0,π], so reichen bereits die Sinus- oder Kosinusfunktionen allein

aus zur Entwicklung.

Lemma 8.13 Jede der folgenden Mengen ist ein VNOS im Hilbertraum H = L2(0,π) .

¨Ç
2

π
sin(nt ) | n ∈N« ,

¨Ç
2

π
cos(nt ) | n ∈N0

«
.

Beweis. Die Orthogonalität und Normiertheit prüft man leicht nach. Wir zeigen die Vollstän-

digkeit der ersten Menge. Sei f ∈ L2(0,π). Wir setzen f über 0 hinaus zu einer ungeraden

Funktion f̃ ∈ L2(−π,π) fort, also f̃ (x ) = f (x ) und f̃ (−x ) = − f (x ) für x ∈ (0,π). Da f̃ eine

ungerade Funktion ist, verschwinden in ihrer Fourierreihe

a 0

2
+

∞∑

n=1

a n cos(nt )+bn sin(nt )

alle Kosinusfunktionen, also, a n = 0 für alle n . Da die Fourierreihe
∑∞

n=1 bn sin(nt ) im

L2(−π,π) gegen f̃ konvergiert (wegen der Vollständigkeit des Sinus-Kosinus-Systems),

konvergiert sie gegen f im L2(0,π). Damit ist das Sinus-System vollständig. Der Beweis für

das Kosinus-System ist analog.
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8.3.1 Randanfangswertprobleme (RAWP)

(a) Die homogene Wärmeleitungsgleichung mit periodischen Randbedingungen

Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung in einer geschlossenen Drahtschlinge der Länge

2π. Es sei u (x , t ) die Temperatur des Drahtes am Ort x zur Zeit t . Da der Draht geschlossen

ist, gilt u (x , t ) = u (x +2π, t ); also ist u :R×R+→R in der Ortsvariable eine 2π-periodische

Funktion. Somit haben wir die folgenden periodischen Randbedingungen.

u (0, t ) = u (2π, t ), ux (0, t ) = ux (2π, t ), t ∈R+. (PRB)

Die Anfangstemperaturverteilung zur Zeit t = 0 ist für alle x gegeben, so dass die Rand-

Anfangswertbedingungen (RAWB) wie folgt aussehen:

u t −a 2ux x = 0, x ∈R, t > 0,

u (x ,0) = u 0(x ), x ∈R,

(PRB).

(8.18)

Dabei ist natürlich auch u 0 eine 2π-periodische Funktion.

Trennung der Variablen. Wir suchen nach Lösungen der Form u = f ⊗ g ,

u (x , t ) = f (x ) · g (t )

und vernachlässigen vorerst die Anfangsbedingungen. Die Wärmeleitungsgleichung hat

dann die Gestalt

f (x )g ′(t ) = a 2 f ′′(x )g (t )⇐⇒ 1

a 2

g ′(t )

g (t )
=

f ′′(x )

f (x )
= κ= const.

Wir erhalten also ein System aus zwei voneinander unabhängigen gewöhnlichen Differenti-

algleichungen, die allein über den Parameter κ gekoppelt sind.

f ′′(x )−κ f (x ) = 0, g ′(t )−a 2κg (t ) = 0.

Die periodischen Randbedingungen liefern:

f (0)g (t ) = f (2π)g (t ), f ′(x )g (t ) = f ′′(2π)g (t ),

was bei nichttrivialen Lösungen g auf f (0) = f (2π) und f ′(0) = f ′(2π) führt. Im Falle κ= 0 ist

also f ′′(x ) = 0 mit allgemeiner Lösung f (x ) = ax+b . Die einzige periodische Lösung ist dann

f (x ) = b = const. Sei nun κ=−ν2 < 0. Dann ist die allg. Lösung der gDGL zweiter Ordnung

f (x ) = c1 cos(νx )+ c2 sin(νx ).

Offensichtlich ist f genau dann 2π-periodisch, wenn ν eine diskrete Menge von Werten an-

nimmt, nämlich νn = n , n ∈Z. Hieraus folgt κn =−n 2, n ∈N.

Schließlich ist im Falle κ= ν2 > 0 die allgemeine Lösung

f (x ) = c1eνx + c2e−νx ,



8.3 Die Fouriermethode zur Lösung von Rand-Anfangswertproblemen 107

welche keine nichttrivialen periodischen Lösungen hat. Daher erhalten wir die folgenden

Lösungen:

f n (x ) = a n cos(nx )+bn sin(nx ), n ∈N0,

zu κn =−n 2. Die gDGL für g n (t ) lautet dann

g ′n (t )+a 2n 2 g n (t ) = 0.

Ihre Lösung ist g n (t ) = c e−a 2n 2t , n ∈N. Folglich hat das Randwertproblem die Lösungen

u n (x , t ) = e−a 2n 2t (a n cos(nx )+bn sin(nx )), n ∈N, u 0(x , t ) =
a 0

2

sowie deren endliche und „unendliche “ Linearkombinationen.

u (x , t ) =
a 0

2
+

∞∑

n=0

e−a 2n 2t (a n cos(nx )+bn sin(nx )), (8.19)

Nun kommen wir zur Anfangsbedingung zurück. Setzt man t = 0 in die allgemeine Lösung

des RWP ein, so ergibt sich

u (x ,0) =
a 0

2
+

∞∑

n=0

a n cos(nx )+bn sin(nx ), (8.20)

was mit der Fourierentwicklung der gegebenen Funktion u 0(x ) übereinstimmen muss. Folg-

lich liefern die Fourierkoeffizienten a n und bn von u 0 die formale Lösung u (x , t ). Die folgen-

den Fragen sind noch zu klären:

1. Konvergiert die Fourierreihe von u 0 tatsächlich punktweise gegen u 0, so dass (8.19) in

t = 0 die AB erfüllt?

2. Unter welchen Voraussetzungen ist die Lösung (8.19) in C2,1(R×R+) und erfüllt die

Wärmeleitungsgleichung?

Lemma 8.14 Wir betrachten das RAWP (8.18). (a) Existenz Es sei u 0 ∈C4(R) periodisch. Dann

ist die Funktion u (x , t ) in (8.19) in der Funktionenklasse C2,1
x ,t ([0,2π]×R+) und löst das klas-

sische RAWP (8.18).

(b) Eindeutigkeit und Stabilität. In der Funktionenklasse C2,1
x ,t ([0,2π]×R+) ist die Lösung des

obigen RAWP eindeutig bestimmt.

Beweis. (a) Zunächst hat man zwischen den komplexen Fourierkoeffizienten ck ( f ′) und den

Koeffizienten ck ( f ) die Beziehung ck ( f ′) = ik ck ( f ). Dies folgt sofort aus der Definition mit

Hilfe der partiellen Integration.

ck ( f ) =
1

2π

∫ 2π

0

f ′(x )e−ik x dx =
1

2π

�
f (x )e−ik x

��2π
0
−
∫ 2π

0

f (x )(−ik )e−ik x dx

�
= ik ck ( f ).

Also gilt ck (u
(4)
0 ) = k 4ck (u 0) und somit |ck (u 0) | ≤ C

k 4 für alle k ∈Z \{0}. Die Fourierkoeffizien-

ten von u
(4)
0 sind beschränkt durch |cn | ≤

c

1+n 4
, n ∈ Z. Damit findet man für die gliedwei-

se abgeleiteten Reihen zu ux x (x , t ) und u t (x , t ) eine summierbare Majorante
∑∞

n=0
1

n 2 . Folg-

lich konvergieren beide Reihen gleichmäßig (Kriterium von Weierstraß, siehe Bemerkung 7.6

(d)).
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Daher darf die Reihe u (x , t ) zweimal gliedweise differenziert werden nach x und einmal

nach t .

(b) Für jedes feste t ≥ 0 ist u (x , t ) eine stetige Funktion in x . Wir betrachten die nichtnegative

Funktion v (t ) := ‖u (x , t )‖2
L2(0,2π). Dann ist

v ′(t ) =
d

dt

�∫ 2π

0

u (x , t )2 dx

�
= 2

∫ 2π

0

u (x , t )u t (x , t )dx = 2

∫ 2π

0

u (x , t )a 2ux x (x , t )dx

= 2

�
a 2ux u

��2π
0
−a 2

∫ 2π

0

(ux (x , t ))2 dx

�
=−2a 2

∫ 2π

0

u 2
x dx ≤ 0.

Dies zeigt, dass v (t ) eine monoton fallende Funktion in t ist.

Angenommen, es gibt zwei Lösungen u 1 und u 2, die beide das RAWP lösen. Dann löste u =

u 1 − u 2 das RAWP mit homogenen Anfangsbedingungen, also mit u (x ,0) = 0. Folglich ist

v (0) = ‖u (x ,0)‖2
L2 = 0. Da aber v (t )monoton fallend ist für t ≥ 0 und außerdem v (t )≥ 0 für

alle t ≥ 0, ist v (t ) = 0 für alle t > 0. Das heißt, u (x , t ) = 0 in L2(0,2π) für alle t ≥ 0. Da u (x , t )

stetig in x ist, folgt u (x , t ) = 0 für alle x und t . Also ist u 1(x , t ) = u 2(x , t ) — die Lösung ist

eindeutig.

Stabilität. Da v (t )monoton fallend ist, gilt

sup
t ∈R+ ‖u (x , t )‖L2(0,2π) ≤ ‖u 0‖L2(0,2π) .

Dies zeigt, dass kleine Veränderungen in u 0 nur kleine Veränderungen für die Lösung u (x , t )

nach sich ziehen. Das Problem ist korrekt gestellt.

(b) Die inhomogene Wärmeleitungsgleichung mit periodischen Randbedingungen.

Wir untersuchen das RAWP

u t −a 2ux x = f (x , t ),

u (x ,0) = 0,

(PRB).

(8.21)

Lösung. Es sei en (x ) = einx/
p

2π, n ∈ Z, ein VNOS in L2(0,2π). Diese Funktionen sind alles

Eigenfunktionen bezüglich des Differentialoperators der zweiten Ableitung, d2

dx 2 , denn es ist

e′′n (x ) =−n 2 en (x ). Sein nun t > 0 fixiert und

f (x , t )∼
∑

n∈Zcn (t )en (x )

die Fourierreihe von f (x , t )mit den Koeffizienten cn (t ). Wir wählen nun den folgenden An-

satz für u :

u (x , t )∼
∑

n∈Zd n (t )en (x ) (8.22)
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Wenn f (x , t ) stetig in x ist und stückweise stetig differenzierbar ist bzgl. x , dann konvergiert

die Fourier-Reihe von f punktweise und wir haben

u t −a 2ux x =
∑

n∈Z�en d ′(t )+a 2n 2en d (t )
�
= f (x , t ) =

∑

n∈Ncn (t )en .

Für alle n liefert dies eine gDGl in t :

d ′n (t )+a 2n 2d n (t ) = cn (t ), d n (0) = 0.

Aus der Theorie der gDGl ist die Lösung bekannt:

d n (t ) = e−a 2n 2t

∫ t

0

ea 2n 2s cn (s )ds .

Unter gewissen Regularitätsvoraussetzungen und Wachstumsbedingungen an f ist (8.22) ei-

ne Lösung des inhomogenen RAWP.

(c) Die homogene Wellengleichung mit Dirichletschen Randbedingungen

Wir betrachten das folgende RAWP für die schwingende Saite der Länge π:

(We) u t t −a 2ux x = 0, 0< x <π, t > 0;

(RB) u (0, t ) = u (π, t ) = 0,

(AB) u (x ,0) =ϕ(x ), u t (x ,0) =ψ(x ), 0< x <π.

Der Ansatz u (x , t ) = f (x )g (t ) führt auf

f ′′

f
= κ=

g ′′

a 2 g
, f ′′(x ) = κ f (x ), g ′′ = κa 2 g .

Die (RB) liefern f (0) = f (π) = 0. Somit hat die erste gDGl die einzige Lösung

f n (x ) = cn sin(nx ), κn =−n 2, n ∈N.

Die entsprechenden gDGl für g lauten dann

g ′′n +n 2a 2 g n = 0;

ihre allgemeine Lösung ist a n cos(na t )+bn sin(na t ). Folglich ist

u (x , t ) =

∞∑

n=1

(a n cos(na t )+bn sin(na t ))sin(nx )

eine Lösung des Randwertproblems ohne Beachtung von (AB). Nun setzten wir die Anfangs-

bedingungen ein und erhalten bei t = 0:

u (x ,0) =
∞∑

n=1

a n sin(nx )
!
=ϕ(x ), u t (x ,0) =

∞∑

n=1

nabn sin(nx )
!
=ψ(x ).
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Da
nÆ

2
π

sin(nx ) | n ∈No ein VNOS im Hilbertraum L2(0,π) ist, können wir die Fourier-

Sinus-Koeffizienten von ϕ bzw.ψ bestimmen und erhalten a n bzw. bn .

Regularität (Differenzierbarkeit der Reihe). Wenn ϕ ∈ C4([0,π]) undψ ∈ C3([0,π]). dann ha-

ben die Koeffizienten a n und a nbn von ϕ und ψ das Wachstum von höchstens 1/n 4 bzw.

von 1/n 3. Also kann die Reihe

u (x , t ) =

∞∑

n=1

(a n cos(na t )+bn sin(na t ))sin(nx ) (8.23)

zweimal nach x und einmal nach t abgeleitet werden, da die differenzierten Reihen gleich-

mäßig konvergieren; sie haben die summierbare Reihe
∑

c/n 2 als obere Schranke. Also löste

(8.23) das RAWP.

(d) Die Wellengleichung mit inhomogene Randbedingungen

Wir betrachten das folgende Problem im Gebiet Ω ⊂Rn

u t t −a 2∆u = 0,

u (x ,0) = u t (x ,0) = 0

u |∂ Ω×R+ =w (x , t ).

Idee. Wir setzen w fort zu v (x , t ), v ∈C2(Ω×R+) und suchen eine Funktion ũ = u −v . Dann

hat ũ verschwindende Randwerte, (also Randwerte, die Null sind) und erfüllt das folgende

RAWP

ũ t t −a 2∆ũ =−vt t +a 2∆v,

ũ (x ,0) =−v (x ,0), ũ t (x ,0) =−vt (x ,0)

ũ |∂ Ω = 0.

Dieses Problem kann wiederum aufgeteilt werden in zwei Probleme, eines mit homogener

Wellengleichung und eines mit homogenen Anfangsbedingungen.

8.3.2 Eigenwertprobleme für die Laplace-Gleichung

Im vorigen Abschnitt wurde bereits klar, dass die Fouriermethode für RAWP bei Wärme und

Welle schnell auf Eigenwertprobleme für die Laplace-Gleichung führt.

Wir formulieren das Problem: Sei n = 1 und Ω = (0, l ). Wir betrachten das folgende Eigen-

wertproblem zur „Laplace-Gleichung“ f ′′ =λ f :

• Dirichletsche Randbedingungen: f (0) = f (l ) = 0.

• Neumannsche Randbedingungen: f ′(0) = f ′(l ) = 0.

• Periodische Randbedingungen: f (0) = f (l ), f ′(0) = f ′(l ).

• Gemischte Randbedingungen:α1 f (0)+α2 f ′(0) = 0, β1 f (l )+β2 f ′(l ) = 0.
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• Symmetrische Randbedingungen: Sind u und v Funktionen, die diese Bedingungen

erfüllen, so soll gelten (u ′v −u v ′)|l0 = 0. In diesem Fall liefert partielle Integration

∫ l

0

(u ′′v −u v ′′)dx = u ′v − v ′u
��l
0
−
∫ l

0

(u ′v ′− v ′u ′)dx = 0.

Somit gilt 〈u ′′ , v 〉= 〈u , v ′′〉 und der Laplace-Operator wird symmetrisch.

Satz 8.15 Es seiΩ ⊂Rn . Das Eigenwertproblem mit Dirichletschen Randbedingungen

∆u =λu , u |∂ Ω= 0, u ∈C2(Ω)∩C1(Ω) (8.24)

hat abzählbar viele Eigenwerteλk . Sie sind alle negativ und von endlicher Vielfachheit. Wenn

man sie anordnet als 0 > λ1 > λ2 > · · · dann ist limk→∞λk = −∞. Die Eigenfunktionen u k zu

λk bilden ein VNOS im Hilbertraum L2(Ω).

Beispiel 8.1 Dirichlet-Bedingungen für das Quadrat. Es sei Q = (0,π) × (0,π) ⊂ R2. Der

Laplace-Operator mir Dirichletschen Randbedingungen auf Ω hat dann die Eigenfunktio-

nen

u m n (x ,y ) =
2

π
sin(m x ) sin(ny ),

zu den Eigenwerten λm n = −(m 2 + n 2). Die Eigenfunktionen {u m n | m ,n ∈ N} bilden ein

VNOS im Hilbertraum L2(Ω).

Beispiel 8.2 Dirichlet-Bedingungen für die Kreisscheibe U1(0) inR2. Wir betrachten das

Eigenwertproblem mit Dirichletschen Randbedingungen auf dem Kreis.

−∆u =λu , u |S1(0)= 0.

In Polarkoordinaten u (x ,y ) = ũ (r,ϕ) heißt das

∆ũ (r,ϕ) =
1

r

∂

∂ r
(r ũ r )+

1

r 2
ũϕϕ =−λũ , 0< r < 1, 0≤ϕ < 2π.

Trennung der Variablen. Mit dem Ansatz ũ (r,ϕ) = R(r )Φ(ϕ) und den Randbedingungen er-

hält man R(1) = 0 und R(r ) ist in einer Umgebung von 0 beschränkt. Außerdem ist Φ(ϕ)

periodisch. Dann ist ∂
∂ r

ũ =R ′Φ und

∂

∂ r
(r ũ r ) =

∂

∂ r

�
r R ′Φ

�
= (R ′+ r R ′′)Φ, ũϕϕ =RΦ′′.

Folglich sieht die Gleichung∆u =−λu nun so aus:

�
R ′

r
+R ′′

�
Φ+

R

r 2
Φ′′ =−λRΦ

R ′

r
+R ′′

R
+

1

r 2

Φ′′

Φ
=−λ

r R ′+ r 2R ′′

R
+λr 2 =−Φ

′′

Φ
=µ.
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Auf diese Weise erhalten wir zwei eindimensionale Probleme

Φ′′+µΦ= 0, Φ(0) = Φ(2π);

r 2R ′′+ r R ′+(λr 2−µ)R = 0, |R(0) |<∞, R(1) = 0. (8.25)

Die Eigenwerte- und Eigenfunktionen zum ersten Problem sind

µk = k 2, Φk (ϕ) = eikϕ, k ∈Z.

Gleichung (8.25) heißt Besselsche Differentialgleichung; sie ist eine gDGl 2.Ordnung. Für µ=

k 2 ist die Lösung von (8.25) im Punkte r = 0 beschränkt und sie ist gegeben durch die Bessel-

Funktion Jk (r
p
λ). Als Potenzreihe (auf ganzC) ist sie gegeben durch

Jk (x ) =

∞∑

n=0

(−1)n
�

x

2

�2n+k

n !(n +k )!
, k ∈N0.

Um die Eigenwerte λ zu bestimmen, benutzen wir die Randbedingung R(1) = 0. Eingesetzt

in (8.25) liefert das Jk (
p
λ) = 0. Folglich ist

p
λ = µk j , wobei µk j , j = 1,2, . . . , die positiven

Nullstellen von Jk sind. Wir erhalten

λk j =µ
2
k j , Rk j (r ) = Jk (µk j r ), j = 1,2, · · · .

Die Lösungen des REWP sind

λk j =µ
2
k j , u k j (x ) = J |k |(µ|k |j r )eikϕ , k ∈Z, j = 1,2, · · · .

Man beachte, dass die Bessel-Funktionen {Jk | k ∈Z+} und das System {eik t | k ∈Z} ein VOS

im Hilbertraum L2((0,1),r dr ) bzw. im Hilbertraum L2(0,2π) bilden. Folglich ist {u k l | k ∈Z, l ∈ Z+} ein VOS im Hilbertraum L2(U1(0)). Somit kann es keine weiteren Lösungen des

REWP geben. Mehr zu Besselfunktionen findet man in Fischer/Kaul, Band 2, siehe [FK98, p.

383].

8.4 Randwertprobleme für die Laplace und die Poissonglei-

chung

In diesem Abschnitt ist Ω ein beschränktes Gebiet im Rn , n ≥ 2. Wir setzten weiter voraus,

dass Ω zur Klasse C2 gehört, das heißt, der Rand ∂ Ω von Ω ist eine zweimal stetig differen-

zierbare reguläre Hyperfläche, d. h., in jedem Randpunkt existiert die Tangentialhyperebene.

Wir setzen weiter voraus, dass Ω′ := Rn \Ω ein zusammenhängendes Gebiet ist. Alle Funk-

tionen sind reellwertig.
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8.4.1 Formulierung der Randwertprobleme

(a) Das innere Dirichlet-Problem:

Gegeben seien stetige Funktionen ϕ ∈ C(∂ Ω) und f ∈ C(Ω), gesucht ist eine Funktion u ∈
C(Ω)∩C2(Ω), so dass gilt

∆u (x ) = f (x ) ∀x ∈Ω, and

u (y ) =ϕ(y ), ∀y ∈ ∂ Ω.

(b) Das äußere Dirichlet-Problem:

Gegeben seien stetige Funktionen ϕ ∈ C(∂ Ω) und f ∈ C(Ω′), gesucht ist eine Funktion u ∈
C(Ω′)∩C2(Ω′), sodass

∆u (x ) = f (x ), ∀x ∈Ω′, and

u (y ) =ϕ(y ), ∀y ∈ ∂ Ω,

lim
|x |→∞

u (x ) = 0.

(c) Das innere Neumann-Problem:

y

Ω

x=y−tn

n

Gegeben seien stetige Funktionen ϕ ∈ C(∂ Ω) und f ∈ C(Ω),

gesucht ist eine Funktion u ∈C(Ω)∩C2(Ω), sodass

∆u (x ) = f (x ) ∀x ∈Ω, and

∂ u

∂ ~n−
(y ) =ϕ(y ), ∀y ∈ ∂ Ω.

Dabei setzen wir voraus, dass der folgende Grenzwert ∂ u

∂ ~n−
(y ) für alle y ∈ ∂G existiert

∂ u

∂ ~n−
(y ) = lim

t→0+0
~n (y ) · gradu (y − t ~n (y ))

Hierbei ist ~n (y ) die äußere Normale anΩ im Punkt y ∈ ∂ Ω. Das heißt, x ∈Ω nähert sich dem

Punkt y ∈ ∂ Ω in Richtung des Normalenvektors ~n (y ).

(d) Das äußere Neumann-Problem:

y

Ω

n

x=y+tn

Gegeben seien Funktionen ϕ ∈ C(∂ Ω) und f ∈ C(Ω′),

gesucht ist eine Funktion u ∈C(Ω′)∩C2(Ω′), sodass

∆u (x ) = f (x ) ∀x ∈Ω′, and

∂ u

∂ ~n +
(y ) =ϕ(y ), ∀y ∈ ∂ Ω

lim
|x |→∞

u (x ) = 0.
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Dabei setzen wir voraus, dass der folgende Grenzwert ∂ u

∂ ~n +
(y ) der Richtungsableitung in je-

dem Randpunkt y existiert.

∂ u

∂ ~n +
(y ) = lim

t→0+0
~n (y ) · gradu (y + t ~n (y )).

Hierbei ist ~n(y ) die äußere Normale anΩ im Punkt y ∈ ∂ Ω. In beiden Neumann-Problemen

kann man auch nach Funktionen u suchen mit u ∈ C2(Ω) ∩C(Ω) bzw. u ∈ C2(Ω′) ∩C(Ω
′
),

vorausgesetzt, die obigen beiden Limiten existiere und definieren eine stetige Funktion auf

dem Rand.

Diese vier Probleme sind eng miteinander verknüpft, und man erhält simultan Lösungen zu

allen vier Problemen.

Hier ist das Hauptergebnis.

8.4.2 Existenzsätze

Theorem 8.16 Es seiΩ ein beschränktes Gebiet, das die obigen Voraussetzungen erfüllt.

Das innere Dirichlet-Problem zur Laplace-Gleichung hat eine eindeutig bestimmte Lösung.

Diese kann als Potential der doppelten Schicht mit einer Dichte µwie folgt dargestellt werden:

V (x ) =

∫

∂ Ω

µ(y )
∂ En

∂ ~n
(x − y ) dS(y ), x ∈Rn (8.26)

Das äußere Neumann-Problem hat ebenfalls eine eindeutig bestimmte Lösung. Diese kann als

Potential der einfachen Schicht mit einer Dichte µ dargestellt werden:

W (x ) =

∫

∂ Ω

µ(y )En (x − y ) dS(y ), x ∈Rn , (8.27)

Theorem 8.17 Unter denselben Voraussetzungen an das Gebiet Ω gilt, dass das innere

Neumann-Problem zur Laplace-Gleichung genau dann lösbar ist, wenn
∫
∂ Ω
ϕ(y )dS(y ) = 0.

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Lösung bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Das äußere Dirichlet-Problem hat eine eindeutig bestimmte Lösung.

Beispiel 8.3 Man löse das Dirichletsche RWP

∆u =−2, (x ,y ) ∈Ω = (0,a )× (−b/2,b/2),

u |∂ Ω = 0.

Ansatz: u =w +v mit∆w = 0. Zum Beispiel wähle man w (x ,y ) =−x 2+ax . Dann ist∆v = 0

mit den Randwerten

v (0,y ) = v (a ,y ) = 0, v (x ,−b/2) = v (x ,b/2) = x 2−ax .

Nun kann man Separation der Variablen benutzen, u (x ,y )) = X (x )Y (y ) um das Problem zu

lösen.
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8.4.3 Grundeigenschaften harmonischer Funktionen

Eine Funktion u ∈C2(Ω) heißt harmonisch inΩ, wenn∆u (x ) = 0 für alle x ∈Ω.

Der Laplace-Operator ist translations- und drehinvariant, das heißt, für alle Funktionen u ∈
C2(Rn ) gilt ∆(Tu ) = T∆(u ), wobei T (x ) = A · x + b mit einer orthogonalen Matrix A und

b ∈Rn .

Wir wollen voraussetzen, dass Ω ⊂Rn ein Gebiet ist für das der Gaußsche Satz für alle Vek-

torfelder f ∈C1(Ω)∩C(Ω) gilt:

∫

Ω

div f (x )dx =

∫

∂ Ω

f (y ) · ~dS(y ),

wobei · das Skalarprodukt imRn bezeichnet.

Wir erhalten die erste Greenssche Formel, wenn wir f (x ) = v (x )∇u (x ), u ,v ∈ C2(Ω) einset-

zen: ∫

Ω

v (x )∆u (x )dx +

∫

Ω

∇u (x ) ·∇v (x )dx =

∫

∂ Ω

v (y )
∂ u

∂ ~n
(y )dS(y ).

Durch Vertauschen der Rollen von u und v haben wir als Differenz die zweite Greenssche

Formel Formel:
∫

Ω

(v (x )∆u (x )−u (x )∆v (x ))dx =

∫

∂ Ω

�
v (y )

∂ u

∂ ~n
(y )−u (y )

∂ v

∂ ~n
(y )

�
dS(y ). (8.28)

Mittelwerteigenschaften harmonischer Funktionen

Satz 8.18 (Mittelwerteigenschaften) Es sei u n UR (x0) harmonisch und stetig in UR (x0).

(a) Dann stimmt u (x0) überein mit seinem sphärischen Mittel über die Sphäre SR(x0).

u (x0) =
1

ωn Rn−1

∫

SR (x0)

u (y ) dS(y ) (sphärisches Mittel). (8.29)

(b) u (x0) stimmt überein mit dem Mittelwert über die Vollkugel um x0 vom Radius R

u (x0) =
n

ωn Rn

∫

UR (x0)

u (x )dx (Gaußsches Mittel).

Bemerkung 8.4 Erfüllt umgekehrt eine stetige Funktion für alle Punkte eines Gebietes und

alle Radien die Gaußsche oder sphärische Mittelwerteigenschaft, so ist diese Funktion har-

monisch und C∞.

Satz 8.19 (Maximumprinzip) Es sei u in Ω harmonisch und in Ω stetig. Dann gilt

max
x∈Ω

u (x ) =max
x∈∂ Ω

u (x ).

Mit anderen Worten, u nimmt sein Maximum auf dem Rand von Ω an. Dasselbe gilt für das

Minimum.
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Bemerkung 8.5 Es gilt sogar, dass alle lokalen Extrema auf dem Rand angenommen wer-

den. Mit Hilfe des Maximumprinzips zeigt man die Eindeutigkeit der Lösung der Dirichlet-

Probleme.

Theorem 8.20 (Greensche Darstellungsformel) Es sei En die Fundamentallösung des

Laplace-Operators imRn und u ∈C2(Ω).

Dann gilt für alle x ∈Ω

u (x ) =

∫

Ω

En (x − y )∆u (y )dy +

∫

∂ Ω

�
u (y )

∂ En

∂ ~n y

(x − y )− En (x − y )
∂ u

∂ ~n
(y )

�
dS(y ) (8.30)

Dabei ist ∂
∂ ~n y

die Richtungsableitung in Richtung der äußeren Normalen.

In expliziter Form haben wir im Fall n = 3:

u (x ) = − 1

4π

∫

Ω

∆u (y )

x − y


 dy +

1

4π

∫

∂ Ω

�
1

x − y



∂ u (y )

∂ ~n y

−u (y )
∂

∂ ~n y

1

x − y




�
dS(y ). (8.31)

Mit anderen Worten, u kann als Summe von drei Potentialen geschrieben werden:

u (x ) =V (x )+V (0)(x )+V (1)(x ).

Man beachte, dass die drei Faltungen existieren, da stets nur über eine kompakte Menge

integriert wird. Beweisidee: Anwenden der zweiten Greenschen Formel auf u (y ), En (y − x )

und das Gebiet Ω \Uǫ(x ).

Bemerkung 8.6 (a) Greens Darstellungsformel gilt auch für Funktionen u ∈C2(Ω)∩C1(Ω).

(b) Folglich gilt: Kennen wir∆u , dann ist u vollständig bestimmt durch seine Werte und die

Werte der Normalenableitung auf dem Rand ∂ Ω. Insbesondere ist eine auf Ω harmonische

Funktion bereits vollständig bestimmt durch ihre Randdaten (u (y ) und ∂ ϕ

∂ ~n
(y )). Umgekehrt

könnte man fragen, ob beliebig vorgegeben Randdaten u (y ) und ∂ ϕ

∂ ~n
(y ) eine eindeutig be-

stimmte auf Ω harmonische Funktion definieren. Wir haben gesehen (Theorem 8.16 und

Theorem 8.17), dass dies nicht so ist. Grob gesagt, reicht bereits ein Datum aus, Randwert

u (y ) oder Normalenableitung am Rand, um die harmonische Funktion u vollständig zu be-

stimmen.

(c) Im Falle einer harmonischen Funktion lautet die Darstellungsformel u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω),

∆u = 0, im Falle n = 3

u (x ) =
1

4π

∫

∂ Ω

�
1

x − y



∂ u (y )

∂ ~n
−u (y )

∂

∂ ~n y

1

x − y




�
dS(y ). (8.32)

Insbesondere können die Potentiale der einfachen und doppelten Schicht V (0)(x ) und V (1)(x )

beliebig oft differenziert werden für x ∈Ω. Außerhalb des Randes ∂ Ω sind V (0) und V (1) beide

harmonisch. Aus der Formel (8.32) folgt, dass jede harmonische Funktion automatisch in

C∞(Ω) ist.
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8.5 Die Greensche Funktion zur Laplace-Gleichung

Es sei u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω). Wir kombinieren die Greensche Darstellungsformel und die zwei-

te Greensche Formel für eine harmonische Funktion v (x ) = vy (x ), x ∈ Ω, wobei y ∈ Ω als

Parameter auftritt.

u (y ) =

∫

Ω

En (x − y )∆u (x )dx +

∫

∂ Ω

�
u (x )

∂ En

∂ ~nx

(x − y )− En (x − y )
∂ u

∂ ~n
(x )

�
dS(x )

0=

∫

Ω

vy (x )∆u (x )dx +

∫

∂ Ω

�
u (x )

∂ vy

∂ ~n
(x )− vy (x )

∂ u

∂ ~n
(x )

�
dS(x )

Addiert man diese beiden Formeln und setzt man G (x ,y ) = En (x − y )+ vy (x ), so hat man

u (y ) =

∫

Ω

G (x ,y )∆u (x )dx +

∫

∂ Ω

�
u (x )

∂G (x ,y )

∂ ~nx

−G (x ,y )
∂ u

∂ ~n
(x )

�
dS(x ).

Angenommen, G (x ,y ) verschwindet nun für alle x ∈ ∂ Ω, dann ist das letzte Oberflächenin-

tegral gleich 0 und

u (y ) =

∫

Ω

G (x ,y )∆u (x )dx +

∫

∂ Ω

u (x )
∂G (x ,y )

∂ ~nx

dS(x ). (8.33)

In der obigen Formel ist u vollständig durch seine Randwerte und durch∆u inΩ bestimmt.

Das motiviert die folgende Definition.

Definition 8.2 Eine Funktion G : Ω ×Ω → R, die die folgenden Bedingungen erfüllt, heißt

Greensche Funktion fürΩ

(a) G (x ,y ) = 0 für alle x ∈ ∂ Ω, y ∈Ω, x 6= y .

(b) vy (x ) =G (x ,y )− En (x − y ) ist harmonisch in x ∈Ω für alle y ∈Ω.

Bemerkung 8.7 (a) Die Funktion vy (x ) ist nach (b) harmonisch im Punkte x = y . Da

En (x − y ) an dieser Stelle einen Pol hat, muss G (x ,y ) bei x = y ebenfalls einen Pol dersel-

ben Ordnung haben, so dass G (x ,y )− En (x − y ) keine Singularitäten besitzt.

Wenn eine solche Funktion G (x ,y ) existiert, dann gilt für alle u ∈C2(Ω) die Formel (8.33).

Ist insbesondere die Funktion u harmonisch inΩ, so ist

u (y ) =

∫

∂ Ω

u (x )
∂G (x ,y )

∂ ~nx

dS(x ). (8.34)

Dies nennt man auch Poissonsche Formel fürΩ. I. a. ist es schwierig die Greensche Funktion

zu Ω zu finden. Für die meisten Gebiete ist es gänzlich unmöglich, sie explizit anzugeben,

nichtsdestotrotz existiert eine Greensche Funktion. Wenn Ω jedoch eine Symmetrie besitzt,

so kann man ein Spiegelungsprinzip nutzen, um die Greensche Funktion zu bestimmen.
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Das Spiegelungsprinzip

Durch wiederholte Spielgelungen an Hyperebenen wird schließlich der gesamte Raum aus-

gefüllt, ohne Überlappungen. In diesem Fall lässt sich die Greensche Funktion leicht ange-

ben.

Beispiel 8.4 Die Greensche Funktion für die Kugel UR(0) ⊂ Rn . Hierbei benutzen wir die

Spiegelung an der Sphäre SR(0): Für y ∈Rn setzt man

O y y−

R

.

y :=





y
R2



y


2

, y 6= 0,

∞, y = 0.

Man beachte, dass diese Abbildung die folgende Eigenschaft hat: y · y = R2 und


y


2

y =

R2y . Punkte auf der Sphäre gehen in sich selbst über. Es sei en :R+ → R die zur Laplace-

Fundamentallösung En gehörige Funktion, En (x ) = en (‖x‖). Also, en (r ) =− 1
(n−2)ωn r n−2 , n ≥ 3.

Dann setzen wir für x ,y ∈UR(0)

G (x ,y ) =





en (


x − y



)− en

�‖y‖
R



x − y



�

, y 6= 0,

en (‖x‖)− en (R), y = 0.
(8.35)

Für x 6= y ist dann G (x ,y ) harmonisch in x : Wegen


y


< R ist



y


> R und damit x − y 6= 0.

Die Funktion G (x ,y ) hat nur Singularitäten bei x = y und dasselbe gilt für en (x − y ). Also ist

vy (x ) =G (x ,y )− En (x − y ) =




−en

�

y




R



x − y



�

, y 6= 0,

−en (R), y = 0.

harmonisch für alle x ∈Ω. Für x ∈ ∂ Ω = SR (0) gilt bei y 6= 0

G (x ,y ) = en

��
‖x‖2

+


y


2−2x · y

� 1
2

�
− en

�

y




R

�
‖x‖2

+


y


2−2x · y

� 1
2

�

= en

��
R2+



y


2−2x · y

� 1
2

�
− en




 


y


2
+



y


2 

y



2

R2
−2


y


2

x · y

R2

! 1
2




= en

��
R2+



y


2−2x · y

� 1
2

�
− en

��

y


2
+R2−2x · y

� 1
2

�
= 0.

Für y = 0 ist

G (x ,0) = en (‖x‖)− en (R) = en (R)− en (R) = 0.

Dies beweist, dass G (x ,y ) tatsächlich eine Greensche Funktion zur Kugel UR (0) ist. Insbeson-

dere zeigt die obige Berechnung, dass r =


x − y



 und r =
‖y‖

R



x − y


 gleich sind für x ∈ ∂ Ω.
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Man kann zeigen, dass die Greensche Funktion symmetrisch ist, G (x ,y ) =G (y ,x ). Dies gilt

für alle Greensche Funktionen.

Um Formel (8.33) anwenden zu können, müssen wir die Normalenableitung
∂

∂ ~nx

G (x ,y ) be-

rechnen. Man beachte zunächst, dass für jede Konstante z ∈Rn und x ∈ SR (0) gilt

∂

∂ ~nx

f (‖x − z‖) = ~n ·∇ f (‖x − z‖) = x

‖x‖ · f
′(‖x − z‖) x − z

‖x − z‖ .

Ferner gilt für ‖x‖=R

r =


x − y



=


y




R



x − y


 , (8.36)

(x − y ) ·x −


y


2

R2
(x − y ) ·x =R2−



y


2

. (8.37)

Folglich ist für y 6= 0,

∂

∂ ~nx

G (x ,y ) =− 1

(n −2)ωn

 
∂

∂ ~nx



x − y


−n+2− ∂

∂ ~nx

 

y


−n+2

R−n+2



x − y


−n+2

!!

=
1

ωn

 


x − y



−n+1 x − y

x − y


 ·

x

‖x‖ −


y


−n+2

R−n+2



x − y


−n+1 x − y

x − y



 ·
x

‖x‖

!

=
1

ωn r n R

 
(x − y ) ·x − (x − y )



y


2

R2
·x
!

Wegen (8.37) ist der Ausdruck in den Klammern gleich R2−


y


2

. Somit folgt, dass

∂

∂ ~nx

G (x ,y ) =
R2−



y


2

ωn R

1

x − y


n .

Diese Formel gilt auch bei y = 0. Setzt man dies in (8.33) ein, so hat man für jede harmoni-

sche Funktion: u ∈C2(UR(0))∩C(UR(0))

u (y ) =
R2−



y


2

ωn R

∫

SR (0)

u (x )

x − y


n dS(x ). (8.38)

Dies ist die sogenannte Poissonsche Formel für die Kugel UR(0).

Satz 8.21 Es sei n ≥ 2. Wir betrachten das innere Dirichletproblem zur Laplace-Gleichung für

die KugelΩ =UR (0). Die Funktion

u (y ) =
R2−



y


2

ωn R

∫

SR (0)

ϕ(x )

x − y


n dS(x ),



y


<R ,

und u (y ) =ϕ(y ) für


y


=R ist stetig in der abgeschlossenen Kugel UR (0) und harmonisch im

Innern UR (0).
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Im Fall n = 2 kann die Funktion u (y ) geschrieben werden in der Form

u (y ) = Re

�
1

2πi

∫

SR (0)

ϕ(z )
z + y

z − y

dz

z

�
, y ∈UR (0)⊂C.

Insbesondere hat man für n = 2 und R = 1 auch

u (r,ϕ) =
1− r 2

2π

∫ 2π

0

f (ψ)dψ

r 2+1−2r cos(ϕ−ψ) .

Dies erhält man auch durch Einsetzen der Fourierkoeffizienten a n =
1
π

∫ 2π

0
f (ψ)cos nψdψ

und bn =
1
π

∫ 2π

0
f (ψ)sin nψdψ in die Lösungsformel

u (r,ϕ) =
a 0

2
+

∞∑

n=1

(a n cos(nϕ)+bn sin(nϕ))r n

und Vertauschen von Integration und Summation.

Beweis. Einsetzen der Fourierkoeffizienten, Additionstheorem cos(ψ − ϕ) = cosψcosϕ +

sinψsinϕ und Vertauschen von Summation und Integration liefern:

u (r,ϕ) =
a 0

2
+

1

π

∞∑

n=1

∫ 2π

0

�
f (ψ)cos nψcosnϕ+ f (ψ)sinnψsinnϕ

�
r n dψ

=
1

2π

∫ 2π

0

f (ψ)dψ+
1

π

∫ 2π

0

f (ψ)
∞∑

n=1

r n cos(n (ψ−ϕ))dψ

=
1

2π

∫ 2π

0

f (ψ)

�
1+

∞∑

n=1

r n
�

ein (ψ−ϕ)+ e−in (ψ−ϕ)
��

dψ.

Beachtet man nun, dass hier zwei geometrische Reihen stehen
∑∞

1 z n mit z = r eiδ und z =

r e−iδ, so ist das Ergebnis in den runden Klammern gleich

1+
z

1− z
+

z

1− z
= 1+

z + z −2 |z |2

1− z − z + |z |2
=

1− r 2

1+ r 2+2r cos(ψ−ϕ) .

Dies liefert die Behauptung.

Andere Beispiele (a) n = 3. Der Halbraum Ω = {(x1,x2,x3) ∈ R3 | x3 > 0}. Wir benutzen die

gewöhnliche Spiegelung an der Ebene x3 = 0 und bezeichnen sie mit y = (y1,y2,y3) 7→ y ′ =

(y1,y2,−y3). Dann ist die Greensche Funktion für den oberen HalbraumΩ gegeben durch Ω

G (x ,y ) = E3(x − y )− E3(x − y ′) =
1

4π

�
1

x − y ′


 −

1

x − y




�
.

(b) n = 3. Die obere Halbkugel Ω = {(x1,x2,x3) ∈ R3 | ‖x‖ < R , x3 > 0}. Wir benutzen die

Spiegelungen y → y ′ und y → y ( Spiegelung an der Sphäre SR(0)). Dann ist

G (x ,y ) = E3(x − y )− R

y


E3(x − y )− E3(x − y ′)+

R

y


E3(x − y

′
)
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die Greensche Funktion vonΩ.

(c) Ein Quadrant imR3, n = 3, Ω = {(x1,x2,x3) ∈R3 | x2 > 0, x3 > 0}. Wir führen die Spiege-

lung an der Ebene x2 = 0 ein: y = (y1,y2,y3) 7→ y ∗ = (y1,−y2,y3). Die Greensche Funktion von

Ω ist dann

G (x ,y ) = E3(x − y )− E3(x − y ′)− E3(x − y ∗)+ E3(x − (y ∗)′).

8.5.1 Die Neumannsche Funktion (Greensche Funktion 2. Art)

Ähnlich, wie oben kann man auch für das Neumannsche Problem eine Greensche Funktion

H (x ,y ) definieren, die das Randwertproblem löst:

u (y ) =

∫

Ω

H (x ,y )∆u (x )dx +

∫

∂ Ω

�
u (x )

∂H (x ,y )

∂ ~nx

−H (x ,y )
∂ u

∂ ~n
(x )

�
dS(x ). (8.39)

Hierbei soll nur das letzte Oberflächenintegral von Null verschieden sein, also muss gelten

für u = 1

1=

∫

∂ Ω

∂ H (x ,y )

∂ ~nx

dS(x ).

Fordert man etwa ∂H(x ,y )

∂ ~n x
=α= const. , so erhält man für diese Konstante α= 1/vol(∂ Ω).

Man beachte, dass man anstelle von G (x ,y ) = 0 auf ∂ Ω für die Greensche Funktion nun für

die Neumannsche Funktion fordert, dass ∂
∂ ~n y

G (x ,y ) = const. .

Die Lösung u des Neumann-Problems zur Laplace-Gleichung ( f = 0) schreibt sich dann als

u (y ) =C −
∫

∂ Ω

H (x ,y )ϕ(x )dS(x )., (8.40)

wobei C =α
∫
∂ Ω

u (x )dS(x ) eine Konstante ist, die man auch weglassen kann.

Die Neumannsche Funktion für die dreidimensionale Kugel vom Radius R um 0, also für

UR (0) lautet:

H (x ,y ) =− 1

4π

�
1

x − y


 +

R

y




x − y



 +
1

R
ln

2R2

R2−x · y +


y




x − y





�
.
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