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Kapitel I

Distributionen

I.1 Einfithrung — Testfunktionen und Distributionen

In diesem Abschnitt werden die Distributionen eingefiihrt. Distributionen nennt man auch
verallgemeinerte Funktionen. Sie haben eine Reihe von sehr schonen Eigenschaften: Dis-
tributionen sind beliebig oft differenzierbar, man kann die partiellen Ableitungen beliebig
vertauschen (Schwarz’ Lemma gilt uneingeschriankt), Distributionenfolgen verhalten sich
»angenehm® gegentiiber Differentiation oder Summation. Wir benutzen spéter die Distribu-
tionen um verallgemeinerte Anfangswertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung und fiir
die Wellengleichung aufzuschreiben. Hier spielt die Fundamentallosung eines Differential-
operators eine wichtige Rolle — erst mit Hilfe der Distributionen kann dieser Begriff sauber
definiert werden.

Verallgemeinerte Funktionen traten erstmals in der Quantenmechanik auf und wurden dort
von P. Dirac studiert. Er benutzte systematisch, die nach ihm benannte 6 - Funktion, die wir
besser als 0-Distribution bezeichnen. Die mathematischen Grundlagen dieser Theorie wur-
den unabhingig voneinander von S. L. Sobolev (1936) und L. Schwartz (1950, 1915 — 2002)
gelegt.

Eine gute Einfiihrungist das Buch von W. Walter [6] und das von O. Forster [2, § 17]. Ausfiihr-
lichere Darstellungen findet man in H. Triebel (vorhanden in deutsch und englisch) [5], V. S.
Wiladimirow [8] und in Gelfand/Schilow (drei Biande) [4,3].

I.1.1 Motivation

Distributionen verallgemeinern den Funktionsbegriff Sie sind lineare Funktionale auf gewis-
sen Testfunktionenrdumen. Mit Hilfe von Distributionen kann man mathematisch korrekt
Punktmassen und Punktladungen beschreiben sowie die Potentiale der einseitigen oder der
doppelten Schicht, siehe etwa [I}, S. 92].

Die Grundidee ist, dass man einer hinreichend ,guten“ Funktion f ein lineares Funktional
Ty auf den Testfunktionen & wie folgt zuordnet

Ty (90)=f fx)px)dx, ¢eg. (L1)
R
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Auf der linken Seite benutzten wir die Klammerschreibweise um eine duale Paarung von
linearen Rdumen zu symbolisieren. Es handelt sich hierbei nicht um ein Skalarprodukt, da
die linke und rechte Seite aus verschiedenen Réumen kommen.

Allgemein bezeichnet die Klammer T (¢) die Berechnung des linearen Funktionals T auf der

Testfunktion . Wir schreiben dafiir auch T'(p).

Was wir von der Korrespondenz f « T; erwarten sind die folgenden Eigenschaften:

(a)

(b)

(©)

Die Zuordnung sollte injektiv sein, d. h: verschiedenen Funktionalen T} sollen auch
verschieden Funktionen f entsprechen. Um dies zu erreichen, muss der Testfunktio-
nenraum hinreichend grof$ sein.

Die Klasse der Funktionen f, denen eine Distribution T} entspricht, sollte zumindest
alle stetigen Funktionen enthalten. Wenn man jedoch an die Polynome f(x) = x"
denkt, so ergibt sich hieraus, dass die Funktion f(x)¢(x) auf R integrierbar sein soll,
also muss x"¢(x) € L}(R). Da Polynome nicht in L}(RR) liegen, miissen die Funktionen
¢ sehr schnell sehr klein werden fiir x — oo. Dafiir gibt es grob gesagt zwei Moglich-
keiten: man nimmt nur die Funktionen ¢, die aullerhalb einer gewissen von ¢ abhén-
gigen kompakten Menge Null werden. Dies fiihrt auf die Testfunktionen Z(IR). Dann
ist Tr genau dann wohldefiniert, wenn f {iber jeder kompakten Teilmenge von R inte-
grierbar ist. Diese Funktionen f nennt man lokal integrierbar auf R.

Zum anderen kann man als Testfunktionen ¢ die schnell fallende Funktionen ¢(x)
nehmen, genauer gesagt soll gelten

sup|x" gp(x)| <00
xeR

fiir alle natiirlichen Zahlen n € 7Z... Diese Funktionen sind die sogenannten Schwartz-
raumfunktionen aus . (IR).

Wir wollen, dass Tr beliebig oft differenzierbar ist, selbst wenn f unstetig ist. AuBer-
dem sollte fiir f € C!(R) gelten (Tf) = Ty. Dazu miissen wir dem Ausdruck

f fXex)dx, ¢e2
R

einen Sinn geben. Benutzt man aber die partielle Integration und dass ¢(+00) =
p(—00) = 0, so ist obiger Ausdruck gleich — f R f(x)p’(x)dx. Das heilt, anstelle von
f differenzieren wir die Testfunktion ¢.

Dabher ist das Funktional Ty sinnvoll definiert so lange f¢’ integrierbar ist. Da wir f
beliebig oft differenzieren wollen, benétigen wir Testfunktionen ¢, die beliebig oft dif-
ferenzierbar sind, ¢ € C*(RR).

Durch die Bedingungen (b) und (c) wird der Testfunktionenraum hinreichend klein.
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I.1.2 Der Testfunktionenraum Z(IR”)
(a) Der Trédger einer Funktion und der Raum Z(IR")

DefinitionI.1 Essei f: R"” — C eine komplexwertige Funktion. Als Tréger von f bezeichnet
man die Menge

supp f:={xeR"| f(x)#0} (Abschluss der Menge).

BemerkungI.1 (a) Der Trédger supp f ist stets abgeschlossen; er ist die kleinste abgeschlos-
sene Menge M, so dass fiir alle Punkte au8erhalb M gilt f(x)=0.

(b) In einer kleinen Umgebung jedes aullerhalb des Tragers gelegenen Punktes ist die Funk-
tion identisch Null: x, &€ supp f genau dann wenn es ein ¢ > 0 gibt mit f =0 in U,(x,).

(c) Der Trager supp f ist genau dann kompakt, wenn er beschrankt ist.

Beispiel 1.1 (a) supp sin=supp tan=R.

(b) Essei f:(—1,1)— R, f(x)=x(1—x). Dann gilt supp f =[—1,1].

(c) Die charakteristische Funktion y,, hat als Trager M, den Abschluss von M.

(d) Es sei g =y die charakteristische Funktion des Intervalls [0,1] und f(x) =
3g(x—10)+4g (%*4) Dann ist supp f = [—4,—2]U[10,11].

Definition I.2 Der Raum der Testfunktionen %Z(IR") besteht aus allen C*-Funktionen mit
kompaktem Trager:

Z2(R"):=C(R")={f €C(R")|supp f ist kompakt}.

Die Elemente nennt man mitunter auch finite Testfunktionen.
A
Wir wollen uns iiberlegen, ob es {iberhaupt

cle von Null verschiedene Testfunktionen gibt.
Dazu betrachten wir die sogenannte Hutfunk-

h(t) tion 1
ce 1-2, [t <1,
h(t)=
0, |t]>1.

-1 1

Die Konstante c ist dabei so gewihlt, dass f]R h(t)dt = 1. Die Funktion £ ist stetig auf R.
Aus Ubungsaufgabe 7.3 folgt, dass h sogar beliebig oft differenzierbar ist mit A¥)(—1) =
h¥)(1) =0 fiir alle k € N. Nattirlich ist supp h = [—1, 1]. Folglich ist h € Z2(IR) eine Testfunkti-
on. Hieraus folgt, dass die im R” gegebene Funktion

1
cpe -k x||<1,
h)=1 6" |l
0, llx|| > 1.

zu Z(IR") gehort, wobei ihr Trager die abgeschlossenen Einheitskugel ist. Die Konstante c,,
ist so gewdhlt, dass f h(x)dx = f h(x)dx=1.

R" U1(0)
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Es sei € > 0. Wir setzen .
X
he(x)=—h (—) .
871

&

Dann gilt supp h, = U,(0) und

h(%) dxzf h(y)dy =1.

Ui(0)

1
f he(x)dx = —
\ en

U.(0)

Bisher haben wir nur eine einzige Testfunktion aus Z(IR") konstruiert, ndmlich /(x) und
natiirlich die Skalierungen h, Mit ihrer Hilfe konnen wir

(a) den Tréger einer beliebigen integrablen Funktion auf ein gegebenes abgeschlossenes
Intervall [a — ¢, a+ €] beschrdnken, indem wir f durch fh.(x —a) ersetzen, welche den
Trager in U,(a) hat.

(b) f glatten.

(b) Gldttung

Durch Glidttung kénnen wir uns einen sehr reichhaltigen Vorrat an Funktionen verschaffen,
die den Testfunktionenraum & fiir unsere Bediirfnisse gro genug machen. Insbesondere
konnen wir jede integrierbare Funktion in der L”-Norm durch glatte (C*) Funktionen ap-
proximieren.

Wir benutzten die Funktion #,, fiir eine von S. L. Sobolev eingefiihrte Glattungsmethode.

Definition 1.3 (a) Es seien f, g € LI(IR"). Wir definieren das Faltungsprodukt, oder einfach
die Faltung, f * g durch

(f+g)x)=1| fyIgx—y)dy=| flx—y)gly)dy=(gx*f)(x).
R” R”

Man kann zeigen, dass f * g(x) fast {iberall x € R” definiert ist und es gilt || f* g”L] <

11 [l
(b) Wir definieren die Gléttung f, von f durch

fe=[f*h,.
Man beachte, dass
fe(x) =J he(x—y)f(y)dy = f he(x —y)f(y)dy. (L.2)
R” Ue(x)

Grob gesagt ist f.(x) ein gewichteter Mittelwert von f in der £-Umgebung von x. Aus dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt ndmlich fiir eine in U,(x,) stetige Funktion f

felxo)= F)he(xo—y)dy = f(&) he(xo—y)dy = f(&) he(y)dy = f(&).

Ue(x0) Ue(x0) Ue(0)
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Sei etwa f = y1 5. Die Glattung f. sieht dann
folgendermaflen aus

(0, x<l-—g,

‘1 ‘ 2 *, l—e<x<l1l+eg,
‘ fe(x)=41, 1+e<x<2-¢,
*, 2—e<x<2+es,
1-¢ 1 1+eg z;s 2 2+g 0, 2+e<x,

wobei der * eine glatte Funktion zwischen 0 und 1 bedeutet.

Lemmal.l Wenn f € L}(R"), so f. € C*(R").

Beweis. Wir betrachten nur den Fall n = 1, f € LI(R). Wir wenden IV.3.2. Satz auf die Funktion
F(y,t)= f(y)h.(t—y)an. Da h, stetigund beschréankt ist, ist F(y, t) fiir alle ¢ integrierbar. Fiir
alle fixierten y ist F(y, t) nach ¢ differenzierbar und | F(y,t) | < | fy) | hi(t—-y) | ist ebenfalls
integrierbar. Somitist G(t) = f R F(y,t)dy differenzierbar und

dr L 01

, d 0
G'(1)= —f F(y,t)dy =f - F(y,t)dy.
R
In unserem Falle ist also f/(x)= f]R f(y)h.(x —y)dy. Die Existenz der hoheren Ableitungen

fék)(x) folgt analog. |

Bemerkungl.2 (a) Esgilt f, — f in L}(R") fiir € — 0.
(b) Co(R"*) c LY(IR") liegt dicht in L! beziiglich der L!-Norm. Das heif3t, fiir alle f € L}(R"*) und
¢ > 0 gibt es eine Funktion g € Cy(R"”) mit kompaktem Trager supp g undf JAf—8 | dx <e.

(Beweisidee). (1) Jede L!-Funktion kann durch L! -Funktionen mit kompaktem
Trager approximiert werden.

(2) Jede integrable Funktion mit kompaktem Tréager kann durch Treppenfunktio-
nen mit kompaktem Trager approximiert werden.

(3) Jede Treppenfunktion mit kompaktem Trdger kann approximiert werden
durch Treppenfunktionen zu endlich vielen Rechtecken.

(4) Jede charakteristische Funktion von einem Rechteck yg, wobei Q ein abge-
schlossenes Rechteck ist, kann durch eine solche Folge von Funktionen mit kom-
paktem Trager approximiert werden:

fn(x)=max{0,nd(x,Q)}, nel,

wobei d(x,Q) den Abstand des Punktes x vom Rechteck Q bedeutet. Man be-
achte, dass f, gleich 1 ist innerhalb von Q und 0 aulerhalb von U, ,,(Q). Diese
Funktion ist stetig.

(c) Cy(R") c LY(IR") ist dicht.
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(c) Konvergenz im Raum 2

Notationen. Fiir x € R” und einen Multi-Indexa € N, a =(ay,...,a,), sei

la|l=a;+a,+-+a,,

al=a,!--a,!

apn
n

dldu(x)
Ox - 0xy"

a_ al az.--
X =X X, X

D%u(x)=

So ist zum Beispiel fiir  =(2,0,2) und u € C*R3), |¢| = 4 die Ordnung der partiellen Ablei-
tung und D¥u(X) = Uy, x;xsxs(X)-

Es ist klar, dass Z(IR") ein linearer Raum ist. Wir wollen einen Konvergenzbegriff in & ein-
ftihren, der nicht auf eine Norm oder Metrik zuriickzufiihren ist.

Definition I.4 Eine Folge (¢«(x)) von Testfunktionen aus Z(IR") konvergiertgegen eine Test-
funktion ¢ € Z(IR"), falls es

(a) eine kompakte Menge K C R" derart gibt, dass supp ¢ € K fiir alle k € N und
(b) D%y, = D%p, gleichméligauf K fiir alle Multiindizes « .

Wir bezeichnen diese Art der Konvergenz durch ¢, s

Fiir eine stetige Familie {p, | A € R} schreiben wir ¢, el 2 fir e — 0, p € 2(R"), falls fiir
alle Folgen ¢, — 0 fiir k — oo gilt ¢,, el fiir k — 0o im Raum Z(R").

Beispiel .2 Es sei ¢ € Z(R), ¢ # 0 eine fixierte Testfunktion; wir betrachten eine Folge
(¢x(x)) von Testfunktionen, die wie folgt definiert sind:

e

@ pr(x)= ( . Diese Folge konvergiert punktweise und gleichméafSig und auch in Z(RR)

gegen Null. Es ist supp ¢ = supp y fiir alle k € N. Es konvergieren alle Ableitungen gleich-
malig gegen 0. Folglich ist i - 0.

¢(x/k)

(b) pi(x)=
tion ¢y gilt supp(¢x) = ksupp(y), k € N, diese sind in keiner gemeinsamen kompakten
Menge enthalten.

. Diese Folge konvergiert nicht gegen 0 in &, da fiir den Tréger der Funk-

k x
(©) pir(x)= @ Diese Folge konvergiert gleichméaRig gegen 0 auf R, da M < C/k mit

C=sup | e(y) | Ist jedoch 0 € supp ¢ und ¢”(0) # 0, so konvergieren die zweiten Ableitungen
@i (x)=¢'(kx), p(x)= k¢{(kx)nicht einmal punktweise bei x, = 0. Also gilt @ /9—> 0.

Man beachte, dass es keine Metrik in 2 gibt, fiir die obige Art der Folgenkonvergenz mit der
Konvergenz im metrischen Raum iibereinstimmte.
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I.2 Die Distributionen 2’(IR")

Definition 1.5 Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) ist ein stetiges lineares
Funktional auf dem Testfunktionenraum Z(IR"). Dabei heil$t das lineare Funktional T ste-
tig auf 2(IR"), falls fiir alle Folgen (¢k), pr € Z(R"), die in Z(IR") gegen eine Funktion
¢ € 2(R") konvergieren, ¢y ¢ gilt T (pr) = T (¢) in C.

Die Menge der Distributionen auf Z(IR") bezeichnen wir mit 2’(IR") oder kurz mit &’.

Die Auswertung einer Distribution auf T' € 2’ auf einer Testfunktion ¢ € & bezeichnen wir
mit T (¢) oder mit (T, ). Zwei Distributionen 7; und T, sind genau dann gleich, wenn
Ti (¢) =T () firalle ¢ € 2.

Bemerkung 1.3 (Charakterisierung der Stetigkeit) (a) Ein lineares Funktional T auf Z(IR")

ist stetig, genau dann, wenn aus ¢y - 0 folgt, dass T () — 0 in C. Das heif3t, die Stetigkeit

in 0 gentigt bereits fiir die globale Stetigkeit. Es ist klar, dass die Stetigkeit, die Stetigkeit in 0

impliziert. Sei nun ¢y — - Dann ist (pr —¥) -0 und somit T (¢ — @) — 0 fiir k — oo.

Wegen der Linearitdt von T folgt hieraus T () — T () und T ist stetig.

(b) Ein lineares Funktional T auf Z(IR") ist genau dann stetig, wenn
VKCR"3IC>031eN,V pez: |T(p)|<C- sup |D%(x)|. (1.3)

K kompakt supp 9K xek,|a|<]

Wir beweisen, dass dieses Kriterium tatsdchlich die Stetigkeit von T zur Folge hat. Sei
dazu ¢y - 0 fiir k — oo. Dann existiert eine gemeinsame kompakte Menge K C R" mit
supp ¢ € K fiir alle k € N. Nach dem Kriterium gibt es eine Konstante C >0 undein l € Z,
mit | T (vx) | < Csup | D%y (x) |, wobei das Supremum iiber alle x € K und tiber alle Multi-
indizes @ mit || < I genommen wird. Da D%y, =3 0 gleichmiRig auf K fiir alle a, erhalten
wir insbesondere sup | D%y (x) | — 0 fiir as k — o00. Dies beweist T () — 0 und somit ist T
stetig.

Der Beweis der anderen Richtung ist etwa in [5}, Satz 4.4, S. 55]. Wenn es eine konstante, von
K unabhéngige kleinste derartige Zahl I € N gibt, so nennt man !/ die Ordnungder Distribu-
tion T.

(c) 2'(R") ist ein linearer Raum.

I.2.1 Regulire Distributionen

Eine grof3e Klasse von Distributionen aus 2’ werden durch gewohnliche Funktionen f tiber
die Korrespondenz f < Ty gegeben, die definiert ist durch Ty (¢) = | f(x)¢(x)dx. Dabei

R
suchen wir eine moglichst viele Funktionen f, fiir die die rechte Seite noch erklért ist.

Definition 1.6 Eine Funktion f: R" — C heilt lokal-integrierbar, falls f tiber jeder kompak-
ten Teilmenge von R" integrierbar ist. Die Menge der lokal-integrierbaren Funktionen auf

R" bezeichnen wir mit L, (R") oder kurzL; .

LL (R")={f:R"—-C| fistmessbarund V¥ KcR”" :f | f] dx < oc}.
K

K ist kompakt
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Beispiel 1.3 (a) C(R")c L} (R")
(b) L(R") C L. (R™).

1
(©) f(x)= P ist nicht lokal-integrierbar f ¢ L! (RR), da fol % =+o0- f istiiber der kompakten

loc

Menge [0, 1] nicht integrierbar.

BemerkungI.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) feLl (R7).

(b) Fiir jedes R > 0 gilt f € L}(Ug(0)).
(c) Firjedes xo € R" gibtes ein & > 0, sodass f € L}(U,(xy)).

Lemmal.2 (Definition) Essei f € LIIOC(IR”) lokal-integrierbar. Dann ist Ty € '(R") eine Dis-
tribution.

Wenn es zur Distribution T eine lokal-integrierbare Funktion g €L _gibt mit T = Ty, so heifst
T regulér. Andernfalls heifst T singular.

Beweis. Zuniéchst ist Ty ein lineares Funktional auf 7, denn der Multiplikationsoperator ¢ —
f p istlinear und die Integration ein lineares Funktional.

Wir zeigen die Stetigkeit mittels ([3): Sei dazu K € R” kompakt. Wir setzen C = fK | f | dx
und / =0. Dann gilt fiir alle ¢ € Z(IR") mit suppy C K:

|7 () | = U f)p(x)dx sf | f)| [ ¢(x)] dx <sup|e(x)| f | f(x)| dx = Csup|p(x)|,
Rn K xeK K xeK

wobei C = f < | f | dx < oo existiert, da f € L] . Damit ist die Bedingung mit [ = 0 erfiillt

— Ty ist stetig und damit Ty € 2’(IR"). u

Beispiel I.4 Essei p € 2(R). Dann ist

@ T(p)= f]Rgo(x)dx reguldr mit f(x)=1, T=T;.

(b) T(p)= f_zl @(x)dx ist reguldr mit f(x)= y-12 und T = Tj.

(© T(p)= f]R ¢'(x)dx=1- gp(x)|:o - f]R 17-¢(x)=0. Also ist T = 0 reguldr mit f =0.
d) T(p)= fooo ¢’(x)dx = —(0) ist nicht reguldr, wie wir unten sehen werden.

Lemma I.3 (Du Bois-Reymond/ Fundamentallemma der Variationsrechnung) Es sei 2 C
R" ein Gebiet. Es sei f €L}, (R") und Ty (¢) =0 fiir alle ¢ € 2(R") mitsupp ¢ C 2.
Dann ist f =0 fast iiberall in (2.

Beweis. Wir betrachten der Einfachheit halbernur n =1und 2=(—m, 7). Seie mit0<e <7
fixiert. Ferner sei ¢ (x) = e ** h,(x) fiir alle k € Z. Dann gilt supp ¢ C [—7, 7t]. Da sowohl e*
als auch h,(x) zu C*(R) gehoren, gilt o, € Z(R) und

T

c=Tr(pr)=| [f(x)e ™ h(x)dx=0, keZ.

-7
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Das heil3t, alle Fourierkoeffizienten von f h, € L2[—7,t] verschwinden. Wegen der Parse-
valschen Gleichung folgt hieraus fh, = 0 in L?(—r, ). Daraus folgt, dassfh, = 0 f. 1. in
(—m, ). Da h, >0 auf (—n, ) folgt f =0f. ti. auf (—r, 7). (]

Bemerkung 1.5 Das obige Lemma zeigt, dass die Zuordnung f — T} injektiv ist. In der Tat,
seien fi und f, lokal integrierbar und Ty, = Ty,. Dann folgt f; = f> f. ii.; also ist die Abbildung
injektiv. Daher konnen wir iiber diese Abbildung f — T} die lokal-integrierbaren Funktionen
einbetten in den Raum der Distributionen.

I.2.2 Andere Beispiele fiir Distributionen

Lemma I.4 (Definition) Fiir ¢ € 2(R") und fixiertes a € R" definieren wir die 0-
Distribution 6, iiber

ba () = p(a).
Dann gilto, € 2'(R") und 6, ist singuldir.

Beweis. Die Linearitdt von 6, ist unmittelbar klar. Wir miissen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei
Pr—> 0; insbesondere gilt punktweise ¢ (x) — 0 fiir alle x. Also gilt insbesondere 0,(¢x) =
Yn(a)— 0fiir k — oo. Somitist 0, stetigund damit 0, € 2’(R"). Wir benutzen mitunter auch
die Bezeichnung 6(x — a) fiir 6, und ¢ fiir 6, bzw. 0(x).

Der Einfachheit halber sei a = 0. Wir zeigen indirekt, dass 0 singulér ist. Angenommen, es
gibt eine Funktion f €L} (R")gibt, so dass 6 = Ty. Dann gilt ¢(0) :f L J(x)p(x)dx.

1. Beweis. Es sei 2 C R" eine offene Teilmenge, die die 0 nicht enthélt. Angenommen, ¢ €
Z(R") mit supp ¢ C 2. Insbesondere ist wegen 0 & supp ¢, ¢(0) = 0. Das bedeutet, dass
f L f(x)e(x) = f 0 f(x)p(x)dx = 0. Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
ist dann f = 0 f. 4. in {2. Da {2 eine beliebige offene Menge war, die den Ursprung nicht
enthdlt, gilt f =0f. . in R”\{a} und damit f =0 f. {i. in R”. Das bedeutet aber, dass Ty =0
in 2’(R"). Es ist aber 6 # 0 — ein Widerspruch.

2. Beweis. Wegen f €] gibtes ein € >0 mit

d :=f | f(x)] dx < 1.
Ue(0)

Setzt man ¢(x) = h(x/¢) mit der Hutfunktion h, so gilt supp ¢ = U,(0) und sup, .y~ g&(x)| =
©(0) >0, sodass
f@ex)dx | <sup|e)| | |f(x)]|dx=p(0)d <p(0).
R” U:(0)
Dies widerspricht aber f L J(x)e(x)dx ‘ = | cp(0)| = (0). |

Analog kann man zeigen, dass

T(p)=D"(a), acR", ¢ecZ(R")
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eine singuldre Distribution aus 2’(IR"*) definiert.
Die Distribution

T(p)=| [f)D*p(x)dx, feEL,
R

kann reguldr oder singulér sein, was von Eigenschaften von f abhéngt.

Da durch Ty, f €L, bzw. §, Masseverteilungen oder Ladungsverteilungen definiert werden

konnen, nannte L. Schwartz diese Objekte Distributionen (Verteilungen).

I.2.3 Konvergenzin 7’(IR)
Definition I.7 Eine Folge (1), Ty € 2’(R"), konvergiert gegen T € 2’(R"), falls fiir alle ¢ €
2(R") gilt

lim Tii(p) = T()-

Wir schreiben in diesem Fall limy_,, T; = T. Analog heilst die stetige Familie T, € > 0, von
Distributionen aus 2’(R") konvergentgegen T € 2’(R") fiir € — 0, lim,_,o T, = T, falls fiir alle
Testfunktionen ¢ € Z(R") gilt lim,_,o T:(¢) = T(p).

Mit diesem Konvergenzbegriff ist 2’(IR") ein vollstindiger Raum, siehe auch [7, p. 39].
Mit Hilfe dieses Konvergenzbegriffs gibt es viele Moglichkeiten, die singuldre Distribution 6
durch eine Folge regulédrer Distributionen zu approximieren.

Beispiel 1.5 Essei [ = %;([_1,1] und f.(x) = %f (f) die Skalierung von f: R — RR. Es gilt also,
Jfe=1/(2€) y—¢,¢- Wir zeigen, dass Ty, — 6 fiir ¢ — 0in Z2’(R).
Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fiir alle ¢ € Z(R)

1 1 (° 1
Tr.(p) = Ef A—eep dx = Ef p(x)dx = EZW(@) = (&),
R —&

wobei £, € [—¢,¢] eine geeignete Zahl dieses Intervalls ist. Da ¢ stetig bei 0 ist, konvergiert
(&) gegen ¢(0) fiir ¢ — 0, denn &, geht gegen O fiir ¢ — 0. Also ist

lim 77, (p) = ¢(0) = 6(¢).

Das zeigt die Konvergenz gegen 6. ]

Das folgende Lemma verallgemeinert dieses Beispiel.

Lemmal.5 Essei f€L!(R) mil‘f]R f(x)dx = 1. Fiir ¢ > 0 definieren wir die skalierte Funktion

felr)=1£(%).
Dann gilt lig}o T;, =06 in7'(R).

Beweis. Nach Variablentransformation y = x/e erhalten wir f]R fe(x)dx =1 fiir alle € > 0.
Zum Beweis der Aussage miissen wir fiir alle ¢ € & zeigen, dass

J‘fg(x)cp(x)dx—mp(o):f fe(x)p(0)dx fiire —0;
R R
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oder, dquivalent dazu,

—0, flire—0.
e \¢

1
fR = (3) et - pon dx

Mit obiger Variablentransformation, y = <, dx = ¢ dy geht das obige Integral iiber in

f %f(y)(w(sy)—so(O))sdy‘= f F ) (ey) - p(ONdy |
R R

Da ¢ bei 0 stetig ist, ist fiir alle fixierten y, die Familie von Funktionen (¢(¢y)— ¢(0)) konver-
gent gegen 0 fiir ¢ — 0. Daher geht auch die Familie von Funktionen, g.(y) = f(y)(¢(ey) —
¢(0)) punktweise gegen 0. Mehr noch, g, hat eine integrable Majorante 2C | f |, wobei C =

sup| @(x) | Nach Lebesgues Theorem {iiber die majorisierte Konvergenz (IV.2.10. Satz) sind
xeR
Limes und Integral vertauschbar, daher ist auch der Limes der Integrale fiir ¢ — 04 0 gleich

Null.
lggr(}f | f0)] | e(ey)—(0)| dy =f | fo)|lim| ¢ (ey) = ¢(0)] dy =o0.
R R

[
Die folgenden lokal integrierbaren Funktionenfamilien approximieren 6 fiir ¢ — 0.
1 ) X 1 ¢
x)= Sin -, X)=——77, I4
Jex) mex? € 2 T x24¢? (4
x2
folx)= s—=e 4¢*, he(x)
2eym
1 X
fulx)=— sin=

Alle Familien sind die Skalierungen von f(x) = fi(x). Die ersten vier Familien erfiillen die
Bedingung des Lemmas f]R f(x)dx =1, die letzte jedoch nicht, da % | nicht in L}(RR) liegt.
Das Lemma gilt aber auch fiir uneigentliche Riemann-Integrale mit ffooo flx)dx =1.

I.2.4 Die Distribution & i

Die Funktion f(x) = % ist nicht lokal integrierbar, da f 0.1] % = +o00. Daher existiert T} als
regulédre Distribution nicht. Jedoch konnen wir einen Ersatz fiir T; definieren, der auerhalb
der Null mit fK @ dx iiberein stimmt, ¢ € Z(R), suppy € K, 0& K.

Zur Erinnerung: Der Cauchysche Hauptwert eines uneigentlichen Riemann-Integrals mit ei-
ner Polstelle des Integranten ist definiert wie folgt:

Die Funktion f: [a,b]\{c} — R habe eine Singularititbei c € [a, b]. Dann ist

b c—¢ b
fo f(x)dx = lgllr(} (f +f ) f(x)dx.
a a ct+e
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Man beachte, dass das uneigentliche Riemann-Integral f: f(x)dx definiert ist als Summe
zweier unabhéngiger Limiten: lim,_, f o flx)dx + lim,,_)ofb f(x)dx Beim Cauchyschen

Hauptwert werden beide Grenzwerte gekoppelt. So gilt z.B. Vp f =0, n €N, wo-

1 x2n+1
gegen das uneigentliche Riemann-Integral f _, f(x)dx nicht definiert ist (und ebenso das
Lebesgue-Integral).

Lemma I.6 (Definition) Fiir ¢ € 2(R), suppy € [—R, R], setzen wir

F(‘P):VPJ ne: )dx—lgLoU f )so(x)
—00 —-R

Dann ist F wohldefiniert, linear und stetig auf 2(IR). Wir bezeichnen diese Distribution mit
P 1.
X

Beweis. Es sei ¢ € 2(R) mit suppy C [—R, R]. Wir definieren eine Hilfsfunktion y: R — R
tiber
P(x)—p(0)
= xX#0
Pl)={ =
©’(0), x=0.

Da ¢ bei 0 differenzierbar ist, gilt ¢y € C(R). Da % eine ungerade Funktion ist, ist f _EE % =0
und wir erhalten

F(so)—th f )90( ) 4 —hE(}U f )SO(X)—SO(O)
-R
=lim (J +f )w(x)dx: Y(x)dx.

Da ) stetig ist, existiert das obige Integral.
Wir zeigen die Stetigkeit von F. Nach dem Taylorschen Lehrsatz ist, ¢(x) = ¢(0)+x¢’(&,) fir
einen geeigneten Wert £, zwischen x und 0. Also ist

|F(90)|=l£i£13(f f)gp(x)
_ hm( f f )so(owxso/(sx)
e—0
—-R

f | /(6] dx <2Rsup|'(x)].
R

Somit ist die Bedingung aus Bemerkung[[J erfiillt. mit C = 2R und / = 1, so dass F
ein stetiges lineares Funktional auf 2(IR) ist und somit eine Distribution der Ordnung 1,
Fe 2'(R). m

In der Quantenmechanik sind die sogenannten Sochotzskyschen Formeln von Interesse,
siehe auch [8, S.76]. Eine Anwendung findet man etwa in der Quantenchromodynamik,
http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=959860754&dok_var=dl&dok_ext=pdf&filename:


http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=959860754&dok_var=d1&dok_ext=pdf&filename=959860754.pdf
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In 7'(R) gilt:

1

im T | =-mié+2 —,

£—0+0 X
x+ei

1
lim T 1 =70+ —.
£—0+0 X
X — €i
Beweisidee: Man zeige, dass fiir die Summe und die Differenz der beiden obigen Formeln
gilt
1
li T =2 — lim T 1. = —2Tio.
AT ox =222 M T o =-2ni0
x?+g? x>+ g*

Der zweite Grenzwert folgt sofort aus ([4). Wir zeigen die erste Formel.
Beweis. Zu zeigen ist, dass lim, T x —% % =0, also dass fiir alle ¢ € Z(R) gilt

x2+ g2

R

xp(x)  p(x) .

fo (xf—l—sz_T dx —0, fiire—D0.
-R

Dies ist dquivalent zu

R 2
limfo de:

£—0 _px(x*+e?)

Mittels Taylorentwicklung ¢(x) = ¢(0)+x¢’(£,) und der Tatsache, dass ¢(0)/(x(x?+£2)) eine
ungerade Funktion ist, so dass Vp f]Rgo(O) /(x(x?+ €?))dx =0, folgt

R R /
2 e +x9'(E)| ., | ¢(E2) , , dx 71
€ fo_R it dx=¢"Vp _sz—Jrgzde(e sup|g0 Xt =Ce ;—CTE«S‘.
Diese Term geht fiir ¢ — 0 gegen 0. |

I.2.5 Rechnen mit Distributionen

Distributionen zeichnen sich dadurch aus, dass man mit ihnen mitunter einfacher rech-
nen kann als mit Funktionen. Wir wollen daher die {iblichen Operationen mit Funktionen,
wie Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt, Faltung, Fouriertransformati-
on usw. von Funktionen auf Distributionen tibertragen. Unser Allgemeines Prinzip ist dabei
immer dasselbe: Fiir reguldre Distributionen sollen die fiir Funktionen bekannten Begriffe
heraus kommen. Es soll also gelten (unter den notwendigen Voraussetzungen an f und g):

(T;Y =Tp, Z(T)=Tzp TrxTg=Tp,...

Wir wissen bereits, dass man Distributionen aus 2/(IR") addieren und skalar vervielfachen
kann, denn ¢’ ist ein linearer Raum.
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(@) Multiplikation

Es gibt leider keine Multiplikation T; T, zweier Distributionen untereinander. Jedoch kénnen
wir ein Produkt a-T = T-a, T € 2’(R") fiir a € C*(IR") definieren. Was geschieht ndmlich im
Falle einer regulédren Distribution T = Ty, wenn man a Ty = T, fordert?

T.r(p)=| a@)fx)px)dx=| flx)alx)p(x)dx=Ts(ayp). (L.5)

Rn Rll
Es gilt, dass ap € Z(IR") liegt, denn a € C*(IR") und ¢ hat kompakten Trager. Somit hat
auch ay kompakten Tréager. Also definiert die rechte Seite von ein lineares Funktional
auf 2(R").

Definition 1.8 Fiir a € C*(IR*)und T € 2’(IR"*) definieren wir a T € 2’(IR"*) durch

aT(p)=T(ayp)
und nennen aT das Produktvon a und T.

Wir miissen noch die Stetigkeit zeigen. Angenommen, @ - 0, dann gilt ayi - 0 fiir

k — o0o. Dann gilt wegen der Stetigkeit von T limy_, T (a¢x) —0;alsoistaT stetig.
Beispiel 1.6 (a) x2? © = T,. Tatséchlich gilt fiir ¢ € 2(R"),

xp(x)

1 1 >
xP . (p)=2 p (xp(x)) =fo — dxszw(x)dxz Ti (¢).

—0o0

(b) Wenn f € C*(R"), dann

[(x)04 (¢) =04 (f(X)p(x)) = fla)p(a) = f(a)d. ().
Also gilt f(x)6, = f(a)o,.
(c) Man beachte, dass diese Multiplikation nicht assoziativ ist, denn es gilt

1 1 1
(6-X)P —=0-2 =0, 5(x-g»—):5-n:1-5=5.
X (b) X X J (a)

(b) Differentiation

Wir betrachten vorerst nur den Fall n = 1. Es sei f € C!(RR) eine stetig-differenzierbare Funk-
tion auf R, also erst recht f € L, .. Insbesondere definieren Ty und Ty reguldre Distributio-
nen.

Es sei ¢ € Z(R) mit supp ¢ C (=R, R), so dass p(—R) = p(R) = 0. Wir definieren (1;) = Tj.
Partielle Integration liefert dann

R R

Tr ()= | fE@e@)de= e ,— | fx)e(x)dx

—R —R

R
— | rwpma=-1().

—-R
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Wobei wir ¢(—R) = ¢(R) = 0 benutzten. Folglich gilt es fiir stetig-differenzierbares f,
T; (¢) = —Tr (¢’) zu definieren. Diese Identitdt nehmen wir als Rechtfertigung fiir die all-
gemeine Definition der partiellen Ableitung D*T.

Definition 1.9 Fir T € 2’(R") und einen Multi-Index a € N definieren wir D*T € 2'(IR")
tiber
DT (¢)=(-1)*T(D%), ¢eI(R")

Die Linearitdt von D¢ ist klar, wir miissen die Stetigkeit zeigen. Dazu sei ¢ - 0 fiir k — oo.
Nach Definition ist dann auch D%y - 0 (gleichmélige Konvergenz auf g:?lnz R™).Da T
stetig ist, gilt T (D%¢;) — 0 fiir k — oo. Somit ist D*T (¢,) — 0; DT ist daher ein stetiges
lineares Funktional auf Z(IR") und gehoért somit zu 2’(R").

Man beachte, dass hier, bei der Stetigkeit der Differentiation, zum ersten Mal benutzt wird,
dass bei der Folgenkonvergenz in Z(IR") alle Ableitungen gleichméalig konvergieren miis-
sen. Man beachte, dass Distributionen, partielle Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen.

Lemmal.7 Esseia € C*(R") und T € 2'(IR"). Dann ist
(a) die Differentiation D*: 9’ — 9’ eine stetiger linearer Operator auf %', das heifst, wenn
T, — T in 2’ so folgt D* Ty, — DT in &’ fiir k — oo.
(b)
5} da orT

T)=——T —_—, i=1,..., P 7] elle Ablei .
o (aT) ox, +a8x,~’ i=1,...,n (Produktregel fiir partielle Ableitungen)

(c) Fiir beliebige zwei Multiindizes a und B gilt

D*PT=D%DPT)=DP(D*T) (Schwarzsches Lemma).

Beweis. (a) Angenommen T; — T fiir k — 0o in 2, das heift, fiir alle ¢ € 2(R") gilt T;. () —
T (). Insbesondere gilt dies fiir ) = D%p, ¢ € 2(R"). Also gilt

(-1)“ID"T, (¢) = T, (D"¢) — T (D"¢) = (-1)“'D*T (¢).
Da dies fiir alle ¢ € Z(R") gilt, folgt die Behauptung.
(b) Es sei ¢ € Z(IR"). Dann gilt:
oT oT 1%}
e = — = —T
i (V) =5 (a9) =1 (5= (ap))

_ ~1(a22)=—a,1(p)-ar (22
= T(axi(x)(p) T(aax)_ axiT((p) aT(axi)

1

2 2
=—a,T(p)+ o (aT)(p)= (—axi T+o0 (a T)) (¢).

Streicht man auf beiden Seiten das Argument ¢, so erhdlt man die Behauptung.
(c) Der Beweis verlduft dhnlich wie in (a) und (b) und benutzt D**f ¢ = D*(DF @) fiir p € 2.
n

Man beachte, dass die Differentiation d: C}(IR) — C(IR) oder im Hilbertraum d: C!(R) C
L?(R) — L2(IR) nicht stetig ist.
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Beispiel 1.7 (a) Esseia € R”, feL! (R"), p € 2(R"). Dann gilt

loc
D8, () =(-1)*6, (D%) =(-1)“D*p(a)

DTy (¢) = (—1)|“|J1 f(x)D%p(x)dx.

n

(b) Die sogenannte Heavisidefunktion H(x) ist definiert als charakteristische Funktion der
positiven Halbachse, H = y(o1). Offensichtlich ist sie lokal integrierbar, Ty ist daher eine
reguldre Distribution. Wir berechnen die Ableitung (7Ty) € 2’(R):

o0

Tﬁ(so)=—f H(x)p'(x)dx =~ f p(x) dx = —p(x)|, = p(0)=5 ().
R 0
Also gilt TI;:5.

h f(x) (c) Wir verallgemeinern diese Beispiel. Sei f(x) diffe-
‘ renzierbar auf G = R\{c} = (—o0,c) U (c,00) mit einer

/\ Sprungstelle bei ¢

Cc

Die Ableitung von Ty in 2’(R) ist dann

T]ﬁ: Ty +hé., wobei h:f(c+0)—f(c—O)zgl_i’{)IiO(f(cﬂ—s)—f(c—s)),

die Sprunghdhe von f bei c ist. Tatsdchlich gilt fiir p € 2(RR)

T}(¢)=—Tf(<p’)=—U +f )f(x)cp’(x)dx

=—f(6—0)<P(C)+f(C+0)<P(C)+(f +f )f’(X)SO(X)dx

=((flc+0)= flc=0))d:+ Tpv) (¢)
= (. + 1) ().

(d) Wir zeigen, dass f(x) =In|x| zu L} (R) gehort, siehe UA Serie 8.2, und berechnen die
Ableitungin 2’(RR).

Beweis. Da f auf R\ {0} stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass f in einer Umgebung von 0 inte-
grierbar ist. Da das Integral

1 0 0
0
f Inxdx = f te'dr = tet| —f eldr=-1
x=e!,dx=e’ d¢ —
0 —00 —00

als uneigentliches Riemannintegral (oder Lebesgueintegral) existiert, ist f € L, _(R) und so-
mit existiert die reguldre Distribution Tj, .
Wir zeigen, dass T]ﬁ =1

X



12 Die Distributionen 2'(R") 19

Es sei ¢ € 2(R) mit supp ¢ < (—R, R). Fiir alle £ > 0 gilt f_RR = f__; +f_€S +f€R; also kann man

auf der rechten Seite auch zum Limes ¢ — 0 tiber gehen und erhélt nach wie vor f_RR. Nach
Definition der Ableitung ist

R
1n|x| (p(x)) =—Tjn| x| (¥'(x) ——f In|x| ¢’(x)dx

([ Ymeeass)

Wegen ‘ f_ll In|x|¢’(x)dx ‘ < 00, konvergiert das mittlere Integral f_eg In|x|¢’(x)dx fiire = 0
gegen Null; dies gilt erneut aufgrund des Satzes von Lebesgue tiber die majorisierte Konver-
genz, angewandt auf die stetige Funktionenfamilie g.(x) = y(_..(x)In|x|¢’(x), die punkt-
weise gegen 0 geht und durch die integrierbare Funktion In|x | ¢’(x) majorisiert wird.

Wir berechnen das dritte Integral mittels partieller Integration: Unter Beachtung von
¢(+R) =0 haben wir

p(x) p(x) d
X

R
f lnxgo/(x)dx:lnxgp(x)ﬁ—f dx=Inep(e)— f

Analog hat man

f_ In(—x)¢’(x)dx =—Ine p(—¢)— f gp(x)

—R

Die Summe der beiden Ausdriicke ergibt

lnscp(s)—lnsgp(—s)—(f %d +f @dx).
£ —R

Der integralfreie Term konvergieren gegen 0 fiir ¢ — 0, da hgio €Ilne =0. Der andere konver-
£—

giert gegen — & ;(ga).

Lim (Ing p(e)—Ine p(—¢)) =limlne %j(_ﬂ

e[+ ) aer b

2e = Zcp’(O)lin&slns =0.

Folglich ist

(c) Konvergenz von Folgen und Fourier-Reihen

Zur Erinnerung: Eine Funktionenfolge ( fi) konvergiert auf K gleichmdifsig gegen eine Funk-
tion f, wenn
Ve>03k(e)eN VEk>k(e) YxeK: | fulx)— f(x)| <e.
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Bemerkung 1.6 Wichtige Sitze zur gleichmiRigen Konvergenz.

(@) Wenn (fi) auf K gleichmifig gegen f konvergiert und fj ist stetig fiir alle k,
dann ist f stetig auf K.

(b) Wenn f; auf K gleichmiRig gegen f konvergiert und f; ist Riemann-
integrierbar auf K fiir alle k, dann ist auch f Riemann-integrierbar auf K und

limg oo [ fe(x)dx = [ f(x)dx.

(c) Wenn f} differenzierbar ist auf K und (f;) konvergiert gleichméRig auf K ge-
gen g, dann konvergiert auch (fi) gleichméllig gegen ein f auf K und f' = g.

(d) Kriterium von Weierstral3. Es sei (f;) eine Funktionenfolge auf K und (cy),
cr > 0, eine reelle Zahlenfolge mit

1. |fk(x)| < ¢ fiir alle k und fiir alle x € K.

2. ) Cr <00.

Dann konvergiert ), fi gleichmiRig auf K gegen eine Funktion f.

(e) Definition. Die Funktionenfolge (fx) konvergiert auf 2 c R”" lokal-
gleichmdifsig gegen eine Funktion f, wenn fiir alle kompakten Teilmengen K C {2
die Funktionenfolge auf K gleichméllig gegen f konvergiert.

Lemma .8 Es sei () eine Folge lokal-integrierbarer Funktionen auf R", die auf R" lokal-
gleichmdifsig gegen eine Funktion f konvergiert.

(@) Dann gilt f €L}, (R") und Ty, — Ty in 2'(R").

(b) Fiir alle Multiindizes a € N{] gilt: D*Ty, — DTy in 2'(R").

Beweis. (a) Es sei K eine kompakte Teilmenge des R”; wir zeigen, dass f € L!(K). Da fj
auf K gleichmilig gegen f konvergiert, ist nach (b) (siehe oben) f auf K integrierbar, also
fK fdx <oound aullerdem limy_,, fK fr(x)dx = fK fdx.

Wir zeigen die Konvergenz Ty, — Ty in &’. Es sei ¢ € 2 mit supp ¢ C K. Wegen der gleich-
mailigen Konvergenz von (fi-y) auf K und erneut wegen (b) haben wir

lim 7}, (¢) = lim f felw)p(x)dx =f (1im fex)) pe)de = f e dx = Ty(p)
K K K

Da dies fiir alle ¢ € 7 gilt, folgt Ty, — Ty in 2.
(b) Nach Lemmall7(a), ist die Differentiation in %’(IR") eine stetige Operation. Folglich
haben wir D*T;, — D*Ty fiir k — oo in Z’. [ |

Beispiel 1.8 (a) Es sei (c,,) eine komplexe Zahlenfolge und a,b > 0 und m € N seien der-
art gegeben, dass |c,|<a|n|" +b fir alle n € Z, das heil’t, die Folge (c,) ist polynomial
beschréiinkt. Dann konvergiert die Fourierreihe

E inx
Cneln ,

nez
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in 2'(R).
Beweis. Wir betrachten zunéchst die (m + 2)fach ,integrierte“ Reihe

Cox M2 c .

Y e (L6)

(m+2)! nTso (ni)

Nach Voraussetzung gilt
Cn x| | Cn aln|™+b a
(ni)m+2 (ni)m+2 - | n |m+2 - | n |2 '

Wegen ) 40 # < 0o, konvergiert die Reihe (L8) gleichmidRig auf R nach dem Kriterium
von Weierstral3, Bemerkung[[L@l(c). Nach Lemmall.8 konvergiert die Reihe dann auch
in 2’(R) und kann beliebig oft gliedweise differenziert werden. Die (m + 2)'¢ Ableitung von
(LB ist genau die gegebene Fourierreihe. ]

12 Die 27t-periodische Funktion f(x)= 35— —, X €

- ZTT [0,27) hat bei 2tn, n € Z Sprungstellen der
\ \ \ Hohe 1, denn esist f(0+0)—f(0—0)=3+3 =1.
-1/2
Daher gilt fiir die Ableitung in 2'(IR)

(x) - + Z 527rn

dabei ist —ﬁ die klassische Ableitung des differenzierbaren Anteils von f. Die Fourierreihe

von f ist
fx)~=—) —e™
) Zmz

Wegen der Vollstandigkeit des Orthonormalsystems {e** | n € 7Z}, stimmen f und g(x) =

2;1 n#0 7 L ginx als Funktionen im 12(0,27) iiberein; das heift, f02ﬂ| f—g |2 = 0. Somit gilt

f =g f. 1. auf [0,27] und damit auch f. ii. auf R. Somit sind f und g als lokal-integrierbare

Funktionen gleich. Folglich stimmen die zugehorigen reguldren Distributionen in 2’(RR)
tiberein: Ty = T.
- inx

2mi

n
n#0

Nach LemmalBkann die Reihe gliedweise beliebig oft differenziert werden, man erhalt stets
eine in 7’(R) giiltige Identitdt. Nach Beispiel[’] erhalten wir als erste Ableitung:

Tp=T +252m:2 Y. Tyw in Z(R).

nez nez, n#0
om #

Bringt man —ﬁ noch auf die rechte Seite, so erhalt man

Z5znn:_ZTlnx

nez nez
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(b) x™T =0. Es sei a(x)=x". Eine Losung der Gleichung a - T =0 in 2’(R) ist

—

T= Z c, 6", ¢, eC.
n=0
Nach UA 8.2 gilt fiir alle ¢ € 2 und fiiralle n =0,...,m — 1
a-6" () =(=1)"6 ((x"px)") = (=1)" (" p(x)"| _, =0;

Also erfiillt das obige T die Gleichung a T = 0. Man kann sogar zeigen, dass dies die einzigen
Losungen von a T =0 sind, siehe etwa [8} p. 84].

(c) Die allgemeine Losung der gDGI u™ =0 in 2’ stimmt mit der klassischen Losung tiber-
ein, es ist u = T, mit einem Polynom p vom Grad m — 1.

Beweis. Wir beweisen dies nur fiir m = 1. Wir zeigen also, dass 7’ = 0 als einzige Losung in
2’'(R) die konstante regulédre Distribution hat, T = ¢T;. Der allgemeine Fall m > 1 folgt mit
Hilfe von vollstdndiger Induktion iiber m.

Sei also T’ = 0. Das heiBt, fiir alle y € 2 gilt 0 = T’ (y») = —T (). Insbesondere gilt fiir
¢,n € 2(R), dass

w(x):f (¢(r)—dn(t)) dt, wobei dIE(Sﬂ):f p(x)dx,
o R

zu 7(R) gehort, da sowohl ¢ als auch n) Testfunktionen sind. Dabei ist n eine Hilfsfunktion.
Wegen T (1) =0 und ¢’ = ¢ — d n) erhalten wir

0=T()=T(p-dn)=T(p)-T(n) T (p)
=T(p)—cTi(p)=(T-cT)(¢),

wobei ¢ = T (n). Da dies fiir alle Testfunktionen ¢ € 2(IR") gilt, erhalten wir 0= T — ¢ T; bzw.
T = ¢ Ty, was die Behauptung beweist. n

1.3 Tensor Produkt und Faltung von Distributionen

I.3.1 Der Trager einer Distribution

Wir hatten bereits betont, dass man nicht vom , Wert einer Distribution T am Punkt x, € R"“
reden kann.

Definition I.10 Es sei T € 2’(IR"*). Wir sagen, dass T in x, verschwindet, T(x,) = 0, falls es
ein € > 0 derart gibt, dass T (¢) = 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(IR") mit supp ¢ € U,(xo).
Wir sagen, dass die Distributionen T und T im Punkte x, gleich sind, T(x,) = S(x,), wenn
T — S in x, verschwindet.
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Es gilt: T =S genau dann, wenn T'(x,) = S(x,) fiir alle x, € R”. Das heil3t, sind zwei Distribu-
tionen lokal gleich in allen Punkten, so stimmen sie auch global iiberein.

Aus der Definition folgt: Die Menge n(T) der Punkte des R”, in denen T verschwindet, ist
offen, denn wenn T in x, verschwindet, also T(¢) = 0 fiir alle Testfunktionen mit Tréger in
U,(x,), dann verschwindet T auch in allen Punkten von U,(x,).

DefinitionI.11 Essei T € 2’(R"). Dann heil3t die Menge supp T := R"\ n(T) der Trdiger der
Distribution T. Der Trager besteht also aus allen x € R” wo T nicht verschwindet, also

suppT={x| Ve>03Ip e 2(R"), suppp C U(x) und T (¢) #0}.

Bemerkung 1.7 (a) Nach Definition ist supp T abgeschlossen. Fiir beliebige lokal integrier-
bare Funktionen gilt jedoch supp Ty C supp f. Wir zeigen: R"\supp f C n(Tf). Sei xo nicht
im Trager von f. Nach Bemerkung[[]] (b) gibt es dann ein ¢ > 0, wo f = 0. Dann gilt aber fiir alle
p € Z(R™) mit supp ¢ C Ug(xp)

Ti(p)=| flx)plx)dx =f Fl)p(a)dx =0,
R" Ue(x0)
Ist f stetig, dann gilt supp Ty = supp f;

(b) supp 6, = {a}, das heildt, 6, verschwindet in jedem Punkt b # a. Tatsdchlich gibt es zu b
die Umgebung U,;—, /2, so das fiir alle ¢ € & gilt mit Trager in U;—g)/2, dass 6,(¢) = p(a)=0.
Ferner ist supp Ty = [0, +00) und supp T, = @.

I.3.2 Das Tensorprodukt
(a) Tensorprodukt von Funktionen

Es seien f: R” — C und g: R™ — C gegeben. Dann ist das Tensorprodukt f ® g: R"*™ — C
definiert tiber f®g(x,y)= f(x)g(y), x e R",y e R™.

Sind gy € Z(R")und Y € 2(R™), k =1,...,r, dann bezeichnen wir die Funktion ¢(x,y) =
> w1 i(y) die auf R"+™ definiert ist, durch ¢ =Y, ¢i ® 1 «. Die Menge solcher Li-
nearkombinationen 22:1 ¢ ® Y, bezeichnen wir mit Z(R") ® Z(IR™). Dies ist wieder ein
linearer Raum. Aus der Differenzierbarkeit von ¢, und ', folgt die Differenzierbarkeit von
@, p € CO(Rr+m),

Seien ferner K; € R” und K, € R™ die gemeinsamen Triager der Familie von Funktionen
{oi} bzw. {ir}. Dann ist suppy C Kj X K. Da K;j als auch K, beschrdnkt sind, ist auch
K; x K, beschrédnkt. Also ist supp ¢ kompakt und somit gilt ¢(x,y) € Z(R"+™). Daher gilt

2(RM® 2(R™) c 2(R™™).

Dariiber hinaus ist 2(IR") ® 2(R™) ein dichter Teilraum von 2(IR"*"). Das heilst, dass fiir
jedes n € (R**™)natiirliche Zahlen m, r,, € N existieren und Testfunktionen ¢, € Z(IR"),
Ymr € 2(R™), sodass

'm
Z(Pmk‘gwmk?n fiir m — oo.
k=1
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(b) Das Tensorprodukt von Distributionen

DefinitionI.12 Es seien T € 2’(IR") und S € 2’(IR™) Distributionen. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte Distribution F € 2’(IR"*") sodass fiir alle ¢ € Z(R") und ¢y € Z(R™)

Fle®y)=T(¢)S(y).
Diese Distribution F bezeichnen wir mit 7 ® S.

Klar ist, dass T ® S ein auf Z2(IR") ® Z(IR") definiertes stetiges, lineares Funktional ist. Da
2(R")® 2(R") dicht in 2(R"*t™) liegt, ldsst es sich eindeutig zu einem stetigen linearen
Funktional auf 2(R"+™) fortsetzen; (T ® S)(X_,_, ¢x ® YPx) = D, T(px)S(Px). So ist zum
Beispiel fiir a € R", b € R™ das Tensorprodukt 0, ® 0, = 0(4,5). Denn es gilt fiir ¢ € Z(IR")
und Y € 2(R™), dass

(0a®0p)(p @Y)=g(a)p(b)=(p®yY)a,b)="0bwn(p @Y).

Lemmal.9 Essei F = T®S € 2/(R"*"™) das Tensorprodukt der Distributionen T € 2(R")
undS e 2(R™) undn=n(x,y) e 2(R"m).

Dann ist fiir alle fixierten x, € R" dievony € R™ abhdingige Funktion n(x,,y) eine Testfunkti-
onaus 2(R™). Fiir jedes x, in R" ist also die Zahl p(xo) := S (n(xo,-)) erklért. Diese Zuordnung
Xo — @(xo) ist eine Testfunktion aus Z(R™).

Analog isty(y):=T (n(-,y)) eine Testfunktion aus 2(R™) und es gilt

(T®8)(n)=S(T(n)=T(S())-

Beweis. (Beweisidee aus [8, 1.7, S. 94 ff]) Die Funktion ¢: R"” — C ist wohldefiniert und hat
(wie 1) einen kompakten Trager. Wir zeigen die Stetigkeitin a € R". Dazu sei limy_.« Xy = a
eine gegen a konvergente Folge. Wegen der Stetigkeit von n gilt dann:

nN(xk,y) P n(a,y) imRaum 2(R™) fiir k — 00
Wegen der Stetigkeit von S auf Z(IR™) folgt weiter
@(xx) =S(n(x,-) = Sn(a,”) = p(a), k—oo.
Analoges gilt fiir . |

Beispiel 1.9 (a) Tensorprodukt reguliirer Distributionen. BEs seien f € L! (R") und g €

loc

L. (R™). Dannist f® g € L, (R"*™) und Tf ® T; = Tygg. Nach Fubinis Theorem ist ndm-

loc loc

lich, fiir alle Testfunktionen ¢ € Z(R") und y» € Z(R™)

(1@ T,) (p® ) =Ty () T, () = f £ 00 dx f () dy =
Rn

Rm

=J f fX)g(y) e(x)y(y)dxdy = f feglx,y)e@y(x,y)dxdy = Trey (p ®Y).

R RM Rnrt+m
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(b) Es sei xo € R", S € Z’(R™), n = n(x,y) € 2(R**™). Dann gilt 6,,®S (1) = S (1n(xo,-)). In
der Tat ist fiir p € Z(R") und y € Z(R™)
6:,®S(p®Y) =064 (¢)S(¥) =p(x0)S () =T (p(x0)y () -

Insbesondere gilt

(Ga®T)m=) 8gyInla,y)dy.
Rm
Insbesondere gilt fiir S=6,, dass 6., ® 0, = 0(x,,y)-

(c) Fiir alle Multiindizes a € Njj, B € N{" gilt,
D™P(T®S)=(D*T)®(D)S)=DP((D*T)®S)= D*(T ® D’S).
Beuweis fiir den Falln = m = 1. Es seien ¢,y € Z(R). Dann gilt

0 0
a(T@S)((}p@lp):—(T@S) (5(90@@0))

=—(TRS) ' ®@yY)=—T(p")S(y)=T'(p)S())
=(T'®S) ¢ ®Y).

I.3.3 Die Faltung

Motivation: Kennt man die Fundamentallésung & € &’ eines linearen partiellen Differential-
operators L, also L[&] = , so kann man sofort die inhomogene PDGI L[u] = f mit beliebiger
rechter Seite f l6sen, und zwar ist u = & * f, wobei * die Faltung der Distribution und der
Funktion f bezeichnet. Fiir Funktionen in L}(IR”*) war das Faltungsprodukt bereits in Defini-
tion[[3lgegeben. In der Tat gilt

)
|f*g(x)|dx:f dx

f(y)glx—y)dy

Rll

el =)

n

R

:
<| [f&=-»]|gy)|dxdy
]RZVL

[

:
(| 1=fas) o= Jrollel av =l lel,.
R” R” R”

Insbesondere ist f * g(x) fast tiberall auf R” endlich.

[ S

(a) Faltung von Funktionen

Das Grundproblem bei der Faltung ist, dass die Faltung zweier Testfunktionen i. a. nicht wie-
der eine Testfunktion zu sein braucht — der Trager der Faltung muss nicht mehr kompakt
sein. Selbst wenn f und g lokal integrierbar sind, braucht f* g nicht mehr lokal integrierbar
zu sein. In den folgenden drei Fillen jedoch, geht bei f * g alles gut

1. Mindestens eine der beiden Funktionen f und g hat kompakten Tréger.

2. Der Tréager beider Funktionen f und g liegt in [0, +00).

3. Beide Funktionen liegen in L'(R).

In diesem Fall ist die Faltung (f * g)(x) = f f(y)g(x —y)dy auch iiber R integrierbar (s. 0.).
Die Faltung ist dann ein kommutatives, assoziatives Produkt auf L!(IR").
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(b) Die Faltung von Distributionen

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip um zunichst die Faltung von reguldren Distributio-
nen zu studieren. Dazu seien f, g, f * g € LI(R").
Wir fordern, dass Ty * Ty = Tp. Fiir ¢ € 2(IR") ist dann,

Treg () =f (f*g)x)p(x)dx = ff f()gx —y)p(x)dxdy
R
RZ

ey f f Fg)p(y + )dy dt = Treg(@), (L7)
]RZ

wobei ¢(y,t) = p(y + ).

Es gibt zwei Schwierigkeiten zu {iberwinden:
(a) Im Allgemeinen ist ¢ is keine Testfunkti-
on, da ihr Triger in R?" unbeschrankt ist. Es
ist(y,t)esupp g, falls y +t = c e supp p, was
eine Familie von Geraden ergibt, die parallel
verlaufen und einen unendlichen Streifen be-
schreiben.

(b) Das Integral existiert nicht. Das zweite Pro-
blem wird gel6st, indem wir als zusitzliche
Bedingungen fordern, dass die Menge

K,={(y,t)eR*" |y esupp Ty, t €supp Ty,
y+tesuppep}

fir alle ¢ € 2(IR") beschrankt ist. Dann exi-
stiert auch das Integral (L7).

Das Problem (a) wird geldst, indem die Funktion ¢ geeignet , abgeschnitten wird. Wir defi-
nieren

Trig(p)= %Elgo(Tf® T )y + )iy, 1)),
wobei 1 - 1 in 2(R?") fiir k — oo. Eine solche Testfunktionenfolge 1) existiert. Sei etwa

n(y,t)e 2(R?") gegeben durch n(y, t) =1 fir ||y ||2 +||¢||* < 1. Setzt man dann fiir k € N,

y t)
yt = o5 |
nk(y, 1) n(k .
dann ist ne(y, 1) =1 fiir alle ||y||2 +1£]1” < k. Es gilt im0 n(y, t) =1 fiir alle (y, £) € R?".

Definition1.13 Es seien 7,S € 2’(R") und wir setzten voraus, dass fiir alle ¢ € Z(IR") die
Menge
K, :={(x,y)eR*"|x+y esuppyp, x €supp T, y €suppS}
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beschriankt ist. Definiere
TxS(p) = lim T®S (p(x +y)nelx,y)). (L.8)
Dann st T*S € 2’(R") und heillt Faltung der Distributionen T und S.

Bemerkung1.8 (a) Die Folge wird fiir grof3e k stationdr, so dass der Grenzwert existiert.
Es sei ndmlich ¢ € 2(IR") fixiert, dann ist K, beschréinkt. Folglich gibt es ein k, € N, so dass
Ne(x,y)=1firalle x,y € K, und alle k > k,. Also verdndert sich ¢(x + y)ni(x,y) nicht fiir
k > k.

(b) Der Grenzwert ist stetig auf Z(R").

(c) Der Grenzwert hangt nicht von der speziellen Wahl der Funktion 1) ab.

Bemerkung 1.9 (Eigenschaften der Faltung) (a) Hat eine der Distributionen S oder T einen
kompakten Trager, dann existiert T S. Moge etwa supp T kompakt sein. Dann folgt aus x +

y €suppy und x € supp T, dass y € suppp —supp T = {y1 —)» | y1 €suppy,y» € supp T'}.
Folglich gilt fiir (x,y) € K, dass

[Ge, || < llelt =+ |y || < Dlell =+ o]+ [Jp]| < 2€ + D

wenn supp T C Uc(0) und supp ¢ € Up(0). Also ist K, beschrénkt fiir alle ¢.
(b) Wenn S* T existiert, so auch T*Sund S* T = T %S.
(c) Wenn T =S existiert, so auch DT xS, T x D%S und D%(T *S), und alle drei Terme stimmen
tiberein:
DY(T*S)=D*TxS=T*D"S.

Beweis. Wir beschrinken uns wieder aufden Fall m = n =1.und D* = %. Seidazu ¢ € 2(R),
dann ist

(T#SY (¢) ==T*S(¢") == lim T@S (¢'(x +y)ne(x, 7))
=—1limT — — —
lim ®S(ax (lx+yIne(x,y)) =l +y) == )
T , . oni
—%1mT ®S(g0(x+y)nk(x,y))—%1m T®S| p(x+y) Sy
—00 —00 X
=0 fiir grolRe k

=T"%S(¢)

Im zweiten Schritt benutzen wir die Kommutativitdt des Tensorproduktes und der Faltung.
[

Man beachte, dass die Existenz von S* T wichtig ist, denn es gilt

ThxTi=6xTy=T, aber TyxT,=Ty+x0=0.
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(d) Es sei suppS kompakt und yp € Z(IR") derart, dass ¢(y) = 1 in einer Umgebung von
suppS. Dann gilt:

(TSN )=TOS(p(x+yW(¥)), VYeea(R".

(e) Wenn Ty, T, T; € 2’(R") alle kompakten Trager haben, dann existieren T; * (T * T3) und
(Ty % T5)* T3 und sind gleich: Ty (T, * T3) = (Ty * 1) * Ts.

I.3.4 Lineare Variablentransformation

Es sei y = Ax + b eine reguldre lineare Variablentransformation, d. h. A ist eine regulére (d.h.
invertierbare) n x n-Matrix. Wir wenden unser Allgemeines Prinzip an und fordern fiir re-
guldre Distributionen T; die bekannte Transformationsregel fiir Gebietsintegrale gilt: Sei f
lokal integrierbar und f(x)= f(Ax+b) mity =Ax+b, x=A"'(y —b), dy =|detA| dx. Dann
gilt

Ti (¢) = f flx)p(x)dx = f f(Ax +b)p(x)dx

f FeA™ (y - b))ld tAI
1
= et Ty (p(A7(y — D))).

Definition1.14 Essei T € /(R"), A einereguldre n x n-Matrixund b € R". Dann bezeichnet
T(Ax + b) die Distribution

T(Ax+Db)(p(x)) ==

—1 _
ldetA|T(y)(90(A (y —b)).

Zum Beispiel ist fiir T = T(x), und alle b € R" T(x — b) (¢(x)) = T (¢(x + b)), insbesondere,
0(x—b)=0y,denn

6(x =) (p(x)) =6(x) (p(x + b)) =0+ Db)=p(b) =54 (¢).

Beispiel .10 (a) Fiir alle S € 2’(R") gilt 6 *S = S* 0 =S. Die Existenz der Faltung ist klar, da
0 kompakten Tréager hat. Fiir alle ¢ € 2(R") gilt daher

(68)(p) = lim 5(x) @ S(y) (p(x + yIni(x, y))
= lim S(y) (¢(¥Inc(0,)) =S (¢)
(b) 6, %S=S(x — a). In der Tat ist
(80 %S)(p) = 1im 6, @S (p(x +y)ni(x,y))
= lim S(y) (¢(a+y)ne(a,y)) =Sy) (wla+y)) =Sy —a) (¢).

M. a. W,, die Faltung mit 6 verdndert eine Distribution nicht (o ist das Einselement beziiglich
der Faltung), die Faltung mit 6, bewirkt eine Verschiebung um a.
Insbesondereist 6,% 0, =0 41p.

(c) Essei p €L} (R")und supp T sei kompakt. Dann gilt

loc
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Fall n=2. Sei f(x)=In-L €L}

[l loc

(IR?). Dann heif3t
1
Vi(x)= (g * f)(x)= ff o(y)In———dy
o |-y
logarithmisches (oder Fldchenpotenzial) mit der Dichte p.

Fall n > 3. Sei f(x)= —= €L! (R"). Dann hei3t

[l loc
vn(x)=(g*f)(x)=f 00— dy
N S

Newtonsches Potenzial (oder Volumenpotenzial) mit der Dichte g.

Wir werden spéter sehen, dass AV, = —(n — 2)w,p fiir n > 3, wobei w, die Oberfliche der
(n —1)-Sphére ist und dass AV, =-2mp.

(d) Fiir alle @ > 0 und x € R sei f,(x) = a—\}ﬁe_;?. Dann gilt fo fp = f /7 Man zeige

zundchst, dass f fo(x)dx =1 und benutze dann quadratische Ergdnzung.

I.3.5 Fundamentallosungen

Es sei L[u] ein linearer partielle Differentialoperator auf R,

Llu]= Z ca(x)D%u, (1.9)

la|<k

wobei die ¢, € C*(IR") glatte Koeffizienten sind.

Definition I.15 Eine Distribution & € 2’(IR") heil8t Fundamentallosungdes Differentialope-
rators L aus ([L9), wenn
L&1=6 €2'(R").

Man beachte, dass eine Fundamentallésung & € 2’(IR"*) in der Regel nicht eindeutig be-
stimmt ist. Nach einem allgemeinen Resultat von Malgrange und Ehrenpreis (1952) gilt, dass
jeder lineare partielle Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten eine Fundamental-
l6sung besitzt.

(a) Gewohnliche DGI

Wir beginnen mit einem einfiihrenden Beispiel aus den gDGI (UA, Serie 9).

Lemmal.10 Es sei u = u(x), u € C*(R), die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswert-
problems

u"™(x)+ a1 ()" V(x) + -+ am(x)u(x)=0,
u(0)=u'(0)=---=u"20)=0, u™Y0)=1.

Fiir die reguldire Distribution & = Ty, gilt dann
é?(m)_i_al@@(m_l)_l_..._i_amg:é’ (110)

in 2'(R), das heifst, L{&] = 6 und & ist eine Fundamentallésung von L.



30 I Distributionen

Beweis. Mit der Leibniz-Regel, (Lemmall’7 (b)), Beispiel L8 (b) und ©(0)=0 folgt
E' =Ty u+Tyu' =06 u+ Ty = u(0)6 + Ty = T
Analog erhilt man
E"=Tywry, ... ,E" V=Tpmyn, E™=u""10)6+ Ty,m =06+ Tyym.
Setzt man dies alles in die linke Seite von ein, so hat man

LE1="+a, 8"Vt 4+ a6 =Ty +6 =Ty +6 =6.

Beispiel 1.11 Die folgenden linearen Differentialgleichungen haben die reguldren Funda-
mentallésungen & = Ty, wobei

y' +ay =0, E(x)= H(x)e ",
V' +a’y =0, E(x)= H(x)smaax .

(b) Partielle Differentialgleichungen

Hier liegt das Hauptanwendungsfeld der Fundamentallésung: Wenn & eine Fundamental-
l6sung von L ist, dann hat man durch Faltung mit der rechten Seite f eine Losung der inho-
mogenen Gleichung L{u] = f, f € 2/(R").

Theorem 1.11 EsseiL[u]= Z caD%u ein linearer partieller Differentialoperator im R" mit
lal<k
konstanten Koeffizienten c, und & € 2’(R") sei eine Fundamentallosung von L. Sei ferner

f € 2'(R") eine Distribution, so dass die Faltung S = & * f existiert.

Danngilt L[S] = f in2’. M. a. W, es ist S eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Liul=f.

In der Menge der Distributionen aus 2'(R"), fiir die die Faltung mit & definiert ist, ist S die
einzige Distribution mit L[S] = f.

Beweis. Nach Bemerkung[[9 (b) gilt
LIS|= D c.DUEx )= caDE)x f=LE)xf=5%f=].
lal<k lal<k
Angenommen, S; und S, sind beides Lésungen, also L[S;] = L[S,] = f. Dann ist

S1 =Sy =(S; —S)%8 =(S; — S,) Z c D& = Z (Sy = S,) % DYy &) =

lal<k lal<k

=) DUSi—S)#Cab = Y (€aDS) — €aDS,) 5 = (L[Si] — LIS]) %8 = (f — f)* & =0.

la|<k lal<k

(L.11)

In der dritten Gleichung benutzten wir, dass die ¢, konstant sind und in der vierten Glei-
chung, dass S; *& und S, * & existieren. ]
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I.4 Fouriertransformation in .~ (IR”) und ./(IR")

Wir wollen die Fouriertransformation von Distributionen definieren. Dazu wollen wir sie
erst einmal auf dem Testfunktionenraum erkldren. Sei also ¢ € Z(IR). Dann ist die Fourier-
transformierte

Fe&)=0()= \/%_ﬂf e ™ p(x)dx
R

von ¢ eine reell-analytische Funktion, die auf der ganzen reellen Achse holomorph ist. Ins-
besondere hat { keinen kompakten Trager mehr. Es gilt sogar, dass  und .Z(2) nur die
Nullfunktion gemeinsam haben.

Um dieses Problem, ¥ N.Z (%) = {0}, zu l6sen, wird der Testfunktionenraum 2(RR) vergro-
Rert, so dass Z(R) € .(IR) und dass .¥(IR) invariant unter der Fouriertransformation ist,
also Z(.(R")) c . (R").

Lemmal.12 Es sei ¢ € Z(R). Dann ist die Fouriertransformierte g(z) = a, f]R e Zp(t)dt
holomorph in der ganzen komplexen Ebene und in jeder Halbebene H, = {z € C| Im(z) < a},
a € R, beschrdinkt.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass der komplexe Grenzwert limy,_o(g(z + h)— g(z))/h fiir alle z € C
existiert. In der Tat ist

h)— _etiht —
g(Z-l— Ifz g(z):anf e_IZ[eTQD(t) dl'.
R

et _

7 lgo(t)‘ < C fiir alle x € supp(y), h € C, |h| < 1, konnen wir Lebesgues
Theorem iiber die majorisierte Konvergenz anwenden und erhalten

Wegen ‘ e et

I glz+h)—g(z)
m =
h—0 h

) —iht _ 1 .
a, | e limS e(t)dt=a, | e i (=it)p(t)dt =.Z(—itp(t)).
R h R

(b) Sei nun Im(z) < a. Dann gilt

|g(z)| < a”f |e—itRe(z) e”m(Z)(p(t)dt <a, sup| w(t)|f eledt,
R tek K

wobei K eine kompakte Menge ist, die supp ¢ enthilt. [

I.4.1 Der Schwartzraum . (IR”?)

Definition .16 .&(IR") ist die Menge der glatten Funktionen f € C*(IR"), so dass fiir alle
Multiindizes o und f3 gilt:

Pap(f) = sup |xﬁDaf(x)| < 00.
xeR"
. (R") heilst Schwartzraum oder Raum der ,schnell-fallenden Funktionen®.

SR ={f€C*R")| Va,B : pas(f) <oo}.



32 I Distributionen

Schwartzraumfunktionen fallen fiir ||x|| — oo schneller gegen Null als jede rationale Funk-

tion %. Und das gilt auch fiir alle Ableitungen. Anstelle von p, s benutzen wir auch die

Halbnormen
Pri(p)= Z Pap(p), k,1E€Z,.

la|<k,|B|<l,
Der Schwartzraum ist ein linearer Raum und p, g sind Normen auf .’(R"). Es gilt e** ¢
< (R) aber eI € 7 (R").
Der Schwartzraum ist sogar eine Algebra, das heif3t, das Produkt f - g € . (R"), falls f, g €
< (IR"). Die Leibnizregel fiir h6here Ableitungen sichert ndmlich, dass p;(¢ - ) < 00. So ist
etwa f(x)= p(x)e-@*tbx+c g > 0 fiir alle Polynome p und alle a > 0 in . (RR). Da g(x)=e1*|
bei 0 nicht differenzierbar ist, gehort g nicht zum Schwartzraum.

Konvergenz in . (IR")

Definition I.17 Es seien ¢y, p € .(IR"). Wir sagen, dass die Folge (¢) in .(R") gegen ¢
konvergiert, symbolisch ¢, ¢ falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen fiir
alle Multiindizes o und 8 erfiillt ist:

Pap(p — i) —0;
xP D¢ — r)=—0, gleichmiRigaufR";
x’D% = xPD%, gleichmiRigauf R".

BemerkungI.10 (a) In der Quantenmechanik werden Orts- und Impulsoperatoren auf dem
Schwartzraum definiert wie folgt: Q und P, k =1, ..., n sind gegeben durch

0
(Qr)(x) = xrp(x), (Pkgo)(x)z—ia—fk.

Unter Py bzw. Qj ist der Schwartzraum invariant, das heilt, fiir alle ¢ € (R") gilt

xPD%p(x)e . (R").
(b) . (R™) c LY(IR").
Man beachte, dass eine rationale Funktion f(x) = % tiber [1,+400) integrierbar ist, wenn

C
q(x)#0fiir alle x > 1 und degq > degp + 2. Dann ist ndmlich ) eine obere Schranke von f,

die integrierbar ist.
Dies wollen wir fiir den R” verallgemeinern. Problem: Unter welcher Bedingung an m ist

dx
PETTESES
re (1 +1x]]7)"

Firallex e R"*, x #0,istx =ry,wobeir =||x||und y = ﬁ ein Einheitsvektor ist, der auf der
Einheitssphire S"~! liegt. Man kann das n-dimensionale Gebietsintegral auch schreiben als
iteriertes Integral tiber dr und iiber dS, wobei dS das n — 1-dimensionale Flachenelement
der Sphére S"—1 ist.

dx;dx, - dx,, = r"'drdS.
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Mit dieser Formel und mit Fubinis Theorem hat man

f f r*—1drdS > pn-lqr
=w;,_ —_
- (1+||x|| yr o Py O ) Ay

wobei w,_; das (n —1)-dimensionale Mal} der Einheitssphére ist Nach dem oben genannten
Kriterium ist das Integral endlich, wenn 2m —n+1> 1 bzw. wenn m > n/2. Insbesondere ist

f dx -
— <
re L+ [Ix]" !

Im Falle n =1 ist dieses Integral gleich 7.
Nach obigem ist also

f ,,|“"(x)| dx=f n |+ lIxIP) ()| W
dx

< CPO,Z ((,0) — <X
) e 1 llx P

Folglich ist . (R") c L}(IR™).

() 2(R") c . (R"); Fiir eine Testfunktion ¢ € Z(R") gilt p,, () < 0o, denn dass Supremum
einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge ist endlich. Der Schwartzraum ist echt
groRer als 2(R"), 2(R") ¢ .&(R") denn f(x) = e "I € (R) aber wegen supp f = R" liegt
f nichtin 2.

(d) Im Gegensatz zu Z(R") ist . (R") ein metrischer Raum. Die Metrik ist gegeben durch

= Prilp —y)
d(op, , S (R").
(¢, )= ,;12(k+’)1+sz(so 5 e e R

Definition .18 Es sei f € L!(IR"), dann ist die Fouriertransformierte Z f von f gegeben
durch

Ff(&)=f(&)= e flx)dx,

V Rll
wobei x =(x1,...,x,), E=(&1,...,&0) undx~§:ZZ:1xk§k.
Wir bezeichnen den Normalisierungsfaktor mit a,, = ﬁ Achtung, diese Notation der Fou-
riertransformierten ist in der Literatur nicht einheitlich. So ist etwa bei Wladimirow, [8] die

Konvention mit e*i<* unter dem Integral und der Normalisierungsfaktor vor dem Integral ist
1. Man beachte, dass .7 f(0) = f(O) =a, f , f(x)dx.

Beispiel .12 Wir berechnen die Fouriertransformierte ¢ = .7 ¢ von ¢(x) = e /2 = e~ 2%,
xeR".

(@) n = 1. Aus der reellen Analysis (Kapitel: Mehrdimensionale Integration, 1.2.2 (c)) ist be-
kannt, dass f]R e‘% dx = v27. Mit Hilfe der Funktionentheorie kann man zeigen, dass auch

dx = v27. Folglich gilt wegen 5 Hx+ig)y += £ %2 +ix&

1 x2 i 3 1 1 1 2 ] 2 ] 2
¢(§)=—f e 7 e ¢ dx:—f e (T2 dx = e728 = ().
V2T R V21T R

(x+a1)

fiir alle a € R gilt f e
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Somit ist ¢ bei der Fouriertransformation invariant, .# (¢) = ¢. Wir werden spéter noch an-
dere Eigenfunktionen der Fouriertransformation angeben.
(b) Allgemeines n > 1. Nach obigem erhalten wir

n

@(g):anf ez Zko X @i ke Xk dx:anf I_Ie 2%k qy) - diy,

R” k=1
n
J— —lxz—ixkg'k
—nan fe 2%k dx;
k=1

Also geht auch im allgemeinen Fall die Funktion in sich selbst {iber. Mittels Skalierung
x — cx erhélt man
€2

c2x2 1 —
; )(g):_ne 2c2,
C

ﬁ'(e_
Theorem 1.13 Es seien ¢, €. (R"). Dann gilt:
(i) Z(x*p(x)=iYDZ ), also F-Q,=—P-F,k=1,...,n
(i) F(D*@(X))E)=1"EUF ¢)&), also F P =QrF, k=1,...,n

(iii) Z(p) € L(R") und aufserdem folgt aus ¢, - dass F ¢, - F @, das heifst, die
Fouriertransformation .7 ist ein stetiger lmearer Operator auf % (IR”)

(iv) F(p*yp)=an' Z(p)F ().
W) Z(p-P)=anF(p)xZ(Y)

(vi)
F(p(Ax +D))(&)=

GetAl e T (ATTE),

wobei A eine reguldre n x n-Matrix ist und A~T bezeichnet die zu A~ transponierte
Matrix. Insbesondere gilt

Pl =70 (5 ).
Fplxt D= (FP)E)

Beweis. (i) Wir beweisen die Aussage fiir a =(1,0,...,0). Der allgemeine Fall folgt daraus.

%}
F T8 (x) dx.
agl( p)E)= 8§1fn p(x)
Da ;= (e“> ) p(x) = —ix;e7 ¥ p(x) gegen 0 konvergiert fiir x — oo, konnen wir Integration
und partlelle Differentiation vertauschen,

) = (F)E)=~- f e ix p(x) dx = Z (—ix1 p(x))(E)-

n

35
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(ii) Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zundchst a =(1,0,...,0). Partielle Integration
liefert

0 —i&-x o —i&x
?(a—mw(x))(ihanfne : soxl(x)dx=—anf 3—(6 ) ¢(x)dx

n 1

:iilanf (e7°%) p(x)dx =i& (F 9)(E).

(iii) Nach (i) und (ii) erhalten wir fiir |a| < k und | B | <l

EDPFp|<a, f | D o ()] dxfclf (L1l D [ D7 o(x) | dx
R ,

|7 |<k

(1+ e

Sczf — D7p(x)|dx
g (L) %S:k' |

<cssup | (L+[x|") Y | DTo(x)|
xeR”" |’)’|§k
< ¢y Pi,i+nt(@).

Dies liefert .7 ¢ € .’(R") und aullerdem, dass .7 : ./ (R") — . (R") stetig ist.
(iv) Zunichst bemerken wir, dass L!(IR”) mit der Faltung eine kommutative Algebra ist, wo-
bei ||f>l< g”Ll < ||f||L1 ||g||L1. Nach Definition und wegen Fubini ist

F(p*xy)E)= anf e‘ixff e(y)yY(x—y)dydx

—a f (af e Y (x —y)dX) ane < p(y)dy
= @ TP T ().

=x-y

(v) wird spiter gezeigt, nach Satz[[L T4
(vi) folgt unmittelbar unter Verwendung von A~!(y)(&) =y (A~ 7(&)). n

Bemerkung .11 Ahnliche Eigenschaften wie .7 hat der Operator ¢, der genau wie .7 auf
LY(IR") definiert ist:

Yp(&)= sb(i):anf e p(x)dx.
Setzt man @ _(x):= ¢(—x), so gilt
Gp=F¢_-=F(p) und Fo=Yp_=9(9).

Man erkennt leicht, dass (iv) auch fiir den Operator ¥ gilt:

G(px)=a,' 4 ()9 ().
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Satz I.14 (Inverse Fouriertransformation) Die Fouriertransformation ist eine bijektive li-
neare Abbildung .7 . ./ (R") — .(R"). Die inverse Fouriertransformation ist gegeben durch
9:

F(G0)=9(T)=p, peIS[R"), peS(R")

Beweis. Es sei ip(x) = e 7 and ¥(x)= Y(ex)= e‘#. Dann gilt ¥, (x) := .ZW¥(x) = ﬁ (f) Es
ist

1 .
anf ”%(x)dx:anf L G) dx:anf Y@= g(0)=1

AulRerdem hat man

1 1 1
= w(x)e(x)dx = — (x)p(ex)dx — —
V21 g i V21 ]Rnw v 20 21 JRoe

Mit anderen Worten, a,%,(x) ist eine 0-Folge.
Wir berechnen ¥(.Z ¢ ¥)(x). Mit Fubinis Theorem folgt

Y (x)p(0)dx = ¢(0). (1.12)

1 ix-&
T = T rde=

f P(E)e' = f e Vp(y)dyds

= 1 1 —i(y—x)’ilp ded
Nerl Rl (€)dsdy
1
= FW)(y —x)d
1 1
i N Rnﬁ'@(z)cp(zikx)dz:mn Rnllls(z)go(z—l—x)dz
— @ (x).

fiir e — 0, vgl.
Nach Lebesgues Theorem tiiber die majorisierte Konvergenz ist,
ImY(F ¢ W) =a, | (FeEW0EdE=a, | (FpNEe*dE=9(Fp)x)
R" R

Hieraus folgt die erste Identitdt. Die zweite Identitdt .7 (9 ¢) = ¢ folgt aus Y(¢) = Z (),
Z(p)=9%9(p) und der ersten Identitit. ]

Wir beenden nun den Beweis von Theorem[[ T3 (v). Dazu sei ¢ = Y ¢, und ¢ = ¥, mit
1, Y7 €.(R"). Nach (iv) ist dann

F(p-Y)=F(9(p1)9 1) =T (@, 9(p1x 1)) = anpr ¥ Y1 = 0y T x T Y.
Satz I.15 (Fourier-Plancherel-Formel) Es seien ¢, ¢ €. (R")(R"). Dann gilt

Jw@dm T (). Z()dx,
n Rn

Insbesondere gilt ||g0 ||L2(W) = ||ﬁ(¢)||L2(Rn).
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Beweis. Zuniachst erkennt man, dass

e™Vy(x)dx = anf e Vyp(x)dx =F(Y)y). (1.13)

n

FW)~y)=a, f

n

Nach Theorem[[. I3l (v) ist aullerdem
f p(x)p(x)dx = &, Z (¢ - 1P)(0) = (F () *.F ())(0)

= ?(w)(y)ﬁ@)m—y)dy& Z(e)y)Z)(y)dy.

R)l R)l

Bemerkung .12 . (R") c L2(IR") ist ein dichter Teilraum, siehe UA 11.2. Daher lésst sich
die Fouriertransformation eindeutig zu einem unitiaren Operator .# : 12(R") — L2(IR") fort-
setzen. (Und zwar wihle man zu einer gegeben Funktion f € L? eine Folge ¢ € . (R"), die gegen f
in der L?2-Norm konvergiert. Da .# diese Norm erhilt, gilt ||ﬁ'<,0k — T Pm H = Hcpk —Pm H und da (¢5)
eine Cauchy-Folge im L? ist, ist auch (.# ¢y) eine Cauchy-Folge. Somit konvergiert letztere gegen ein
g € L2. Wir definieren dann .Z (f) = g.)

I.4.2 Der Raum .¥’(IR"?)

Definition I.19 Eine temperierte Distribution (oder auch langsam wachsende Distribution)
ist ein stetiges lineares Funktional T auf dem Testfunktionenraum .&(IR"). Dabei heilst T
stetig auf .’(R"), wenn fiir alle Folgen ¢, € .’(R") mit ¢ - 0 gilt T (¢x) — 0. Die Menge

der temperierten Distributionen bezeichnen wir mit . ’(IR”)

Fiir eine Folge ¢ € Z(IR") mit ¢ - 0 folgt, dass ¢y - 0. Schriankt man also ein stetiges
lineares Funktional auf . (IR"*) ein auf den Raum Z(IR"), so bleibt das Funktional stetig auf
2(R"). Somit kann jede .~’(IR")-Distribution auch als 2’(IR")- Distribution aufgefasst wer-
den. Die Einschrankungsabbildung e: .&’(R") — 2/(R"), e(T)= T, ist injektiv, denn wenn
T(p) =0 fiir alle ¢ € 7, so ist sogar T(y) =0 fiir alle ¢ € .(R"), da Z(R") c .’(R") dicht
und T stetig auf . (IR") ist. Uber diese Injektion e kénnen wir .#/(IR”*) mit einem Teilraum
von 2’(IR") identifizieren; wir schreiben etwas lax, S’ C 2’.

Lemma I.16 (Charakterisierung der Stetigkeit von T in .&’(R")) Ein lineares Funktional T
auf .7 (R") ist stetig, genau dann, wenn es nicht-negative ganze Zahlen k und | und eine
positive Konstante C derart gibt, dass fiir alle p € (IR")

| T(9)| < Cprily),

wobeipri(9)= Y. paplp)= > sup|xPD(x)].
lal<k|B|<l, lal<k|B|<l,
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Bemerkung I.13 (regulire Distributionen) (a) Es sei f € L}(IR") oder f € L?(R"). Dann gilt
Ty € 7’(R").

(b) Es gibt lokal integrierbare Funktionen, die keine regulire temperierte Distribution Tr de-
finieren. So ist zum Beispiel f(x) = e** stetig auf R (und damit in LIIOC(IR)), aber Ty(p) ist nicht
wohldefiniert auf ' (R), denn T, (e=*) = | L€ e dx=+o0.

(c) Wenn T € 2’(R") und supp T ist kompakt, dann gilt auch T € ./(IR"). Sei ndamlich ¢ €
Z(R")und n € 2(R"), n = 1 auf einer Umgebung des Tragers von T. Dann kann man definieren
S(¢):=T(pn). Dann ist S eine temperierte Distribution, die T stetig fortsetzt.

(d) Es sei f: R" — C messbar. Wenn ein C > 0 und ein m € N derart existieren, dass

| fo)|<ca+ixl?)y" fixeR”.

Dann gilt Ty € .’(R). Die obige Abschitzung und Bemerkung[[L Tl liefern

1
T = x)o(x)dx|<C L+ xH)™ (Q + ||x|]*)* ———— | o(x) | dx
T 0)]=|] s Y ) e o)
<C ©) dx
= p0,2m+2n (;0 . (1+”x”2)n.

Nach Lemmal[ TG ist T; eine temperierte, regulédre Distribution, f(x) € /(R).

Operationen in .’(IR")

Addition, Multiplikation, Differentiation, Tensorprodukt werden in .¥’(IR") genauso defi-
niert wie in Z’(R"”). Man muss aber jedes Mal noch zeigen, dass dadurch ein stetiges Funk-
tional auf . (R") definiert ist. Wenn T € .%’(IR"), dann gilt:

(a) DT € .’(R") fiir alle Multiindizes a.

(b) Esgilta - T € ./(R"), falls a € C*(R") mit allen partiellen Ableitungen polynomial be-
schrinkt ist, das heilst, fiir alle « € N§ gibt es ein C, > 0 und ein k, > 0 mit |D“ f(x)| <
Co(1+]|x|)ke fiir alle x € R™.

(c) Die lineare Transformation T(Ax + b) € .’(IR") ist ebenfalls temperiert fiir jede reguldre
n X n-Matrix und alle b € R".

(d) Te.(R")und S €.’(R™) impliziert, dass T ® S € .&/(R"*™).

(e) Fir T € ./(R"), y € (R") definieren wir die Faltung

YT (0) =X T (Y(x)ex+y)), ¢es(R")

=T U Y(x)p(x +y)dx)

I.4.3 Die Fouriertransformation im Raum .7/(IR")

Wir folgen unserem Allgemeinen Prinzip und definieren die Fouriertransformierte einer
reguldren Distribution Ty € ./(R") vermoge .7 (Ty) = Tz;. Sei f € LY(IR") integrierbar.
Dann existieren sowohl seine Fouriertransformation f als auch die regulire Distribution
T; € 7’(R").
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Nach Fubinis Theorem gilt

Ti(p)=| Ff(Op(&)dE= anf f)e ™= p(@)dedx= [ f(x)§(x)dx =Ty ().
Rn Rn
RZn

Somitist Tz; (¢) = Ty (Z ¢). Diese Gleichung nehmen wir als Definition.
Definition I.20 Fiir T €.¢’(R") und ¢ €. (R") definieren wir
FZT(p)=T(Zy). (1.14)

T = .7 T heilt Fouriertransformierte der Distribution T.

Wegen .7 ¢ € .(IR") ist Z T wohldefiniert auf .(R"). Da .7 ein stetiger linearer Operator
istund T ein stetiges lineares Funktional, ist .# T ebenfalls ein stetiges lineares Funktional.

Lemmal.17 Die Fouriertransformation .7 : &'(R") — ./(R") ist ein stetiger, bijektiver, li-
nearer Operator.
Sein Umkehroperator 9: .'(R") — ./(R") ist gegeben durch 4 T(p) = T(9 p).

Bemerkungl.14 Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Theorem[[ T3 gelten auch fiir ./(R"). Al-
so lautet (i) nun.Z (x® T) =il D*(.Z T). Tatsdchlich gilt fiir ¢ €. (IR") nach Theorem[LT3(ii)

FxTNp)=x"T(F¢) =T (x"F ) =T ((-)“.7(D"p))
=(-1)*(-)“DYZ T)(p) =i1“D*T (p).

Beispiel 1.13 (a) Es sei a € R". Wir berechnen .7 6. Fiir ¢ € . (R") ist

F0,(0)=0,Z¢)=(Zy)a)= anf e_i"‘“gz?(x)dx =T, exa().

n

Folglich ist die Distribution .Z 6, die regulére Distribution zur Funktion f(x) = a,e *4. Ins-
besondere ist .7 (0) = 1,1 die konstante Funktion. Man beachte, dass

F(0)p)=06(0)=¢0)=0(¢g-)=06(9p)=9(d)(p).

Daher folgt aus .7 (6) = a,,1 durch Invertieren a,,'6 = ¥(T,) = .Z (T).
Ubung. 4(6,) = Z(6_4).
(byn=1,b>0.

F(H(b—|x])= alf e " H(b—|x[)dx

R
b
B 2 sin(bé)
=a e dx = — .
1J<—b P2

(c) Die einfache und die doppelte Schicht. Es sei S eine kompakte, reguldre, stiickweise diffe-

renzierbare sich nicht iiberschneidende Flidche im R? und p(x) € L}

oo IR?) eine Funktion auf
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S. (eine Dichtefunktion oder Ladungs- oder Masseverteilung). Wir definieren eine Distribu-
tion p o5 als skalares Oberflachenintegral

06s(p) :ff o(x)p(x)dS.
S

Da der Triger von pos die Flache S ist, eine Flache vom VolumenmalQ 0, definiert pos eine
singuldre Distribution. Wir nennen sie die Distribution der einfachen Schicht.

Analog definiert man die Distribution der doppelten Schicht, welche bei Dipolen eine Rolle
spielt:

% 7
5089 (9)= [ | o022 as
S

wobei 77 die Normalenableitung (Ableitung in Richtung des Normalenvektors auf der Flache)
bezeichnet.

Wir berechnen die Fouriertransformation der Distribution der einfachen Schicht .Z(pos)
fiir den Fall einer Sphire S, = {x € R3 | ||x|| = r} vom Radius r und der Dichte p = 1. Nach

Fubinis Theorem ist
1 .
261 (6)=080(70) = | ( | e-lx-éso(x)dx) as.
vere b s, Urs

ist0

Unter Verwendung von sphérischen Koordinaten auf S,, wobei x auf der z-Achse fixiert
ist und ¥ der Winkel zwischen x und & € S, ist, erhalten wir das Oberflichenelement
dS =r?sinfdp d¥ und x - £ = r||x|| cos 9. Somit kann man das (innere) Oberflachenintegral
berechnen zu

27 v
:f fcos(||x||rcosﬂ)rzsinﬂdﬂdcp, s=||x||rcost, ds=—]|x]|rsinddy
0 0

—llxIIr
r r
:27rf —coss — ds =4m—— sin(||x]|| 7).
I

" I ]
Also ist
2r sin(r||x]|)
Fo =— x)————dx;
s (P)= 3% | P

die Fouriertransformierte von 0g,, eine reguldre Distribution zur Funktion

2r sin(r||x||)
V2T (|||

(d) Die Resolvente des Laplace-Operators —A. Wir betrachten den Hilbertraum H = 12(IR")
und in ihm den dichten Teilraum . (R"). Fiir ¢ € .(R") ist der Laplace-Operator Ay =
—A¢ definiert. Zur Erinnerung: Die Resolvente R;(A) eines linearen Operators A an der Stelle

Fos,(x)=
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A ist der beschriankte, auf ganz H definierte Operator, der die Gleichung R;(A)(A — AI) =
(A—AI)R,(A) = I erfiillt. Er ist also der inverse Operator zu A — Al. Fiir f € H suchen wir also
ein u € H mit R;(A) f = u. Dies ist dquivalent zum Auflosen der Gleichung f = (A — AI)(u)
nach u. Im Falle von A = —A kénnen wir dazu die Fouriertransformation benutzen. Nach
Theorem[[LI3I(ii) ist ndmlich

n 2

—Au—Au=f, —9’( —u) —AFu=%Ff,
X
k

=1 k

Zii(?u)(é)—Aﬂu(ﬁ)Z(ﬁ’u)(é)(iz—/\):ff(i)
k=1

Fu@)=7
)= ( 775 7 19 0
Folglich gilt:
Ri(=4) :ﬁ—logz —7

wobei in der Mitte ein Multiplikationsoperator, in diesem Falle mit der Funktion 1/(&? — A),
steht. Man erkennt, dass dieser Operator in H beschridnkt ist, da genau dann, wenn der Mul-
tiplikationsoperator beschrinkt ist, also wenn der Nenner ungleich Null ist fiir alle & € R.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A € C\RR,, so dass fiir das Spektrum von —A gilt
o(—A)cC R,.

I.5 Anhang — Mehr zur Faltung

Da die folgende Eigenschaft spiter noch des 6fteren gebraucht wird, wollen wir sie hier er-
wiahnen:

Satz1.18 Es seien T(x,t) und S(x, t) Distributionen in 2'(R"*') mitsupp T € R" x R, und
suppS C I.(0,0), dabei ist I'.(0,0) = {(x,t) € R" | ||x|| < at} der Vorwdirtslichtkegel am
Ursprung. Dann existiert die Faltung T*S in 2'(R"*!) und kann wie folgt geschrieben werden

T+S(p) = T(x, )@ S(y, ) (n(e)n(s)nas — ||y p(x +y, 1 +5)), (1.15)

¢ € 2(R"), wobei n € Z(R) eine Testfunktion ist mit n(t) = 1 fiir t > —& und € > 0 ist
eine fixierte positive Zahl. Die Faltung (T * S)(x, t) verschwindet fiir t < 0 und ist in beiden
Komponenten stetig, das heifst,

(@) Wenn T, — T in 2'(R"*") und supp Si,S CR" x R, dann gilt T, xS — T xS in 2'(R" ).
(b) Wenn S, — S in 2’/(R"!) und supp Si,S € I',(0,0), dann T xSy — T *S in 2'(R"*1).

Beweis. Wegen n € (R), gibt es ein 6 > 0 mit n(x)=0 fiir x < —6. Es sei p(x, 1) € Z(R"*!) so
gegeben, dass supp ¢ € Ug(0) fiir ein geeignetes R > 0. Es sei ni(x, t,y,s), k — oo, eine Folge
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von Testfunktionen aus Z(R?"*+2), die im R2"*2 gegen 1 konvergiert. Fiir gentigend groRe k
ist dann

Y= n(sn(ntas = ||y|nete .y, 9)px +y,t +5)

(1.16)
=n(s)n(t)nlar—||y|Petx+y, r+s)=:1p.

Wir miissen zeigen, dass i) € 2(IR?"+2). Nattirlich ist i) beliebig oft differenzierbar. Der Trager
supp Y ist enthalten in

{(x,t,y,8)|s,t 2—5,as—||y|| > -0, ||x—|—y||2+|r+s|2§R2},

und diese Menge ist beschrankt.

Wegen n(¢) =1 in einer Umgebung von supp T und n(s)n(as —
von suppSS gilt, T(x, t)=n(x)T(x, t) und S(y,s) =n(s)n(as — ||y
ten wir

)S(y, s). Mittels (LT6) erhal-

’ y ||) =1 in einer Umgebung

T+S(p)= %1_% T(x,)®S(y,s) (nk(x, t,y,8)p(x +y,t+5))
= %1_% T(x,0)®8(y,s)(Yr), ¢e<€2(R*™).

Hieraus folgt die erste Behauptung.
Wir zeigen nun, dass die rechte Seite von (LI5) ein stetiges lineares Funktional auf Z(R"*!)
definiert. Sei ¢ ¢ fiir k — 0o. Dann ist

yi=n(ns)nias = [y erx+y.t+5)—y
fiir k — 0o. Somit gilt,
T+S(pr) =T(x, 1)®SWy,s) (Yir) = T(x,)®S8(y,s) () =T*S(p), k— oo,

und T *S ist stetig.
Wir zeigen, dass T xS fiir ¢+ < 0 verschwindet. Dazu sei ¢ € Z(R"*!) mit suppy € R” x
(—00,—061]. Wihle 6 > 6,/2, dann hat man

n(tn(s)n(as —|y el +y,t+5)=0,

sodass T*S(¢) = 0. Die Stetigkeit der Faltung folgt aus der Stetigkeit des Tensorproduktes.
[
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