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1. Welche der folgenden Matrizen sind invertierbar? Geben Sie gegebenenfalls die inver-
se Matrix an.

(0 0 0 1 (6 3 45

0010 1221

A=1o 1 0 of’ B=12 4 3 2

\1 0 0 0 \3 3 4 2

(1 20 (A 1 1

c=|11 1], D=1 -2 1

\2 0 1 \l1 1 -2
dabeiist A € R ein Parameter. 6P
Losung. Punkteverteilung: 1+2+1+2=6P

Man sieht, dass A2 = I, also A~! = A. Mit Hilfe des Gaul3-Jordan-Algorithmus be-
stimmt man die inversen Matrizen geméal der Vorschrift in Abschnitt 2.3.3 zu

1 7 7
-5 2 b %
[ [ G B R
B l= 6 2 6
0 2 -1 0
1 7 3
: 2 L
Die Matrix D ist genau fiir A # —2 invertierbar (siehe auch Ubungsaufgabe 6.1 (—A)).
Es gilt
1 -2 2 1 1 1
cr=1l1 1 |, pr=L |1 —2an
’ A+2 21 2n
-2 4 -l 1 -5 -5

2. Im RR3 seien die Basen B = {b,, b,, b3} mit b, =(1,—1,2), b, =(2,3,7) und b3 = (2,3,6)
sowie C ={c;,¢,¢3}, ¢1=(1,1,2), c; =(—1,3,3) und c; =(—2,7,6) gegeben.

Bestimmen Sie die Koordinaten (y1, y», y3) des Vektors v = x; by + x, b, + x3b; beziiglich
der Basis C. 3P

Lésung. Es ist (formal!) und zeilenweise zu lesen

(5] bl\

e |=AT| b |,

C3 bs]

ZIn T
1 1 2 1 -1 2\ ) 1 -9 —20
> A=]||-1 3 3 2 3 7 =—|-4 21 40
-2 7 6 2 3 6 ) 6 —19 -35



Somit berechnet sich der Koordinatenvektor (y, y», y3) beziiglich der Basis C durch

N ) (5 13 12)(x
Vo | =A7" | x2 =-|20 17 8 [|x
Vs X3 -10 -7 -3) \xs

. Mit der Basis B aus Aufgabe 2 sei eine lineare Abbildung T': R3 — R? gegeben durch
T(bl):d1+2d2, T(bg):—d2+d1, T(b3)22d1+3d2,

wobei dl = (1,2) und dz = (—1,—1), D= {dl, dg}
(a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung Mg p(T).

(b) Bestimmen Sie die Matrixdarstellung M3, 5,(T) beziiglich der Standardbasen von

R3 bzw. R2. 4P
i} (11 2
Lésung. (a) Mpp(T)= (2 1 3)
b, 1 -1 2\ (&
b)yDa | b, |=12 3 7 e, |, ist die Transformationsmatrix A; von der Basis
b3 2 3 6 e3
B =1{b,, b,, b3} auf die Standardbasis B; = {e;, e;, e5} gegeben durch
1 -1 2\ ' L oo 13 20
Agz 2 3 7 = MB3,D(T): MB,D(T)A3: (2 -1 3)3 —-12 -2 5
2 3 6 13 3 -5

_1(17 2 -5
T 5\57 7 =20

d 1 2
Da ( dl) = ( 1 1) (Zl), ist die Transformationsmatrix A, von der Basis D =
2 - - 2

{d,, d,} auf die Standardbasis B, = {e;, e,} gegeben durch

-T
(1 2 o (1 -1y 1(17 2 -5
AZ‘(—1 —1) = Mo, e (T)=4, MBS’D(T)_(z —1)'3(57 7 —20)

_1(-40 -5 15
“5\-23 =3 10

. Im fiinfdimensionalen komplexen Vektorraum V aus Ubungsaufgabe 6.3 sei eine neue
Basis C gegeben durch C ={c_,,c_;, ¢y, ¢1, c2}, wobei

cn(x)=e"* =cos(nx)+isin(nx), n=-2,...,2.

(a) Geben Sie die Matrix A der Basistransformation von B nach C an.

(b) Geben Sie die Matrix M’ = M (D) der Differentiation D: V — V an und bestitigen
Sie die Transformationsformel fiir Endomorphismen M’ =A"'MA, M = Mg (D). 4P
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Losung.

C_2(x)=b3(x)—ibs(x)

, Cc-2(x) b:(x)
C-1(x) = by(x) — ibs(x) c_1(x) ba(x)
(a) Wegen co(x)=by(x) und colx) | =AT | bs(x) |,
¢1(x) = by(x) +1iba(x) c1(x) by(x)
((x)= ba(x) + ibs(x) ) bsl)
0 0100
0 1 010
= A=|1 0 001
0 -i0 i o0
—i 0 0 0 i

(b) Da Dc,(x) = cp(x) = ine™ = inc,(x), ist die Darstellungsmatrix M’ = Mc¢ (D)
eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen —2i,—i,0,1,2i. Nach den Regeln der
Matrizenrechnung folgt

-1

0 0100y (00 0 0O0Y({O 0 100
0 1 010 0 0 0 1o0[[f0o 1 010
A7TMA=[1 0 0 0 1 0 0 0 02|[1 0 o00T1]|=
0 —i 0 i 0 0 -1 0 00|][0 —i01ioO
-i 0o oo0i/ \o o -=200/\-i 0 00 i
0010 iY{fO 0 0 0 o0
o1 o io 0 —-i 0 i 0
=—(1 00 0 of][-2i 0 0 0 2i|=M
2lo 10 -i 0 0 -1 0 -1 0
0010 —ifJ\{-2 0 0 0 -2
5. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen
01111
10111 1 23
A=|1 10 1 1|, B=|2 51
11101 2 79
11110

4P

Lésung. Subtrahiert man nacheinander die 5. Zeile von jeder anderen , so dndert sich
gemal (D6) der Wert von det A nicht, also

-1 0 0 0 1 (-1 0 0 o0 1

0O -1 0 0 1 0O -1 0 0 1
detA=|{0 0 -1 O 1j=({0 O0 -1 0 1|=4

0 0 —-11 0O 0 0 -11

1 1 1 1 0 0O 0 0 0 4




Im vorletzten Schritt wurde jede Zeile zur 5. addiert (erneute Anwendung von (D6))
und abschlieRend (D7) benutzt.

Mit Gaul$schem Algorithmus ergibt sich

1 2 3 1 2 3 1 2 3
251 |=01 -5 |=(0 1 -5 |=18.
279 03 3 0 0 18

(oder auch nach Entwicklungssatz, Definition, Sarrusscher Regel)



