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1. Gegeben seien zwei Unterrdume U; und U, von R3. Dabei sei
U, =1in{(2,1,0),(1,2,3),(1,0,—1)} und U, = {(x1, X2, x3) € R®| 2x; — x, +3x3 =0}.

(a) Geben Sie eine Basis von U, an.

(b) Fiir welche Parameter A € R bilden die Vektoren b, = (—2,—1,1) und
b, =(A,3— A2%,1) eine Basis von U,?

(c) Geben Sie die Koordinaten von v = (—3,9,5) € U, beziiglich der in (b)
gefundenen Basen an.

(d) Bestimmen Sie eine Basis von U; N Us.

5P

Lésung. (a) Mit dem Gauldverfahren kann man eine Basis von U; bestimmen. Wir be-
nutzen die Methode aus 2.3.6 und schreiben die drei Vektoren zeilenweise auf:

21 0
1 2 3
1 0 -1

Wir vertauschen zunichst die 1., 2. und 3.Zeile zyklisch, addieren dann das (—2)fache
der ersten Zeile zur 2.Zeile und das (—1)fache der ersten Zeile zur 3.Zeile:
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Wir erkennen, dass die 3.Zeile das Doppelte der 2.Zeile ist, also im ndchsten Gaul3-
Schritt zur Nullzeile wird: Somit bilden ¢; = (1,0,—1) und ¢, = (0,1,2) eine Basis von
Ul.

(b) Es gilt b, € U, gdw. 34 — (3 —A%)+3 =0, also gdw. A =0 oder A = —2. Im ersten Fall
ist b, =(0,3,1) und im zweiten Fall ist b, = (—2,—1,1) = b;. Im zweiten Fall liegt keine
Basis vor, da U, zweidimensional ist. Im ersten Fall liegt eine Basis vor, da {b,, b,} linear
unabhdéngig ist und somit eine Basis von U, (denn lin {b;, b} C U, und die Dimensio-
nen beider Teilriume stimmen iiberein. Nach Lemma 8 (c) gilt dann lin{b;, b,} = U>.)

(c) Der Ansatz (—3,9,5) = a;1(—2,—1,1)+ a»(0,3,1) fiihrt nach Vergleich der 3. Koordi-
nate sofort auf —3 = —2a; + 0 also a; = 3/2. Setzt man dies in der ersten Koordinate
ein, so hat man 5 = 3/2+ a, bzw. a, = 7/2. Somit lauten die Koordinaten von v bzgl.
der gefundenen Basis (3/2,7/2).

(d) Die Parametergestalt der Ebene U, lautet: (x;,x2,x3) = £(—1,0,1)+5(2,1,0) = (25 —
t,s,t),s,t € R.Setzt man dies in die Gleichung von U, ein, so hat man:

0=2(2s—t)—s+3t=t+3s = t = —3s = (%1, X2, %x3) =(25—t¢,s,t)=(5s,5,—3s)=s(5,1,—3).

Somit ist U; N U, = R(1,5,—3) eindimensional; B = {(5,1,—3)} ist eine Basis.



2. Es sei V ein reeller Vektorraum und a, b, c,d,e € V. Zeigen Sie, dass die folgenden
Vektoren

n=a+b+c, v,=2a+2b+2c—d, rs=a—b—e,
n=ba+7b+d—e, vs=a—c+3e, vs=2a+2b+2c+d+e,
linear abhéngig sind. 3P

Beweis. Aus Lemma 4 (c) und (d) folgt: Jedes Erzeugendensystem fiir  hat mindestens
dimV Elemente. Jede linear unabhédngige Menge hat hochstens dim V' Elemente.
Da W := lin{a,b,c,d,e} von 5 Vektoren aufgespannt wird, kann W hochstens die
Dimension 5 haben. Eine linear unabhéngige Menge in W kann héchstens dimW <5
Elemente haben. Folglich sind beliebige 6 Vektoren in W linear abhéngig. ]

3. Gegeben seien im R* die Vektoren v; = (4,1,1,0), v, = (0,1,4,-1), v3=(4,3,9,—2),
v,=(1,1,1,1) und vs = (0, -2, —8,2).

(a) Bestimmen Sie eine Basis von U =lin{vy, v, vs, vy, Us}.
(b) Wéhlen Sie alle méglichen Basen von U aus den Vektoren vy, ..., vs aus
und kombinieren Sie jeweils die restlichen Vektoren v; aus dieser Basis.
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Lésung. (a) Wendet man den Gaufalgorithmus an auf die Matrix, gebildet aus den 5
Zeilenvektoren vy, ..., vs, so erhdlt man zwei Nullzeilen und 3 linear unabhingige Zei-
len, etwa

b, =(1,1,1,1), b,=(0,1,4,—1), bs=(0,0,9,—7).

B =1{b,, b,, bs} ist eine Basis von U.

(b) Der Gaullalgorithmus liefert auch die beiden Relationen im gegebenen Vektorsy-
stem:

vs+2v,=0, v1+2v,—v3=0. (1)

Somit erhilt man eine Basis von U, wenn man zu v, noch beliebige zwei Vektoren aus
U, Uy, V3 auswihlt. Dabei kann man v, durch vs ersetzten. Also bilden eine Basis v,
zusamimen mit

{Vl! UZ}! {Ulr VS}r {VZ! V3}v {Vlr VS}’ {VSr VS}-

Es gibt also 5 Moglichkeiten, eine Basis auszuwihlen. Die Darstellung der jeweils tibrig
gebliebenen Vektoren folgt aus (1). Etwa gilt im ersten Fall v; = v, + v,, v5 = v.

4. Geben Sie fiir die folgenden Untervektorrdume jeweils eine Basis an. Weisen Sie nach,
dass die von Thnen angegebenen Mengen tatsédchlich linear unabhédngig und erzeu-
gend sind.

(@) {(x1,x2,x3) €R? | x; =3x2}.

(b) {(x1,x2,%3,x4) EC*| X1 +3x24+2x4,=0, 2x1 + xo + x3 =0}.

(© lin{x?,x?2—x,x2+1,x2+x+1,x°+ x°} Cc R[x].

(d) {f €Abb(R,R)| f(x)=0 fiir alle bis auf endlich viele x € R}.
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Lésung. (a) Mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus ermittelt man die allgemeine Losung
Los(A,0) dieses homogenen lin. GS und erhilt eine Ebene durch Null: (3s,s,t) =
s(3,1,0)+£(0,0,1), s,t € R. Somit erzeugen die Vektoren (3,1,0) und (0,0,1) den Lo6-
sungsraum. Sie sind linear unabhéngig, weil keiner ein Vielfaches des anderen ist. Sie
bilden also eine Basis.

(b) Mit Hilfe des Gaul3algorithmus l6sen wir das homogene 2 x 4 Gleichungssystem
indem wir es auf die reduzierte Zeilenstufenform bringen:

1 3 0 2 1 3 0 2 1 0 3/5 -2/5
2110 0 -5 1 -4 0 1 —-1/5 4/5
Somit lautet die 2-parametrische Losung des homogenen lin. GS:

3 2 1 4
x1=—5x3+gx4, X2IEX3—5.)C4, X3,X4E(D.
Dabei sind x5 und x, frei wihlbar in C. Wahlt man etwa x; =5, x, = 0, so erhilt man
den ersten Spannvektor b; = (—3,1,5,0), Wahlt man x3 = 0 und x, = 5, so hat man
einen zweiten Spannvektor b, =(2,—4,0,5). Die beiden Vektoren b, und b, bilden eine
Basis des Unterraumes.

(c) Die ersten drei Elemente erzeugen alle Polynome, die hochstens den Grad 2 ha-
ben, Die lineare Hiille der ersten 4 Polynome stimmt also mit der linearen Hiille von
{1, x,x?} Giberein. Da das letzte Basiselement ein Polynom 9.Grades ist, ist es linear un-
abhéngig zu den anderen. Damit ist eine Basis des Raumes {1, x, x?, x% + x°}.

(d B={f,€Abb(R,R)|a R, fo(x)=0 firalle x # a, f,(a)= 1} ist eine Basis
des angegebenen Unterraumes, denn jede Funktion, die nur an endlich vielen Stellen
ai,...,a, von Null verschieden ist und dort die Werte c,..., c, € R annimmt, 14sst sich
mit Hilfe der Basiselemente als Linearkombination

f=cifa+cofa,++crfa,
schreiben. Damit ist B erzeugend. Ist umgekehrt fiir gewisse c;
f=cafat+cfa,++c fa, =0,
so gilt an der Stelle x = a;,
flan)= erfa @)+ fa (@)= c1+0+--+0=0,

woraus sofort ¢; = 0 folgt. Setzt man nacheinander die anderen Stellen a,,...,a, ein,
so ergibt sich analog ¢, = ¢c3 =--- = ¢, = 0; B ist linear unabhéngig und somit Basis.



