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1. Bestimmen Sie jeweils eine Losung (a, b, c,d) € R* bzw. (a, b, c,d, e, f) € R?, sodass
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orthogonale Matrizen sind. 4P

Lésung. (a) Zeilen und Spalten der Matrix miissen jeweils normiert sein, d. h.

a’+9+4=49=a<c{-6,6},
b?>+36+9=49= b e {-2,2}.

Damit gilt
49=a’+b*+c*=36+4+c* = c€{-3,3}.

Erste und zweite Zeile sind zueinander orthogonale Vektoren, also

ab—-184+6=0=ab =12,

also haben a und b dasselbe Vorzeichen, sign(a) = sign(b). Erste und dritte Spalte sind
zueinander orthogonal, also

2a+3b+6¢c=0—=— sign(c) = —sign(a) = —sign(b).
Erste und zweite Spalte sind zueinander orthogonal:
—3a+6b+cd=0.

Unabhingig von der Verteilung der Vorzeichen von a, b, ¢ folgt hieraus d = —2. Insge-
samt erhalten wir zwei moégliche Losungen:

a=6b=2,c=-3,d=-2bzw.a=-6,b=-2,c=3,d =-2.

(b) Wir zeigen, dass es genau 8 Losungen gibt, so dass die Matrix orthogonal wird. Dazu
bezeichnen wir die Zeile und Spalten der Matrix mit z; bzw. s;, i = 1,2,3. Wegen ||z, ||* =
1 folgt a? = 1. Wegen ||s;||* = 1 folgt dann weiter f2 = 1. Es gibt somit 4 Losungen
(a,f)e{(1,2),(1,-2),(—1,2),(—1,—2)}. Wegen der Normiertheit von z, und z; sowie s;
und s, folgt

b*+c*=b*+d*=d*+e*=c*+e*=5.

Hieraus folgt sofort ¢? = d? und b? = e?. Wir konnen also (bis auf das Vorzeichen) alle
Gleichungen mit d, e durch b, ¢ ausdriicken. Die Orthogonalitdt von s; und s, liefert

A+bc+de=0=bc+de=—4= b?*c*+d?*e*+2bcde=2b*c*+2bcde =16.



Wire die Vorzeichenverteilung so, dass bc = —de, dann fiihrte dies auf den Wider-
spruch 2b2c? —2b?c? =0 =16. Also gilt

bc=de und 4b*c?®=16=— b?c*>=A.

Zusammen mit b? + ¢? =5 erhilt man hieraus nun {b?, c?} = {1,4}.

Fall1.|b|=|e|=2und|c|=|d|=1.Aus z; L z, folgt2b+2c —2a =0, alsoa =b +c.
Wegen | a | = 1 folgt hieraus, dass @ und c¢ nicht dieselben haben kénnen, also gilt 1 =
2—1oder —1=-2+1, also hat man b =2a, ¢ = —a. Setzt man dies ein und beachtet,
dass z, 1 z3 gilt, so hat man

2ad —ae—-2f=0|-a = 2d—e=2af.

Nun ist aber |2d |=|—e|=2und | 2af | =4, Gleichheit kann also nur herrschen, wenn
alle 3 Summanden die gleichen Vorzeichen haben:

1
2d:—e:af:>d:§af, e=—af.

In der Tat ist fiir alle Wahlen von a? =1, f? =4 die Matrix

2 2 a
3 2a —a -2
saf —af f

orthogonal und es gibt vier Losungen.

Fall2|b|=|e|=1und |c|=]|d|=1. Wie oben folgt a = b + ¢ und b, ¢ kénnen nicht
dieselben Vorzeichen haben. Wegen1=2—-1 und —1=-2+1folgt b = —a und c = 2a.
Wie oben folgt c=—afund d = %a f. In der Tat ist die Matrix

2 2 a
—| —a 2a -2
—af saf f

orthogonal (4 Losungen). Es gibt also insgesamt 8 Losungen.

. Es sei V= (3 mit dem Standardskalarprodukt. Wenden Sie das Schmidtsche Orthogo-
nalisierungsverfahren auf die Vektoren ¢; =(1,0,i), c; =(2,1,1+1i) und ¢3 =(0,1,0) in
dieser Reihenfolge an.

4P

Losung. Um das eindeutig bestimmte NOS b,, b,, b; zu bestimmen mit lin{c;} =



lin{b,}, lin{cy, co} =lin{by, bo}, lin{cy, o, c3} =1lin{by, by, b3} berechnet man:

1 V2
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53 =c3—(c3, b1) by —{c3, bs) by,

b2:
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:(0,1,0)—0—Z(l+i,2,1—i):Z(—l—i,Z,—l—I—i),

b3: = 3:—(—1—1,2,—1+1)

3. (a) Es sei A € ", Zeigen Sie: detA = det A (komplexe Konjugation).
(b) Zeigen Sie: Ac U(n) = |detA|=1.
(c) Gibt es Matrizen A € C'*! mit |detA| = 1, die nicht unitir sind? Gibt es Matrizen
A € C?*?2 mit |detA| =1, die nicht unitar sind?
(d) Zeigen Sie, dass die Matrizen

atbi c+di), W GdeR und a@l+bi+ci+di=1
—c+di a-Dbi
unitar sind. 8P

Losung.

(a) FirA:=(a;j)<ij<n ist (Leibniz)

detA= Z Sign(T)- @1z - - Anen)

TES,

= Z sign(7)-aizq) ...  Ane(n)

TES,

= Z sign(7)- aizq): ... Anen)

TES,

=detA.

(b) Sei A€ U(n). Dann gilt mit (a)
1=detl, =detA*A=detA*detA=detAT detA =detAdetA,

also |detA|=(detAdetA)/2=1.

(c) Nach Beispiel 5.8 der Vorlesung ist U(C!) = {z : |z| = 1}, also existieren solche
Matrizen nicht. Die Matrix
2
A= (0

ist nicht unitér, doch |detA|=1.

D= O

) c ®2><2



(d) Direktes Ausrechnen zeigt fiir eine beliebige Matrix A aus dieser Menge: A*A =
AA*=T,.

Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins Neue Jahr
wiinschen IThnen Florin Belgun und Axel Schiiler.




