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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme I

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1.1 Mengen und ihre Operationen

Wir werden die folgenden Symbole benutzen:
A,V ,und “, ,oder,
p=q p impliziert g bzw. ,Wenn p, dann g. “,n
p<=gq Aquivalenz bzw. ,p genau dann, wenn q. “
Vx:p(x) Firalle x gilt p(x).
da:y(a) Esgibtein a, sodass i (a) gilt.
= definierendes Gleichheitszeichen - die linke Seite wird durch die rechte definiert.

Georg Cantor (1845 - 1918): Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter
wohlunterschiedener Objekte, welche die Elemente der Menge genannt werden
zu einem Ganzen.

Ein Objekt x einer Menge M heillt Element der Menge M: x € M. Bezeichnung von Men-
gen: M = {x,y,z,...}. Die Reihenfolge der Aufzdhlung spielt keine Rolle, {1,2,1,2} = {2,1}.
Wir schreiben auch M = {x € N | p(x)} fiir die Menge der Elemente x von N, welche eine
Eigenschaft ¢(x) erfiillen. Wir sagen, dass M eine Teilmengevon N ist, M € N oder M C N,
falls Vx : x € M = x € N. Die Menge, die kein Element enthdlt, bezeichnen wir als leere
Menge, @. Ist X eine Menge, die M als Teilmenge enthilt, so schreiben wir M¢ = X\ M fiir
das Komplement von M in X. Fiir zwei Mengen M und N definieren wir ihre Vereinigung,
Durchschnitt, Differenzund kartesisches Produkt wie folgt:

MNON:={x|x€Nund x € M}, MUN :={x|x €N oder x € M},
M\N:={xeM|x &N}, M x N:={(x,y)|xeMund y € N},

wobei (x,y) das geordnete Paar bestehend aus x und y ist. Dies wird in natiirlicher Weise
auf beliebig (endlich) viele Mengen verallgemeinert, A;NA,N---NA, ist der Durchschnitt der
Familie von Mengen {A; | k =1,...,n}. Analog ist

Ay XAy x--xA,=1{(ay,as,....,a,)| YVi=1,...,n:a;€A;}
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die Menge aller n-Tupel von Elementen aus Aj,...,A,. Im Spezialfall A; = R fiir alle i =
1,...,n schreiben wir

R":=R x---xR gesprochen: ,Err Enn“.

Hat eine Menge M genau n Elemente, so schreiben wir Card M = n (Kardinalitdt von M)
oder auch #M = n.
Seinun {A; | i € I'} eine beliebige Familie von Teilmengen einer Menge X, dann heilen

ﬂAi::{xeXl Vkel:xeAil, UA,-::{xeXl dnel:xeA,}
iel iel

Durchschnitt und Vereinigung der Familie von Mengen. Es gelten die de Morganschen Re-

. (ﬂAi)c =| a5, (UAi)c:ﬂAf.

iel iel iel iel
Wir benutzen die bereits aus der Schule bekannten Symbole fiir die Zahlbereiche:
N={1,2,...} natiirliche Zahlen

A ganze Zahlen

©Q rationale Zahlen
R reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

Esgilt NC7Z C Q € R € C. Wir schreiben R, QQ; und Z, fiir die nichtnegativen reellen,
rationalen bzw. ganzen Zahlen x > 0.

1.1.2 Summen- und Produktzeichen

Wir wollen die Bedeutung von Summen- und Produktzeichen, ) und [ |, wiederholen. Es
seine m < n ganze Zahlen und ay, k = m, ..., n beliebige reelle Zahlen Dann setzen wir

n n
E ar=amym+ame+--+ay, | Iak::amam+1~~an.
k=m

k=m
Im Falle m = n bestehen Summe und Produkt nur aus einem einzigen Summanden bzw. aus

einem einzigen Faktor Im Falle n < m setzen wir

Z ay =0, (leere Summe) I_I ar:=1 (leeres Produkt).

k=m k=m

Es gelten die folgenden Rechenregeln Falls m <n<pundd 7,

n p p n n+d
E ay+ E ap= E ar, E ap= E ar-q (Indexverschiebung).
k=m k=n+1 k=m k=m k=m+d

n
Fiir a € R und n > m haben wir a=(n—m+1)a.

k=m
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Beispiele: [],_, k =: n! (lies ,n Fakultdt). >.;_ k = n(n + 1)/2; Hinweis auf vollstindige
Induktion (Analysis 1)

Definition von (}) fiir n > k natiirliche Zahlen als (}) = .-

Eigenschaften: () = (") = 1, () = (") = n, () = (,”,) (nach Definition), (}) =
A1k Wir definieren (') =0, falls m > n.

Eigenschaft des Pascalschen Dreiecks: (\1)) = (}) + (,,). Der direkte Beweis kam in der

Analysis-Vorlesung: man setzt einfach die Definition fiir (Z) tiberall ein.

1.1.3 Abbildungen

Wir beginnen mit einem der wichtigsten Begriffe der Mathematik, der erst im 18. und 19.
Jahrhundert fixiert wurde. Maligeblich beteiligt waren daran Leonard Euler (1727) und Di-
richlet (1837). Von Euler stammt das noch heute verwendete Symbol f(x).

Motivation: Permutationen, Kurven, Flachen, Simplexe, Matrizen sind in erster Linie Abbil-
dungen. Erst durch diese Sichtweise kann man Permutationen zu Gruppen machen, Tan-
gentialvektoren an Kurven aufschreiben, die Kriimmung einer Fliche berechnen, vom Rang
der Matrix reden.

Definition 1.1 Es seien X und Y Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von X nach Y ist
eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein f(x) € Y zuordnet. Dafiir schreiben wir f: X —» Y
oderauch X>x— f(x)eY.

Wichtig: Zu jeder Abbildung gehéren immer zwei Mengen X und Y sowie die genannte Vor-
schrift.

Beispiel 1.1 (a) Es sei M eine Menge. Dann heil’t die Abbildungid y;: M — M mitid y(x)=x
fiir alle x € M die identische Abbildung auf M.

(b) Es seien X, Y Mengen und y; € Y. Dann nennt man f: X — Y mit f(x) =y, eine konstante
Abbildung.

Definition 1.2 Essei f: X — Y eine Abbildungund AC X, BCY.
Dann heillen die Mengen

fA):={f(x)|xeA} und f'(B):={xeX]|f(x)eB}
Bild von A bzw. Urbild von B.

Bemerkung 1.1 Es ist klar, dass f(A) € Y und f~!(B) C X gilt. Man beachte, dass f~! in
keiner Weise eine ,Umkehrabbildung“ meint; das Symbol f~! ohne (B) hat keinen Sinn. Bei-
spiel: f: R — R, f(x) = e*. Es gilt f({0,1}) = {1,e}, f((—o0,0]) = (0,1], f~1([-2,-1]) = @,
f7110,1,2H) ={0,In(2)}.

Definition 1.3 Essei f: X — Y eine Abbildung.
(@) f heildt injektiv, wenn keine zwei Elemente von X auf dasselbe Element von Y abgebildet
werden.
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(b) f heillt surjektiv, wenn jedes Element y € Y ein Urbild in X besitzt.
(o) f heildt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Statt f surjektiv, sagt man auch, dass f eine Abbildung aufY ist. In diesem Fall schreibt man

auch f: X - Y. Als Formel: f(X)=Y.

Ist f injektiv, so schreibt man auch f: X <— Y. In Formeln, f ist injektiv gdw.
Vx1,x € Xt f(x1) = f(x2) = x1 =x».

Genau dann, wenn f: X — Y bijektiv ist, besitzt f eine Umkehrabbildung f~': Y — X mit

fUy)=x,falls f(x)=y.Zujedem y € Y gibt es ein solches x, da f surjektiv ist. Dieses x ist
eindeutig bestimmt, da f injektiv ist.

Beispiel 1.2 (a) id y, ist stets bijektiv. Die konstante Abbildung aus Beispiel[[lTl ist surjektiv
gdw. Y = {yp} und injektiv gdw. #X =1.
(b) Sei f:[—m/2,7/2] — [—1,1] gegeben durch f(x) = sinx. Dann ist f bijektiv, denn alle
Werte y mit —1 <y <1 werden im Intervall —7r/2 < x < 71/2 genau einmal angenommen.
X, x>0
(c) Die Betragsabbildung |-|: R — R, |x| = { ist weder injektiv noch surjektiv,
-x, x<0
denn|—1|=]|1|und | x|=—1 hat keine Losung.

Aufgabe 1. Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei endlichen Mengen M und N mit
derselben Anzahl von Elementen #M = #N = n.
Zeigen Sie, f istinjektiv genau dann, wenn f surjektiv.

Definition 1.4 Esseien f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen. Dann ist die Komposition oder
zusammengesetzte Abbildung g-f: X — Z definiert fiir alle x € X gemdl g-f(x)= g(f(x)).

x-Ly2t,2

Beispiel 1.3 (a) Es seinen f, g: R — R gegeben durch f(x)=sinx und g(z) =e*.
Dann ist die Komposition g-f(x) = e*"* und f-g(z) = sin(e?). Die Komposition ist i.a. nicht
kommutativ.
(b) Ist f: X — Y bijektiv mit der Umkehrabbildung f~!: Y — X, so gilt f~!-f = idy und
foft=idy.

f Hat man mit mehreren Abbildungen zwischen verschiedenen
X——Y Mengen zu tun, so ist es oft iibersichtlicher, sie in einem Dia-

X
Z anordnen.

Wenn in einem Diagramm alle zusammengesetzten Abbildungen zwischen beliebigen zwei

g gramm anzuordnen: so kann man etwa die Abbildungen f: X —
Y, g:Y—Zund h: X — Z wie im nebenstehenden Diagramm

Mengen des Diagramms {ibereinstimmen, so sagt man, dass das Diagramm kommutativ ist.
So ist etwa das obige Diagramm kommutativ, genau dann, wenn % die Komposition von f
und g ist, h=g-f.

Lemma 1.1 (Assoziativitit der Komposition) Es seien f: X —- Y, g: Y —>Z und h:Z — U
Abbildungen. Dann gilt h-(g-f)=(h-g)f.
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xLy£tz 5.

Beweis. Zwei Abbildungen sing genau dann gleich, wenn ihre Definitions- und Werteberei-
che tibereinstimmen und wenn die Abbildungsvorschriften gleich sind. Das erste ist sicher-
lich erfiillt, da beide Abbildungen von X nach U abbilden. Ferner gilt fiir alle x € X:

(ho(g-))(x) = h(g-f(x))= h(g(f(x))) = (h-g)(f(x)) = ((h-g) f)(x).

Damit gilt die Gleichheit. =

Da es egal ist, wie wir die Klammern setzten, schreiben wir fiir diese Abbildung g-h-f.

1.2 Matrizen

Eine m x n-Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema

ay dadrp an

a A as
A=

Am1 Am2 " Amn

mit m Zeilenund n Spalten. Das Zahlenpaar (m, n) heilt Typ der Matrix. Die Zahlen a;; hei-
Ben Eintrdge der Matrix. Der Eintrag ay; steht in der kten Zeile und [/ten Spalte der Matrix.
Wir schreiben auch

Eine Matrix aus nur einer Zeile heilst auch Zeilenvektor; eine Matrix aus nur einer Spalte
heil3t Spaltenvektor. Zwei Matrizen sind genau dann gleich, wenn sie den gleichen Typ haben
und in allen Eintrdgen iibereinstimmen.

1.2.1 Operationen mit Matrizen

In diesem Abschnitt sind 72, n € N und mit Zahlen meinen wir die Elemente eines fixierten
Korpers K, etwa K =R oder K = C oder K=Q.

(a) Addition und Vervielfachung von Matrizen

Es seien A = (a;;) und B = (b;;) zwei Matrizen vom selben Typ (m, n). Dann definieren wir
die Summevon A und B als

an+by  ap+byp - an+bn
az +by  ax+by - Ay +byy
A+ B= . .

am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn
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1l..m
le Eintragungen an denselben Positionen addiert. Eine Nullmatrix, 0, ist eine Matrix deren

Kurzschreibweise: A+ B = (a;; + b;j)i=1..m. Zwei Matrizen werden addiert, indem man al-
j=l...

samtliche Eintrige gleich Null sind. Andert man bei allen Eintréigen einer Matrix A das Vor-
zeichen, so erhilt man die Matrix —A = (—a;;).
Ist A € KK, so definieren wir das Vielfache von A als AA :=(Aa;;), das heif3t, alle Eintrédge von
A werden mit A multipliziert. Insbesondere gilt (—1)A = —A.
(b) Eigenschaften von Addition und Vervielfachung
Es gilt fiir beliebige Matrizen A, B, C vom Typ (m,n)und alle A, u € K:

1. A+(B+C)=(A+ B)+ C (Assoziativitit)

2. A+ B= B+ A (Kommutativitat)

3. A+0=0+A=A (0ist neutral)

4. A+(—A)=0 (Existenz des Inversen)

5. (A(uA))=(AwA

6. (A+uwWA=AA+UuA

7. MA+B)=AA+AB

8. 1-A=A.

1.2.2 Das Produkt von Matrizen

Es seien A = (a;;) und B = (by;) Matrizen vom Typ (m, n) bzw. (p,q). Voraussetzung fiir
die Berechnung des Produktes ist n = p, das heil3t, die Spaltenzahl n von A muss mit der
Zeilenzahl p von B iibereinstimmen. Man sagt, A und B sind verkettet. Dann existiert das
Produkt C = AB der Matrizen und hat den Typ (m, q), wobei C =(c;; ),}::11.::',; gegeben ist durch

n
Ci1 = E aij bjl-
j=1

Bemerkung 1.2 (a) In der obigen Situation muss das Produkt BA nicht unbedingt definiert
sein, nur wenn zusitzlich g = m gilt, ist das der Fall.

(b) Fiir zwei quadratische Matrizen A, B vom Typ (n, n) sind AB und BA immer definiert.

(c) Eine quadratische Matrix, bei der auf der Hauptdiagonalen alles Einsen stehen und sonst
alles Nullen
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heil3t Einheitsmatrix der Ordnung n. Fiir ihre Matrixelemente gilt

0, i#7,
(In)ij:{ 75] ::51‘]; i,j=1,...,n.
1, =]

Man bezeichnet 6;; als Kronecker-Symbol.

2 3\ (1 -1 4\ (17 4 17
1 -1/\5 2 3] \-4 -3 1]°

Typ: (2,2)x(2,3)=(2,3)

(1 2) (Z):u, (2) (1 2)=G g),

Typ: (1,2)x(2,1)=(1,1) (2,1)x(1,2)=(2,2).

Beispiel 1.4 (a)

(b)
X1
an Qi as o | = a1 X1+ apXs + aizxs
, | =
ax a4z a3 + az1X1+ A2X2 + A23X3
3
Eigenschaften der Matrixmultiplikation

1. Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ. Im Allgemeinen sind AB und BA nicht
gleichzeitig definiert. Selbst wenn, sind die Produkte i.a. nicht gleich:

030 [yl N e [ ER S

2. Das Produkt von Null verschiedener Matrizen kann Null sein:

0 o)(o o) 0)-

3. Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, das heif3t, sind A = (a;;), B = (by;) und C =
(cgn) Matrizen vom Typ (m, n), (n,r) bzw. (r,s), dann gilt A(BC) = (AB)C. Beweis. Fiir
D=AB=(dy)giltd; = Z;l:laijbﬂ und fiir E = BC = (e;5) gilt ej, = Y_,_, bjicin.
Daher ist

I=1j

((AB)C)in=(DC);p :Zdilclh :ZZ(aijbjl)Clh-
=1 1j=1
Andererseits ist
(A(BC))in=(AE)ip :Zaij ejn =ZZ a;ij(bjicip).
= FEE

Wegen der Assoziativitdt der Zahlenmultiplikation (im Kérper IK) und der Vertausch-
barkeit der Summationen iiber / und j, gilt (AB)C = A(BC). ]
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4. Die Matrixmultiplikation ist distributiv, das heil3t, sind B und C jeweils vom Typ (n, p)
und ist A vom Typ (m, n), so gilt A(B+ C)=AB+ AC.
Sind B und C jeweils vom Typ (m, n) und A vom Typ (n, p), so ist (B+ C)A= BA+ CA.
(Beweis: Ubungsaufgabe 2.1).

5. Ist Avom Typ (m, n), so gilt fiir das Produkt mit den entsprechenden Einheitsmatrizen
Al, = A= I,A. In der Tat gilt fiir alle i, j, dass (Al,);; = 2221 aixOrj = anbdyj+--+
[lijﬁjj +---+a,~n6n]~ :aij :(A)ij-

1.2.3 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Das Studium linearer Gleichungssysteme ist eines der wichtigsten Themen der linearen Al-
gebra.

Eine Gleichung der Form a;x; +---+a,x, = b mit konstanten Koeffizienten a,,...,a,,b € K
heildt lineare Gleichung mit n Variablen. Alle Variablen kommen in der ersten Potenz vor.
Die Gleichungen xy =1, x + y? =5 und sinx; — cosx, = 1 sind nichtlinear. Hingegen ist fiir
eine Konstante k € R die Gleichung v2x + k2y +sin(k)z = % linear, da die Variablen x, y, z
alle in der ersten Potenz auftreten. Im allgemeinsten Fall sind nun mehrere solche linearen
Gleichungen gegeben, etwa mit m Gleichungen und 7 Variablen:

axXi+apx,+--+a,x, = b1
Ar1 X1+ AxppXo+ -+ ArpXy = bg
(1.1)

A X1+ amoXo+-+ AmnX, =by,.

Die Matrix A = (a;;)i=1..m heillt Koeffizientenmairix des Gleichungssystems. Hingt man den
j=l..n

Spaltenvektor der rechten Seite b := (b,...,b,)" an diese Matrix an, so erhilt man die erwei-
terte Koeffizientenmatrix

an ap - ai,, b
a a -ea b

(A,b):= 21 22 2n 2 (1.2)
Am1 Am2 *** Amn bm

Diese hat den Typ (m, n + 1). Mitunter trennen wir zur besseren Ubersicht bei linearen Glei-
chungssystemen die letzte Spalte mit einem senkrechten Strich ab. Der Vektor

X1
X2
Xn

heil3t Spaltenvektor der Unbestimmten. Mit Hilfe der Matrixmultiplikation kann man nun
das GS schreiben als eine einzige Gleichung A-x =b.
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In der Tat sind die Matrizen A vom Typ (m,n) und x vom Typ (n,1) verkettet, sodass das
Produkt existiert und den Typ (m, 1) hat, An der Stelle (i,1), i =1,..., m, des Produktes steht
auf der linken Seite:

n
(A-x)in :Zaijxj;
j=1

wogegen auf der rechten Seite b; steht. Die Gleichung fiir die ite Zeile lautet also

n
E (l,’jx]' = bl'.
j=1

Wenn man aber die obige Summe ausschreibt — als Summe von Summanden — so hat man
ainX1+aixXo+-+ainX, =b;.

Bemerkung 1.3 (a) Von nun an wollen wir Losungen von linearen Gleichungssystemen stets
als Spaltenvektoren schreiben. Um Platz zu sparen schreiben wir etwa fiir den Spaltenvektor
der rechten Seite b = (by,...,b,,)" bzw. fiir den Variablenvektor x = (x,...,x,)". Dabei be-
zeichnet AT die zu A =(a;;) transponierte Matrix, bei der Zeilen und Spalten vertauscht sind:

(AT)ij:ajir
-
I 2 3}y
4 5 6)

Hat A den Typ (m, n), so hat die transponierte Matrix AT den Typ (n, m).
(b) Eigenschaften des Transponierens. Fiir beliebige Matrizen A, B und A,u € K gilt (1)
(A=A, 2)(AMA+uB)"=2AAT+uBT, 3) (AB)"=BTAT, vgl. UA 2.1.

w N -

4
5
6

1.3 Lineare Gleichungssysteme
1.3.1 Die Cramersche Regel I
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

anx,+apx;=b, |-an
(1.3)
anXxi+anx;=b,. |-an

Subtrahiert man nach Multiplikation die erste Gleichung von der zweiten, so hat man
Xo(—A12A21 + A11G2) = baay — b1ay.

Wenn nun D :=a;1d. — a2a» # 0, kann man dividieren und erhalt

1 1
xgzﬁ(bzau—bﬂlu), xlzﬁ(blflzz—bzalz)- (1.4)
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Umgekehrt erfiillen die angegebenen Zahlen x; und x, das Gleichungssystem (L3). Zusam-
mengefasst, wenn D = a;,a,, — apa» # 0, dann hat (C3J) eine eindeutig bestimmte Losung.;

b
diese ist durch (4) gegeben. Es sei A = (CCZ d) eine 2 x 2-Matrix. Wir definieren

a b
det =

und nennen diese Zahl die Determinante der Matrix A. Dann schreibt sich die Losung (L4)

a b
c d

‘::ad—bc

als
b, a an b
b, ay az b
X1 = Xy = .
ay ap ay axp
ap Az az dz

Dieses Losungsverfahren nennt man Cramersche Regel. Zum Beispiel erhidlt man die Losung

von
3x1+2x,=5,
5x1+4x,=7
gemdl der Cramerschen Regel tiber
5 2 3 5
7 4 20-14 S 7 21-25
X1 = = =5, Xy = = =—-2.
3 2 12-10 3 2 2
5 4 5 4
Man beachte, dass bei den beiden Gleichungssystemen
3x1+2x,=5, 3x1+2x,=5
6x1+4x,=7, 6x;+4x,=10

3 2
die Koeffizientendeterminante 6 4= 0 gleich Null ist; die Cramersche Regel ist somit nicht

anwendbar. Das erste System ist widerspriichlich, es besitzt keine Losung; das zweite System
besitzt unendlich viele Losungen.

Geometrische Beschreibung. Im ersten Fall haben die beiden Geraden 3x; +2x, =5, 5x; +
4x, = 7 genau einen Schnittpunkt (3,—2); im zweiten Fall sind die Geraden 3x; + 2x, = 5,
6x, +4x, =7 parallel und haben daher keinen Punkt gemeinsam, die Losungsmenge ist leer.
Im dritten Fall schlielflich fallen die beiden Geraden zusammen — es gibt unendlich viele
Losungen.

Wir werden sehen, dass dieses Losungsverhalten — genau eine Losung, keine Losung, un-
endlich viele Lésungen — allen linearen Gleichungssystemen zugrunde liegt.
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1.3.2 Der Gaul$-Algorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir das Verfahren zur praktischen Losung von Gleichungssyste-
men vor. Es hat aber noch viel mehr Anwendungen in der linearen Algebra: Berechnung des
Ranges einer Matrix, Berechnung der Determinante, Berechnung der Inversen einer Matrix,
Bestimmung der Dimension eines linearen Unterraumes, Berechnung von Eigenvektoren,
Berechnung der Flidche von Dreiecken, Uberpriifen der Kollinearitit von Punkten im Raum
Uusw.

Eine sehr ausfiihrliche Beschreibung des Algorithmus findet man in [Ant98, Kapitel 1].

(a) Elementare Zeilenoperationen Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit m Glei-
chungen und n Variablen

aynx,+apx,+--+ax,= bl
a2 X1+ AxpXo+--+arpX;, = bz
(1.5)

AmiX1+amoXo+-+amnX,=b,.

Verdndert man das Gleichungssystem dadurch, dass man

(a) zwei Gleichungen vertauscht,

(b) eine Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl A multipliziert,

(c) ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert (z;. =2z + Uz, 27 =2),

so dndert sich die Losungsmenge nicht: offenbar sind alle Losungen des alten Systems auch
wieder Losungen des neuen Systems. Da die drei Operationen riickgdngig gemacht werden
konnen (Riicktausch, Multiplikation mit 1/A, Subtraktion des entsprechenden Vielfaches
von einer Zeile, z; = z;. — uz;), sind alle Losungen des neuen Systems auch Losungen des
alten Systems. Diese Beobachtung liegt dem Gaul3-Algorithmus zugrunde. Diese drei Um-
formungen nennen wir elementare Zeilenumformungen. Wir bezeichnen die Menge der Lo-
sungen x = (x1,...,x,) des Gleichungssystems Ax = b mit L6s(A, b).

Zusammengefasst: Verdndert man die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) durch eine der
drei elementaren Zeilenumformungen (a), (b) oder (c), zu einer Matrix (A’, b’), so bleibt die

Losungsmenge unverdndert, | Los(A, b) = Los(A’, b’).

(b) Die reduzierte Zeilenstufenform einer erweiterten Koeffizientenmatrix. Wir streben
die folgende Form, die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix an.

Beispiel 1.5
1 600 4| —2
00103/ 1
000T1G5]| 2
0000O0]| O
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Das dieser Matrix zugeordnete Gleichungssystem lautet

X1 +6x; t4xs =—2
X3 +3.7C5 =1
X4 +5.X5 =2.

Insbesondere konnen Nullzeilen gestrichen werden. Die fiihrenden Variablen sind x;, x; und
x, wihrend x, und x5 frei wiahlbar sind. Auflésen nach x;, x; und x, liefert:

X1:—2—6JC2—4JC5
X3:1—3X5

X4:2—5)C5.

Diese Losung ldsst sich auch schreiben als

X1 -2 —6 —4
X 0 1 0
Los(A,b)= x3|=|1|+s] 0 [+2]|-3|, s,teR
X4 2 0 -5
X5 0 0 1

Es handelt sich um eine Ebeneim R> durch den Punkt (—2,0,1,2,0)" mit den beiden Spann-
vektoren v, =(—6,1,0,0,0)" und v, =(—4,0,—3,-5,1)T.

Es gibt unendlich viele Losungen mit den zwei freien Parametern x, = s und x5 = ¢.

Die reduzierte Zeilenstufenform ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1. Wenn eine Zeile nicht nur aus Nullen besteht, so ist die erste von Null verschiedene
Zahl eine Eins. Sie wird als fiihrende Eins bezeichnet.

2. Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten stehen am Ende der Matrix.

3. In zwei aufeinanderfolgenden Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht die fiih-
rende Eins der unteren Zeile rechts von der fithrenden Eins der oberen Zeile.

4. Eine Spalte, die eine fithrende Eins enthilt, hat keine weiteren von Null verschiede-
nen Eintréage.

Eine Matrix, die nur die Bedingungen 1. bis 3. erfiillt, liegt in Zeilenstufenform vor. Auch
hier ist schon die Losung des GS ablesbar. Die Spalten der fiihrenden Einsen entsprechen
abhidngigen Variablen, die Spalten ohne fithrende Einsen entsprechen unabhéngigen, frei
wdhlbaren Variablen.

(c) GauR-Jordan-Algorithmus fiir m X n lineare Gleichungssysteme Ax = b mit A € K"
und b € K™, Ziel ist es, durch elementare Zeilenumformungen aus der erweiterten Koeffizi-
entenmatrix (A, b) eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform herzustellen.
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1.Schritt. Man bestimme die am weitesten links stehende Spalte, die von Null verschiedene
Elemente enthalt.

2.Schritt. Man vertausche notigenfalls die Zeilen, sodass in der obersten Zeile der gefun-
denen Spalte eine von Null verschiedene Zahl a steht. Die oberste Zeile wird dann durch a
dividiert, sodass wir dort eine fithrende Eins erzeugt haben.

3. Schritt. Man addiere passende Vielfache der ersten Zeile zu den darunter stehenden Zei-
len, sodass unter der fithrenden Eins Nullen erzeugt werden.

4. Schritt. Man wende die ersten drei Schritte auf die Untermatrix an, die durch Streichen
der ersten Zeile entsteht und wiederhole das Verfahren bis die Matrix die Zeilenstufenform
hat. Hier endet der GauR3-Algorithmus. Was folgt lduft unter dem Namen Gaufs-Jordan-
Algorithmus.

5. Schritt. Mt der letzten nichtverschwindenden Zeile beginnend addiere man geeignete
Vielfache zu den dariiberliegenden Zeilen, um tiiber der fithrenden Eins Nullen zu erzeu-
gen.

Die reduzierte Zeilenstufenform ist erreicht; die Losung ldsst sich nun einfach ablesen.

Beispiel 1.6 Gegeben sei das 3 x 5 lineare GS

—ZX3 +7)C5 =12
2x; +4x, —10x3 +6xy4 +12x5 =28
2x, +4x; —5X3 +6x4 —5x5 = -1

Wir demonstrieren den Gaul3-Jordan-Algorithmus. Zunéchst ordnen wir dem Gleichungssy-
stem die erweiterte Koeffizientenmatrix zu.

o0 -2 0 7 12 || Vertauschen der ersten beiden Zeilen
2 4 -10 6 12| 28

2 4 5 6 -5]|-1

2 4 -10 6 12 | 28 |-(—1)
00 -2 0 7|12

2 4 5 6 -5/|-1

2 4 -10 6 12 | 28 |-(—3
00 -2 0 7|12 |- (=3
0 0 5 0 -17]|-29

1 2 5 3 6|14

00 1 o0 —-I|-6 I(—5)
0 0 5 0 -17]|-29

1 2 5 3 6|14

00 1 o0 —-I|-6

00 0 0 3 1 |-2
1 2 5 3 6|14

00 1 o0 -I|-6

00 0 0 1|2 -2

Damitist die Zeilenstufenform erreicht. Um die reduzierte Zeilenstufenform zu erhalten fah-
ren wir mit dem Gaul3-Jordan-Algorithmus fort:
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1 2 5 3 6 |14
00 1 0 —-I]|-6
00 0 0 112 |-
1 2 5 3 6 |14
00 1 0 01
00 0 0 1 |21|](86)
1 2 -5 3 0|2
00 1 0 01 |-5
00 0 0 1|2
1 2 0 3 017
00 1 0 01
00 0 0 1|2

Damit ist die reduzierte Zeilenstufenform erreicht. Die r Variablen, in deren Spalten fiihren-
de Einsen stehen, sind abhdngige Variable. Die n — r Variablen, in deren Spalten keine fiih-
renden Einsen sind, sind unabhdngige, das heil3t, frei wiahlbare Variablen. Sie werden beim
Ablesen der Losung auf die rechte Seite gebracht.

Wir lesen die Losung ab: x5 =2, x3 =1, x; = —2x, — 3x4+ 7 mit frei wiahlbaren Parametern x,
und x,. Fiihrt man fiir x, und x, die neuen Parameter s und ¢ ein, so kann man die Losung
aufschreiben als

X1=7—2s—3t

7 —2 -3
Xo=S$§ 0 1 0
x3=1 x=|1|+s] O |+£] O
Xi=1 0 0 1

2 0 0
X5 = 2.

Die Lésungsmenge ist eine Ebene im R® durch den Punkt (7,0,1,0,2)" mit den Richtungs-
oder Spannvektoren v, =(-2,1,0,0,0)" und v, =(-3,0,0,1,0)".

(d) Das Losungsverhalten.

Fall 1. Besitzt die reduzierte Zeilenstufenform Zeilen, bei denen nur der Eintrag der letzten
Spalte (rechte Seite) ungleich Null ist und alle anderen Eintrége verschwinden, dann ist die
Losungsmenge leer, Los(A, b) = @.

Fall 2. Fall 1 trete nicht ein.

Fall 2.1 Es gibt genau r = n fithrende Einsen. Dann hat die reduzierte Zeilenstufenform die

folgende Gestalt:

(1 0 -+ 0 | c)
01 - 0| c

L
00 1 | ¢,
00 0] 0
: 0 | :
\0 0 0] 0)
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und das Gleichungssystem hat die eindeutige Losung x = (cy, ..., cy).

Fall 2.2 Es gibt r < n fithrende Einsen. Dann hat die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix
n — r freie Parameter; insbesondere gibt es unendlich viele Lésungen.

Wir werden spéter in der Lage sein, die Beschreibung zu prézisieren.

Bemerkung 1.4 (a) Fiir die Anzahl r der fithrenden Einsen nach Beendigung des Gaul3-
Jordan-Algorithmus gilt:
r<mn und r<m,

denn jede fithrende Eins ist einer abhdngigen Variablen zugeordnet (Spalte) und es kann
nicht mehr abhingige Variablen als Variablen tiberhaupt geben. Auerdem steht jede fiih-
rende Eins in einer gewissen Zeile und es gibt nur m Zeilen (Anzahl der Gleichungen).

(b) Insbesondere gilt fiir die Anzahl n — r der freien Variablen, n —r > n —m.Im Falle n > m
heiBtdas, n—r > n—m > 1— es gibt mindestens eine freie Variable. Ein konsistenteslineares
Gleichungssystem mit mehr Variablen als Unbekannten besitzt stets unendlich viele Losun-
gen. Mit anderen Worten, fiir ein lineares (m2, n)-GS mit m > n kann nur der Fall 1 eintreten
(keine Losung, Inkonsistenz) oder der Fall 2.2 (unendlich viele Lésungen).

(c) Die Festlegung (bzw. Zuordnung) von freien und abhédngigen Variablen, wie sie der Gaul3-
Jordan-Algorithmus liefert, ist nicht zwingend, das heil$t, man kann die Rollen von abhén-
gigen und unabhédngigen Variablen auch vertauschen. So ldsst sich x + 2y = 2 auflésen zu
x=2-2yoderzuy=1-x/2.

Wir werden spéter sehen, dass allerdings die Anzahl der freien und abhéngigen Variablen
fest liegt.

1.3.3 Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem, bei dem der Vektor der rechten Seite gleich dem Nullvektor
ist, heillt homogenes Gleichungssystem; also ist Ax = 0 ein homogenes GS. Es besitzt stets
die triviale Losung x, = x, = --- = x,, = 0. Alle anderen Losungen des Systems, falls es noch
welche gibt, heillen nichttriviale Losungen. Ist der Vektor der rechten Seite b ungleich Null,
so heillt Ax = b inhomogenes Gleichungssystem. Wegen des Distributivgesetzes fiir Matrizen
kénnen wir nun schon folgenden wichtigen Satz beweisen

Satz 1.2 Es sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise und Ax = 0 das
zugehorige homogene Gleichungssystem.

(@) Sind u und v Losungen des homogenen Systems, so ist auch Au + uv fiir beliebige Zahlen
A, u eine Losung des homogenen Systems.

(b) Ist u eine Losung des homogenen Systems und w eine Losung des inhomogenen Systems,
so ist u + w ebenfalls eine Losung des inhomogenen Systems.

(c) Sind w und w’ Lésungen des inhomogenen Systems, so ist w — w’ eine Losung des homo-
genen Systems.

Fasst man die Aussagen von (b) und (c) zusammen, so bedeutet dies, dass sich die allgemeine
Losung w des inhomogenen Systems schreiben lésst als Summe aus einer speziellen Losung
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w, des inhomogenen Systems und der allgemeinen Losung u, des homogenen Systems: w =
wo+u.

Beweis. (a) Aus Au =0 und Av = 0 folgt wegen des Distributivgesetzes A(Au + uv) = AAu +
uAv = A0+ u0=0. Also erfiillt Au + uv das homogene System Ax = 0.

(b) Aus Au =0 und Aw = b folgt durch Addition A(u + w)=Au+Aw=0+b=0>b.

(c) Aus Aw = b und Aw’ = b folgt durch Differenzbildung A(w —w’)=Aw —aw’=b—-b=0.
Somit erfiillt w — w’ das homogene System. |

Beispiel 1.7 Wir betrachten das inhomogene lineare GS 2x + 3y = 5. Es hat offenbar eine
spezielle Losung w, = (1,1)". Das zugehoérige homogene System 2x + 3y = 0 hat die allge-

Los(A,0) = { (_23) r| te IR}

Also lautet die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

(o (2) ve1)

Bemerkung 1.5 Jedes homogenelineare GS mit mehr Variablen als Gleichungen besitzt un-
endlich viele Losungen. Dies folgt aus Bemerkung[l.4l(c) und der Tatsache, dass homogene
GS stets konsistent sind (es existiert stets eine Losung, ndmlich die triviale).

meine Losung:



Kapitel 2
Vektorraume

Vektorrdume, nicht Vektoren, bilden den Hauptgegenstand der linearen Algebra. Vektoren
heilen die Elemente des Vektorraumes. Um zu kldren, was ein Vektor ist, benétigt man also
vorher den Begriff des Vektorraumes.

2.1 Definition, Eigenschaften, Beispiele

Die im Folgenden rot markierten Abschnitte sind in der Vorlesung nicht dran gewesen und
sind als ergdnzende Bemerkung eingefiigt.
Es sei im Folgenden K der Korper R oder € oder Q.

Definition 2.1 Eine Menge V heildt Vektorraum iiber I, wenn in V eine Addition + und eine
skalare Vervielfachung - definiert sind, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Axiome der Addition. (V,+,0) ist eine abelsche Gruppe, das heilst,

(A1) Vx,yeV:x+ye V. (Abgeschlossenheit)
(A2) Vx,yeV:x+y=y+x (Kommutativgesetz).
(A3) Vx,y,zeV:x+(y+z)=(x+y)+z. (Assoziativgesetz)

(A4) Es gibt ein neutrales Element0 € V, sodass Vx€V:x4+0=04+x=x. (Nullele-
ment)

(A5) Zujedem x € V gibt es ein Inverses —x € V mit x +(—x)=(—x)+x =0.
2. Axiome der skalaren Vervielfachung

(S1) VxeV,AeK:Ax €V (Abgeschlossenheit)
(82) VxeV, AL ueK: Mux)=(Au)x.
(S83) VxeV:lx=x

3. Distributivgesetze

(D) Vx,yeV,AeK: Ax+y)=Ax+Ay.

23
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(D2) VxeVAueK: (A+u)x =Ax + ux.
Andere Sprechweisen: Ist K = R, so heillt V reeller Vektorraum oder reeller linearer Raum,

im Falle K = C heil$t V komplexer Vektorraum oder komplexer linearer Raum.

2.1.1 Einfachste Eigenschaften

Wir schreiben v — w fiir v + (—w). Wie bei den Schlussfolgerungen aus den Kérperaxiomen
(A1) bis (A5)(vgl. Analysis 1), gilt auch hier

1. Vx,y,z: x+y=x+2z=—y =z. (Kiirzungsregel)

2. Vx,yeV:x+y=x=y =0. (Eindeutigkeit des Nullvektors )
3. Vx,yeV:x+y=0= y =—x (Eindeutigkeit des Inversen)
4, VxeV:—-(—x)=x.

Lemma 2.1 Neue Eigenschaften, die fiir allex € V und a € K gelten:

5. 0-x=0.
6. a-0=0.
7. (-1)-x=—x.

Beweis. 5. Nach Distributivgesetz (D2) ist 0v = (0+0)v = 0v + 0v. Wendet man nun 2. an mit
x =y =0v,sohatman Ov =0.

6. Nach Distributivgesetzista-0=a-(0+0)=a-0+ «-0. Wieder folgt mit 2. a-0=0.

7. Es gilt nach (S2), (D2) und 5.: (—1)x+x =(—1)x +1x =((—1)+ 1)x = 0-x = 0. Folglich ist
nach3.(—1)x =—x.

Beispiel 2.1 (a) K selbst ist ein Vektorraum iiber K.

(b) IKmxn_Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrdgen aus K bilden einen K-Vektorraum.
Insbesondere ist der R* = R™” = {(x1,...,x,) | x; € R Vi = 1,...,n} der Raum der Vekto-
ren mit n reellen Koordinaten ein reeller Vektorraum. Ebenso sind der C” und der (" defi-
niert als Raum der Spalten- oder Zeilenvektoren. Vereinbarung: Wir bezeichnen sowohl den
Raum der Zeilenvektoren als auch den Raum der Spaltenvektoren mit R”. Aus dem Kontext
heraus sollte jeweils klar sein, welchen R” wir meinen.

Wir identifizieren auch die klassischen ,geometrischen“ Vektoren der Ebene und des Raum-
es mit den Vektoren aus R? bzw. aus R3. Ein geometrischer Vektor der Ebene ist eine Pfeil-
klasse, die durch Lange, Richtung und Richtungssinn charakterisiert ist. Unter allen Pfeilen-
einer Klasse gibt es einen, der im Ursprung (eines gedachten Koordinatensystems)angreift,
&5. Wenn P die Koordinaten (x;,x,) hat, so identifizieren wir &)’ und (x1,x,) € R?2. Man
tiberzeugt sich leicht, dass die Addition und Vervielfachung geometrischer Vektoren mit den
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Vektorraumoperationen im [R? und R3 vertraglich sind. Das bedeutet, wenn O_P) + O_Q) = (ﬁ’
mit P =(x1,x2), Q=(y1,)2), s0 gilt R=(x1 + y1, X2+ y2).

(c) Cn ist auch ein Vektorraum tiber R.

(d) Abb(X, V). Es sei X eine beliebige Menge und V ein Vektorraum iiber K. Dann ist
Abb (X, V) die Menge aller Abbildungen von X nach V. Diese kann man wie folgt addieren
und skalar vervielfachen. Fiir f, g € Abb(X,V)und A € K sei :

(f+8)x):=flx)+g(x), (Af)x):=Af(x).

Auf diese Weise wird Abb (X, V) zu einem K-Vektorraum.

(e) w. Die Raume der reellen Zahlenfolgen w := Abb(IN,R) = {(x,) | x, € R}, der konvergen-
ten reellen Folgen ¢, der Nullfolgen c,, der finiten Folgen ¢, bilden reelle Vektorrdume. Es
giltp CcyCcCw.

(f) R[x] sei die Menge der Polynome p(x) = a,x" + a,—1x" ' +---+ a,x + a, mit reellen
Koeffizienten a,,...,a, € R. Fasst man R[x] € Abb(IR,R) auf, so sind in natiirlicher Weise
Addition und skalare Multiplikation erklart.

(g) Cm(IR). Esist C™(IR) die Menge der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf R. Im
Falle m = 0 schreiben wir C(R) fiir die Menge der stetigen Funktionen auf R. Als Teilmenge
C™(R) c Abb(R,R) sind Addition und skalare Vervielfachung wohldefiniert. So gilt etwa fiir
die Funktion f: R — R, die gegeben ist durch

—x3, x<0 —3x2, x<0

x3, x>0, , 3x?, x>0, »
f(x)={ =>f(x)={ = f"(x)=6]x].

Da die Betragsfunktion bei 0 nicht differenzierbar ist, gilt f € C2(R) aber f & C3(R).

(h) Keinen Vektorraum bilden endliche Intervalle [a, b] oder die Menge der Vektoren {(A,1+
A)e R? | A € R}, denn der Nullvektor (0,0) ist nicht enthalten; Die Menge der Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten bilden keinen reellen oder komplexen Vektorraum.

2.2 Lineare Unterraume

Definition 2.2 Eine Teilmenge W eines Vektorraumes V heil3t linearer Unterraum oder li-
nearer Teilraumvon V , wenn W zusammen mit der Addition von V und der skalaren Multi-
plikation aus V wieder ein Vektorraum iiber KK ist.

Lemma 2.2 (Unterraumkriterium) Eine Teilmenge W eines Vektorraumes V ist genau dann
linearer Teilraum von V, wenn gilt

N) W#g@.

(A) Fiir alle wy, w, € W ist w; + w, € W. (Abgeschlossenheit der Addition)

(S) FiirAe K und w e W gilt Aw € W. (Abgeschlossenheit der skalaren Vervielfa-
chung)

Aquivalent zu (A) und (S) ist die Bedingung
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(L) le,LUzeW,Al,kzekiﬂ,lwl‘l‘ﬂ,gu&ew.

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, dass sdamtliche Axiome aus der Vektorraumdefinition 1]
sich auf W iibertragen. Assoziativitdt und Kommutativitdt von Addition und skalarer Multi-
plikation sowie die Distributivgesetze sind unmittelbar klar, da sie fiir V und somit erst recht
fiir eine Teilmenge W gelten. Eine Ausnahme machen lediglich die Existenzforderungen
(Nullvektor und Inverses).

Nun ist aber W nichtleer, enthélt also zumindest einen Vektor a € W. Nach LemmalZ1]
gilt aber 0-a = 0 und wegen der Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation in W also
0 € W. 0 ist dann auch neutral in W, weil neutral in V. Ferner gilt nach LemmalZT] auch
(—1)a = —a. Somit liegt mit a € W auch das Inverse —a € W. |

Bemerkung 2.1 (a) Die leere Menge ist kein Unterraum; jeder Unterraum enthdlt zumindest
den Nullvektor.

(b) Sind W} und W; lineare Teilrdume von V, so ist auch ihr Durchschnitt W N W; ein linearer
Teilraum (Beweis: Unterraumkriterium). Diese Eigenschaft ldsst sich auf beliebige Durch-
schnitte von endlich oder unendlich vielen Unterrdumen verallgemeinern.

(c) Ist U € W ein Unterraum und W C V ein Unterraum, so ist auch U ein Unterraum von V.
(d) Die Vereinigung von Teilrdumen ist i. a. kein Teilraum.

Beispiel 2.2 (a) Fiir A € R™*" ist die Menge der Losungen eines homogenen Gleichungssy-
stems
U:=L6s(A,0)={xeR"|Ax =0}

ein linearer Unterraum von R”. Der Beweis folgt aus Satz[[l2 wo gezeigt wird, dass (L) gilt,
nidmlich wenn Au = 0 und Av = 0, dann ist auch A(Au + uv) = 0. Ferner ist U # &, da der
Nullvektor in U liegt.

(b) V=R" i mit 1 < i < n sei eine fixierte natiirlich Zahl. W sei die Menge aller reel-
len n-Tupel der Form (x;,...,%;-1,0,X;41,...,X,). Dann ist W ein linearer Teilraum von R".
Dies ist ein Spezialfall von (a) mit der einzigen homogenen Gleichung x; = 0; hierbei ist
A=(0---1---0) mit einer einzigen 1 an der Stelle k und n — 1 Nullen.

(c) Es sei R,[x] die Menge der reellen Polynome, die héchstens den Grad d haben; p(x) =
agx?+--+a,x+ay, a; €Rfirallei =0,...,d. Ry[x] ist ein linearer Teilraum von Abb (R, R),
denn das Nullpolynom 0(x) = 0 liegt in R4[x] und wenn ¢(x) = byx? + --- 4+ b, x + b, ein
weiteres Polynom in R, [x] ist, so ist auch (Ap + ug)(x) = Zfzo(ka i +ub;)x! ein Polynom in
Rg[x].

Wir haben die folgenden Inklusionen von Unterrdumen in Abb (R, R):

Rolx] C---cRy[x] cR[x] c C°(R)c---C™(R) C--- < C}(R) c C}(R) c C(R) C Abb (R, R).

Die Polynome genau nten Grades bilden keinen Teilraum, da p(x)=x" und g(x) = —x"+1
zwar beide zu W gehoren, jedoch nicht ihre Summe p(x)+g(x)=1.
(d) Essei V c Abb(IR, R) ein Teilraum, a € R fixiert. Dann ist

U={feV]fla)=0}
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ein linearer Teilraum von V. Hingegen ist W = {f € V| f(a) = 1} kein linearer Teilraum.
(e) V=C?*(R), a;,a, € R fix. Es sei

U={ucCMR)|u"+au +au=0}

die Menge der Losungen der gewOhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten a;,a,. U ist ein Unterraum in C?(R). In der Tat ist das Unterraum-
kriterium erfiillt, denn aus u,, u, € U folgt, dass auch A,u; + A,u, die Differentialgleichung
erfiillt. Im Falle der Gleichung u”+u = 0 erhalten wir u(x)= A, sinx+ A, cos x als allgemeine
Losung. Das heif3t, {sinx, cosx} bildet ein Erzeugendensystem fiir U.

2.2.1 Dielineare Hiille und Erzeugendensysteme

Es sei V ein Vektorraum und vy, ..., v, € V. Jede Summe A v, + Ay vp +-+-+ A, v, mit A, € K,
heillt Linearkombination der Vektoren v4,..., v,,. Man beachte, dass eine Linearkombination
immer eine endliche Summe von Vektoren ist. Ist n = 0, so ist nach Vereinbarung die leere
Linearkombination gleich dem Nullvektor und entsprechend gilt: span@ = {0}.

Definition 2.3 (a) Es sei M C V eine beliebige Teilmenge des Vektorraumes V. Dann heil3t
die Menge aller moglichen Linearkombinationen von Vektoren aus M

spanM :={xe V| dneNy IA,,..., A, €K Jvy,...,v,eM: x=Av1+-+ A, 0, }

die lineare Hiillevon M in V.
(b) Gilt span M =V, so heillt M ein Erzeugendensystemvon V.

Beispiel 2.3 (a) Im K" bilden die n Einheitsvektoren e, = (0,0,...,1,0,...,0) mit einer Eins
an der kten Stelle, k = 1,...,n ein Erzeugendensystem, denn jeder Vektor x € R” ldsst sich
schreiben als Linearkombination der Einheitsvektoren, x = x;e; + -+ x,e,.

(b) Im Raum der m x n-Matrizen K> bilden die Matrixeinsen {E,; | r = 1,...,m, s =
1,...,n} ein Erzeugendensystem. Sie sind definiert als

( 0 )

Ers: O 1 O o 0 :(6ir6js)i.=11...ﬂb
j=l..n

wobei die einzige Eins in der rten Zeile und sten Spalte steht. In der Tat ist diese Menge
erzeugend fiir K”*", da fiir jede Matrix A= (a;;) gilt A=Y Z}Ll ai;Ei;j.

(c) Die Polynome {1, x, x?,...,x} bilden ein Erzeugendensystem von R ;[x] wihrend die Po-
lynome {1, x,...} ein Erzeugendensystem in R [x] bilden.

Beispiel 2.4 (Anwendung auf lineare Gleichungssysteme) (1) Sehr hdufig sind wir mit der
folgenden Fragestellung konfrontiert: Gegeben seien Vektoren vy, ..., v, € R™
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(a) Liegt ein gegebener Vektor b € R™ in der linearen Hiille der {v;}, gilt also
b espanfivy,...,v,}?
(b) Sind die Vektoren sogar ein Erzeugendensystem von R™"?

Schreibt man die Vektoren v; als Spaltenvektoren

ay b,
a; b,

v = , b= |, i=1,...,r
aml bm

dann gilt b e span{vy, ..., v, } genau dann, wenn es reelle Zahlen x,,...,x, € R gibt mit x; v, +
---+x,v, = b. Mit Hilfe der Spaltenvektoren kann man das so schreiben:

an app ayr b,
aj az asr b,

X1 . +x2 . +"'+x1‘ . = . ’
Am1 Am2 Amr bm

was wiederum dquivalent zum linearen Gleichungssystem
anxi+apxy+--+ayyx,=b
A X1+ axpXo+-+axx,=Db,
2.1)

A1 X1+ AoXo+ -+ Ay Xy = by,

ist. Somit gilt

b espan{v,...,v,} © Los(A,b) # 2.

Das heildt, genau dann liegt b in der linearen Hiille, wenn das zugeordnete lineare Glei-
chungssystem konsistent ist. Jede Losung x = (x,...,x,) liefert eine Darstellung von b als
Linearkombination der Vektoren vy,..., v,. Es gilt ferner

span{vy,...,v;}=R" < VbeR™:Los(A,b)#D.

(2) Umgekehrt kann man nun die Konsistenz eines linearen Gleichungssystems nun auch
mit Hilfe der Spaltenvektoren der Matrix A ausdriicken:

Das lineare GS ) ist konsistent genau dann, wenn die rechte Seite b in der
linearen Hiille der Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix A liegt.

Lemma 2.3 (a) Die lineare Hiille span M ist ein linearer Teilraum von V.
(b) Es giltspan M =(),,-,, W, wobei der Durchschnitt iiber alle linearen Teilrdiume W von V
genommen wird, die M enthalten.
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Mit anderen Worten, span M ist der kleinste lineare Teilraum von V, der M enthlt.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass das Unterraumkriterium fiir span M erfiillt ist. Im Fall der leeren
Menge ist span@ = {0} ein Unterraum. Ist M # @, so ist auch span M 2 M nichtleer. Seien
nun v und w jeweils endliche Linearkombinationen von Elementen aus M. Dann ist auch
v+ w eine Linearkombination von Elementen aus M und auch Av. Das Unterraumkriterium
ist erfiillt.

(b) Wegen M C spanM und spanM ist ein Teilraum (nach (a)), geht W = span M selbst
in den Durchschnitt mit ein und daher ist spanM 2 [|W. Die umgekehrte Inklusion ist
aber auch klar, da jeder Teilraum W, der M enthdlt wegen der Abgeschlossenheit von +
und Vervielfachung auch alle Linearkombinationen von Elementen aus M enthilt, also
W D span M. Hieraus folgt span M = W. [

2.2.2 Summe und direkte Summe von Unterrdumen

Definition 2.4 Es sei V ein Vektorraum.
(a) Es seien U; und U, lineare Teilraume von V. Dann heifSt

U+U,={u1+us | uy €Uy, up € Us}

die Summe der Teilraume U; und Us.
(b) Es sei {U; | i € I} eine Familie von Teilrdaumen von V. Dann heil3t

span U U;

Summe der Teilrdume {U; | i € I}. Wir bezeichnen sie mit ) i1 Ui

(c) Die Summe von Unterraumen W := Z i; Ui heilit direkt, wenn sich jedes w € W auf
genau eine Art als endliche Linearkombination von Elementen aus U; schreiben ladsst. Ge-
nauer, fiir jedes w € W gibt es eindeutig bestimmte, endlich viele Indizes i,,...,i, € I und
eindeutig bestimmte Elemente u; € U;,, k =1,...,r, mit w = u; +---+ u,. In diesem Falle
schreiben wir auch W =@, _, U;.

Bemerkung 2.2 (a) In der Tat stellt DefinitionZ4] (b) eine Verallgemeinerung von (a) dar.
Denn fiir eine zweielementige Familie {U;, U,} von Teilrdumen von V ist span(U; U U,) die
Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus U; und U, also die Menge aller

AMun + Ao+ AU+ U F o Uos + o0 s U,

wobei u;; € U; und u,; € U,. Da nun aber U; und U, Teilrdume sind, ist ©; := Ay + At +
s Aruy € Uy und uy i= g Upy + Up Usp + -+ + Us Uss € Us; folglich ist

span(U, UUL)={u,+ u, | u; € Uy und u, € Us} = Uy + Us.

(b) Eine Summe W = U, + U, von zwei Teilrdumen ist direkt gdw. U; N U, = {0}. In der Tat, sei

namlich Uy NU, = {0} und seien w = u1+uy = ui + ug zwei Darstellungen von w € W als Summe von
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Elementen aus U; und U,. Dann folgt u; — ui = u; — uy. Diese Elemente liegen aber in U; und in U,
also uy —uj = uj — up € UyNU, = {0}. Somit ist u), — u» = u; — u7 =0 und damit u; = u] und u, = u;;
die Darstellung ist eindeutig. Achtung: Eine Summe U, + U, + Us ist genau dann direkt, wenn
U,NU, =1{0} und (U, + U,)N Us = {0}. Die Bedingung U, N U, N Us = {0} ist nicht hinreichend
fiir die Direktheit der Summe, wie folgendes Beispiel (c) zeigt.

(c) Die Summe R(1,2,3)+1R(4,5,6)+R(7,8,9) C R3 ist nicht direkt, da (8,10,12)=2(4,5,6) =
(1,2,3)+(7,8,9) zwei Darstellungen besitzt.

Beispiel 2.5 (a) Essei V=R? und U; ={(4,0)| A€ R} =Re; und U, ={(0,A) | A € R} = Re,.
Dann gilt U; + U, = V. Diese Summe ist direkt, R? = U, @ U,.

(b) Fiir Unterrdume U und W von Vmit U Cc W gilt U+ W = W. Ist U # {0}, so ist die Summe
nicht direkt.

(c) Es sei V = Abb([0,2],R) die Menge der reellwertigen Funktionen, die auf dem Intervall
[0,2] definiert sindund U, ={f e V| f(x)=0Vxe[l,2]}, U,={f V| f(x)=0Vxe<[0,1]}.
Dann gilt V=U, @ Us,.

2.2.3 Die daullere direkte Summe von Vektorrdumen

Definition 2.5 Essei V;, i =1,..., n eine endliche Familie von Vektorrdumen tiber K. Dann
wird die Menge

W=UxVBx--xV,={(v,...v,)|vieViVi=1,...,n}

zu einem Vektorraum iiber K, wenn man die Summe und die skalare Multiplikation koordi-
natenweise erklart:

(V1o V) +(Wry ey wy) =1+ wy, .., v+ wy), Ay, vn) = (Avy, Avs,..., AVy),

wobeifiirallei=1,...,n giltv;,w; € V.

In diesem Falle heillt W die direkte Summe der Vektorraume V; und wir bezeichnen sie mit
Nevoe---aV.

Bemerkung2.3 (a) K"=KeKeo - K.
D) IstV=VadVd---®V, die dullere direkte Summe von Vektorrdumen V;, so kann man die
Teilmengen

Vi :=1(0,...,v;,0,...,0)0€ V| v; € V}}

definieren. Dann ist ¥} ein Unterraum von V und V ist die innere direkte Summe der V;,
i=1,...,n.

2.3 Die Basis eines Vektorraumes

2.3.1 Lineare Unabhingigkeit

Es sei V ein Vektorraum tiber K.
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Definition 2.6 (a) Endlich viele Elemente v,...,v, aus V heillen linear abhdingig (iber K),
wenn es a,...,a, € K gibt, die nicht alle gleich Null sind und fiir die

an+-+a,v,=0

gilt, das heilt, wenn die Vektoren vy,..., v, den Nullvektor nicht-trivial darstellen.
(b) Endlich viele Elemente 14, ..., v, aus V heillen linear unabhdingigiiber K, wenn sie nicht
linear abhingig sind, das heillt, wenn fiir alle «;, ..., a, € K gilt:

alvl+...+anyn:0:>al:azz---:anzo, (22)

Mit anderen Worten, eine Linearkombination der v;, die den Nullvektor darstellt, muss die
triviale Linearkombination sein.

(c) Eine nichtleere Teilmenge M C V heilst linear unabhdngig iiber K, wenn jede endliche
Teilmenge von M linear unabhingig ist. Die leere Menge gilt als linear unabhingig.

Bemerkung 2.4 (a) In der obigen Definition ist bei (a) und (b) auch der Fall n = 1 einge-
schlossen: {v} ist linear unabhédngig gdw. v # 0. Ist einer der Vektoren vy,..., v, gleich dem
Nullvektor, so ist die Menge linear abhéngig, denn sei etwa v; =0, dannist v;+0v,+---4+0v,, =
0 eine nichttriviale Linearkombination, die die Null darstellt.

(b) Ist v4,..., V¢ linear abhdngig mit k < n, so ist auch vy, ..., v, linear abhingig. Umgekehrt
ist jede Teilmenge einer linear unabhingigen Menge wieder linear unabhéngig.

(c) Die Summe von Teilrdumen Rv; +---+ R, ist direkt genau dann, wenn {v,,..., v, } linear
unabhéngig ist. Dies folgt direkt aus dem untenstehenden Lemmaf[Z4] (b)

Beispiel 2.6 (a) Die Vektoren (2,4,6),(3,6,9) € R? sind linear abhingig, denn 3(2,4,6) +
(—2)(3,6,9)=(0,0,0).

(b) Die Vektoren v; =(1,2,3) und v, =(3,2,1) sind im R3 linear unabhéngig, denn das lineare
Gleichungssystem

1 3 X1+ 3x3 0
1121 +x]2=]|2x;+2x, | =10
3 1 3x1+x2 0

isthomogen und geht durch den Gau3-Algorithmus iiber in dquivalente homogene Systeme
mit Koeffizientenmatrizen

1 3 |0 1 3 |0 1 3 |0 1 0 |0
2 2 10|~]0 -4 jo|~]0 1 j0|~]0 1 JO
3110 0 -8 |0 00 |0 00 |0

tiber. Hieraus folgt, dass die einzige Losung x; = x, = 0 ist; die Vektoren sind also linear
unabhidngig.

(c) Die Vektoren v; = (1,i)" und v, = (i,—1)" sind R-linear unabhingig als Elemente des
reellen Vektorraumes C?, denn es gibt keine nichttriviale reelle Linearkombination a; v, +
a v, =0, ap,a € R.

Sie sind aber linear abhéngig als Elemente des komplexen Vektorraumes C?, denn v, =iv;.
(d) Die Polynome {1, x,x2,...} bilden eine linear unabhéngige Menge in R[x] (Beweis: spa-
ter).



32 2 Vektorrdume

Aufgabe 2. Esseip e V=Ry,[x] und a € R.

(a) Zeigen Sie, dass B:={1,x —a,(x —a)?,...,(x — a)?} eine Basis in V bilden.

(b) Bestimmen Sie die Koordinaten von p beziiglich B. Ldsung. Die Taylorentwicklung von
p an der Stelle a gibt die Koordinaten:

p'(a)

(x—a)+---+T(x—a)d.

p'(a)
1!

p(x)=p(a)+

Aufgabe 3. Zeigen Sie dass {1, v2, v/3} als Elemente des (3-Vektorraumes R linear unabhin-
gig sind.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass v;(x) = sinx und v,(x) = cosx und vy(x) = 1 als Elemente des
reellen Vektorraumes Abb (IR, R) linear unabhéngig sind.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass {vy,...,v,} C V genau dann linear unabhingig ist, wenn die Ab-
bildung K" — V gegeben durch f((a;,...,a,)) =Y., a;v; injektiv ist.

i=1

2.3.2 Der Begriff einer Basis

Definition 2.7 Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V hei3t Basis von V, wenn gilt

1. B ist ein Erzeugendensystem von V.
2. Bist eine linear unabhingige Menge.

Beispiel 2.7 (a) Im K” bilden die n Einheitsvektoren e, = (0,0,...,1,0,...,0) mit einer Eins
an der kten Stelle, k =1,..., n eine Basis. In der Tat sind sie linear unabhéngig, da aus «;e; +
-+ aye, =0, folgt (ay,az,...,a,)=0. Somit ist @ der Nullvektor, also a; =a; =---=0.

Diese Basis heilst kanonische Basis oder Standardbasis des IK”.

(b) Im Raum der (m, n)-Matrizen IK"*" bilden die Matrixeinsen E,;, r=1,...,m,s=1,...,n
eine Basis, denn die Menge ist erzeugend und linear unabhéngig. Die lineare Unabhingig-
keit zeigt man genauso wie in (a).

(c) Die Polynome {1, x,...,x%} bilden eine Basis in R [x].

(d) Es seien

V1 =(X11,X12,...,X11),

Uy = (0)x22) oo ,x2n)’

Un =(0,0,...,0,x,m)

Vektoren des R”. Dann ist {vy,...,v,} genau dann Basis von R”, wenn Xx1; X2, - X, 7 0.

Beweis. Wir zeigen, dass das System {v,...,v,} ein Erzeugendensystem im R” ist, wenn
die Bedingung x7x2 - Xx,,,, # 0 erfiillt ist. Dazu miissen wir nach BeispiellZ4] zeigen, dass
das lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix, gebildet aus den Spaltenvekto-
ren v,,V,_1,..., U1 fiir beliebige rechte Seiten l6sbar ist. Das lineare GS liegt aber bereits in
Dreiecksform vor. Zum Erreichen der Zeilenstufenform muss nur noch jede Zeile i durch x;;
geteilt werden, was nach Voraussetzung moglich ist. Somitist das n x n lineare GS dquivalent
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zu einer Zeilenstufenform mit genau 7 fithrenden Einsen. Das System ist eindeutig l6sbar;
die Vektoren erzeugen den R".

Lineare Unabhingigkeit. Hierzu hat man das homogene lineare Gleichungssystem zu l6sen.
Die obigen Argumentationen mit den n fiihrenden Einsen zeigen, dass das homogene Sy-
stem ebenfalls eindeutig l6sbar ist; es gibt nur die triviale Losung und somit sind die Vekto-
ren linear unabhingig.

Ist umgekehrt das Produkt der x;; gleich Null, so ist mindestens ein Faktor Null, etwa x;; =0,
1 < k < n. Dann gibt es hochstens n — 1 fithrende Einsen. Somit hat das homogene System
unendlich viele Losungen; die Vektoren sind also nicht linear unabhéngig. ]

2.3.3 Die Unabhiingigkeit der Dimension von der Basis

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass zwei Vektorraumbasen in V stets dieselbe An-
zahl von Elementen haben.

Lemma 2.4 (Charakterisierung der Basis) Es sei V ein Vektorraum, V # {0}, n€N und
B=1{by,...,b,} eine Teilmenge von V. Dann sind dquivalent:

(a) B isteine BasisvonV.

(b) Zu jedem v € V existieren eindeutig bestimmte Zahlen a;,...,a, € K mitv =o,b; +--- +
a.b,.

(c) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d. h., fiir eine echte Teilmenge C & B ist
spanCC V.

(d) B ist eine maximale linear unabhdingige Menge, d. h. jede Menge D 2 B ist linear abhdingig.

Beweis. Der Beweis folgt dem Schema (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).
(a) = (b). Die Existenz der «; ist klar, da B ein Erzeugendensystem fiir V ist. Wir zeigen die

Eindeutigkeit. Seien o € K andere Zahlen mit v = Z?zl a’b;, so hat man durch Gleichsetzen

n n n
v :Zlaib, :Zlaibi s Zl(ai — (Z;)bl’ =0,
1= 1= i=

das heil3t, dass der Nullvektor als Linearkombination der b; dargestellt ist. Wegen der linea-
ren Unabhéngigkeit von B folgt a; — «; = 0 fiir alle i — die Darstellung ist eindeutig. Man
nennt sie die Koordinatendarstellungvon v beziiglich der Basis B.

(b)=>(c). Wegen (b) gilt span B = V. Angenommen, es gilt auch span C = V. Wegen V # {0}
ist C # @. Sei v € B\C; da B echte Obermenge von C ist, gibt es solchen Vektor. Wegen
span C = V existieren eindeutiga;, i = 1,...,n mit v = Zi a;c; mit Vektoren c,...,c, € C.
Andererseits gilt aber in B, v = 1- v. Somit ist die Eindeutigkeit der Darstellung von v als
Linearkombination von Elementen aus B verletzt. Die Annahme ist falsch; es gilt span C # V.
(¢) = (d). wir miissen zeigen: B minimal erzeugend impliziert B maximal unabhingig. Das
stimmt sicher, wenn B nur aus einem Element besteht, etwa B={b}. Wegen V # {0} ist b #0
und damit ist B linear unabhédngig. Andernfalls hat B mindestens 2 Elemente. Wire B linear
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abhédngig, so konnte ein Element von B als Linearkombination der anderen dargestellt wer-
den, etwa b = Z ;a;b;. Dann ist aber auch B\{b} nach wie vor erzeugend; im Widerspruch
zur Annahme in (c). Damit ist B linear unabhéngig.

Wir zeigen die Maximalitdt. Da B erzeugend ist, ldsst sich jeder weitere Vektor d € D\ B als
Linearkombination von Elementen aus B darstellen. Damit ist aber BU{d} linear abhéngig.
(d) = (a). Sei B maximal linear unabhéngig und v € V. Wir miissen zeigen, dass B erzeu-
gend ist, also v € span B. Da B maximal linear unabhéngig ist, ist BU {v} linear abhéngig,
das heil3t, es gibt eine nichttriviale Linearkombination, die den Nullvektor darstellt, etwa

aby+---+a,b,+av=0. (2.3)

Wire hier a =0, so av = 0 und damit a;b; +---+ a,b, =0, was abera; =a,=---=a, =0
impliziert, da B linear unabhéngig ist. Damit wére eine triviale Linearkombination, im
Widerspruch zur Annahme. Folglich gilt @ # 0 und somit v = —(a,b; +---+a,,b,)/a € span B.
Da v € V beliebig war, heil3t das span B = V; B ist ein Erzeugendensystem und damit Basis.
[ |

Lemma 2.5 Essei B=1{b,,...,b,} eine Basis von V und es sei c = Z?zl a;b; die Koordinaten-
darstellung eines Vektors c € V, wobei a; # 0 gelte.
Dann ist B'={c,b,,...,b,} ebenfalls eine Basis von V.

Beweis. Da a; # 0, kann man nach b, umstellen und hat by =(c—a;b, —asbs—---—a,b,)/a;.
Also gilt spanf{c, by,...,b,} =span{b,, b,,...,b,} = V. Die Menge B’ ist erzeugend.
Weiter ist B’ aber auch linear unabhédngig, denn

Bec+ Babr+--+ Buby=0= Baiby +(Baz+ B2)b2+---+(Ba,+ f,)=0

impliziert Ba; =0, also f = 0 und weiter f, =--- = f8,, = 0. Somit ist B’ linear unabhingig.
|

Der nédchste Satz stellt eine Verallgemeinerung des obigen Lemmas dar.

Satz 2.6 (Austauschsatz von Steinitz) Es sei {b,,...,b,} eine Basis des Vektorraumes V und
{c1,...,ck} C V sei linear unabhdingig.
Dann gilt k < n und bei geeigneter Nummerierung der Vektoren b,...,b, ist auch

fci,..., ¢k, brst,..., by} eine Basis von V. Man erhdlt also wieder eine Basis, wenn man
C1,...,Cx durch n — k geeignete Vektoren unter den {b,,...,b,} erginzt.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber k. Als Induktionsanfang kann
man den Fall k£ = 0 zulassen, in dem tiberhaupt keine Vektoren ausgetauscht werden und
der Satz trivial ist.

Im allgemeinen Fall von k linear unabhédngigen Vektoren cy, ..., ¢ sind auch die k — 1 Vek-
toren cy, ..., Cx—; linear unabhingig und nach Induktionsvoraussetzung folgt k — 1 < n, und,
bei geeigneter Nummerierung ist B* := {c,..., Cx-1, b, br+1,...,b,} eine Basis von V. Wire
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k —1 = n, so wire bereits {c,...,cr_1} eine Basis von V (alle Vektoren b; werden durch die
c¢; ausgetauscht). Dann ist aber ¢, eine Linearkombination von c;,..., cx—;. Das widerspricht
der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren c;,..., ci. Daher gilt sogar k — 1 < n, also k < n.
Da B* eine Basis von V ist gibt es Zahlen a;, i =1,...,n mit

ck=a161+ -+ a1 Ck—1 + Qb+ +a,b,.

Wiirden hierbei ay = ay+1 = -+ = a, = 0 gelten, so wire ¢, € span{cy,...,cr_1} im Wider-
spruch zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren {c,..., ct}. Folglich ist mindestens einer
der Koeffizienten ay,ay+1,..., @, von Null verschieden. Bei geeigneter Nummerierung der
b; konnen wir a; # 0 annehmen. Nach LemmalZhlist dann B’ :={cy,..., ¢k, bis1,...,b,} eine
Basisvon V. [

Folgerung 2.7 Sind {b,,...,b,} und{c,...,cr} Basen des Vektorraumes V, so giltk = n.

Beweis. Nach dem Steinitzschen Austauschsatz gilt einerseits k < n, andererseits, wegen
der Gleichberechtigung der Basen {c;} und {b;} auch n < k. Wenn also ein Vektorraum
tiberhaupt eine endliche Basis besitzt, dann bestehen alle seine Basen aus gleichvielen
Vektoren; besitzt aber ein Vektorraum eine unendliche Basis, so sind auch alle anderen
Basen unendlich. u

Definition 2.8 Wenn ein Vektorraum V eine endliche Basis besitzt, wird die allen Basen ge-
meinsame Anzahl von Basisvektoren die Dimension von V genannt, symbolisch dim V. Be-
sitzt V keine endliche Basis, so heil$t V unendlich-dimensional (dim V = 00). Die Dimension
des Nullraumes wird gleich 0 gesetzt.

Wir schreiben dimy V fiir die Dimension des IK-Vektorraumes V, wenn wir den Skalarenkor-
per K hervorheben wollen. Mitunter ist V ein Vektorraum tiber verschiedenen Korpern.

Beispiel 2.8 (a) Es gilt dim K” = n. Der Raum der m x n-Matrizen hat die Dimension mn,
denn es gibt genau mn Matrixeinsen E,, vgl. BeispielZ7] die ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem bilden.

(b) Esist dimR[x] =00, denn {1, x,x2,x3,...} ist eine unendliche linear unabhéngige Menge
in R[x].

(c) dimr C* = 2n, denn die Vektoren {e,,...,e,,ie;,...,ie,} bilden eine Basis des reellen
Vektorraumes C”.

(d) Esist dimg R = 00, das heilit, die reellen Zahlen bilden einen unendlich-dimensionalen
Vektorraum iiber den rationalen Zahlen. In der Tat ist die Menge {lnp | p ist Primzahl} eine
(Q-linear unabhéngige unendliche Menge in R. Angenommen

zn:ai Inp; =0,
i=1
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wobei die p; Primzahlen sind und ¢; beliebige rationale Zahlen. Multipliziert man diese Glei-
chung mit dem Hauptnenner der endlich vielen rationalen Zahlen a;, ..., a,, so erhdlt man

Zn:milnpi :zn:ln (p/")=In (ﬁplm) =0,
i=1 i1 i=1

wobei die m; alles ganze Zahlen sind. Hieraus folgt aber p;"' p,”---p," = 1. Nach dem
Hauptsatz der Zahlentheorie, hat aber jede natiirliche Zahl eine eindeutige Primfaktorzer-
legung. Daher miissen alle m; = 0 sein; damit folgt auch @; = 0 und die Menge ist linear
unabhéngig tiber Q).

Lemma 2.8 EsseidimV =n <oo.

(a) Eine linear unabhdingige Menge C von V kann zu einer Basis von V ergidinzt werden.

(b) Eine linear unabhdingige Teilmenge C von V ist genau dann Basis von V, wenn #C = n.
(c) Fiir jeden Unterraum U C V gilt dimU < dim V. Aus U C V und dimU = dim V folgt
u=V.

Beweis. (a) Es sei B eine Basis von V. Dann gilt #C < #B = n. Nach dem Steinitzschen Aus-
tauschsatz kann die linear unabhidngige Menge C durch geeignete Vektoren der Basis B zu
einer Basis von V ergdnzt werden.

(b) Ist C noch keine Basis, so kann nach (a) C durch Vektoren zu einer Basis ergdnzt werden,
die dann n Elemente hat; also ist #B < n. Wenn C bereits aus n Vektoren besteht, so ist
werden keine Vektoren zum Ergdnzen benotigt; somit ist C bereits eine Basis.

(c) Es sei {by,...,b,} eine Basis von V und {c,,..., ci} eine Basis von U. Nach dem Steinitz-
schen Austauschsatz gilt dann k < n. Ist aber k = n, so folgt nach Teil (b), dass {c,...,ci}
bereits eine Basis von V ist, also U=V. (]

Satz 2.9 (Dimensionssatz) Es seien U und V zwei endlichdimensionale Unterrdume eines
Vektorraumes W. Dann gilt

dimU+dimV =dim(U+ V)+dim(UN V). (2.4)

Beweis. Es sei Bp = {d;,...,d,} eine Basis des Durchschnitts U N V, wobei auch r = 0 zuge-
lassen ist, also Bp =@ und UN V = {0}. Da Bp linear unabhéngig auch in U und V ist, kann
diese Menge nach SatzP.@l sowohl zu einer Basis B, = {d,,...,d,,a;,...,as} von U als auch
zu einer Basis B, ={d,,...,d,,by,...,b,;} von V erginzt werden. Wir wollen nun zeigen, dass
B=id,,...,d, ai,...,as,b;,...,b,} eine Basis von U+ V ist. Jeder Vektor w € U+ V ldsst sich
als w=u+v, u € U, v € Vschreiben. Da sich u als Linearkombination von B; und v als
Linearkombination von B, schreiben ldsst, ist w = u + v eine Linearkombination von B. Also
gilt U+ V =span B. Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von B nehmen wir an, dass

a d,+-+a,d,+pra+--+Bsas+y1by+--+7v:b; =0, (2.5)

also
ad+-+a,d,+pra +-+ Bsas =—(y1b1+--+7:b)=: x.



2.3 Die Basis eines Vektorraumes 37

Da die linke Seite der obigen Gleichung in U liegt, die rechte aber in V, liegt der Vektor x
in U N V und ist demnach eine Linearkombination der Vektoren aus Bp. Also gibt es Zahlen
01,...,0, mit

x=0:1d1+--+0,d,.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B, folgt hieraus aber a; —0; ==, — 0, =0 und
p1=--=ps=0.Setzt man 3; =0in ein, so hat man

a1d1+-~+a,d,+r1b1+w+rtbt:0.

Da B, eine linear unabhingige Menge ist, folgt ¢; =--- =y, = 0. Damit ist B eine Basis von
U+ V. Somit gilt

dimU+dimV=(r+s)+(r+t)=r+(r+s+¢t)=dim(UNV)+dim(U + V).

Bemerkung 2.5 (a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Dies beweist man mit Hilfe des Aus-
wahlaxioms der Mengenlehre:

Es sei P eine disjunkte Zerlegung der nichtleeren Menge X in nichtleere Teilmen-
gen P C X. Dann existiert eine Auswahlfunktion f: P — X mit f(P) € P fiir alle
PeP.

(b) Auch im unendlichdimensionalen Fall gilt der Austauschsatz. Zu je zwei Basen B und
C eines Vektorraumes V gibt es bijektive Abbildung ¢: B — C. LemmalZ8 hingegen bleibt
nicht giiltig fiir unendlich-dimensionale Rdume.

2.3.4 Konstruktion von Basen zu Erzeugendensystemen

Eine typische Fragestellung ist: Finden Sie zu einem gegebenen Erzeugendensystem E eines
Unterraumes U eine Basis von U. Nach LemmalZ4] (c) kann man durch schrittweises Weg-
lassen einzelner Vektoren aus E eine Basis erzeugen. Nach jedem Schritt miisste man kon-
trollieren, ob noch ein Erzeugendensystem tiibrig geblieben ist. Dieses Verfahren ist nicht
praktikabel. Vielmehr wollen wir hier ein auf dem Gauf3-Algorithmus beruhendes Verfah-
ren vorstellen, das die gegebenen Vektoren linear kombiniert zu einer moglichst einfachen
Basis.

Es seien a,,...,a,, € R" gegebene Vektoren, die den Unterraum U = span{a,,...,a,,} C R"
aufspannen. Wir betrachten die Matrix A = (a;;) € R™*", deren m Zeilen die Vektoren
a,...,an, sind, also a; = (a;;, a,...,a;,), i =1,...,m. Die drei elementaren Zeilenopera-
tionen des Gaul3-Algorithmus, verdndern den Raum U, der durch die Zeilen der Matrix auf-
gespannt wird nicht. Ist die Zeilenstufenform erreicht, so kann man durch Weglassen der
Nullzeilen sofort eine Basis von U angeben.

Beispiel 2.9 Man ermittle eine Basis des von den Vektoren a, = (0,0,0,2,—1), a, =
(0,1,-2,1,0), a3 =(0,—1,2,1,—1) und a4 =(0,0,0, 1, 2) aufgespannten Teilraumes von R®.
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0 0 0 2 -1]| Vertauschender ersten beiden Zeilen
0o 1 -2 1 0
o -1 2 1 -1
o 0 0 1 2
0O 1 -2 1 0 |-(4+1) zur 3.Z.
o 0 0 2 -1
o -1 2 1 -1
0O 0 0 1 2
0 1 -2 1 0 |-(—1) zur 3.Z.
0 0 0 2 -1 Streichen
0O 0 0 2 -1 |:2
O 0 0 1 2 Vertauschen mit 2.7.
01 -2 1 0
0 0 0 1 2
00 0 1 -1/2
0 0 0 O 0
01 -2 0 O
0 0 0 1 0
0 0 0 O 1
0 0 0 0 O

Somitist b; =(0,1,-2,0,0), b, =(0,0,0,1,0), b3 =(0,0,0,0,1) eine Basis von W.

SA



Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Definition, Beispiele, Eigenschaften

Einleitung: [Koe97, §6, S. 35]: Seit Erwachen der Analysis im 17. Jahrhundert haben die Ma-
thematiker immer wieder nach Funktionen gesucht, die sich durch besonders schone Eigen-
schaften auszeichnen. Eine interessante Klasse solcher Eigenschaften fasst man unter dem
Stichwort , Funktionalgleichungen“ zusammen. Fiir Funktionen f: R — R sind die folgen-
den Funktionalgleichungen denkbar:

flx+1)= f(x),
flxy)=fx)f(y),
fx+y)=fx)f(y),
Jx+y)=flx)+ f(y). 3.1)

Die erste Funktionalgleichung wird von allen periodischen Funktionen mit der Periode 1
erfiillt; die zweite Gleichung von Potenzfunktionen f(x) = x%; in der dritten Klasse liegen
die Exponentialfunktionen f(x)= a* und schlieBlich wird die vierte Klasse von den linearen
Funktionen f(x)= cx erfiillt. Doch, sind dies alle Losungen? Bereits Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) zeigte, dass alle stetigen Losungen der Gleichung @) die Form f(x) = cx mit
einer Konstanten ¢ € R haben. Wir werden sehen, dass dies nicht alle Losungen sind.

Definition 3.1 Es seien V und W Vektorrdume tiiber K. Eine K-lineare Abbildung ist eine
Abbildung T: V — W, so dass fiir alle v;, v, € V und A € K gilt

T(v1+v,)=T(v1)+ T(v,) (Additivitdit) und T(Av,)=AT(v;) (Homogenitdt). (3.2)

Die beiden Bedingungen lassen sich zu einer Bedingung zusammenfassen, die fiir alle
V1, V2 € Vund alle A4, A, € K gelten muss: T(A v, + A,v2) = A, T(v1) + A, T(v,). Wir bezeich-
nen die Menge der K-linearen Abbildungen von V nach W mit Lk (V, W) oder L(V, W) oder
Hom (V, W).

Wenn der Grundkorper K eindeutig fixiert ist, sprechen wir einfach von linearen Abbildun-
gen. Andere Bezeichnungen fiir eine lineare Abbildung sind linearer Operator oder lineare
Transformation oder Homomorphismus von Vektorrdumen.

39
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Eine lineare Abbildung T € L(V, W) heil3t

Monomorphismus, wenn sie injektiv ist, Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist,
Isomorphismus, falls sie bijektiv ist, Endomorphismus, wenn V = W und Auto-
morphismus, wenn sie bijektivistund V=W.

Die Menge der Endomorphismen bezeichnen wir mit L(V), die Menge der Automorphismen
T:V — Vmit GL(V).

Bemerkung 3.1 (a) L(V, W) Cc Abb(V, W) ist ein Untervektorraum von Abb (V, W). In der Tat
ist L(V, W) nichtleer, da die Nullabbildung linear ist (0(A;v; + A,v,) = 0 = A,0(v1) + A,0(v2))
und stets zu L(V, W) gehort. Seien nun S, T € L(V, W); wir miissen zeigen, dass dann auch
S+ T und AS linear sind. In der Tat gilt fiir alle v1, v, € V, A;,A, € K

(S + T)(Al (41 + A,g Ug) = S(Al 4] + A,g Vz) + T(Al (41 + A,g Ug)
=8(1) + A28(v2) + (A T (1) + A2 T(v2)) = Ai(S+ T)(v1) + Ao(S + T)(v2).
Somitist S+ T linear. AuBerdem gilt wegen der Linearitdt von S
(AS) (A v1 + Aov2) = A(S(A V1 + A 02)) = AL S(V1) + AA2S(V2) = A1 (AS)(11) + A2(AS)(v2).

Also ist AS linear. Damit sind Linearkombinationen von linearen Abbildungen linear; L(V, W)
ist ein linearer Teilraum.
(b) Sind U Ly Ew lineare Abbildungen, so auch g-f: U — W. In der Tat ist

g(f(Ani+v))=gAf(v1)+ f(v2)) = Ag(f(v1))+ g(f(v2)) = Agef(v1) + g f(v2).

Die Identitdatid : V — V ist stets linear.

Beispiel 3.1 (al) Die lineare Abbildung einer Matrix. Es sei A € K"*", dann definieren wir
Ty € L(K", K™) fir x = (x1,...,x,)" tiber Ty(x) := A - x. Das Ergebnis ist ein Spaltenvektor
in K™, In der Tat ist T, linear, denn wegen der Distributivitdt der Matrixmultiplikation ist
Ta(Ax+py)=AAx +uy)=AAx + uAy = ATy(x)+uTy(y) fur alle x,y e K, A, u € K.

Die Bilder der Einheitspaltenvektorene;, j =1,..., n unter T, sind genau die Spalten der
Matrix A:
(0)
. aij
n . a2] m
(Aej)izzaik5kj:aij; Aej=A-|11|=] . :Zaijei.
k=1 H : i=1
: 0
o)

(a2) Die Komposition. Es seien A = (a;;) € K”*" und B = (b;) € K"*? verkettete Matrizen.
Dann ist AB € K™*? und es gilt

TyTp =Ty
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als lineare Abbildungen von K? — K.
Beweis. Es sei x =(x1,...,X,)" € KP. Dann gilt

p n p
(Ta-Tp)(x)=Ta(Tp(x)) =Ty ((ijkxk) ) = (Zaijzbjkxk)
k=1 i len = = P
p_( n ] p
= (Z (Z aijbjk) xk) = (Z(AB)ikxk) = fan(x).
=1 \7=1 imlem  \Em1 i

=1-m
|

In diesem Beweis wurde die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation faktisch noch einmal fiir
einen Spezialfall gezeigt. Wenn man die Assoziativitdt benutzt, so lautet der kurze Beweis:

(Ty-T)(x) = Tx(Tp(x)) = A(B-x)=(A-B)- x = Tyg(x).

(b) Differentiation. Es sei V = C!(IR) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen
und W = C(R) die stetigen Funktionen auf R. Dann ist D: V — W, f — f’, linear, denn
(f+8)y=f+g und(Afy =Af"

(c) Integration. Es sei V=C(R), W=Rund a < b, a,b € R. Dann ist die Abbildung V — W,
f»—)f: f(x)dx, linear.

(d) Evaluation. Es sei V ein reeller Vektorraum, X eine beliebige Menge, ¢ € X und W =
Abb(X, V). Dann ist die Abbildung W — V, f — f(a), linear.

(d) Grenzwerte. Es sei ¢ der Vektorraum der konvergenten reellen Zahlenfolgen. Dann ist
lim: c — R, (x,)—lim,_ x,, eine lineare Abbildung, denn fiir konvergente Folgen (x,) und
(¥n) gilt der Grenzwertsatz lim,,_,(A1 X, + A2y,) = A1 lim,, 00 X, + A2 limy, 00 Y

Lemma3.1 Essei T:V — W linear. Dann gilt:

(@ T0)=0,T(—v)=—T(), T(v—w)=T(v)— T(w) fiirallev,w € V.

b) TAv1+--+A,0) =M T(h)+--+ A, T(vy,) fiirallev,e V, A; € K.

(c) Ist fiir eine Familie {v; | i € I} die Menge {T(v;) | i € I} linear unabhdngig in W, so ist
{vi|i € 1} linear unabhdngigin V.

(d) Fiir lineare Teilrdume V' C V und W’ C W sind Bild T(V’) C W und Urbild T-'(W')C V
lineare Teilrdume.

(e) Esgiltdim T(V)<dim V.

(f) Ist T ein Isomorphismus, so ist auch T~ linear (und ein Isomorphismus).

Beweis. (a) Wegen (—1)v = —v und der Linearitdt von T gilt, T(v —w) = T(v + (—1)w) =
T(w)+(—1)T(w)= T(v)— T(w). Setzt man hier v = w =0 ein, so hat man 7(0)=T(0—0) =
T(0)—T(0)=0;setztman v =0e¢in,sohatman T(—w)=TO0—w)=TO0)—T(w)=0—T(w) =
—T(w).

(b) folgt durch vollstandige Induktion {iber 7.

(c) Sei Zzzl ar v =0.Nach T(0) =0 und (b) folgt durch Anwenden von T,

T(O) =0=T (Z(Zk l/k) = Z(Zk T(Uk).
k=1 k=1
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {T(v,) | k = 1,...,n} folgt @; = --- = @, = 0; also
waren die {v;} bereits linear unabhingig.

(d) Wegen 0 € V’, 0 € W’ und T(0) = 0 sind die Mengen T(V’) und T-!(W’) nichtleer. Wir
zeigen, dass das Unterraumkriterium LemmalZ?] fiir T(v’) erfiillt ist. Seien dazu w;, w, €
T(V"), etwa wy; = T(v;) und w, = T(v,) mit v, v, € V’. Dann ist

AMwr+ 2w, =AM T(v1)+ A, T(v2) = T(A vy + Av2) = T(v3),

dabei ist v3 = A v, + A, v, € V' wegen der Abgeschlossenheit der linearen Operationen in V’.
Also Ay w, + A,w, € T(V’). Der Beweis des Unterraumkriteriums fiir 7-1(W’) verlduft analog.
(e) Sind T(vy),..., T(v,)linear unabhédngigin W, so sind nach (c) vy,..., v, linear unabhingig
in V; also n < dim V. Dies gilt insbesondere fiir eine Basis { T(v1),..., T(v,)} von T(V).

(f) Es seien w, w’ € W. Da T bijektiv ist, existieren eindeutig bestimmte Vektoren v,v’ € V
mitw =T(v), w = T(v’),sodass v =T"Yw), v'= T (w’). Dann gilt T(Av+uv’)=Aw+uw’.
Wendet man darauf 7-! an, so hat man AT Y (w)+uT-Y(w’) = T-'(Aw + pw’); also ist T—!
linear. |

Lemma 3.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es seien V und W Vektorrdume und B C V
eine Basis von V. Ferner sei eine Abbildung Ty: B— W gegeben.

Dann ldisst sich Ty eindeutig zu einer linearen Abbildung T: V — W fortsetzen. Das heifst, es
gibt eine lineare Abbildung T: V — W mit T(b) = Ty(b) fiir alle b € B; und wenn fiir eine
lineare Abbildung S: V — W gilt, dass S(b) = Ty(b) fiir alleb € B, dann istS=T.

Beweis. (a) Es sei v € V. Da B eine Basis ist, existieren n € N, a; € IK und by € B fiir k =
1,...,n,sodass v =a;b, +---+ a,,b,,. Wir definieren

T(v):=) arT(by).
k=1

Wegen der Eindeutigkeit der Linearkombination fiir v, ist T(v) wohldefiniert; andererseits
ist T nach Konstruktion linear, denn sei w = Zzzl Pibi, soistv+w = Zzzl(ak + Bi)br und
T(w)=2, B Ty(b) und daher

T(v+w)= (ax+B)To(bi) =D axTo(bi)+ Y _BiTo(bi) = T(w)+ T(w).
k=1 k k

AuBerdemist Av =), Aa;b; und damit
T(w)=) AarTo(be) =2 arTolbi) = AT(v).
k k

Somit ist T linear.
(b) Eindeutigkeit. Es sei auch S: V — W eine lineare Fortsetzung von Tp. Dann gilt fiir alle
v € V nach Konstruktion von T und wegen der Linearitdt von S

S(v)-T(v)=S (Zakbk) -T (Zakbk) =
k k

= aSbi) = Y arT(b) =) axTo(bi) = Y ax To(bx) =0.
k k k k
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Beispiel 3.2 Es sei V ein K-Vektorraum und B = {b;,...,b,} eine Basis von V. Dann gibt es
nach Lemmaf.Z genau eine lineare Abbildung

Op: VoK, Op(br)=er, k=1,...,n.

Offenbar ordnet diese Abbildung jedem Vektor v = a1 b; +a, b, +---+a, b, seine Koordinaten
(ai,...,a,) beziiglich der gegebenen Basis B zu. Diese Abbildung hei8t Koordinatenabbil-
dungvon V beziiglich B. Die Koordinatenabbildung ®j ist bijektiv. Ihre Umkehrabbildung
®,': K" — V ist eindeutig bestimmt durch ®;'(e;) = by, k=1,...,n.

3.1.1 Die Matrix einer linearen Abbildung

Mit Hilfe von Koordinatenabbildungen ldsst sich zu jeder linearen Abbildung T unter Aus-
zeichnung von Basen im Ausgangsraum und im Bildraum eine Matrix zuordnen.

Definition 3.2 Gegeben sei eine lineare Abbildung S: V — W und Basen B = {b;,...,b,} und
C ={cy,...,cn} von V bzw. von W. Dann gibt es genau eine Matrix A € K"*" so dass das
folgende Diagramm kommutativ ist

Wl |

Ta

Kn 5 Km
Hierbei ist T, die gem&dR BeispielB.dl (al) der Matrix A zugeordnete lineare Abbildung
T;: K" - K™, Esist Ty = ®c°5-®,'. Dabei gilt mit A = (a;;)i=1..m
j=l..n

Sb))=> aijci, j=1,...,n.
i=1

In der Tat ist ja umgekehrt S = ®_'-T,-® 5 und somit

S(bj) =0 (Ta(@5(b))) = B (Ae)) =¥ (Z aijei) = a9 e)=) aici
i=1 i=1 i=1
Wir bezeichnen die Matrix von S beziiglich B und C mit A= Mg ¢(S).

Beispiel 3.3 (a) Es sei ¢ € K fixiert und S: V — V gegeben durch S(v) = cv. Ferner sei
B=1{b,,...,b,} eine Basis von V. Dann gilt S ist linear und die Matrix von S beziiglich der
Basis B lautet:

cC - 0

Mpp(S)=1]: . i |=cl.
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Dies ist das c-fache der Einheitsmatrix [,,. Es gilt ndmlich S(b;)=cb;, i =1,..., n.

(b) Es sei B, die Standardbasis von K", A € K™*". Dann gilt A = M3, 5, (T4). Das heif3t,
dass die Matrix zur linearen Abbildung T, beziiglich der Standardbasis genau die Matrix A
selbst ist. Dies bedeutet, dass es eine bijektive Beziehung zwischen den Matrizen K™ *" und
den linearen Abbildungen L(IK"”,[K™) gibt. In der einen Richtung ist sie gegeben durch die
Zuordnung A — T, und in der anderen Richtung durch S — M5, 5, (S). Diese beiden Zuord-
nungen sind sogar zueinander inverse lineare Abbildungen zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen. Da bei linearen Isomorphismen Basen in Basen iiber gehen, siehe Lemma[3.5
unten, sind die Dimensionen beider Rdume gleich grof§

dim (K", K™) = dim K™" = mn.

(c) Es sei P: R3 — R? gegeben durch P(x;, X, Xx3) =(2x; — X3, X1 + 2Xx, + 3x3). Dann gilt

2 0 —1
A= MB3,Bz(P): 1 2 3

und P=T,.

(d) Es sei W =Abb(RR,R) und V =R;[x]; a € R sei fixiert. Die Verschiebung V, (auch Trans-
lation oder Shift genannt), gegeben durch V,: W — W, (V, f)(x) = f(x —a), f € W, ist eine bi-
jektive lineare Abbildung. Wir betrachten die Einschrankung von V, auf V und berechnen die
Matrixvon V, beziiglich der Basen B = {1, x, x?} im Ausgangsraumund C = {1, 1+x, 1+x+x?}
im Bildraum. Es ist

Va(1)=1,
Vix)=x—a=(x+1)+(—a+1)1,
V(x)=(x—ay=x*-2ax+a*=(x*+x+1)+(-2a—-1)(x+1)+(a*+2a)

Hieraus kann man die Matrixeintrdge von A = (a;;) € R>* spaltenweise sofort ablesen:

1 1—a a?*+2a
Mpc(V)=A=|0 1 —2a-1
0 0 1

Man beachte, dass Mg (T) nicht nur von den Basen B und C abhingt, sondern auch von
der Reihenfolge der Vektoren in der Basis. Wir betrachten also hier immer geordnete Basen.

3.2 Kern und Bild

3.2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.3 Essei T: V — W eine lineare Abbildung. Dann nennt man

Im T :=T(V)das Bildvon T,
Ker T:=T-1({0}) den Kernvon T.
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Als Rangvon T bezeichnet man die Zahl rg T := dim im T = dim T(V); als Defektvon T be-
zeichnet man die Zahl def T :=dim Ker T

In der Tat sind nach LemmafB.1l(d) Im T und Ker T lineare Teilrdume von W bzw. von V, da
V und {0} Teilriume sind. Daher hat es Sinn, von deren Dimensionen zu reden.

Lemma 3.3 Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) T ist surjektiv.
(b) Ist B eine Basis von V, so ist T(B) ein Erzeugendensystem von W.

Ist dariiber hinaus W endlichdimensional, so ist mit (a) und (b) gleichwertig
©rgT=dimW.
Beweis. (a) < (b). Wegen der Linearitidt von T ist
span T(B)= T(span B)=T(V).

Ist T surjektiv, so ist T(V) = W und T(B) ist ein Erzeugendensystem fiir W. Ist umgekehrt
span T(B) = W, so ist T surjektiv. Ist nun dim W endlich, so folgt aus der Surjektivitdt von
T, dmT(V) =dimW, also rg T = dim W. Ist umgekehrt dim W = dim T(V), so folgt aus
T(V)c W und LemmalZ8 (c) T(V)= W, also ist T surjektiv. |

Lemma 3.4 Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) T ist injektiv.

(b) Ker T =40}.

(c)defT=0.

(d) Ist B eine Basis von V, so ist T(B) linear unabhdngig.

Ist V endlichdimensional, so ist aufserdem gleichwertig
(ergT=dimV.

Beweis. Die Gleichwertigkeit von (b) und (c) ist klar, da der einzige nulldimensionale Raum
der nur aus dem Nullvektor bestehende Raum {0} ist.
(@) = (b): Wegen der Injektivitdt von T folgt aus T(x) = T(0) = 0 sofort x = 0; also ist
Ker T =40}.
(b) = (d): Es sei

a,T(by)+-+a,T(b,)=0
eine Linearkombination von T(B)in W.Dann gilt T(a; b, +:--+a,b,) =0und wegen Ker T =

{0} folgt weiter a1 b, +---+a, b, =0. Da aber B linear unabhingigin V war,ista; =---=a, =
0. Somit ist 7(B) linear unabhéngig.
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(d) = (a): Es sei nun B eine Basis von V und v,v’ € V moégen die Darstellungen v =
> aib;und v'=Y"" | B;b; mit b; € B besitzen. Wenn nun T(v) = T(v") gilt, so folgt

T (Zaibi) =T (Zﬂibi) = > @ T(b)=) FiT(b).

Nun ist aber nach der Annahme in (d) auch T(B) eine Basis in W. Nach LemmalZZl (b) ist
aber die Koordinatendarstellung beziiglich einer Basis eindeutig; folglich gilt a; = f3; fiir alle
i=1,...,n.

(d) = (e): Seinun V endlichdimensional mit einer Basis B={b,,...,b,}. Nach (d) ist dann
auch {T(b,),..., T(b,)} linear unabhingig in W, also dim T(V) = rg T > n. Umgekehrt gilt
nach Lemmaldl(e) rg T < n. Folglich ist rg T = n.

() = (b):SeirgT = n=dimV und w; = T(b,),...,w, = T(b,) sei eine Basis von Im(T).
Nach LemmalB](c) ist dann B :={b;,...,b,} linear unabhéngigin V. Wegen n =dim V ist B
sogar Basis in V. Sei nun T(v)=0 fiir ein v € V, etwa fiir v = a1 b; +--- + a,b,,. Wendet man
T darauf an und benutzt die Linearitdt von T und T(0) =0, so folgt

a, T(by)+--+a,T(b,)=0.

Da aber {T(b,),..., T(b,)} Basis in T(V) ist, folgt @; = --- = @, = 0. Somit ist v = 0 und
Ker T =1{0}. ]

Wir fassen die Aussagen von LemmaB.3und Lemmaf.4l zusammen und erhalten eine Cha-
rakterisierung der bijektiven linearen Abbildungen (Isomorphismen).

Lemma 3.5 Es sei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) T ist ein Isomorphismus.
(b) Wenn B eine Basis von V ist, so ist T(B) eine Basis von W.

Besitzen dariiber hinaus V und W endliche Dimension, so ist aufSerdem dquivalent dazu

©dimV=rgT=dimW.

Definition 3.4 Zwei Vektorrdume V und W iiber K heillen isomorph, symbolisch V = W,
wenn es einen Isomorphismus T: V — W gibt.

Folgerung 3.6 Isomorphe Vektorrdume besitzen dieselbe Dimension. Gilt umgekehrtdim V =
dim W < 00, so sind V und W isomorph. Insbesondere sind alle Vektorrdume V mitdimV =n
isomorph zu IK".

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus dem obigen Lemma. Seien nun V und W endlichdi-
mensionale Vektorraume mit derselben Dimension 7 und seien etwa B = {b,,...,b,} und
C=1{cy,...,c,} Basen in V bzw. in W. Dann ldsst sich die Abbildung Ty: B — W, T(by) = ck
eindeutig zu einem Isomorphismus T: V — W fortsetzen. Mit Hilfe der Koordinatenabbil-
dungen lésst sich T schreiben als T = ®_'-®p. ]

Unendlichdimensionale Rdume sind nicht notwendig isomorph.
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3.2.2 Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Ist T € L(V, W), so kann man die Zahlen def T und rg T betrachten. Erstaunlicherweise hangt
def T+rgT gar nicht von T ab.

Satz 3.7 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) Es sei V ein endlichdimensionaler
Vektorraum. Fiir jede lineare Abbildung T: V — W gilt dann:

r1gT+defT=dim V.

Beweis. Als Teilraum von V besitzt Ker7T auch eine endliche Dimension; sei etwa
K = {by,...,b;} eine Basis von KerT. Nach Lemmal8 kann man K zu einer Basis
ib1,...,b4,b441,...,b,} von V ergdnzen. Wir werden zeigen, dass E := {T(bg+1),..., T(b,)}
eine Basis von Im T ist.

E ist erzeugend fiir imT. Es sei T(v) € im T mit v = Z:.l:l a;b;. Wegen der Linearitdt von T

und wegen T(b,)=T(b,)=---=T(b,;)=0 folgt
T(v)=T (Zaibi) =Y a;T(b;)= Y a;T(b))€spanE.
i=1 i=1 i=d+1

E ist linear unabhdngig. Sei
n n n
Z a,T(b,)zOzT(Z a,-b,):0:> Z a;b; e KerT.
i=d+1 i=d+1 i=d+1
Folglich existieren ¢; € K, i =1,...,d mit
n d
Z (Zibi :Z(Zibi.
i=d+1 i=1

Da aber {b;,...,b,} eine Basis von V ist, folgt hieraus a¢; = @, =--- = a,, = 0. Also ist E linear
unabhéngig und damit eine Basis von Im T'. Somit gilt

rigT=dimImT=#{bs11,...,bp}=n—d=dimV —def T.

Satz 3.8 (Aquivalenzsatz) Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen gleicher Dimension, dim V =dim W < co. Dann sind dquivalent:

(a) T ist injektiv.
(b) T ist surjektiv.
(c) T ist bijektiv.
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Beweis. (a) — (b). Nach Lemmal4)e) gilt r g7 = dim V, also nach Voraussetzung auch

rg T =dim W. Nach Lemma[Z3folgt dann T ist surjektiv.

(b) — (c). Nach den beiden Lemmas und nach Voraussetzung ist wieder rg7 = dimW =

dim V, also ist T injektiv und damit bijektiv. Schlief3lich ist die Richtung (c) — (a) trivial.
[ |

Der Satz gilt nicht mehr in unendlich-dimensionalen Raumen, wie das folgende Beispiel des
Verschiebungsoperators T: w — w zeigt: T(x) = T((x1,Xx2,...)) :=(0,x1,X,,...). Offenbar ist T
injektiv aber nicht surjektiv.

3.3 Matrizenrechnung

3.3.1 Rangund Defekt einer Matrix

Wir haben bereits in Kapitel 1.2 gesehen, wie Matrizen addiert, multipliziert und skalar ver-
vielfacht werden. Unter dem Gesichtspunkt, dass wir Matrizen A € [K”**" mit ihren linearen
Abbildungen T, € (K", [K™) identifizieren, konnen wir die eben eingefiihrten Begriffe, Kern,
Bild, Rang, Defekt aber auch Invertierbarkeit direkt auf Matrizen {ibertragen.

Definition 3.5 Fiir eine Matrix A € IK">*" definieren wir

(a) den Kernvon A KerA = Ker Ty, das Bild von A, imA = im T, den RangrgA =g T, und
den Defekt von A tiber defA = def T}.

(b) Eine Matrix heillt quadratisch, wenn ihre Zeilen- und Spaltenzahl iiberein stimmen.

(c) Im A heildt auch Spaltenraumvon A und im AT nennt man den Zeilenraumvon A.

Bemerkung 3.2 (a) Es ist klar, dass KerA ={x € K" | Ax =0} =L06s(A4,0) genau die Lésungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax =0 ist.

(b) Dagegen ist InA={b K™ | 3x € K": Ax = b} die Menge der Vektoren b in K™, fiir die
das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b eine Losung besitzt.

(c) Eine wichtige Rolle spielt die Bestimmung des Ranges einer Matrix. Nach unserer Defini-
tion ist der Spaltenraum im A der von den Spalten der Matrix A aufgespannte Teilraum im
K", ImA =span{Aey,...,Ae,}. Somit gilt einerseits

rgA =dimspan{Ae;,...,Ae,} = Dimension des Spaltenraumes von A.

Da n Vektoren hochstens einen Raum der Dimension n aufspannen, gilt rgA < n. Anderer-
seits ist ImA € K™ und damit auch rgA < m. Folglich gilt r g A <min{m, n}.

Ebenso konnte man aber den Zeilenraum von A betrachten, die lineare Hiuille des von den
Zeilen von A aufgespannten Unterraumes von [K”. Natiirlich ist der Zeilenraum von A gleich
dem Spaltenraum von AT, Zeilenraum von A= ImAT.

Satz 3.9 (Zeilenrang = Spaltenrang) Fiir jede Matrix A € IK™*" gilt

rgA=r1gA’.
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Beweis. Wir wollen eine Zeile oder Spalte von A als linear iiberfliissig bezeichnen, wenn sie
die Linearkombination von anderen Zeilen bzw. Spalten ist. Verkleinert man eine Matrix
durch Weglassen einer linear tiberfliissigen Spalte, so @ndert sich der (Spalten)rang von A
nicht.

(a) Wir werden zeigen, dass sich auch der Zeilenrang dabei nicht dndert. — Angenommen,
die 1.Spalte der Matrix sei linear tiberfliissig, dann ldsst sich die erste Komponente jeder Zeile
linear kombinieren aus allen anderen Komponenten der Zeile. Dasselbe gilt fiir jede Linear-
kombination von Zeilen: auch hier ldsst sich die erste Komponente linear aus den anderen
Komponenten kombinieren (und zwar mit denselben Koeffizienten, wie bei allen Zeilen).
Somitist eine Linearkombination von Zeilen genau dann Null, wenn schon die entsprechen-
de Linearkombination der Zeilen, die durch Weglassen der ersten Komponente entstehen,
Null ist. Daher dndert sich der Zeilenrang nicht durch weglassen linear tiberfliissiger Spalten.
(b) Dasselbe Argument gilt natiirlich, wenn man die Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht:
Durch Weglassen linear tiberfliissiger Zeilen verringert sich der Spaltenrang nicht.

(c) Nun verkleinern wir unsere Matrix A schrittweise durch Weglassen linear iiberfliissi-
ger Zeilen und Spalten solange, bis es nicht weiter geht. Wir erhalten eine méglicherwei-
se kleinere Matrix A’, die denselben Zeilenrang und denselben Spaltenrang wie A hat. Also
rgA=rgA’undrgAT =rgA’" und A’ hat nur linear unabhéngige Zeilen und linear unabhin-
gige Spalten.

(d) A’ ist eine quadratische Matrix. Angenommen, A’ hat s Spalten und z Zeilen, dann gilt
wegen der linearen Unabhéngigkeit der Spalten rgA’ = s < z. Dasselbe Argument gilt aber
fiir den Zeilenraum, da die Zeilen von A’ linear unabhingig sind: rgA’”" = z < s. Also ist
rgA =rgA’ = s =z =: r und es gilt Zeilenrang von A = Spaltenrang von A = r= Format der
quadratischen Matrix A’. [

Bemerkung 3.3 Wir sahen bereits in AbschnittZ3:4 dass durch die 3 elementaren Zeilen-
operationen des Gaull-Algorithmus, der Zeilenraum nicht verdndert wird. Wir erhalten da-
her:

r =rg A =Anzahl der fiihrenden Einsen im Gaul3-Algorithmus.

Der Gaul3-Algorithmus (ohne Gaul3-Jordan) ist daher bestens geeignet, den Rang einer Ma-
trix zu ermitteln. Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen gilt ferner

n —r =def A =Dimension des Losungsraumes des homogenen Systems

Beispiel 3.4 (a) Es sei ¢ # 0, dann ist

c ... ¢
c ... ¢

rg =1,
c ... ¢

denn die Matrix besitzt nur eine linear unabhéngige Zeile. Fiir ¢ = 0 wire rgA =0.
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1 2 3
(b)SeiA= |4 5 6 |.Dann liefert der Gaul3-Algorithmus
7 8 9
1 2 3 1 2 3
A~10 -3 -6 |~]0 1 2
0 -6 —12 0 0O

FolglichistrgA =2 und defA =1.
(c) Essei x =(xy,...,x,) € K*" ein Zeilenvektor und y = (y,...,ym)" € K™*! ein Spaltenvek-
tor. Dann hat die Matrix

N
)2

A:y'x: . '(xly---’xn):(,Vixj)é'::ll...rrrll

Vm
den Rang 1 oder 0. Dies folgt aus rgx,rgy <1 und der Ubungsaufgabe 6.5.

3.3.2 Dieinverse Matrix

Wir wissen aus Abschnitt[[LT.3] dass nur die bijektiven Abbildungen invertierbar sind. Das
gilt natiirlich auch fiir lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen. Nach LemmaR.3l (c)
kann T, A € K"™*" nur dann ein Isomorphismus sein, wenn m = n ist und somit muss
A quadratisch sein. Nur fiir quadratische Matrizen hat der Begriff der Invertierbarkeit Sinn.
die zu (T,)~! korrespondierende Matrix bezeichnen wir mit B (falls sie existiert). Schreibt
man die Gleichung in linearen Abbildungen T«(T,)~' =(T4)~!-T; = id k» matriziell, so lautet
sie A-B = B-A = I,,, wobei B die zu (T;)~! gehorige Matrix ist. Wir definieren B als die zu A
inverse Matrix.

Definition 3.6 (a) Eine Matrix A € [K"*" heildt invertierbar, wenn es eine Matrix A~ € [K"xn
gibt, fiir die
AA T =AT A=,
Dabei ist I,, die Einheitsmatrix der Ordnung n. Wir nennen A~! die zu A inverse Matrix.
(b) Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen bezeichnen wir mit GL(7, K).

Invertierbare Matrizen nennt man auch reguldr wahrend die nichtinvertierbaren Matrizen
singuldr heiBen.

Bemerkung 3.4 (a) In der Tatist A~! eindeutigdurch A bestimmt, denn gidbe es ein B € [{"**"
mit derselben Eigenschaft, so wiare B= BI,, = B(AA™!)=(BA)A ' =1,A"1=A"1.
(b) Aus der Gleichung fiir die entsprechenden linearen Abbildungen folgt (nach Beispiel BT
(a2))

TyoTyr = idn = TyroTs.

Das heif3t, A ist invertierbar genau dann, wenn T, invertierbar ist und in diesem Falle gilt
(TA)_I = Ty-.
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Lemma 3.10 Es seien A, B € GL(n, K).
(a) Dann ist auch AB € GL(n,K) und es gilt(AB)™' = B~1A~1.
)AL, AT e GL(n,K) und (A1) '=A und(AT) 1 =(A-1)T.

Beweis. (a) Wegen AB-B™'A™! = A(BB™1)A™! = A-[,;-A™! = A-A™! = I, und analog
B-'A-1.AB = I, folgt die Behauptung. (b) Folgt genauso wie —(—x) = x und
Fernerist (A~')T-AT =(AA~Y)T = I = I,,. Hieraus folgt die Behauptung. n

= X.

B

Lemma 3.11 Essei A€ K™ ". Dann sind dquivalent
(a) A ist invertierbar.

(b)rgA=n.

(c)defA=0.

(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von K".

(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von K".

(f) T, ist injektiv.

(g) T ist surjektiv.

Beweis. (a) «— (f) «— (g): Ist A invertierbar, so ist T, invertierbar, also bijektiv. Nach
dem Aquivalenzsatz ist dies gleichwertig mit (f) und (g). Nach Lemma@4] sind (c) und (f)
gleichwertig und nach Lemma[.3l sind (b) und (g) dquivalent. Ferner ist (g) dquivalent zu
(d). Die Aquivalenz von (d) und (e) folgt schlieBlich aus SatzB.3 ]

3.3.3 Invertieren einer Matrix

Nach Lemma@B.TT] sind genau die quadratischen Matrizen invertierbar, die den vollen Rang
n haben. Anders ausgedriickt, der Gaul3-Algorithmus, angewandt auf A liefert n fiihrende
Einsen; jedes lineare Gleichungssystem A-x = b, b € R" ist eindeutig l6sbar (universelle Los-
barkeit fiir alle b). Man kann diese Losung sofort formal angeben, da ja A~! existiert. Multi-
pliziert man die Gleichung A-x = b von links mit A~!, so erhilt man

A Ax=b
AL Ax)=(A T A)x =1, x=x=A""b.
Die eindeutig bestimmte Losung von A - x = b ist also x = A~ - b. Genau das nutzt man zur

effektiven Berechnung der Matrix A=!. Ist ndmlich b =e;, j =1,...,n, und ist xU) die Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = e;, so gilt

AxV=¢; & xV=A""e; & xVist die jte Spalte der Matrix A~".

Die letzte Feststellung folgt aus Beispiel31] (a). Lost man also alle Gleichungssysteme Ax =
ej, j=1,...,n, so erhdlt man die Spalten von A~!. Somit ist das Verfahren zur Matrixinvertie-
rung klar:
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Verfahren zur Berechnung von A~!. Gegeben sei eine Matrix A € [K”*". Man wendet den
GaulB-Jordan-Algorithmus auf die erweiterte Koeffizientenmatrix an, wobei als rechte Sei-
ten die n Spalteneinheitsvektoren genommen werden.

Entsteht dabei auf der Koeffizientenseite (linke Seite) eine halbe Nullzeile, so ist der Rang
der Matrix A kleiner als n und die Matrix ist nicht invertierbar. Andernfalls entstehen n
ftihrende Einsen und die Koeffizientenmatrix A wird in die Einheitsmatrix I,, transformiert.
Auf der rechten Seite kann man dann die inverse Matrix A~! ablesen.

Beispiel 3.5 Gegeben sei die reelle 4 x 4- Matrix

1 0 1 1

1 1 21
A=

0 -1 0 1

1 0 0 2

Wir berechnen A~! durch simultanes Losen von 4 linearen Gleichungssystemen:

1 0 1 1]1 0 0 o0 (—1) Add. zu Zeile 2 und 4
1 1 2 1 0 1 0 0
0 —-1 O 1 0 0 1 0
1 0 0 2 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 |-1 1 0 0 Addition zu Zeile 3
0 —-1 O 1 0 0 1 0
O 0 -1 1 |-1 O 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 | —1 1 0 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0
O 0 -1 1 |]-1 O 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 | —1 1 0 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0 (—1) Add zu Zeile 2 und 1
0 O 0 2 | -2 1 1 1
1 0 0 0 2 -1 -1 0
0 1 0O -1/ 20 0o -1 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0
0 0 0 1 |-1 - 5 2 | Addzur2,Subtr. vonder3.Zeile
1 0 0 0 2 -1 -1 0
o p el
0o 0 o0 1 |- 1 I _I
2 2 2
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Somit gilt:
2 -1 -1 0 4 -2 =2 0
T 5 o—3 3| 12 1 -1 1
o 3 2 = 2f0 1 1 -1
-1 L 11 -2 1 1 1
2 2 2

3.3.4 Spezielle Klassen von Matrizen

Essei K=1R oder oder K=C.

Definition 3.7 Eine quadratische Matrix A € K"*" heil3t

symmetrisch, falls A= AT, also ajj=aj;furallei,j=1,...,n.

hermitesch, falls A = A*, dabei ist A* = (A)T, also a; j = a;j; (komplexe Konjugati-
on) furallei,j =1,...,n.

unitdr, falls A*A=AA*=1,,.

Eine unitdre Matrix mit nur reellen Eintrdgen heil3t orthogonal. Fiir orthogonale
Matrizen giltalso AAT=ATA=1,.

Beispiel 3.6 (Drehung um ¢) Essei D, die Drehung des R? um den Ursprung um den Win-
kel ¢. Wir werden sehen, dass dies in der Tat eine lineare Abbildung ist, deren Matrix bestim-
men und zeigen, dass D, orthogonal ist.

Die Koordinate y; erhdlt man als y; = rcos(p + ) =
rcossiny — rsinp cosy. Nun ist aber rcosy = x; und
rsiny’ = x,. Also hat man y; = cos ¢ x; — sin px,. Analog be-
rechnet man y,

% 0y

2 r ()&,xz) )
* ) y1=rcos(p+yY)=x;c0sp —x,singp,

7 Y2 =rsin(p +¢)=x;siny + x, cos ¢.

N

)2

Man erkennt, dass die Abbildung D, : R* — IR?, D, (il) = (
2

(cos @ —sin gp)

Ip, = | .

4 sing cosyp

Zur Vereinfachung der Symbolik identifizieren wir D, und Ip,. Man nennt Tp, die Drehma-
trix um den Winkel ¢. Es gilt

Py . 2 + 2
D,-DT = (coscp smgp)_(coscp smcp) _ (cos @ +sin® @ 0 )=Iz-

) linear ist mit der Matrix

¢ sing  cosyp —sing cosgp 0 cos? p +sin’ ¢

Das heildt, D, ist eine orthogonale 2 x 2-Matrix. In der Mechanik werden Drehbewegun-
gen im Raum , das heil3t, orthogonale Transformationen T € GL(3,R) durch die Eulerschen
Winkel beschrieben, siehe auchhttp://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Winkel.


http://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Winkel
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Jede Drehung im dreidimensionalen Raum R® um den Ursprung ist die Hintereinanderaus-
fiihrung von drei ebenen Drehungen: eine um den Winkel iy in der xy-Ebene, eine um den
Winkel 6 in der yz-Ebene und schlieflich erneut eine Drehung in der xy-Ebene um den
Winkel ¢.

Spéter werden wir die in DefinitionB.7] eingefiihrten Begriffe auch fiir lineare Abbildungen
definieren.

3.3.5 Koordinatentransformationen und Basistransformationen

Problem: wie verdndern sich die Koordinaten eines Vektors, wenn man zu einer anderen
Basis tiber geht?

Es sei V ein Vektorraum mit der Basis E = {e,...,e,}. Dann gibt es fiir jeden Vektor
v € V eindeutig bestimmte Zahlen, die Koordinaten von v beziiglich E, (x;,...,x,) mit
v=x1e1+-+x,e,.Seinun F ={f},..., f,} eine weitere Basisvon Vund v =y, fi+:--+y, fa.
Problem: Wie berechnen wir die neuen Koordinaten (y,...,y,) aus den alten Koordinaten
(x1,...,x,)? Die Basistransformation sei gegeben durch eine Matrix A € [K"*" in der folgen-
den Weise:

n
fj:Zaije,-, j:1,...,n; (33)
i=1

dabeisei A =(a;;) € K"*" die Matrix der Basistransformation. Fiir festes j schreiben wir also
die Koordinaten a;; von f; beziiglich E in die jte Spalte der Matrix A. Da F eine Basis ist, gibt
es auch eine Matrix B =(b;;) € K"*" mit

n
ei:Zbkifk, izl,...,n, (3.4)
k=1

welche die umgekehrte Basistransformation beschreibt. Setzt man @4) in @3) ein, so hat

man: o
fj:ZZaijbki fr, j=1,...,n.

i=1 k=1
Vertauscht man die Summationen und beachtet, dass F eine Basis in V ist, so hat man

n

Ji :Z (Zbkiaif) fi :Z(BA)kjfk — (BA)xj=0kj, k,j=1,...,n.
i=1 k=1

k=1

Somit gilt BA = I, — die Matrizen A und B sind zueinander invers (und insbesonde-
re regulédr); B = A~!. Durch Einsetzen der Basistransformation B3) in die Gleichung v =
yif1+---+ynfn erhalten wir eine Beziehung zwischen den Koordinaten x; und y;:

n n n n n n
=1 =1 =1 =1 i=1

i=1

Da die Koordinaten beziiglich der Basis {e;} eindeutig bestimmt sind, folgt x; = 27:1 aijyj
i=1,...,n, oder matriziell x = Ay. Da A regulér ist, gilt auch y = A~'x. Man beachte, dass in
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der Definition der Matrix A iber die transponierte Matrix einging. 'Formal’ gilt f =ATe
unde=(A"1)"f.

Beispiel 3.7 Wir betrachten das Beispiel aus der Ubungsaufgabe 5.3 genauer: Die Vektoren
b, =(1,2,1), b, =(2,9,0) und b3 =(3,3,4) bilden eine Basis B des R3. Bestimmen Sie die neu-
en Koordinaten ()1, )2, ys) beziiglich B, wenn die alten Koordinaten (x;,x,,x3) in der Stan-
dardbasis gegeben sind.

Wir lesen die Matrix A = (a;;) € R** der Basistransformation spaltenweise ab:

S

I
—_— N =
S O N
B~ W W

Mittels GauB3-Algorithmus bestimmt man die inverse Matrix

—-36 8 21
Al=| 5 -1 -3
9 -2 -5
Somit gilt
M4 —36x; +8x,+21x3
v l=y=A"1x= 5X1 — X2 — 3X3
V3 9x, —2x, — 5x3

Nun gilt y1 by + y2 by + y3bs = x1€1 + X265 + X3€5.

3.3.6 Verhalten von Matrizen bei Basistransformation

Problem: Gegeben sei eine lineare Abbildung T € L(V, W). Man ermittle Basen B und C in
V bzw. in W, so dass die zugehorige Matrix M ¢(T) eine maglichst einfache Gestalt hat. Wir
werden sehen, dass dieses Problem eine sehr einfache Losung besitzt (Normalformenpro-
blem).

Wir haben gesehen, wie sich die Koordinaten @ndern, wenn man zu einer neuen Basis iiber
geht. Nun wollen wir uns iiberlegen, wie die neue Matrix M’ einer linearen Abbildung T €
L(V; W) aussieht, wenn M = Mg (T) die Darstellung von T beziiglich gegebener Basen E
und F von V bzw. von W ist und wenn man in V und W zu neuen Basen E’ bzw. F’ iiber
geht. Wir wollen also M’ = Mg (T) aus M und den Transformationsmatrizen bestimmen.

A, B Matrizen der Basistransformationenin V bzw. in W.

x,y | Koordinaten von v € V bzw. von T(v) € W bzgl. der Basen E und F.

X,y Koordinaten von v € V und T(v)€ W bzgl. der Basen E’ und F".
M, M’ Matrizen von T beziiglich (E, F) bzw. (E’, F’).

Nach diesen Setzungen gilt mit Hilfe der Transformationsformeln

y=Mx y'=M'x" x'=A"'x y'=B7y.
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Multipliziert man die erste Gleichung mit B~! von links und setzt x = Ax’ ein, so hat man
B'y=B'Mx=B'MAx = y'=(B'MA)X,
sodass man unmittelbar die Transformationsformel erhalt
M’ =B 'MA. (3.5)

Besonders wichtig ist der Fall von Endomorphismen T € L(V), wo man iiblicherweise E = F
und E’ = F’ wdhlt, sodass A = B gilt. Hier lautet die Transformationsformel

M =A""MA.

Definition 3.8 Zwei quadratische Matrizen M, M’ € [K"*" heillen einander édhnlich, wenn es
eine invertierbare Matrix A € GL(n,K) gibt mit M’ = A~'MA.

Ahnliche Matrizen beschreiben ein und dieselbe lineare Abbildung T: K" — K" nur in ver-
schiedenen Basen.

Beispiel 3.8 In Ubungsaufgabe 5.3 war eine lineare Abbildung T': R3 — IR? gegeben durch
T(bl):(lro)! T(bZ):(_lrl)! T(b3):(0!1)r

wobei die Basis B = {by, b,, b3} gegeben ist durch b; =(1,2,1), b, =(2,9,0) und b; = (3,3,4).

Somit gilt
M= Mps(T)= !
e o 1 1)’

wobei B, die Standardbasis vom [R? ist. Gesucht ist die Darstellung von T beziiglich der Stan-
dardbasen B; und B,. Die Transformationsmatrix A von Bs nach B und deren Inverse A~!
sind dort angegeben. Da im Zielraum R? gar keine Transformation stattfindet entfallt der
Faktor B = I,. Somit gilt:

1 -1 o) (3¢ 8 2 41 9 24
M’ = Mp, 5,(T)=MA™ = 5 -1 -3|=
’ 0 1 1 14 -3 -8

3.3.7 Das Normalformproblem fiir T e L(V, W), V#W

Es seien V und W endlichdimensionale Vektorraume und T € L(V, W). Wir kommen nun
zuriick zur Frage, wie man Basen in V und W wihlen kann, dass die Matrix M’ von T
moglichst einfache Gestalt hat. Es sei r = rgT. Wie im Beweis von Satz3.7] wihlen wir
zunéchst eine Basis {b,1,b,42,...,b,} von Ker T. Ergdnzt man diese Basis zu einer Basis
ib1,....,b;,b141,..., by} von V, soist {T(by),..., T(b,)} eine Basis von Im T. Ergdnzt man wie-
derum diese r Vektoren beliebig zu einer Basis C = {T(b,),..., T(b;), W;41,..., W} von W, so

hat M’ = Mg ¢(T) die Gestalt
M — I. 0
~lo o)’
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wobei I, die Einheitsmatrix der Ordnung r ist. Dies folgt direkt aus der eingerahmten Formel
in Definition3.2

Startet man mit einer Matrix M € IK™*” vom Rang rg M = r, so gibt es nach den Uberlegun-
gen des vorigen Abschnitts reguldre Matrizen A € GL(m, K) und B € GL(n, K), sodass

) I, 0
M=AM'B=A B.
0 0

Wir nehmen M’ als Normalform von M.

Wesentlich schwieriger ist das Normalformenproblem fiir T € L(V), wenn wir ndmlich nur
eineBasis in V wihlen konnen, die fiir den Ausgangs- und Zielraum V gleichzeitig giiltig ist.
Wir kommen darauf im Kapitel Eigenwerttheorie zuriick.
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Kapitel 4

Determinanten

4.1 Definition und einfache Eigenschaften

Determinanten bilden ein dul3erst wichtiges Hilfsmittel in der linearen Algebra. Mit ihrer Hil-
fe kann man unmittelbar die Konsistenz von linearen n x n-Gleichungssystemen erkennen,
Volumina von Parallelepipeden ausrechnen, Geraden- oder Kreisgleichungen formulieren
u.v.a.
Es gibtim Wesentlichen zwei Méglichkeiten, um Determinanten einzufiihren, zum einen die
Leibnizsche Definition, die einige zusdtzliche Erlduterungen bedarf und zum zweiten eine
axiomatische Charakterisierung, durch ihre wichtigsten Eigenschaften. Die letzte ist elegan-
ter und beinhaltet gleichzeitig eine einfache Berechnungsmethode.
Wir benutzen zunichst die axiomatische Charakterisierung der Determinante. Fiir eine ge-
gebene Matrix A = (a;;) € K"*" seien a; = Z;Zzl a;jej, i =1,...,n, die Zeilenvektoren der
Matrix. Hier seien e; die Zeileneinheitsvektoren im K. Dann kann man die Matrix auch
schreiben als

a

a;
A=

Qn

Definition 4.1 Eine Abbildung det: K"*" — K, A — detA, heillt Determinante, falls folgen-
des gilt:

(D1) det ist linear in jeder Zeile i = 1,...,n, das heillt, wenn a; = Ab; + uc;,
ALuel, by, c; € K", dann gilt

( a \ (01\ ((11\

det | Ab;+uc; | =Adet| b; | +udet| c;

\ @) \an ) \a)

59
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Dabei seien bei den drei beteiligten Matrizen alle Matrixeintrdge aufSerhalb der
iten Zeile jeweils gleich.

(D2) det ist alternierend, das heil’t, vertauscht man zwei Zeilen a; und a;, so
andert sich das Vorzeichen:

(a) (a)

a; a;
det| : | =—det

a; a;

\@n ) \ @n )
(D3) detist normiert, das heifSt, det,, = 1.

Eine andere Schreibweise fiir det A ist

a, ... adip a;; ... dip
det| : =
aAnyp1 ... Qpup aAy1 ... Apn
Diese Definition der Determinante ist recht einfach. Es bleibt aber zu zeigen, dass eine sol-

che Abbildung tiberhaupt existiert. Zunédchst wollen wir einige Eigenschaften, u. a. die Ein-
deutigkeit, aus der Definition ableiten. Dazu setzen wir die Existenz voraus.

Satz 4.1 (Eigenschaften der Determinante) Esseidet: K"*" — K eine Determinantenabbil-
dung, dann gilt fiir alle A€ IK"™" und A € K:

(D4) det(AA)=A"detA.
(D5) Besitzt A zwei identische Zeilen oder eine Nullzeile, so gilt detA =0.

(D6) Entstehtdie Matrix A’ aus A durch die dritte elementare Zeilenoperation, das heifst, man
erhdlt A’ aus A indem man das Afache der iten Zeile von A wurde zur j ten Zeile von A
addiert (wobei i # j), so gilt

detA’ =detA.

(D7) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also A=(a;;), a;j =0 fiirallei > j,

ay dip - 4

0 ax - az
A= ,

0 0 ... aun

soistdetA=a, as - a,,.
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. A C . . . .
(D8) Essein>2 undA= 0 A mit quadratischen Matrizen A, und A,. Dann gilt
2

detA=detA,detA,.

(D9) rgA < n ist dquivalent zu detA=0.

(D10) det ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (D4) folgt unmittelbar aus (D1) indem man A aus jeder Zeile als Faktor herauszieht.
(D5) Vertauscht man identische Zeilen, so dndert sich die Matrix nicht, wohl aber das Vor-
zeichen der Determinante wegen (D3); also gilt det A = —det A und somit det A = 0. Aus einer
Nullzeile kann man durch Herausziehen des Faktors A = 0 erhalten, dass detA =0det A =0.
(D6) Sei i < j.Nach (D1) gilt

( a; \ (al\ (al\
a; a; a;
detA’ =det : =Adet| : |+det]| : |=detA.
Aa;+a; a; aj;
L an ) \a)  \an)

Wir halten fest, dass durch die elementare Zeilenoperation (a) (Vertauschen zweier Zeilen)
ein Faktor —1 hinzukommt, durch Multiplikation einer Zeile mit A der Faktor A hinzukommt
und durch Zeilenoperation (c) sich die Determinante nicht dndert.

(D7) Ist ein Diagonalelement von A gleich Null, so kann der Gaul3-Algorithmus keine 7 fiih-
renden Einsen mehr erzeugen (vgl. auch BeispiellZ3 (d)), es entsteht mindestens eine Null-
zeile, sodass nach (D5), detA =0 = a;; - a,, gilt. Sind andererseits alle Diagonalelemente
von A von Null verschieden, so kann man zunichst aus jeder Zeile i den Faktor a;; wegen
(D1) herausziehen und erhélt

1 aj, - ay,
detA=a,, ---a,, det

Die nun folgenden Jordan-Schritte benutzen nur noch die elementaren Zeilenumformun-
gen vom Typ (c), dndern also die Determinante nicht. Als Endergebnis erhalten wir die Ein-
heitsmatrix I,,, deren Determinante nach (D3) gleich 1 ist. Damit ist (D7) gezeigt.

(D8) Zunichst bringen wir A; durch die elementaren Zeilenoperationen (a) und (c) auf
Dreiecksgestalt A7. Wir benutzten dabei keine Multiplikation von Zeilen. Angenommen, wir
machten k Zeilenvertauschungen, so gilt detA} = (—1)FdetA,;, nach (D3). Dabei ging C in
eine Matrix C’ tiber wogegen A, unverdndert blieb. Ferner gilt nach (D1)

detA=(-1)"det (Al C)
0 A,
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Nun bringt man analog A, durch die elementaren Zeilentransformationen (a) und (c) (ohne
(b)) auf Dreiecksgestalt A’, etwa mit [ Zeilenvertauschungen. Dabei dndern sich A} und C’
nicht. Somit gilt einerseits det A, =(—1)! det A}, und andererseits:

A, C
detA=(-1)*""detA’=(-1)""det| '

0 A
Da aber A} und A, beides obere Dreiecksmatrizen sind und im linken unteren Block nur
Nullen stehen, ist insgesamt A’ eine obere Dreiecksmatrix. Nach (D7) gilt dann detA’ =
detA] detA), also

detA=(—1)FdetA}(—1)' det A} = det A, detA,.

(D9) Ist rgA < n, so liefert der GauB-Algorithmus mindestens eine Nullzeile und damit ist
nach (D4), detA=0.
Sei umgekehrt rgA = n. Wendet man den Gauf3-Jordan-Algorithmus auf A an, so wird in
jedem Schritt die Determinante mit einer von Null verschiedenen Zahl multipliziert, bei (a)
mit —1, bei (b) mit A # 0 und bei (c) mit 1, und man endet mit r = n fiihrenden Nullen bzw.
mit der Einheitsmatrix. Nach (D3) ist aber detI,, =1, also war det A # 0.
(D10) Wir argumentieren dhnlich wie in (D9) und zeigen, dass sdimtliche Werte det A festlie-
gen. Angenommen, rgA < n, dann ist nach (D9), detA = 0. Ist hingegen rgA = n, so liefert
der GauR-Jordan-Algorithmus nach endlich vielen elementaren Zeilenoperationen vom Typ
(a), (b) und (c) die Einheitsmatrix. Dabei gilt fiir den Ubergang von A nach A’ mittels Zeilen-
operation:

(a) detA=—detA’, (b)detA=AdetA’, (c)detA=detA".

In jedem Fall erhalten wir det A als Produkt von Faktoren —1, A # 0 und +1, wobei der letzte
Faktor gleich det I,, =1 ist. Somit ist det A berechenbar und liegt fest. [

Beispiel 4.1 (a)

01 2 110 1 1 0 1 1 0
32 10==1321==l0 -1 1]==l0 -1 1|=3
(D2) (D1) (D1) (D7)
110 0 0 1 2 0 0 3
(b)
0 b c d
—_ — _be.
c d 0 b ¢

Ist a # 0, so addiert man das —ﬁfache der ersten Zeile zur zweiten Zeile und erhélt dann mit
(D7)
a b

bc
0 d—=

=ad —Dbc.

c d

ab‘

Somit gilt allgemein
a b
d

‘:ad—bc
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auch fur a = 0; wir leiteten die bereits aus Abschnitt[L.3]lbekannte Formel ab.
(c) Eine Matrix A € [K"*" heil’t schiefsymmetrisch, wenn AT = —A. Nach (b) gilt fiir die schief-

b
symmetrische Matrix A = ( 0), detA = b2. Wir berechnen die Determinante einer

-b
schiefsymmetrischen 3 x 3-Matrix:

0 a
—-a 0 ¢
-b —c 0

Addiert man nun zur Zeile 3 das § fache der Zeile 1 und das —% fache der Zeile 2, so ist die

neue dritte Zeile eine Nullzeile und daher folgt aus (D5), dass detA =0.

4.2 Gruppen

Um einige Eigenschaften der Determinante beweisen zu konnen, benétigen wir den Begriff
der Permutationsgruppe und des Charakters einer Permutation.

Definition 4.2 (a) Eine Gruppeist eine Menge G zusammen mit einer Operation G x G — G,
(a,b)— ab, genannt Gruppenoperation oder Gruppenmultiplikation, sodass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(G1) Esgilt das Assoziativgesetz a(bc)=(ab)c fiiralle a,b,c €G.
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G, sodass fiir alle a € G giltae =ea =a.
(G3) Zujedem Element a € G gibt es ein Inverses Element a~!, sodass giltaa=' =a~'a =e.

Gilt auBerdem das Kommutativgesetz ab = ba fiir alle a, b € G, so heilst G abelsch.
(b) Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung f: G — H einer Gruppe G in eine
Gruppe H, fiir die gilt

f(gg)=1(g)f(g") firalleg, g’ €G. 4.1)

Beispiel 4.2 (a) Jeder Korper K bildet beziiglich der Addition mit dem neutralen Element
0 eine abelsche Gruppe (IK,+,0). Ist K ein Korper, so ist (IK\{0},-,1) eine abelsche Gruppe.
Jeder Vektorraum V bildet beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe (V, +,0). Jede lineare
Abbildung zwischen Vektorrdumen ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Es sei X eine beliebige nichtleere Menge. Dann ist

(X)={f: X — X| f ist bijektiv}

beziiglich der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine Gruppe, ((X),°,id x), wobei
das neutrale Element die identische Abbildung id x ist und die Umkehrabbildung f~! die zu
f inverse Abbildung ist.

Beweis. (1) Abgeschlossenheit. Es seien g, f € (X). Nach Ubungsaufgabe 1.4 ist die Komposi-
tion g-f wieder bijektiv; also g-f € (X).
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(2) Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ nach Lemmal[lTl

(3) Die Identitit ist bijektiv, id x € (X) und es giltid x°f = f-id x = f fiir alle f €(X).

(4) Wenn f € (X), so existiert die inverse Abbildung f~! und ist ebenfalls bijektiv; ferner

gilt fo-f~1 = f~1-f = id x. Damit sind alle Gruppenaxiome erfiillt, ((X),-,id x) ist eine Gruppe.
]

(c) Ist K ein Korper, so bildet GL(n, K), die Menge der invertierbaren Matrizen, eine Grup-
pe beziiglich der Matrixmultiplikation. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix I,, und
A~!ist das zu A inverse Element. Ist V ein Vektorraum, so ist die Menge der Automorphis-
men, GL(V) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung. Es ist GL(V) C (V) eine
Untergruppe.

4.2.1 Die symmetrische Gruppe
Permutationen

In diesem Abschnitt wollen wir das BeispieldZl (b) mit einer endlichen Menge X =
{1,2,..., n} genauer studieren. In diesem Falle schreiben wir (X) =: ,, und nennen diese Grup-
pe die symmetrische Gruppe von n Elementen. Die Elemente der Menge sind die bijektiven
Abbildungen f: X — X. Diese Abbildungen heillen auch Permutationen von X. Wir wollen
Permutationen als zweireihige Schemas aufschreiben, wobei in der ersten Zeile die Elemen-
te von X (moglicherweise ungeordnet) stehen und darunter in der zweiten Zeile ihre Bilder:

f—( 1 2 3 n)
S\ f@ fe) - fm)

Beispiel 4.3 Die 6 Elemente von S; sind

, 1 2 3 1
id = , S1=
1 2 3 2
1 2 3 1
S3 = , Z1=
*7l3 2 1 =12

In diesem Falle ist
1 2 3 1 2 3 1 2 3
31032 = o = e Zly
2 1 3 1 3 2 2 3 1

wihrend s;°s; = z, gilt. Man beachte, dass wie immer bei Abbildungen zuerst die rechtsste-
hende und dann die links stehende Permutation ausgefiihrt wird.

W N =N
—_— W
N—
N
[\S]
1 [
N
w =
— DN
N W
N—

Bemerkung 4.1 (a) Die Gruppe , ist fiir n > 3 nicht abelsch. Die Gruppen ; und ; bestehen
jeweils nur aus einem bzw. aus zwei Elementen und sind beide abelsch.
(b) Durch vollstdndige Induktion beweist man, dass #, = n!.
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Wir werden Permutationen oft mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen. So ist zum
1 2 3 45
2 4156

0_1_241563_123456
“\1 23 45%6)] \316 245

Der Charakter einer Permutation

o 6] . . .
Beispiel die zu o = ( 3) inverse Permutation gleich

Definition 4.3 Es sei 7w €,, eine Permutation.

(a) Als Inversion (oder ,Fehlstellung®) von 7 bezeichnen wir ein Paar (i, j), i,j € X, i <j mit
(i) > n(j).

Wir bezeichnen mit inv(7) die Anzahl der Inversionen von 7 und nennen sign (7) = (—1)"v(7)
den Charakter der Permutation 7. Ist sign(7) = 1, so heillt 7 gerade, ist hingegen sign () =
—1, so nennt man 7 ungerade.

So haben die Permutationen s; und s, aus Beispiel jeweils eine Inversion, ndmlich (1,2)
bzw. (2,3), wogegen s3 drei Inversionen (1,2), (1,3) und (2, 3) besitzt:

inv(id)=0, inv(s;)=inv(s;)=1, inv(s3)=3, inv(z;)=inv(z,)=2.
Somit gilt fiir die Charaktere der Permutationen
sign(id) =sign(z;)=sign(z,)=1, sign(s;)=sign(s,)=sign(s3z)=-1.

Lemma4.2 Esseienm,o €,,.
(a) Dann gilt

. n(j) - n(t)
signmw = —_—

1<i<j<n j—i

(b) sign(me0) = sign msign o. Insbesondere gilt sign = sign !

Beweis. (a) Zunéchst tiberlegt man sich, dass im Zdhler und im Nenner des Bruchs jeweils
samtliche Differenzen zweier voneinander verschiedener Zahlen j und i vorkommen, even-
tuell aber mit unterschiedlichem Vorzeichen. Damit ist dass Produkt gleich 1 oder —1. Genau
dann, wenn 7(j) < (i), wenn also (i, j) eine Inversion ist, kommt ein negatives Vorzeichen
hinzu. Die Gesamtzahl der negativen Vorzeichen ist also inv(7), sodass das Produkt gleich
sign 7 ist.

(b) Nach (a) gilt

Ao = Ho) _ o)) rlott) o) o0
sign(zo)=] | -=o=e ==

i<j i<j

Der zweite Faktor ist nach (a) gleich signo. Also geniigt es zu zeigen, dass das erste Produkt
gleich sign 7 ist. Nun gilt aber

[[ReWl=ro@) [ meG)-rlol) [ moG)-rlol)
o()—a(i) Ll ooy L) Te(h=o)

o(i)<o(j) o(i)>o(j)

i<j
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(o(j))—n(o(i))

Vertauscht man im zweiten Faktor die Rolle von i und j, so d@ndert sich am Bruch (o)

und man kann fortsetzen mit
l—[ (o (j)) — n(o(i)) l—[ n(o(j))—n(o(i))
LI “e()-oy L Te(h-o()

o(i)<o(j) o(i)<o(j)

Nun kann man beide Produkte wieder zu einem Produkt zusammenfassen:
l—[ n(o(j)) — n(o(i))
o(j)—o@i)

o(i)<o(f)
Da o bijektiv ist, durchlaufen r = o (i) und s = o(j) alle Zahlen von 1 bis rn, also
n(s)—mn(r) _ .
= l_[ ——————= =signm.
r<s s—r
Damit ist die Behauptung gezeigt. Wegen signid = 1 folgt signosigno~! = signid = 1 und
damit folgt die zweite Behauptung signo =signo . |

Bemerkung 4.2 (a) Ist H={—1,1} die Gruppe aus 2 Elementen beziiglich der gewthnlichen
Multiplikation, so ist sign : , — H nach (b) ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Multipliziert man nacheinander die Menge der geraden Permutationen A,, mit der Per-

. 1 2 3 n .
mutation T = s 1 3 , so entstehen nach obigem Lemma nur ungerade Permuta-
e n

tionen, denn signt = —1 (7 hat genau eine Inversion). Aus verschiedenen geraden Permuta-

tionen o; und o0, erhilt man dadurch aber auch verschiedene ungerade Permutationen 7o,
. . . . . . !

und 70,. Es gibt also genauso viele gerade wie ungerade Permutationen, ndmlich #A,, = Z.

4.3 Rechnen mit Determinanten

Zunichst wollen wir (D1) formalisieren bzw. auf mehrere Summanden erweitern.

Lemma 4.3 Es seidet: K"*" — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt fiir alle A= (a;;) €

Knxn
ejl
n .
d _ d e]z
etA= ayj, azj, -+ ayj,det | |. 4.2)
jlyj2v'"vjll:1 ‘
€jn

Dabei haben wir n Summen, die jeweils von 1,...,n laufen, also n" Summanden.

Beweis. Wir fixieren die Zeilen 2 bis n und schreiben die erste Zeile mit Hilfe der Basiszeilen-

vektorene;, € K1*" als a, = 2;1:1 aij ej,. Wegen (D1) gilt dann

n
Zjlzl aij, €j, €j

a 1 a;
detA =det . :Za”l det
. ji=1

a, an
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Macht man dasselbe mit der 2.Zeile a, = ZZZI asj,€j,, so erhdlt man

S
n on €,
detA:ZZaljlazjzdet as
J1i=1j2=1
Qn
Setzt man dies fort bis zur nten Zeile, so erhédlt man die Behauptung. [
Zum Beispiel haben wir
a b|_ 1ol o1 o ol f do1f o1
c d| |c d c d| 10 01 10 0 1
1 0 1 0 01 0 1
=ac ad bc bd .
1 0+ 0 1+ 1 0+ 0 1

4.3.1 Leibnizdefinition der Determinante

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, wie man die Berechnung jeder Determinante zu-
riickfiihren kann auf die Berechnung der n” Determinanten

det| |, ju..,jn=1...,m, (4.3)
€,

die nur aus Nullen und n Einsen bestehen. Nach Determinateneigenschaft (D4) sind aber
alle diejenigen Determinanten gleich Null, die mindestens zwei gleiche Zeilen haben, wo al-
so der Rang der entsprechenden Matrix kleiner als 7 ist. Die Determinanten sind daher
von Null verschieden, wenn sie vollen Rang n haben. Das ist genau dann der Fall, wenn in
jeder Spalte der Matrix genau eine Eins steht bzw., wenn alle Indizes ji, j,,..., j, paar-
weise voneinander verschieden sind. Das n-Tupel o =(j,..., j,) stellt also eine Permutation
von {1,...,n} dar. Somit vereinfacht sich die Formel zZu

€o(1)

€o(2)
detA= Z A15(1)A20(2)*** Ano(n) det . . (4.4)

[eaSh)

eo(n)

Wir kehren nun zum Gaul3-Algorithmus zuriick, um die Determinante der Permutationsma-
€o(1)

. €o(2) . o . :
trix Py = . zu berechnen. Dabei gehen wir wiefolgt vor: Wir vertauschen zwei be-

ecr(n)
nachbarte Zeilen, wenn in der oberen Zeile i die Eins rechts von der Eins in der darunter
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liegenden Zeile i + 1 steht, wenn also o(i) > (i +1). In diesem Falle ist (i, i 4+ 1) eine Inversi-
on der Permutation o. Durch den Tausch geht die Permutation ¢ in eine neue Permutation
o’ liber, die genau eineInversion weniger hat als o, inve’ =invo — 1. In der Tat, ist (k, i) eine
Inversion von o, soist (k,i+1) eine Inversion von o’; war (k, i+1) eine Inversion von o, so ist
nach dem Tausch (k, i) eine Inversion von ¢’. Waren schlief3lich (i, j) bzw. (i + 1, j) Inversio-
nenvon o, so sind (i +1, j) bzw. (7, j) Inversionen von ¢’. Weitere Inversionen kann ¢’ nicht
haben. Nach genau invo Nachbarzeilenvertauschungen, haben wir also die Einheitsmatrix
aus P, hergestellt. Somit gilt nach (D2) und (D3):

€o(1)

€o(2) i .
det U =(—-1)"9detI, =signo.

eo(n)

Satz 4.4 (Leibnizdefinition) Fiir jedes n € N gibt es genau eine Determinantenfunktion
det: K" — K. Sie ist gegeben durch

detA= Z SIgNO A15(1)A20(2) " * Ano(n)- (4.5)
o<,
Beweis. Wir haben oben gesehen: Wenn es iiberhaupt eine Determinantenfunktion gibt, so
muss sie @.0) erfiillen. Wir miissen also nur noch zeigen, dass die durch gegebene Funk-
tion tatsdchlich die Bedingungen (D1), (D2) und (D3) einer Determinante erfiillt.
In der Tat ist (D1) erfiillt, denn ersetzt man bei fixiertem Zeilenindex i die Matrixelemente
aiq(i) durch Ab;g(i)+ UCio(i), SO ist

Z signoag() - (M?ia(i) +M0ia(i))“' Ano(n) = AZ SigNo g1y - bia(i) “Apon)t

o<y, (S

,quign O a1501) " Cio(i)*** Anom = Adet A"+ udet A”.
o<,
Die Vertauschung zweier Zeilen i und j, i # j, kann man durch die Multiplikation von o mit
i
o
eine ungerade Permutation ist. Es sei A’ die Matrix mit den vertauschten Zeilen a; und a;,
wobei i < j. Dann ist

der Permutation 7 = korrigieren. Man beachte, dass signt =—1

detA’ = Zsign Oa1501)---Ajo(i)--- Aio(j)- - - Ano(n)

[eaSh)

= Z SIgNO A1 oo)1) -+ Aj (7)) -+ Aifor)i) -+ Bnfoo)n)
o<,

= Z (=1)sign(o7)caie-q)-.---- Anor(n) = —detA.
OTE,

Schliefilich ist klar, dass die Leibnizdefinition die Normierungsbedingung erfiillt, denn

in @) bleibt ein einziger Summand iibrig, ndmlich der zur identischen Permutation:

det], =, sign(id) a;;---an, =1. ]
o

=1
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Beispiel 4.4 Mit Hilfe der Leibnizdefinition berechnen wir detA, A = (a;;) € IK**. Die sym-
metrische Gruppe ; besitzt drei gerade Permutationen id, z; und z, und drei ungerade Per-
mutationen sy, s, und s3, also gilt

detA=a11a2033 + Q12023031 + A13G21 A3 — Q12021 A33 — Q13022031 — A11A2303).

+ + + — - — Dasselbe Ergebnis erhilt man
811 a12 q3 311 6_)[2 mit der Sarrusschen Regel:

R R L’ Achtung, sie gilt nur fiir 3 x 3-
\ \ /\\ , , Matrizen. Man schreibt zu-

| nidchst die beiden ersten
821 a22 823 | 821 %2 Spalten als vierte und fiinfte

e e \/\/ \ Spalte hinten an und berech-

. . . net die sechs Produkte auf

a31 a32 i a31 %2 den entstehenden Haupt- und
} Nebendiagonalen.

Lemma 4.5 Fiir eine quadratische Matrix A gilt detA=detAT.

Beweis. Es sei A= (a;;) € K"*". Dannist AT =(a;;) und

detA” = Z SigNo Ag()1--- Ao(n)n

(S

= Z SIgNO A1,5-1(1)--- An,o-(n)

o<y

= Z signo™! a, 5-11). - Apo-1(n) = det A.

o le,

Hierbei benutzen wir Lemmal.2 (b) und den Fakt, dass mit o auch o~! die gesamte ,, durch-
lauft.

Folgerung 4.6 Fiir die Determinantenfunktiondet: K"*" — K" gilt

(DI’) det ist linear in jeder Spalte j, j =1,...,n, das heifst, ista; = AB; +uy;, Bj,v; € K", so
ist

det(ay,...,ABj +uyj,...a,)=Adet(ay, ..., Bj,...,a,) +udet(ay, ..., 7j,...,qn).

(D2’) Vertauscht man in A zwei Spalten a; und a;, so dndert sich bei der Determinante das
Vorzeichen.

(D5’) Besitzt A zwei identische Spalten oder eine Nullspalte, so ist detA=0.

(D6’) Entstehtdie Matrix A’ aus A indem man zur j ten Spalte von A das Afache der iten Spalte
addiert und alle anderen Spalten unverdndert ldisst, so gilt det A’ = det A.
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(D7’) Fiir eine untere Dreiecksmatrix

an 0 0 0

ar A 0 0
A=

any Ap2 - Ann

giltdetA=ayaz - au,.

Beweis. Die Eigenschaften folgen alle aus den entsprechenden ,Zeileneigenschaften®, da
beim Transponieren Zeilen in Spalten iiber gehen und detA =detAT. |

Bemerkung 4.3 Analog zum Gauf3-Jordan-Algorithmus kann man daher die Determinan-
te auch durch die drei elementaren Spaltenoperationen berechnen: (a) Multiplikation einer
Spalte mit einer von Null verschiedenen Zahl A , (b) Vertauschung zweier Spalten und (c)
Addition des u-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte. Dabei muss man bei (a) und (b)
den Faktor A bzw. (—1) beachten.

Natiirlich kann man auch beliebig elementare Zeilen- und Spaltenoperationen miteinander
koppeln.

4.3.2 Entwicklungssitze und inverse Matrix

Wir geben hier eine dritte praktische Moéglichkeit an, Determinanten zu berechnen.
Wir beginnen mit einer einfachen Uberlegung, die aus (D8) und (D8’) folgt. Dazu sei

A€ K™n Dann gilt
det Lo =det Lo =det Lo =detA. (4.6)
0 A 0 A x A

Dabei steht * fiir einen beliebigen Zeilen- bzw. Spaltenvektor.

Satz 4.7 (Zeilenentwicklungssatz) Es sei A = (a;;) € K™ und A;; € K=Y*"=1 bezeichne
die Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass man die i te Zeile und die j te Spalte streicht.
Dann gilt fiirallei =1,...,n:

detA=> (~1)*a;; detA;. (4.7)
=1

Man nennt @) die Entwicklung der Determinante nach der iten Zeile.

Beweis. Fiir alle i, j bezeichne A’ i die n x n- Matrix, die aus A entsteht, indem man alle Ein-
trage der iten Zeile und alle Eintradge der jten Spalte Null setzt bis auf das Element a’ i=1
das Eins gesetzt wird. Wegen der Linearitdt von detA in der iten Zeile folgt wie im Beweis
von

n
detA= Za,-j detA;.j,
=1
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wobei wir die Elemente der jten Spalte zu Null gemacht haben (bis auf a;; = 1) mit Hilfe der
dritten elementaren Spaltenoperation. Nun tauschen wir die ite Zeile von A ; schrittweise
nach oben in die erste Zeile und die jte Spalte schrittweise nach vorn in die erste Spalte,
wobei wir die Reihenfolge der jeweils anderen Zeilen und Spalten beibehalten. Dazu sind
genau i — 1 Nachbarzeilenvertauschungen und j — 1 Nachbarspaltenvertauschungen nétig,
sodass

detA}; =(=1)""""/""det ((1) A(:]-) =(—1)"" detA;;.

Setzt man dies oben ein, so folgt die Behauptung. |

Folgerung 4.8 (Spaltenentwicklungssatz) Mit den Bezeichnungen des Zeilenentwicklungs-
satzes gilt fiirallej =1,...,n:

detA= Z(—n"ﬂ' a;jdetA;. (4.8)
i=1

Man nennt @38) die Entwicklung der Determinante nach der jten Spalte. Der Beweis folgt
sofort aus dem Zeilenentwicklungssatz, zusammen mit det A =detA'.
Man beachte bei den Entwicklungssidtzen die schachbrettartige Anordnung der Vorzeichen:

+ - +
_+_
+ - +

Beispiel 4.5 (a) Die Entwicklung von A =(a;;) € K33 nach der 2. Zeile liefert

ayp adis a; ais ay ap

detA=—a21 + ay — a3

aszy dss asy dadss asy dasp

(b) Entwicklung nach der 2. Spalte und dann nach der 3. Zeile liefert:

15 1
0 2 3
00 2 3 2 3
=(-5)[8 -1 2|=(-5)9 = —45.7=—315.
8 0 —1 2 -1 2
9 0 0
90 0 0

Satz 4.9 (Inverse Matrix) Es sei A = (a;;) € GL(n,K) eine invertierbare Matrix, und es sei
dji = (—1)i+j detAl-j, l,_] = 1, , 1.

Dann gilt

_ 1
" detA
Beweis. Wir miissen zeigen, dass (A B);; = 0;; fiiralle i, j =1,..., n, dabei ist B die Matrix auf
der rechten Seite von @.9). Fiir i =j ist in der Tat nach dem Zeilenentwicklungssatz

AT (dij)ij=1..n. 4.9)

detA B
detA

1 L ,
(AB)ij=—— ) au(-1)""detA; =
detA ;
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Fiir i # j haben wir
1 « .
(AB)ij :m Z(—l)kﬂaik detA]-k. (4.10)
k=1

Ersetzt man in der Matrix A die jte Zeile durch die ite Zeile, so erhdlt man eine Matrix A’
mit detA’ = 0 wegen (D5). Entwickelt man nun A’ nach der jten Zeile, so erhidlt man die
Unterdeterminanten detA;; mit den Koeffizienten (—1)**a;, also genau die Formel der
rechten Seite von @I0). Folglich gilt

1
(A B),'j = m detA’ =0.

b
d

a1 (d -b
ad—bc\-c a ]’

(b) Fiir eine regulédre Matrix A = (a;;) € GL(3, K) gilt

Beispiel 4.6 (a) Fiir eine reguldre Matrix A = ((Z ) € GL(2,K) gilt

3 1 az ai
A3 =——(-1)'"detAy; = ——
(A= g7 (=) 9= JetA

a dz3

4.3.3 Multiplikationssatz und die Determinante und Spur von T € L(V)

Satz 4.10 (Multiplikationssatz) Es seien A, B € K"*". Dann gilt det(AB)=detA det B.

Beweis. Wir benutzen die Leibnizdefinition fiir C=AB, c¢;, = Z;lzl aiibji:
n n n
detC= Zsigna Z aij,bjon Z azj,bj,002) Z Anj,Dj,on)
o<y Jj1=1 Jo=1 Jjn=1

n

= D i, ang, Y _signobjmebjeoe - bimom

Juj2renjn=1 o<,
Ist nun j =(jy,..., j,) keine Permutation von {1,..., n}, so ist der entsprechende Summand
Zaen signobjnenbj@ow@ Djmem) gleich Null, da die Matrix zwei identische Zeilen hat.
Wir kdnnen uns also auf Permutationen j = (j(1),...,j(n)) € , beschranken. Durch Um-
ordnen der Faktoren bj(l)a'(l)bj(z)a'(z) cee bj(n)a'(n) erhalten wir bl,jfla(l)b&j*lo(z) cee bn,jflo(n)- We-
gen sign j~! =signj gilt:

detC = Z ayj, -+ Apj,sign j Z signj~'sign o by -150)b2, ;1002 Duj-10(n)

JE€n o<,
:Zsign(j)alj1 “+ayj, det B=detAdet B.
JEn
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1

Folgerung 4.11 (a) Es sei A € GL(n, K) eine invertierbare Matrix. Dann gilt detA~! = Ted®

(b) Einander dihnliche quadratische Matrizen haben dieselbe Determinante.

Beweis. (a) Nach dem Multiplikationssatz ist 1 = detl,, = det(AA~!) = detAdet A~!. Hieraus

folgt (a).

(b) Nach dem Multiplikationssatz und (a) gilt detAMA~! = detAdetM(detA)~! = det M.
[

Bemerkung 4.4 (a) Man kann nun die Determinante einer linearen Abbildung T:V — V,
wie folgt sinnvoll definieren. Es sei B eine endliche Basis von V. Wir setzten detT :=
det My 5(T) und nennen diese Zahl die Determinante von T'. Diese Definition hidngt wegen
der Transformationsformel fiir Endomorphismen, M’ = AMA~! und wegen Folgerungl.TT]
(b) nicht von der speziellen Wahl der Basis B ab.
So erhalten wir im Beispiel (d) als Determinante des Verschiebungsoperators V, €
L(R,[x]), det V; =1 und fiir die Differentiation D: V — V auf den trigonometrischen Polyno-
men hochstens zweiten Grades (siehe Ubungsaufgabe 6.3) gilt det D = 0, da die Matrixdar-
stellung von D eine Nullspalte hat.
(b) Fiir eine quadratische Matrix A = (a;;) € K"*" definieren wir die Spur von A als trA =
ZZ=1 a; die Spur von A ist also die Summe der Hauptdiagonalelemente von A. Es gilt fiir
alle A, B € [K"*":

trAB =tr BA.

In der Tat ist
n n.on non n
trAB :Z(AB)kk :ZZ akjbjk =Zijkakj :Z(BA)” =tr BA.
k=1 k=1 j=1 j=1 k=1 j=1

Hieraus folgt, dass einander dhnliche Matrizen M und M’ die gleiche Spur haben. Es ist ndam-
lich
trM =tr(A"LMA)=tr(MA-A™)=tr(MI,)=tr M.

Wir definieren die Spur eines linearen Endomorphismus T € L(V), dim V < oo iiber die Spur
einer Darstellungsmatrix M 5(T):

trT:=tr Mg p(T).

Da dhnliche Matrizen dieselbe Spur haben, liefert diese Definition fiir alle Basen von V die-
selbe Zahl. So ist z. B. tr(id ) = dim V, tr D = 0 (Differentiation D € L(R3[x])) , trV, =dim V
als lineare Abbildung V,: V — V.

4.4 Einfache Anwendungen der Determinante

4.4.1 Cramersche Regel

Wie im Abschnitt tiber Entwicklungssétze bezeichnen wir die Spalten einer Matrix A = (a;;) €
K™" mita; = Z?zl a;je;, wobei hier e; € K"*! den jten Spalteneinheitsvektor bezeichnet.
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Satz 4.12 (Cramersche Regel — Gabriel Cramer, 1704 -1752) Es sei A € GL(n,K) eine regu-
ldre Matrix und b € IK"*! ein Spaltenvektor. Dann erhdlt man die Losung x € IK"*! des li-
nearen Gleichungssystems Ax = b folgendermafsen: Man ersetzt in der Matrix A die ite Spalte
a; durch die rechte Seite b und berechnet die entsprechende Determinante. Fiiri =1,...,n ist
dann

X; = det(ay,...,a;i_1,b,qjs1,..., Q).
i detA ( 1 i—1 i+1 n)
Also ist
1 ayn ... bl oo Aip
x.: eee
" detA
an, ... b, ... aun

Beweis. Fiir die Losung x hat man die folgende Identitéit in Spaltenvektoren: x;a; + x,a, +
---+Xx,a, =b.Da die Determinante linear in den Spalten ist, (D1)’, gilt:

det(b, as,...,a,)=det(x, a1 + x202) + -+ X, Qp, Uz, ..., Oy)
=x;det(ay, s, ..., a,)+ xdet(ay, s, ..., a,)+ -+ x,det(a,,...,a,)

= x;detA.

Daraus folgt die Behauptung fiir x,; analog beweist man sie fiir x»,..., x,. ]

4.4.2 Ebene Geometrie

Mit Hilfe von Determinanten lassen sich Geraden und Kreise besonders elegant darstellen.

Lemma4.13 Sind A = (a,,a,) und B = (by, b,) zwei verschiedene Punkte im R?, dann liegt
(x1,x2) € R? genau dann auf der Geraden durch A und B, wenn

X1 X2 1
a, a, 1{=0. (4.11)
b, b, 1

Beweis. In @I1) subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und der dritten und ent-
wickeln dann die Determinante nach der 3. Spalte:

X1—dA1 Xo—Aa> 0

X1—dad Xo—d
Al=| a a =_" 1 X2 2

=0.
bl—al bz—ag

bl—al bz—ag 0

Dies ist dquivalent zu (x; — a;)(b, — az) — (x2 — a3)(b; — a,) = 0 und falls b, # a, weiter zu

A4 = 224 der bekannten 2-Punkte-Gleichung der Geraden. ]
Xo—a bz—b]
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Lemma 4.14 Gegeben seien drei Punkte A = (a;,a;), B = (b1, b,) und C = (c;, c,) der Ebene
R2, die nicht alle zusammen fallen. Dann gibt es genau einen Kreis h oder eine Gerade h durch
A, B und C. Ein variabler Punkt X = (x,,x,) liegt auf h genau dann, wenn

2 2
X{+x5 X1 X2
as+a; a, a
b?+b, b, b,

2 2
citce;, ¢

b b
1
o

4.4.3 Lineare Unabhiingigkeit von Polynomen
Lemma 4.15 Die Menge der Monome B = {1,x,x2,...} bildet eine Basis im Vektorraum R [x].

Beweis. Nach BeispielZ3l (c) ist B erzeugend fiir R[x]. Wir miissen die lineare Unabhingig-
keit noch zeigen. dazu miissen wir die lineare Unabhédngigkeit jeder endlichen Teilmenge
B, =1{1,x,x2,...,x" 1} nachweisen. Angenommen

Qo+ a1 X +ax®+ 4 a1 x"1=0

in R[x] fiir eine gewisse Linearkombination der Monome. Dann muss diese Identitét insbe-
sondere fiir n verschiedene paarweise verschiedene x-Werte x;, x»,...,x, gelten:

o+ X+t e, x =0, i=1,...,n.

Dies ist nun ein lineares Gleichungssystem in den Variablen «;, i =0,...,n — 1 mit der qua-
dratischen n x n-Kooeffizientenmatrix

2 n—1

1 xi xy - X
2 n—1

A= 1 x x5 - X,
2 n—1

1 x, x; - Xy

Die Determinante ist eine Vandermondsche Determinante, diese ist nach Ubungsaufgabe
9.2 gleich

detA= I_I (xj —x;).

1<i<j<n
Da die x; als paarweise verschieden gewdhlt wurden, ist x; — x; # 0 fiir alle Paare (i, j), i # J,

also ist detA # 0; das homogen lineare Gleichungssystem Aa = 0 besitzt nur die triviale
Losung ag=a; =---=a,_; = 0. Damit ist B, linear unabhingig und B ist eine Basis. |
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Kapitel 5

Euklidische und unitiare Raume

5.1 Euklidische Raume

In diesem Abschnitt sei K = R und wir betrachten nur reelle Vektorrdume.
Mit Hilfe des Skalarproduktes verallgemeinern wir die Begriffe ,Ldnge“ eines Vektors, ,Win-
kel“ zwischen zwei Vektoren, wobei wir von den bekannten Begriffen im [R? und R3 starten.

Definition 5.1 Es sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V ist eine Abbildung
(-, : Vx V— R, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

® (Av+pw, u)y=2A(v, u)+u(w, u) (Linearitit)
(i) (v, w)=(w, v) (Symmetrie).
(iii) (v, v)>0fiiralle v und (v, v) =0 genau dann, wenn v = 0. (positive Definitheit).
Ein reeller Vektorraum V, zusammen mit einem Skalarprodukt heil$t Euklidischer Raum.

Aus den Eigenschaften (i) und (ii) folgt sofort, dass das Skalarprodukt linear in beiden Argu-
menten ist, also dass auch gilt:

(i) (u, Av+uw)=Au,v)+uu, w).

Diese Eigenschaft ldsst sich auf beliebig viele Summanden auf beiden Seiten verallgemei-
nern, so dass fiir v =" Aib;, w =" u;c; gilt

(U, w>:iiA1M1 <b,’, Cj>.

i=1 j=1

Bemerkung 5.1 Das Skalarprodukt ist also insbesondere eindeutig bestimmt, wenn man
(b, b;),i,j=1,...,nfiir eine Basis B={b,...,b,} von V kennt. Fiir eine beliebige endliche
Menge C = {cy,...,cp} heit die Matrix A = ({c¢;, ¢;))i j=1..m die Gramsche Matrix von C.Im
Falle einer Basis B spricht man auch von der Matrix des Skalarproduktes beziiglich der Basis
B. Wegen der Symmetrie des Skalarproduktes ist die Gramsche Matrix eine symmetrische
Matrix.

77
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Beispiel 5.1 (a) Standardskalarproduktin R”. Die Matrix des Standardskalarproduktes bzgl.
der Standardbasis ist die Einheitsmatrix. Fiir Vektoren x = (x,...,x,) und y =(y1,...,y,) des
R gilt

(x,y) :ixiyi-
i=1

Im Falle des euklidischen Raumes mit Standard-SKP schreiben wir auch (x, y) = x-y.
(b) V=IR2. Fiir x =(x1,x2) € Vund y =(y1,1») € R? definieren wir

(x,y):=x101+5x1Y2+5X201 +27X2)>.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sind sofort klar; Dieses Skalarprodukt ist auch nichtnegativ,
denn fiir alle x = (x1,x,) € R?ist (x, x) = x% + 10x,x, + 27x5 = (x; + 5x,)> + 2x3 > 0. Auch die
positive Definitheit ist jetzt klar, denn

(x,x)=0=> (X1 +5x)° +2x2=0=> X, +5x, =X, =0 = x; = x, = 0.

1 5
Die Matrix des SKP bzgl. der Standardbasis ist A = (5 27) .

(c1) Cla,b] mit (f, g) = f: f(x)g(x)dx. (i) Wir zeigen die Linearitdt im 1. Argument:

b b b
<Alf1+lzf2;g>:f (Alfl(t)‘i‘lzfz(t))g(t)dtlef fl(t)g(t)dt'i‘lzf fa(t)g(t)dz.

In der letzten Gleichung benutzten wir die Linearitédt des Integrals. Hieraus folgt die Lineari-
tdt. Die Symmetrie (ii) ist klar, da f(¢)g(¢) = g(t)f(¢) fiir alle .

(iii) Die Klammer ist nichtnegativ, denn das Integral einer nichtnegativen Funktion f(#)> >0
ist wieder nichtnegativ:

b b
(f»f>=f f(t)f(t)dtzf f(t)*de >o0.

Die Definitheit ist Teil der Ubungsaufgabe 10.*

(c2) Es sei V = R,[x]. Dann definiert (p, q) = f _1 L P(x)q(x)dx ein SKP auf V. Allgemein gilt
namlich: Ist V ein Raum mit SKP und U C V ein linearer Teilraum, so definiert die Einschran-
kung des SKP von V auch auf U ein Skalarprodukt. In unserem Falle kann man V auffassen
als 3-dimensionalen Teilraum von C[—1, 1], denn in der Tat ist ein Polynom p € R[x] bereits
eindeutig festgelegt durch seine Werte im Intervall [—1, 1].

Ist B :={by, b,, b3} :={1,x,x%} eine Basis in V, so ist die Matrix des SKP beziiglich dieser Basis
gleich

G= ((bi’ bj))i,j:l,z,s =

wivy © N
O winv O
g O win

Dl ={xx)|xn€R, D x% <00} mitSKP (x,y)=>"_ x,y» heifit Klein ell 2“ oder
Hilbertscher Folgenraum.
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5.1.1 Unitire Rdume

Vollig analog kann man in komplexen Vektorraumen ein Skalarprodukt definieren, wobei die
Symmetrie leicht abgedndert wird.

Definition 5.2 Essei V ein komplexer Vektorraum. Ein Skalarproduktin V ist eine Funktion
(-,+): VxV—C, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

) (A2v+pw,u)=A(v,u)+u(w, u) (linearim ersten Argument)
(i) (v, w)={(w,v) (hermitesch).
(iii) (v, v)>0fiiralle v und (v, v) =0 genau dann, wenn v =0 (positiv definit).

Ein komplexer Vektorraum V, zusammen mit einem Skalarprodukt hei8t unitdrer Raum.

Bemerkung 5.2 Aus den Eigenschaften (i) und (ii) folgt sofort, dass das Skalarprodukt anti-
linearim zweiten Argumenten ist, das heil3t, es gilt:

(u, ww+pw)=Av+pw, u)=2(v, u)+u(w, u)=22(u, v)+ulu, w).

Wie im euklidischen Fall ist auch hier das SKP schon eindeutig bestimmt durch seine Werte
auf einer Basis, also durch die Matrix ((b;, b;)) des SKP.

Die Matrix G eines komplexen Skalarproduktes ist hermitesch, das heil3t, es gilt G* = G, vgl.
auch DefinitionB7 In der Tatist g;; = (e;, e;) = (e;, e;) = gji.

Beispiel 5.2 (a) Standardskalarprodukt im C”. Die Matrix des Standardskalarproduktes
bzgl. der Standardbasisist die Einheitsmatrix. Fiir Vektoren x = (x,...,x,)undy =(,..., )
des C" gilt

(r.) =Y w7
i=1

(b) Es sei V der Vektorraum der komplexwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b], V=C([a,b],C). Dann definiert

b
(f,8) =f flx)g(x)dx

ein Skalarprodukt auf V.

5.2 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die Norm ei-
nes Vektors

Der Begriff der Norm eines Vektors verallgemeinert die Lénge eines Vektors auf beliebige
euklidische und unitidre Raume.
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Satz 5.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Es sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann gilt fiir allex,y € V

2
|, y) [ <t x) (v, ). (5.1)
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn {x,y} linear abhdingig ist.

Beweis. Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall eines unitdren Raumes durch. Fiir y =0 ist die
Aussage richtig, denn auf beiden Seiten steht 0. In der Tat ist (x, 0) = (x,0-0) =0(x,0) =0
firallexe V.

Sei nun y # 0. Fiir beliebiges t € C gilt:

0<(x—ty,x—ty)=(x,x)—t{x,y)—1(x,y)+1t*(y.,y).

{x.)

Setzten wir hier ¢ := b)Y’ so erhalten wir

1 ;1 . @)
OS(x’x>_<y,y>|<x’y> _<y,y>|<x’y>| oy

Multipliziert man diese Ungleichung mit (y, y ), so erhilt man die behauptete Ungleichung.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn y =0 oder wenn 0= (x — ry, x — ty ). Das heift aber,

x =ty fiirein ¢t € C. Es gilt also Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhédngig sind.
[

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das Standardskalarprodukt im R” ist schon aus der
Analysis-Vorlesung bekannt: Fiir Vektoren x = (x1,...,x,)und y; =(,...,y,) des R" gilt

n 2 n n
(inyi) SZX? Zylz
i=1 i=1 i=1

Im Falle von C([a, b],C), den stetigen, komplexwertigen Funktionen auf [a,b] lautet die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

2 b b
gf |f(t)|2dtf | g()| de.

Definition 5.3 Es sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine Funktion |-||: V — R
heillt Norm, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

b
f f(H)g(t)dt

(@) ||x|| > 0 und ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 (Positivitdt und Definitheit).
(b) ||[Ax]||=|Alllx]], A € K, x € V (Homogenitét).
(c) ||x +y || <||x||+ ||y || fiir alle x, y € V (Dreiecksungleichung)

Ein linearer Raum mit Norm heil8t normierter Raum.
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Satz 5.2 Es sei V ein Raum mit SKP (-, -). Dann wird durch ||x|| := /(x, x) auf'V eine Norm
definiert.

Benutzt man die Norm, so hat die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (5.I) die Form

IEBNEE (5.2)

Beweis. (a) Die angegebene Norm ist wohldefiniert und nichtnegativ, da r = (x, x) > 0 und
V1 > 0. Wenn ||x|]| = 1/ (x, x) = 0, so folgt (x, x) = 0, und hieraus wegen der Definitheit des
Skalarproduktes x = 0.

(b) Fir A€ K und x € V gilt

2] =/ (Ax, Ax) = \/ 224(x, x) = VAP / (x, x) = [ AllIx].

(c) Wir benutzen, dass fiir alle z € C gilt: z +z =2Rez und Re(z) <|z|. Fiir alle x,y € V gilt

[x+y|"=(x+y, x+y)=(x, )+ (x, y) + (. x) + (v, ¥)
= |lxlP+2Re (x, y) + |y || <lxl?+2] e, y) [+l |
< Il + 21l [y ||+ [y [ = el + [y 2.

Dabei haben wir in der letzten Ungleichung die CSU benutzt. Gleichheit tritt genau dann
ein, wenn x = Ay oder y = Ax mit einem A > 0. |

Bemerkung 5.3 (a) Nicht jeder normierte Raum besitzt ein SKP. So ist zum Beispiel der R?
mit [|(x1, x,)|| :=|x1|+ | x2 | ein normierter Raum, zu dem es kein Skalarprodukt (-, -) gibt, mit
llx|l = +/(x, x).

(b) Fiir einen normierten Raum mit SKP gilt ndmlich notwendig die Parallelogrammidenti-
tat.

|x=y|[ +]]x+y| =202+ |y|) vxyev. (5.3)

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Ist sie erfiillt, so definiert in einem euklidischen
Raum

(x,y) = i (e +IF =l =21F)

das zugehorige Skalarprodukt. Fiir unitdre Raume gibt es eine dhnliche Formel.

5.3 Orthonormalbasen

Wir definieren den Begriff ,,Orthogonalitidt” (oder des ,senkrecht stehens“) und zeigen, dass
jeder endlichdimensionale Raum mit SKP eine Basis aus paarweise orthogonalen Vektoren
besitzt, die die Linge 1 haben. Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren ist eine
Methode, wie man aus einem Erzeugendensystem eine Orthonormalbasis machen kann.



82 5 Euklidische und unitidre Riume

5.3.1 Winkel und Orthogonalitit

Definition 5.4 (a) Es sei V ein euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -) und a, ¢ von Null
verschiedene Vektoren in V. Dann heiflt ¢ € [0,7] der Offnungswinkel zwischen a und c,
wenn gilt

(a,c)
lallllcll

(b) Es sei V ein Raum mit Skalarprodukt. Dann heil3en a, ¢ € V zueinander orthogonal, wenn
(a, ¢y =0. Man schreibt in diesem Falle auch a 1 c.

cosp =

Man beachte, dass (a) sinnvoll ist, denn nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir alle
a,c#0

(a,c)
—llallllcll < {a, ¢y <llallllc]| = —1< ———=<1.
llallllcll

Da die Kosinusfunktion auf [0, 7r] bijektiv ist und alle Werte zwischen —1 und 1 annimmt, gibt
es einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ zwischen a und c. Der Begriff der Orthogonalitit,
das heiRt, der Offnungswinkel ist 77/2 und cos ¢ = 0, hat auch in unitdren Riumen Sinn und
auch fiir Vektoren, die gleich Null sind.

Beispiel 5.3 (a) Die Vektoren a =(2,0) und ¢ =(1, —+/3) im euklidischen Raum R2 (mit dem

Standardskalarprodukt) schliefen einen Winkel von  ein, denn es ist ||a|| = |c[| =2 und
T 1 1 1 1
Cos — === ——(2,0)(1,—V3)= —(2+0-(-v3))= .
3 2 allllell 2-2 2

(b) Wir betrachten den unitdren Raum der komplexwertigen, stetigen Funktionen auf [0, 27],
V=C([0,271],C,) mitdem SKP (f, g) = [ f(¢)g(t)dt. Die Vektoren x(¢)=sint und y(t) =
cos t sind orthogonal in V, denn

21 1 2n 1
(x,y) :f sintcostdtzif sin(2t)dt:—Z cos(2t)[5" =0.
0 0

Das heil3t, x L y.
(c) Man beachte, dass aus x L y folgt y 1 x und dass aus x L x folgt x = 0 (positive Definitheit
des SKP). Der Nullvektor steht auf allen Vektoren senkrecht 0 L x fiir alle x € V.

5.3.2 Orthogonalsysteme

Definition 5.5 Es sei V ein Raum mit Skalarprodukt und C = {c; | i € I} C V eine beliebige
Teilmenge. Hierbei sei stets I C N eine nichtleere Menge.

(a) C heilt Orthogonalsystem, abgekiirzt OS, wenn fiir alle i, j € I mit i # j gilt (c;, ¢;) =0.
(b) C heillt Orthonormalsystem, abgekiirzt NOS, wenn gilt

Ci, Cj :5i', Vi,jGI.
J J

(c) C heilt Orthonormalbasis, wenn C ein Orthonormalsystem ist und gleichzeitig eine Basis
inV.
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Bemerkung 5.4 Es sei C eine orthogonale Familie im Skalarproduktraum V, die nicht den
Nullvektor enthélt. Dann kann man C in eine orthonormale Familie C’ tiberfiihren, indem
man die einzelnen Vektoren normiert. Man setzt
/ Ci
cii=—,
el

Dann ist C' = {c] | i € I} ein NOS. In der Tat ist ]eder Vektor x/||x||, x # 0, normiert, denn

iel

b 1 llxll

[l [l IIXII ol

Beispiel 5.4 (a) Im euklidischen (unitdren) Raum R” (C") mit dem Standardskalarprodukt
ist die Standardbasis {ey, ..., e, } eine Orthonormalbasis.

(b) Im R3 mit Standard-SKP sind b; =(1,0,1), b, =(—1,0,1) und b3 =(0, 1,0) orthogonal. Die
zugehorige orthonormale Familie B’ ist

, |1 1
B :={—(1,0,1), —(-1,0,1), (0,1,0) ¢.

(70007

Da B’ linear unabhingig ist, ist B’ neben {e;, e,, es} eine weitere Orthonormalbasis im R3.
(c) Es sei V =CJ[0,27] mit dem SKP aus Beispiel .1l (c1). Die Familie

{1,cosx,sinx,cos2x,sin2x,...}

ist orthogonal in V, es gilt ndmlich fiir alle natiirlichen Zahlen m, n:

2n
f cos(mt)cos(nt)dt =0, falls m #n,
’ 2n
f sin(mt)sin(nt)dt =0, falls m #n,
0

21
f cos(mt)sin(nt)dt =0.
0
Dieses Resultat spielt in der Theorie der Fourierreihen eine grof3e Rolle.

Lemma 5.3 (Pythagoras) Es sei{c,...,c,}ein OSin V. Dann gilt
ler -+l = el +--+ el (5.4)

Beweis. durch vollstindige Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung offenbar. Die
Behauptung moge nun richtig sein fiir jedes OS mit n — 1 Vektoren, wir zeigen sie fiir das OS
C ={c,...,c,}. Dazu bemerken wir, dass C’ = {c¢; + ¢»,c3,...,c,} ein OS aus n — 1 Vektoren
ist, also gilt nach Induktionsvoraussetzung

n
ter+ c2)+ c3++++ call” =ller + coll* + llesll* +-+ +lleal* = (e + ¢z, 1+ ca) + D _lleil”
i=3

n n
=(c1, )+ {er, ) (e, e)+ca, )+ D _lleillP =D il
i=3 i=1
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Lemma 5.4 Jede orthogonale Menge, die den Nullvektor nicht enthdilt, ist linear unabhdngig.

Beweis. Es sei C ={c; | i € I} ein OS, das den Nullvektor nicht enthélt. Angenommen, es gibt
eine Linearkombination Z;’zl ajcj =0, a; € K. Bilden wir mit dieser Identitdt das SKP mit
einem festen ci, k =1,..., n, so erhalten wir

n
0={ck,0 —< Za]c]>:Zaj(cj,ck):ak(ck,ck).
=1

Wegen cy # 0 ist (ck, ¢x) # 0 und daher a; = 0. Da dies fiir alle k = 1,..., n gilt, ist C linear
unabhédngig. ]

Fiir SKP-Raume ist es sehr einfach, die Koordinatendarstellung eines Vektors beziiglich einer
Orthonormalbasis aufzuschreiben.

Satz5.5 Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt, und es sei
B=1{b,...,b,} eine Orthonormalbasis von V.
(a) Dann gilt fiir jedesx € V

X :i (x, bl> bi. (5.5)
i=1
Fiirallex,y € V gilt
(b) (x,y>=i<x,bi> (bi,y). (5.6)
i=1
(© lxI® =i| (x, bi) . (5.7)
i=1

Beweis. Es sei x = Y a;b; die Koordinatendarstellung von x beziiglich der Basis B. Wir
bilden das SKP mit dem Vektor b; und erhalten

(x, bi) = <Za bl,bk> =iai<bi,bk>=iai6ik=ak.
i=1 i=1

Hieraus folgt die Behauptung (a).
(b) Folgt aus (a) durch Bildung des SKP mit y. (c) folgt aus (b) indem man y = x setzt und
beachtet, dass (x, b;) (b;, x)=|(x, b;)|*. u

Bemerkung 5.5 Der obige Satz spielt in der Theorie der Fourierreihen eine wichtige Rolle:
die rechte Seite von (B.A) heillt im unendliche-dimensionalen Fall Fourierreihe von x und
(x, bi), k € N, sind die Fourierkoeffizienten.
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Beispiel 5.5 Bestimmen Sie die Koordinaten von v = (3,4, —8,12) € R* beziiglich der Ortho-
normalbasis B={3(1,1,1,1),5(-1,1,-1,1),3(1,-1,-1,1),5(1,1,—1,—1)} des Standardskalar-
produktes. Nach ist

v={v,b)b1+(v, bs) b+ (v, bs) bs+ (v, bs) b4

1
:5((3+4—8+12)b1+(—3+4+8+12)b2+(3—4+8+12)b3+(3+4+8—12)194)

1
=(11,21,19,3).

5.3.3 Orthogonalisierung

Wir werden sehen, dass jeder endlichdimensionale SKP-Raum eine Orthonormalbasis be-
sitzt. Der Beweis besteht in der Angabe eines expliziten Verfahrens, das auf Jargen Pedersen
Gram (ddnischer Mathematiker, 1850 — 1916) und Erhardt Schmidt (Universitét Berlin, 1876
-1959) zuriick geht.

Satz 5.6 (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) Es sei V ein endlichdimensionaler
linearer Raum mit Skalarprodukt und C = {c,, ..., c,} eine linear unabhdingige Mengein V.
Dann gibt es genau eine orthonormale Menge B ={ey, e,,...,e,} in V mit

spanf{ci,...,cy} =spanfie,,...,er}, k=1,...,n. (5.8)

Beweis. Die Vektoren ey, ..., e, werden rekursiv definiert. (a) Wegen der linearen Unabhén-
gigkeit von C ist ¢; # 0 und wir setzten

C
e .= .
lleall

Dann ist e; ein normierten Vektor und K¢, = Ke;; die Bedingung (.8 ist erfiillt.
(b) Angenommen, die Vektoren ey, ..., e; seien bereits so definiert, dass @8) fir k =1,...,j

gilt. Wir konstruieren nun
J
fia=cin= Y (i1, ex) e
k=1

Fiir die Mengen D = {ey, ..., e;,cj1} und D' = {ey, ..., e;, fj+1} sind die Voraussetzungen von
LemmalZj] erfiillt, d.h., der Koeffizient vor c;;, in der Linearkombination von f;,, ist von
Null verschieden. Daher ist auch B’ linear unabhingig und spannt dieselbe Menge auf wie
B:

span D’ =span D =span{c, cs,..., Cjt1}.

Insbesondere ist fj; # 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt (e;, ex) = 0 fiir alle i,k =
1,...,j.Daheristfiri=1,...,j:

j j
(fi+1, €)= <Cj+1 _Z<Cf+1’ er) ek, ei> =(cjt+1,€;) _Z<Cf+1' er) (ex, e;)

k=1 k=1

i
= <Cj+1» ei> —Z <Cj+1, €k> Ori= <Cj+1, ei> - <Cj+1, ei> =0.
k=1
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Setzt man daher

fin
(|
so bilden die Vektoren {e,,...,e;, e} ein NOS, das den selben Unterraum aufspannt, wie

{clr ooy Cj, Cj+1}'
(c) Eindeutigkeit. Angenommen, die Vektoren e, ..., e; seien bereits so definiert, dass (0.8)

€j+1=

fir k =1,...,j gilt. Angenommen, es gibt einen weiteren Vektor ej’. 4+, mit derselben Eigen-

schaft. Dann gilt
J J
/ /
ejH:ach—Zakek:a cj+1—Zakek
k=1 k=1

mit einem a # 0 (sonst wire e] 4 in der linearen Hiille der cy,...,c¢; und kénnte nicht
spanf{c,...,cj41} aufspannen). Fiir alle k =1, ..., j folgt dann aus der Orthogonalitit

(€)1, ex)=a((cjn, ex) —ar) = ar=(cj, ex).
Also gilt ej’. = afj;+1. Wegen der Normiertheit von e;;; und e’ 7+ folgt hieraus deren Gleich-
heit. ]
Wendet man das Schmidtsche Verfahren auf eine beliebige Basis eines SKP-Raumes an, so

erhéilt man eine orthonormierte Basis.

Folgerung 5.7 Jeder endlichdimensionale Raum mit Skalarprodukt besitzt eine Orthonor-
malbasis.

Beispiel 5.6 (a) Wenden Sie das Schmidtsche Verfahren an auf die Vektoren
(5] :(4y27_27_1)r Co :(2,2,_4,_5), C3 :(0,8,—2,—5)

im R* mit dem Standardskalarprodukt. Man erhalt

C
ledl 5

e = (42 —2,-1)

1 1
f2 =C2— (CZy el) e = (272y_4y_5)_ g 255(472y_2y_1) = (_2!07_27_4)

fa
==~ (=2,0,—2,—4),
e |
= —08252514221 24 2,0,—2,—4
f3—63—<C3,€1> 61—<C3,€2> 62—( »O, 74, — )_Eg( Y &y T Ly T )_‘/_—\/_—( )
:(—2,620)
fs
( 2,6,2,0).
Al

(b) (Fortsetzung von Beispielh.1] (c2)). Die Basis B = {1, x, x?} im Raum R;,[x] soll orthonor-
malisiert werden. Das SKP ist gegeben durch (p, q) = f _11 p(x)q(x)dx. Man beachte, dass
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ILl=v2, [lxll=/2/3.
bi 1
bl V2’

£2(6) = ba(x) — ( f % dx) e1(x) = ba(x) = x,

1

A

f3(x)=Dbs3(x) - (ﬁlxzé dx) % — (ﬁlxsdx) gx=x2— %,

es(x)= g (gxz - %) :

e|(x)=

Dies sind die ersten drei Legendre-Polynome, die spéter bei
den  Differentialgleichungen @ eine  Rolle  spielen = werden, siehe auch
http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial .html

5.4 Orthogonalzerlegung und Projektion

In diesem Abschnitt sei V stets ein endlichdimensionaler Raum mit Skalarprodukt.

Definition 5.6 Essei M C V eine Teilmenge von V. Dann heifst
Mt={xeV|{x,m)=0VmeM}

das orthogonale Komplementvon M in V.

Lemma 5.8 Esseien M und N Teilmengen von V, dann gilt
(a) M ist ein linearer Teilraum von V.

(b) M C N impliziert M+ > N*.

(c) Sind U und W Teilrdume von V, so gilt

(U+W)y=Utnwt,
(d) Ist U ein Teilraum, so gilt U N U+ = {0}.

Beweis. (a) Wir weisen das Unterraumkriterium, LemmalZ2 nach. Wegen (0, m) = 0 fiir alle
m € M ist 0 € M+ und damit ist das Komplement nichtleer. Seien vy, v, € M+ und A1, A, € K,
dann gilt

(M1 + Azvz, m) = Ay (v, m)+ Az (v2, m) =0,

also ist A, v; + A, v, € M+; M1 ist somit ein Teilraum.

(b) Ist x € N+, so ist (x, n) =0 fiir alle n € N also erst recht fiir alle m € M.

(c)Seix e UrNnWt dannist x € ULt und x € W+, Dann ist fiir alle v € U und w € W,
(x,u)=(x, w)=0.Also gilt fiiralle A, u € K, {x, Au+pw) = 0. Hieraus folgt x € (U + W)*.
Die umgekehrte Inklusion verlduft dhnlich einfach.
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(d) Sei x € U und x € U+, so gilt insbesondere (x, x) = 0. Wegen der positiven Definitheit des
SKP folgt x =0. |

Satz 5.9 (Projektionssatz) Es sei U ein linearer Teilraum von V. Dann gilt
V=UeU",

mit anderen Worten, fiir jeden Vektor v € V gibt es eindeutig bestimmte Vektoren v, € U und
v, € U+ mitv =uv,+ v,.
v1 heifst Projektion des Vektors V aufU, Py(v)=v,.

Beweis. Existenz der Zerlegung. Es sei B = {e;, ..., ex} eine Orthonormalbasis von U. Zu ge-
gebenem v € V setzten wir

k
vFZ(v,ei) e, UVx=V—1Vg. (5.9)
i=1

dannist v; € Uundfiralle j =1,..., k gilt

k k

(v—u1,¢;)=(v, ej>—<2(v, e;) e, ej> =(v, ej>—2(v, e)) (e, ej)=(v,ej)—(v,e;)=0.
i=1 i=1

Somit steht v, auf allen Basisvektoren ey, ..., e; von U senkrecht, also ist v, € U~L.

Eindeutigkeit der Zerlegung. Seien v = v; + v, = v; + v, Zerlegungen von v mit v;,v; € U,

U2, vy € UL, Dann gilt v, — v] = v, — v, € UN U+ = {0} (nach Lemmak8(d)). Somit ist v; = v]

und v, = v,; die Zerlegung ist eindeutig. |

Die Projektion P;: V — V ist wegen der Linearitdt des SKP in der ersten Komponente und
wegen eine lineare Abbildung.

Folgerung 5.10 Ist U ein Teilraum von V, so gilt

(@) dimU+=dimV —dimU.
(b) (ULY=U.
(C) PU+PUL :ldv

Beweis. (a) Da die Summe V = U & U+ direkt ist, gilt dim V = dim U + dim U, was die erste
Behauptung beweist.
(b) Wir zeigen, dass U C (U+)*. Sei u € U. Dann gilt fiir alle x € U+, (u, x) =0; also u € (U+)*.
Andererseits ist nach (a) dim(U+)t = dimV —dim U+ = dimV — (dimV — dimU) = dim U.
Nach LemmalZ8 (c) folgt U = (U+)*.
(c) Wegen (a) gilt

V=U'eU")'=U'aU.

Somit gilt firalle v € V, id v(v) = v = v1 + v, = Py(v) + Py (v). (]
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Satz 5.11 (Satz vom kleinsten Abstand) Es sei U ein Unter-
raumvon V, v €V, vy = Py(v). Dann sind dquivalent:

Hy=wll \J|v-u]
V]
w i) w=wn
u

(ii) w € U undmin ||v — u|| =|lv — w||
uelU

\

Beweis. (i) — (ii). Furalleu e U gilt v —v; L u — vy, da v —v; € Ut und u — v, € U. Also gilt
nach Pythagoras

I —ulP=llv—vi+vi = ul’ =llv = vill* +llvr = ul* > lv — v

Da dies fiir alle u € U gilt, ist ||v — v;||* eine untere Schranke fiir ||v — u|*, u € U. Da v, € U,
gehort die untere Schranke ||v — v,||* zur Referenzmenge selbst dazu, ist also das Minimum:

min [|v — ul® =|lv —v|]*.
uelU

Zieht man hier die Wurzel, folgt die Behauptung.
(ii) — (i). Das Minimum des Abstandes werde bei w € U angenommen. Also gilt

v —w|f =llv = vl +llvy = wl* > |lv—w|’+[lw — v
min

Subtrahiert man auf beiden Seiten ||v — w||?, so hat man 0> ||w — v;||* also ||w — v;]| =0 und
damit w = v,. ]

Anschaulich besagt der Satz vom kleinsten Abstand: Ist v; die Projektion von v auf U, dann
hat der Vektor v — v; unter allen Vektoren v — u, u € U die kiirzeste Liange. Ist umgekehrt
|lv — w|| minimal, so ist v —w senkrecht auf U. Dieser Fakt wird bei Approximationen ausge-
nutzt, genauer, er bildet das Herzstiick der , Kleinsten Quadratapproximation®.

Beispiel 5.7 Bestimmen Sie den Abstand des Vektors v =(3,4,—8,12) € R* vom Unterraum
U=spanib}- ={x € R*|x; +x, — x3 — x4 =0}.

Im Beispielb.H ist eine Orthonormalbasis von U angegeben, ndmlich, U = span{b, b,, bs},
U* =span {b,}. Somit gilt v; = Py(v) = 5 by + 5 b, + 2 b3 und damit ||[v — v, || = ||%b4|| =4,
Eine elegante Moglichkeit orthogonale Projektionen zu berechnen, findet man im (eng-
lischsprachigen) Vortrag von José Alvarado

http://www.math.uni-leipzig.de/ schueler/calculus/ana/leastsquares.pdf,
Seite 8 oder in [Anf98, S. 352 ff].

5.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Besonders wichtig sind solche linearen Abbildungen, die Langen und Winkel erhalten.

Definition 5.7 Essei V ein euklidischer bzw. unitdrer Raum und T € L(V) ein Endomorphis-
mus. Im folgenden sei V stets endlich-dimensional.
Dann heilst T orthogonal bzw. unitdr wenn

(T(v), Tw))={(v,w), Vv,weV. (5.10)
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Lemma5.12 Es sei V ein Raum mit SKP und T € L(V) sei orthogonal bzw. unitér.
dann gilt

@I T =llxll, xeV.

(b) x Ly impliziert T(x) L T(y).

(c) T ist ein Isomorphismus und T~ ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdir.

(d) Die Menge O(V) der orthogonalen Endomorphismen eines euklidischen Vek-
torraumes bzw. die Menge U(V) der unitidren Endomorphismen eines unitdren
Raumes bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung (Komposi-
tion).

Beweis. (a), (b) folgen sofort aus der Definition; ndmlich
I T(x)II° = (T(x), T(x)) = (x, x) = Ix||*

und aus (x, y) =0 folgt (T(x), T(y)) ={(x,y)=0.

(c) Aus (a) folgt die Injektivitdt von T, denn sei T(x) = 0, so ||T(x)|| = 0, also ||x|| = 0 und
damit x = 0. Somit ist Ker 7' = {0}, nach LemmaB. 4l folgt hieraus die Injektivitdt von T. Da V
endlichdimensional ist, folgt nach SatzB.8 dass T auch surjektiv ist, also bijektiv. Setzt man
in(@I0 v=T"'(x)und w=T"(y), also x = T(v), y = T(w), so hat man fur alle x,y € V

(x,y)=(v, w)=(T""(x), T"(y)).

Somit ist auch T~! orthogonal bzw. unitér.
(d) Wir beschrdanken uns auf den reellen Fall. Analog zum Unterraumkriterium LemmalZ2]
gibt es das Untergruppenkriterium:

Eine nichtleere Teilmenge H C G einer Gruppe G ist Untergruppe, falls gilt

(1) YheH:h'eH.
(2) Vg,heH:gheH.

In (c) haben wir bereits gesehen, dass O(V) € GL(V) und dass (1) erfiillt ist, denn mit T €
O(V)istauch T—! € O(V). Wir zeigen, dass (2) erfiillt ist, dass also mit 7,5 € O(V) auch & T €
O(V).In der Tatist fiiralle x,y € V

(T=S(x), T-S(y)) = (T(S(x)), T(S(y)) = (S(x), S(¥)) = (x, ).

Somit ist auch T-S orthogonal. Wir nennen O(V) bzw. U(V) die orthogonale Gruppe bzw.
unitére Gruppe iiber V. [

Beispiel 5.8 O(R!')={—-1,1},U(C!)=1{z||z|=1}.Inder Tat, wenn T orthogonal oder unitir
ist, so gilt
ITIN=ITx|=llxll=x], Vx.

Insbesondere gilt dies fiir x = 1, also | T| = |1| = 1. Im reellen Fall bleiben nur T = £1, im
komplexen Fall bleiben alle Elemente des Einheitskreises iibrig.
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5.5.1 Orthogonale und unitire Matrizen

In DefinitionB. 7 hatten wir bereits die Mengen O(n) bzw. U(n) der orthogonalen bzw. uni-
tdren Matrizen definiert:

On)={AcR""|ATA=AAT=1,}, Un)={XeC""|A*'A=AA*=1,}.

Die Menge der orthogonalen bzw. unitdren Matrizen mit Determinante gleich 1 bezeichnen
wir mit SO(n) bzw. SU(n).

Lemma 5.13 Fiir eine Matrix A € K"*" sind die folgenden Bedingungen gleichwertig:

(@) A ist orthogonal bzw. unitdir.

(b) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von K" (beziiglich des Standardskalar-
produktes).

(c) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis in K.

Beweis. (a) < (b). Wir fiihren den Beweis nur im komplexen Fall. Sei A = (a;;); j=1.., unitdr,
das heilst

n

n
Or1 =(A Ak :Z(A*)kiail :Za_ikail =(a;, ar),
=1

i=1
wobei a; die Ite Spalte der Matrix A bezeichne. Also ist {a,,...,a,} eine Orthonormalbasis
in C". Die Umkehrung folgt analog.

(@) « (c) folgtaus AA*=1,. [

Satz 5.14 Essei V ein Raum mit Skalarprodukt, B eine Orthonormalbasis in V und T € L(V).
Dann gilt: T ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn A= Mg(T) orthogonal bzw. unitdr
Ist.

Beweis. Wir betrachten nur den reellen Fall. Es sei A = (a;;) die Matrix von T beziiglich
B = {by,...,b,}. Wegen T(b;) = Z?zlaijbi ist T genau dann orthogonal, wenn fiir alle
j,k=1,...,ngilt

6k =(b;, br)=(T(b)), T(by))= <Zaijbi; Zalkbl> = Z a;jadi
i=1 I=1 i,1=1
:Zaijaik:(ATA)jk-
im1

dies ist aber dquivalent zu AT A = I,, bzw. zur Orthogonalitit von A. [

Beispiel 5.9 Die Drehungen D, : R? — IR? aus BeispielB.8 sind orthogonale Abbildungen
und ebenso die Abbildung S(x,y)=(—x,y), (x,y) € R?. Es gilt

O(R*)={D,SD, | ¢ €[0,2m)},
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das heil3t, jede orthogonale Transformation der Ebene R? ist entweder eine Drehung um ¢
um den Ursprung oder die Komposition einer solchen Drehung mit der Spiegelung an der

b
y-Achse. In der Tat, sei A = (Z ) € 0(2), dann bilden die beiden Zeilen eine Orthonor-

d
malbasis:

a’*+b*>=1=c*+d? ac+bd=0.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt, dass es eindeutig bestimmte Winkel ¢,y € [0,27)
gibt mit
a=cosy, b=siny, c=siny, d=cosy.

Setzt man dies in die dritte Gleichung ein, so folgt nach Additionstheorem, cosy siny +
sinp cosy = sin(¢ + ) = 0; also ist ¢ + Y = k7, k € Z. Bilden ¢ + ¢ ein geradzahliges
Vielfaches von 7, also 0 oder 27, so ist ¢ =sin) = —sinpund d =cosy =cosg und A= D,,.
Ist hingegen ¢ + 1) ein ungerades Vielfaches von 7, so ist ¢ =siny =sin(wr — ) =sinp = b
und d = cosy = —cos p, also

A:(C?S(p singp ):(1 0 ) ( co.sgo Sin(p):Sng,.
singpy —cosyp 0 =1/ \—-siny cosyp
5.6 Die adjungierte Abbildung

Im Folgenden sei stets V ein endlichdimensionaler Raum mit SKP.

Definition 5.8 Es sei T € L(V). Eine lineare Abbildung S € L(V) heillt adjungiert zu T, falls
fir alle v, w € V gilt:

(T(v), wy={(v, S(w)) (5.11)

Wenn es eine adjungierte Abbildung S gibt, so ist sie eindeutig bestimmt. Sei etwa &’ € L(V)
eine weitere lineare Abbildung, die (GI1) erfiillt, dann ist fiir alle v, w € V:

(v, S(w)-S'(w))=(v,S(w))— (v, S(w))=(T(v), w)y—(T(v), w)=0.
Insbesondere gilt dies fiir v = S(w) — §'(w), also ||S(w) — S'(w)|* = 0 und somit S(w) = §'(w)

fiir alle w € V. Damit ist aber &' =S.
Wir bezeichnen die zu T adjungierte Abbildung mit 7*.

Satz5.15 Essei T € (V) und{e,...,e,} eine Orthonormalbasis in V, dann existiert der ad-
jungierte Operator T* € L(V) und ist fiir v € V gegeben durch

T*(v):Z(v, T(e;)) e;. (5.12)
i=1
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Beweis. Da das SKP linear in der ersten Komponente ist, wird durch die rechte Seite von
eine lineare Abbildung S € (V) definiert. Es sei v € V. Nach SatzBHist v =)/ (v, ¢;) e},
und daher

(v, S(w))= <Z(v, ej)ej,Z(w, T(el-))ei>
i=1

=1

n n

(v, e;) (w, T(en) (e, &)=Y (v, e (T(er), w)
i=1

M=

j=1i=1

= <zn:(v, ei)T(e;), w> = <T(zn:(v, e;) el-) , w> =(T(v), w).
i=1

i=1

Da dies fiir alle v, w gilt, ist S= T*. ]

Beispiel 5.10 (a) Wir betrachten im euklidischen Raum R® den Endomorphismus
T(xl,xZ,Xg,):(xl—xZ,—xl+xZ+2.7C3,xZ+X3): -1 1 2 X2

Ist T* die adjungierte Abbildung zu T, so gilt fiir alle x,y € R?

(T(x),y)={(x1 — X2, —%1 + X2+ 2X3, X2 + X3), (1,72, 13))
=X1)1— X1)o — X2)1 + X2)o + XoY3 + 2X3)0 + X3Y3
= <(x1,x2,x3), =y, —n+y2+13,2) +J/3)> .

Also gilt

T"(yuy2y3) =0 = Yo, —V1+ Yot y32ye+y)=| =1 1 1]

(b) Es sei nun allgemein A € K"*" und T, € L(IK") die zugehorige lineare Abbildung. Dann
gilt

(L) =Ty (K=0), (L) =T, (K=R).

Wir betrachten dabei die Standardskalarprodukte in [K”. Wir fiihren den Beweis im komple-
xen Fall. Fiir alle x € C", y € C™ gilt dann

(Ax,y) Zi: (zn: a,-jxj) ﬁzzn:xji:a_ﬁyi =zn:xj zn:(A*)jiyi :zn:xj (A"y);=(x,A"y).
i=1 \(j=1 Jj=1 i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

Im reellen Fall hat man natiirlich (T )* = .

Lemma5.16 EsseienS,T € L(V). Dann gilt fiir alle A € K
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1. (S+Ty=8+T¢
2. (AT =AT"
3. (ST)y = T*S,
4. (§*) =S,

5 trT*=trT, detT*=det T.

Beweis. Wir zeigen nur 3. — die anderen Beweise verlaufen analog. Fiir alle x,y € V ist nach
Definition von (ST)*

(x, (ST () ={(ST)x), y) =(S(T(x)), y) =(T(x), S*(y)) = (x, T*(S"(x))) = (x, (T"S)y)) -

Hieraus folgt fiir alle x,y € V, dass (x, (ST)*(y)—(T*S*)(y)) = 0; insbesondere gilt dies fiir
x = (ST)(y)—(T*S*)(y), also ||((ST)* — T*S*)(y)” = 0. Wegen der Definitheit der Norm folgt
(ST)*— T*S*)(y)=0 fiir alle y, also (ST)* = T*S*. (]

Satz 5.17 (Satz von Kern des Adjungierten) Essei T € (V). Dann gilt
Ker T*=(ImT)", und KerT=(ImT")". (5.13)
Beweis. Sei w € Ker T*, also T*(w)=0. Dann gilt fiir alle v € V
(v, T"(w))=0=(T(v), w).

Somit ist w € (Im T)*. Sei umgekehrt w € (Im T)*, so gilt 0 = (T(v), w) fiir alle v, also 0 =
(v, T*(w)). Da dies fiir alle v gilt, ist T*(w) =0 und somit w € Ker T*.

Der Beweis der zweiten Behauptung folgt aus der ersten indem man T durch T* ersetzt und
beachtet, dass (T*)*=T. |

Folgerung 5.18 Essei T € L(V). Dann giltrg T*=rgT.

Beweis. Sei dimV = n. Nach obigem Satz und nach SatzB7 ist rig7* = dimimT* =
dim(Ker T)* =n—defT=rgT. n

Im Falle einer reellen Matrix erhédlt man auf diese Weise noch einmal das Resultat Zeilenrang
= Spaltenrang, namlich rgA=rgAT.

Definition 5.9 Einelineare Abbildung T, T € L(V), eines euklidischen oder unitiren Raumes
V heildt selbstadjungiert, falls T*=T.

Nach Beispiel .10 ist klar, dass selbstadjungierte Abbildungen T durch symmetrische bzw.
hermitesche Matrizen dargestellt werden: AT = A bzw. A* = A.

Selbstadjungierte lineare Endomorphismen spielen eine entscheidende Rolle in der Quan-
tenmechanik — sie reprédsentieren die beobachtbaren GroRen wie Ort, Impuls, Drehimpuls,
Energie.



Kapitel 6
Eigenwerte

Das zentrale Problem dieses Kapitel ist folgendes: Zu einer gegebenen quadratischen n x n-
Matrix A finde man eine moglichst einfache dhnliche Matrix A’, also A’ = S71AS, S € GL(n).
Im optimalen Fall ist A’ eine Diagonalmatrix. Wir werden aber sehen, dass dies nicht immer
moglich ist.

Da in diesem Abschnitt nur Endomorphismen T: V — V betrachtet werden, die innerhalb
eines Raumes wirken, schreiben wir ab hier stets M(T) anstelle von M 5(T) fiir die darstel-
lende Matrix des Endomorphismus 7T in der Basis B von V.

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 6.1 Essei T € L(V) ein Endomorphismus.

Eine Zahl A € K heil3t Eigenwertvon T, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor x € V,
x #0, gibt mit T(x) = Ax. Jeder Vektor x, x # 0, mit T(x) = Ax heilt Eigenvektor von T zum
Eigenwert A.

Man beachte, dass die Zahl 0 durchaus Eigenwert von T sein kann. Der Vektor 0 kann aber
nie Eigenvektor sein. Das zentrale Problem ist die Existenz und die Vielfachheit von Eigen-
vektoren und Eigenwerten.

Als Eigenwertbzw. Eigenvektor einer quadratischen Matrix A bezeichnen wir Eigenwert und
-vektor der linearen Abbildung 7.

Beispiel 6.1 (a) Es sei B = {by,b,, b3} eine Basis von V und T € L(V) sei gegeben durch
T(x1b1 + x2b, + x3b3) = Ax1b1 + ux,b, + uxsbs. Dann sind A und u Eigenwerte von T zu
den Eigenvektoren b, bzw. b, und b;, denn T(b,) = Ab;, T(b,) = ub, und T(bs) = ubz und in
der Basis B hat T die Matrixdarstellung

0
u

o O >
o T o

(b) Spiegelung. S: R® — R3 bezeichne die Spiegelung des R?® an der x; — x,-Ebene. Das
heildt, alle Vektoren dieser Ebene bleiben unverdndert (fix) und (0,0,1) geht in (0,0,—1)

95
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tiber. Somit ist S(x,y,z) = (x,y,—z). Die Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasis ist
A =diag(1,1,—1). S hat zwei Eigenvektoren zum Eigenwert 1, ndmlich e; und e, und einen
Eigenvektor zu —1, ndmlich e;. S ist diagonal in der Standardbasis.

(c) Drehung. Es sei D,,: R* — R? die Drehung um den Winkel ¢ € [0,27) um den Ursprung.
Mit Ausnahme von ¢ = 0, also Dy = id und ¢ = 7, also D, = —id besitzt D, keine reel-
len Eigenwerte, da kein Vektor in ein Vielfaches seiner selbst abgebildet wird. In den beiden
Ausnahmefillen haben wir jeweils einen Eigenwert A = 1 bzw. A = —1 mit je zwei linear un-
abhidngigen Eigenvektoren (jeder Vektor der Ebene).

Betrachtet man D, als Endomorphismusvon C?, so @ndert sich die Situation. Angenommen
(z1,22) € C? ist Eigenvektor zu A € C, so muss gelten

cosp sing )\ (z1| [Az - (cosp —A)z; +sing z, =0,
—siny cosy | \ z, Az, —siny z; +(cosp — A)z, =0.
Gesucht sind also nichttriviale Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems

cosp—A  sing |0
—sinp cosp—A |0)°

Diese existieren genau dann, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 ist bzw.
wenn

cosp—A  singp
—singp cosp —A

‘:(cosgp—it)2+sin2gp = A*—2cospA+1=0.

Dies ist genau dann der Fall, wenn A, = cos ¢ +ising bzw. A, = cos ¢ —isiny. Die Eigen-
vektoren zu A; = cos ¢ +isiny erhélt man als Losung b; = (z,, z2) des linearen homogenen

Gleichungssystems
—ising sing |0
—sing —ising |0)°

Offensichtlich ist hier v; = (1,1i) eine Losung. Analog erhélt man v, = (1, —i) als Eigenvektor
zZu A, = cos ¢ —isin . In der Tat gilt

I\ [ cosp+ising | .. 1
Dy (i)_(—sin<p+icos<p)_(COS('OJFISIH('O)(i)'

Analog folgt D, v, = A, v,. Schreibt man die Koordinaten der Eigenvektoren spaltenweise auf,
so erhdlt man die Transformationsmatrix

S:C 1.) 8—1:1(1 _.i).
i -1 2\1 1

Dann lautet die Diagonalisierung von D,,:

Dwzs(cosgo—l—isincp 0. . )S‘l.
0 COS p —isiny
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01 1
(d) A= (0 0) hat nur den Eigenwert 0 und einen Eigenvektor v = (0) . Sei ndmlich

01 |
Ax = X1 _ X2 L A X1 ,
00 Xo 0 X2
so hat man x, = Ax; und 0 = Ax,. Wire A # 0, so wire x; = x, = 0 kein Eigenvektor; also ist

A=0und x, =0, x; beliebig.

6.2 Diagonalisierung

6.2.1 Eigenraum und geometrische Vielfachheit

Definition 6.2 Ein Endomorphismus T € L(V) heil$t diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B=1{b,,...,b,} aus Eigenvektoren gibt. In diesem Fall gilt

A 0 - 0
0 A _

Mg(T)= ) =:diag(Ay,...,A,).
0 0 - A,

wobei T(b;)=A;b;, i=1,...,n,d. h. die A; sind die Eigenwerte von T zum Eigenvektor b;.

Wir haben im obigen Beispiel gesehen: Die Spiegelung ist diagonalisierbar ebenso wie die
komplexe Drehung D, : C? — (2. Die reelle Drehung D, ¢ # 0, 7, ist nicht diagonalisierbar
(kein Eigenvektor); die Matrix A aus (c) ist ebenfalls nicht diagonalisierbar, denn sie hat nur
einen Eigenvektor.

Lemma 6.1 (/Definition) Ein Vektor v € V, v # 0, ist genau dann Eigenvektor zu T € 1(V)
zum Eigenwert A, wenn
v € Ker (T — 2id).

Der Raum E, := Ker(T — Aid) heifst Eigenraum von T zum Eigenwert A. Die Dimension von
E;
dim E; =dim Ker(T — Aid) =def(T — Aid)

bezeichnen wir als geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.

Beweis. Die Gleichung T(v) = Av lésst sich dquivalent umformen zu T(v) — Av = 0 und
mit v = id(v) ist dies dquivalent zu T(v) — Aid(v) = 0 bzw. zu (T — Aid)(v) = 0 oder
v € Ker(T — Aid). Somit bilden alle Eigenvektoren zu A zusammen mit dem Nullvektor einen
Unterraum von V. ™

Dass die Eigenrdume E; und E, zu verschiedenen Eigenwerten A # u nur den Nullvektor
gemeinsam haben kénnen ist klar, denn aus T(v)= Av = uv folgt (A — u)v =0 bzw. v =0. Es
gilt aber noch viel mehr, die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind sogar linear
unabhingig.
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Lemma 6.2 Es seien vy,...,v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten
Ay, Arvon T, A # A;.
Dann ist{vy,...,v.} linear unabhdngig.

Beweis. durch vollstdndige Induktion tiber r. Fiir r = 1 ist die Behauptung richtig, da v; #0
linear unabhéngig ist. Sei nun die Behauptung giiltig fiir k Eigenvektoren vy, ..., vi. Wir zei-
gen die Behauptung fiir r = k + 1. Seien dazu v,,..., vi4+; Eigenvektoren zu den paarweise
verschiedenen Eigenwerten A,, bis A;,;. Angenommen a; vy + -+ + g1 Vi1 = 0. Durch Mul-
tiplikation mit A, bzw. durch Anwenden von T erhidlt man die beiden Gleichungen:

QA kp1+ o+ Qg1 A1 Vi1 = 0, 1 A U1 + Qo Ao Vo + -+ Qi1 Aj1 Vi =0.
Durch Subtraktion folgt daraus die Gleichung
(A — Akr)vr + o+ @Ak — Ak1)ve =0,

die vy gar nicht mehr enthélt. Nach Induktionsvoraussetzung sind aber die vy, ..., v, linear
unabhédngig, also
ai(A = Agp1) = = ap(Ax — Ag41) =0.

Da die Eigenwerte aber paarweise verschieden vorausgesetzt waren folgt hieraus a; =--- =
o =0, also auch a1 V1 =0 und somit oy, =0. ]

Somitist T: V — V, dim V = n, diagonalisierbar, wenn die Abbildung n paarweise verschie-
dene Eigenwerte hat. Dies ist eine hinreichende aber keineswegs notwendige Bedingung,
wie etwa T =id zeigt.

Folgerung 6.3 Essei T € L(V), dimk V=n undA,,..., A, seien seine verschiedenen Eigenwer-
te mit den geometrischen Vielfachheiten n,,...,n,. Ferner sei B; := {Uii),...,l}il?}, i=1,...,r
jeweils eine Basis des Eigenraumes Ej, .

Dann ist auch B, U B,U---U B, linear unabhdngig. Insbesondere ist die Summe der geometri-
schen Vielfachheiten kleiner gleich n und T ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Summe

der geometrischen Vielfachheiten gleich n ist.

Beweis. Sei
.

ni

ZZ&SZ) v,(f) =0.
i=1 k=1

Dann sind nach obigem Lemma die Vektoren ZZ’:I a(ki) v,(ci) € EA,; gleich dem Nullvektor fiir
allei=1,...,r. Weil die v{i), cee) vil? linear unabhingig sind, verschwinden alle Koeffizienten
a(ki). Durch Aneinanderreihung der Basen der Eigenrdume entsteht also eine linear unabhén-
gige Menge aus n; + n, +---+ n, Vektoren. Also gilt n; +---+ n, < n. Im Falle der Gleichheit
hat V eine Basis, die nur aus Eigenvektoren besteht und ist somit diagonalisierbar.
Ist umgekehrt T diagonalisierbar und ist m; die Anzahl der Eigenvektoren zu A; in der Basis

aus Eigenvektoren, so ist sicher m; < n;. Also gilt

n=m+--+m,<n;+--+n,<n.
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Dann muss aber in jeder Abschédtzung die Gleichheit gelten, also ist die Summe der geome-
trischen Vielfachheiten gleich n und alle Eigenvektoren werden fiir die Diagonalisierung
bendétigt (m; = n;). (]

Wir sehen hier schon, wie man zu einer Basis aus Eigenvektoren kommt: Zunéchst bestim-
me man alle A;, fiir die T — A;id nicht injektiv ist — das sind die Eigenwerte von T. Dann
bestimme man zu jedem dieser A; eine Basis von E;, = Ker(7T — A;id). Wenn T iiberhaupt
diagonalisierbar ist, so muss die Aneinanderreihung dieser Basen eine Basis von V sein.

6.2.2 Das charakteristische Polynom

Wir geben hier ein Verfahren an, die Eigenwerte eines Endomorphismus T € L(V) zu bestim-
men.

In LemmafB.Jlhaben wir bereits gesehen, dass A genau dann ein Eigenwert von T € L(V) ist,
wenn der Raum Ker (T — Aid ) nicht nur aus dem Nullvektor besteht. Aquivalent dazu ist, dass
das T — Aid nicht injektiv ist bzw. nach LemmaB.TTlund SatzET](D9) es gilt det(T — Aid) =0.

Definition 6.3 Essei T € L(V). Dann heif$t
yr(A)=det(Aid — T) (6.1)
das charakteristische Polynomvon T.

Man beachte, dass bei der Berechnung der Determinante auf der rechten Seite von ei-
ne Matrixdarstellung A € K"*", A = Mg(T), beziiglich einer Basis von V gebraucht wird,
det(Aid — T)=det(AI, — A).

Satz 6.4 Essei T<l(V),dimV =n. Dann gilt
(@ gradyr=n
(b) A ist Eigenwertvon T genau dann, wenn A Nullstelle des charakteristischen Polynoms von
T ist, also wenn yr(A)=0.
(c) Es gilt
2r(A)=A" =t TA" P+ a, oA 2+ +a A+ (—1)"detT,

das heifst, der hachste Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist 1, der zweithéchste ist
—tr T und das Absolutglied ist(—1)" det T.
(d) Ahnliche Matrizen A und A’ = S~ AS besitzen dasselbe charakteristische Polynom y, = y .

Beweis. (b) folgt aus der Bemerkung am Anfang dieses Abschnitts: u ist Eigenwert von T ge-
nau dann, wenn det(Aid —u) =0, das heil3t, u ist Nullstelle des charakteristischen Polynomes.
(a), (c). EsseiA=(a;;)= Mp(T)eine T darstellende Matrix, also det T =detA, tr T =tr A und

A—an —ap - —ain
—an A—azp - —dzn

yr(A)=det(Aid — T)=det(Al, — A)= ya(A)=

—an1 —Anp2 A_ann
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Nach Leibnizdefinition der Determinante erhalten wir das charakteristische Polynom von T
(bzw. von A) indem wir alle méglichen Produkte von n Faktoren dieser Matrix bilden, wobei
aus jeder Zeile und jeder Spalte immer genau ein Faktor genommen wird. Spaltet man den
zur identischen Permutation o =id €, gehorigen Summanden ab, so hat man

2a)=(A=an)A—axn)-A=aw)+ Y. sign(@)bion)buoim

oep\fid}

wobei B = (b;;) = AI, — A. Die Summe _,_ .4,
gleich n — 2, da fiir jede Permutation, die ungleich der Identitét ist, mindestens zwei Auller-
diagonalelemente by; und b,s, k # I, r # s auftreten. Diese beiden Faktoren enthalten aber
ein a1, sodass hochstens n —2 Faktoren A in by4(1) -+ byo(n) auftreten. Durch Ausmultiplizie-
renvon (A—ap)(A—as)---(A— ay,) erhalten wir:

liefert ein Polynom ¢g(A) vom Grad, kleiner

ZA(A) =A"— aH?L"_l — aggﬂ,n_z — e — annkn_l + ql(k), gradch <n-2.
Also ist
yaAA)=A"—(an+ax+-+ Ann)) A" H @A) =" —r AT+ i (Q).

Das Absolutglied a, eines Polynoms erhdlt man durch Einsetzen von x = 0, also a, = p(0).
Das Absolutglied a, des charakteristischen Polynoms ist also gleich

ao= yr(0)=det(0— T)=det(—T)=(—1)"det T.
(d) Fiir A’ =S AS erhilt man

ya(A)=det(ASI,S — ST'AS) =det (S (AL, — A)S)

1
_ -1 _ - =
=detS " det(Al,, — A)detS 3otS ya(A)detS = ya(A).

Bemerkung 6.1 (1) Ist a eine Nullstelle des Polynoms p(x), so gibt es ein Polynom ¢g(x) mit
p(x)=(x—a)q(x), esist gradqg = grad p — 1. Man sagt ,q entsteht aus p durch Abspalten des
Linearfaktors (x — a)“.

(2) Ist a eine Nullstelle von p(x), so heildt a k -fache Nullstelle, falls es ein Polynom ¢(x) gibt
mit

p(x)=(x—-a)fqx), qla)#0.

(3) Der Fundamentalsatz der Algebrabesagt, dass jedes Polynom nten Grades genau n kom-
plexe Nullstellen, gezdhlt in ihrer Vielfachheit, besitzt.

Es ist klar, dass die Summe aller Vielfachheiten aller Nullstellen von p gleich n ist. So hat
zum Beispiel das Polynom p(x)=(x?+1)(x — 1)*(x+2) die einfachen Nullstellen i, —i und —2
und die doppelte Nullstelle 1.
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(4) Ein Eigenwert u von T hat die algebraische Vielfachheit k, wenn u eine k-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist.

Sind m; die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte A; von T, so lautet das charakteri-
stische Polynom von T

2r(A)=(A=A)" (A= A)"2 (A= A,)™.
Esgilt mi+my+--+m,=n=grad yr.

Folgerung 6.5 Es seien Ai,...,A, € C die Eigenwerte von T, gezdhlt in ihrer Vielfachheit.
Dann gilt

@trT=A1+A+--+A,.

(b) detT =245+ Ay,

Beweis. Nach dem Satz gilt, dass die Eigenwerte die Nullstellen von yr(x) sind. Daher kann
man das charakteristische Polynom auch als Produkt von Linearfaktoren aufschreiben:

xr(X)=(x — A)(x — A2)--- (x — Ap).
(a) Setzt man x =0 ein, so hat man nach dem Satz
xr(0)=(=1)"detT=(0—2A,)(0—A2)---(0—=A,)=(=1)"A1 A2+ A,.

Multipliziert man das Produkt auf der rechten Seite aus, so hat man

2r(X)=x"—(A+ A+ +2)x" T+t ax +(=1)" A A+ Ay (6.2)
Der Koeffizientenvergleich von mit SatzB.4] (c) liefert die Behauptung. n

Beispiel 6.2 (a) yiq(A)=detdiag(A—1,A—1,...,A—=1)=(A—=1)"; yo(A)=A".

P :
(b) xp,(A)= COSP SV 2 _2cos @A+ 1. Die Nullstellen dieses Polynoms sind

—sinp A —cosy
A2 =cosp Eisingp.
(c) Ist
0 -1 1
A=|-3 -2 3|,
-2 -2 3

so liefert die Entwicklung nach der ersten Spalte

Al -1 A+2 -3 1 -1 1 -1
A)= 2 -3 |=2 -3 2
2a)=13 A+ 3 2 -3 a-s|Ta+2 -3
2 2 A-3

=AMA?—=A—6+6)—3(A—-3+2)+2(A+2-3)
=3 - A2 —3A4+3422 2= -QA> - A+1=(A—-1)*(A+1).
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6.2.3 Diagonalisierung beliebiger Endomorphismen

Satz 6.6 Es sei A ein Eigenwertvon T.

(a) Dann ist seine geometrische Vielfachheit kleiner oder gleich seiner algebraischen Vielfach-
heit.

(b) T ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert die geometrische und die
algebraische Vielfachheit iiberein stimmen.

Beweis. (a) Es sei dim E, = k die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von T. Dann
existieren genau k linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert A. Ergdnzt man diese
zu einer Basis B von V, dann hat T in dieser Basis eine Matrixdarstellung

(A 0 0 * )
0 A 0
: A%
A= Mg(T)=
W=\, ]
: B
\0 - 0 }

Dabei steht links oben die quadratische Diagonalmatrix Alj, darunter eine Nullmatrix und
rechts unten eine quadratische Matrix B € K(»=k)*(n=k) Nach SatzET1(D8) gilt

()= det(diag(x — A, ,x — A)) det(x [, — B)= (x — )" 4(x),

Damit ist die algebraische Vielfachheit von T mindestens gleich k.

(b) Es sei n; die geometrische und m; die algebraische Vielfachheit von A;. Nach (a) ist also
n; < m; fiir alle i. Angenommen, T ist diagonalisierbar, dann gilt nach Folgerunge.3]

n=ny+--+n,<m+--+m,=n,

somit ist n; = m; fir alle i. Gilt umgekehrt diese Gleichheit, so ist die Summe der geometri-
schen Vielfachheiten gleich n und T ist diagonalisierbar. |

Wie schon am Ende von AbschnittB.Z Tl festgestellt sieht das Verfahren zur Diagonalisierung
eines Endomorphismus T € L(V), dim V = n, wie folgt aus:
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1. Auswahl einer Basis B in V und Bestimmung der Darstellungsmatrix A = Mp(T).

2. Berechnung des charakteristischen Polynoms y ().

3. Berechnung der Eigenwerte von T — die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms.

4. Berechnung des Eigenraumes E, = Ker(T — Aid) zu jedem Eigenwert A. Dies erfolgt
durch Bestimmung der Losung des homogenen linearen n x n Gleichungssystems
(A—AlI,)x = 0. Stimmen fiir jeden Eigenwert A die algebraische und geometrische
Vielfachheit iiberein, so ist T diagonalisierbar, andernfalls nicht.

5. Die n Eigenvektoren bilden nun eine Basis E. Schreibt man deren Koordinatendar-
stellungen (zur Basis B) als Spalten einer Matrix S auf, so gilt

AL, 0 - 0
0 A - 0

A=S| . . | S' bzw. AS=SA,
0 0 - A,

mit der Diagonalmatrix A’ = Mg(T)=diag(A,,...,A,).

Beispiel 6.3 Essei T € L(IR?) gegeben durch

T(x1,%X2,%3)=(—X2 4 X3,—3Xx1 — 2% + 3x3,—2X1 — 2X, + 3X3).

0 -1 1
In der Standardbasis von R? hat T die Matrixdarstellung A = Mg, (T)=| -3 -2 3|.In
-2 -2 3

Beispielb.2 berechneten wir die Eigenwerte und erhielten A; = 1 mit algebraischer Vielfach-
heit 2 und den einfachen Eigenwert A, = —1. Wir bestimmen E;,(T)= E;(T). Es ist

-1 -1 1
A-Iz3=]|-3 -3 3
-2 =2 2

Diese Matrix hat Rang 1 und damit den Defekt 2. Geometrische und algebraische Vielfach-
heit stimmen hier {iberein. Es gibt zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, ndmlich die L6-
sungen von —x; — X +x3 =0, etwa b; =(1,0,1) und b, =(0,1,1).

Wir bestimmen den Eigenraum E_;(T). Es ist

1 -1 1
A+L=|-3 -1 1
—2 -2 4

Addition des Dreifachen der ersten Zeile zur zweiten und des Doppelten der ersten Zeile zur
der dritten Zeile liefert:

1 -1 1 1 -1 1 10 —3
A+L~|0 -4 6|~f0 1 -2|~]0 1 -3
0 —4 6 0 0 0 00 0
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Hiermit ist die reduzierte Zeilenstufenform erreicht. Die einparametrige Losung wird aufge-

1 01
spannt von bs =(1,3,2). Somit lautet die Matrix der BasistransformationS=10 1 3 |.In
1 1 2
der Tat gilt dann
1 0 1\ /1 O O 1 0 —1 0 -1 1\ /1 0 1
SA/=|0 1 3 01 O0}]=101 -3|=|-3 -2 3 01 3]|=AS
1 1 2 0 0 —1 1 1 -2 -2 -2 3,1 1 2

6.2.4 Die Jordansche Normalform

Gibt es weniger Eigenvektoren als die Dimension des Raumes angibt, so ldsst sich der En-
domorphismus nicht mehr auf Diagonalform bringen. Man kann aber erreichen, dass auf
der Diagonalen die Eigenwerte von T in ihrer algebraischen Vielfachheit stehen und in der
ersten Nebendiagonalen oberhalb der Diagonale Einsen und Nullen. Die Normalform setzt
sich aus Jordan-Blocken zusammen.

Ohne Beweis erwdhnen wir das Resultat.

Theorem 6.7 (Jordansche Normalform) Es sei T € L(V) ein Endomorphismus des komple-
xen Vektorraumes V mitdim V = n. Wir setzten voraus, dass T genau k (k < n) linear unab-
héingige Eigenvektoren

elrflr"'yhl

zu den Eigenwerten Ay, A,,..., Ay besitzt.
Dann existiert eine Basis von V aus k Gruppen von Vektoren

en..ep; fiooon fgr o h, . b,

derart, dass T die folgende Gestalt hat:

T(e;)= A€y, T(ey)=Are,+ ey, T(ey)=Me,+e,, (6.3)
T(f1)=Axf>, T(f2)=2Aafo+ f1, T(fy)=A2fq+ fq-1 (6.4)

(6.5)
T(hy)=Arhy, T(hy)=Arhy+ hy, T(hy)=Arhs+ hg_. (6.6)

Man sieht, dass die Basisvektoren jeder Gruppe durch T wieder in solche aus derselben
Gruppe abgebildet werden. Das bedeutet, dass V in k invariante Unterrdaume zerfillt. Die
Matrixdarstellung von T auf dem von {e, ..., e,} aufgespannten Unterraum lautet dann (in
genau dieser Basis):

AL 10 - 0
0O A 1 -~ 0
A= : :
0 0 O 1
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Diese Matrix bezeichnet man als Jordanblock. Wir zeigen, dass innerhalb einer Gruppe
V, = span{e,...,e,} nur ein einziger Eigenvektor von T existiert und zwar zum Eigenwert

Ai. In der Tat, sei v = ’;:1 a;e; ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt: T(Zf:1 a;e;) =
AZL a;e;. Da die {e;} eine Basis bilden fiihrt das mit @3) aufa, = a3 =---=a, =0.

Die Darstellungsmatrix von T besteht also aus k Jordanblécken:

Ay
Az

Ay

6.3 Diagonalisierung von selbstadjungierten Endomorphis-
men

In diesem Abschnitt sei V stets ein unitdrer Raum und T = T* ein selbstadjungierter En-
domorphismus (A* = A). Diese Resultate sind auch auf selbstadjungierte Abbildungen in
euklidischen Rdumen tibertragbar (AT = A).

Lemma 6.8 Die Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators sind reell.

Beweis. Es sei A € C ein Eigenwert zu T € (V) und v € V ein Eigenvektor zu A. Dann gilt
Mo, v)=(Av, v)=(T(), v)= (v, TW)=(v, Av) =2A(v, V).

Da v # 0 ein Eigenvektor ist, gilt (v, v) #0; also gilt A = I, das heilt A € R. ]

Definition 6.4 Ein Teilraum U C V heilst invariant (unter T), wenn T(U) C U.

Mit anderen Worten, invariante Teilrdume werden in sich selbst abgebildet. In diesem Falle
existiert die Einschrinkung T|U: U — U von T auf U, die mit T: V — V auf U iiberein-
stimmt.

Fiir selbstadjungierte Endomorphismen gilt, dass das orthogonale Komplement eines inva-
rianten Teilraumes wieder invariant ist.

Satz 6.9 Essei T* =T ein selbstadjungierter Operator und U C V ein invarianter Teilraum.
(@) Dann ist U+ ebenfalls invariant.
(b) Ist B= CU D eine Basis von V, wobei C und D Basen von U bzw. U™ sind, so gilt

Ma(T)= (‘3 j)

wobei A= Mc(T) und A’ = Mp(T).
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Beweis. (a) Wegen der Invarianz von U gibt es fiir alle u € U ein u; € U mit u; = T(u). Fur
ein v € U+ gilt dann
(u, T(w)) =(T(u), v)=(u, v)=0

Somit steht T(v) senkrecht auf U, also T(v) € U+. Damit ist T(U+) C U+ ebenfalls invariant.

(b) Wir erhalten linksunten die Nullmatrix, da fiir keinen Vektor aus U der Vektor T(u) einen
Anteil in U1 hat (Invarianz). Wir erhalten rechtsoben die Nullmatrix, da T(v), v € U+, keinen
Anteil in U hat, [

Satz 6.10 (Hauptachsentransformation) Essei T*=T, T € L(V), ein selbstadjungierter Ope-
rator.

(a) Dann ist T diagonalisierbar. Mehr noch, es existiert eine Orthonormalbasis B von V, so
dass die Matrix M g(T) von T diagonal und reell ist.

(b) Ist A* = A € C™*"* hermitesch, so existiert eine unitdre Matrix S € U(n) und A4,..., A, € R
mit

A, 0 -+ 0

0 A - 0
A=S| . . s

0o 0 - A,

(c) Ist A = AT € R™" symmetrisch, so existiert eine orthogonale Matrix S € O(n) und
Ay An€R mit
A=Sdiag(A,,...,4,)S7".

Beweis. (a) Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion tiber die Dimension n des Raum-
es V. Der Induktionsanfang, dim V =1 ist trivial, denn jeder eindimensionale Endomorphis-
mus ist bereits diagonal. Wir setzen voraus, dass jeder selbstadjungierte Endomorphismus
eines (n — 1)-dimensionalen Raumes diagonalisierbar sei.

Sei nun T wie oben, dim V = n. Nach BemerkungBIlbesitzt T mindestens einen Eigenwert
A1, der nach Lemmal6.8 sogar reell ist. Sei e; ein zugehoriger Eigenvektor, e; sei normiert.
Dann ist U = span{e;} ein invarianter Unterraum von V, da T(e;) = A,e;. Nach SatzB.9
ist das orthogonale Komplement U; = Ut ein T-invarianter, (n — 1)-dimensionaler Unter-
raum von V. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Einschrdnkung T'[U; diagonalisierbar
und es existiert eine orthonormale Eigenbasis {e,, ..., e,} von U; zu den reellen Eigenwerten
AzyeoyAp.Da ey LUy und ||e]| =1, ist {ey,..., e,} eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
von T und Mp(T)=diag(A,...,A,). Der Induktionsschluss ist fertig.

(b) und (c) folgen aus (a), angewandt auf den selbstadjungierten Operator T = T, € L(C")
bzw. T, € L(R"). Die Matrix S erhédlt man indem man die Koordinaten der Eigenvektoren
ey, ..., e, spaltenweise aufschreibt. Nach Satzb.T4list S unitédr bzw. orthogonal. ]



Kapitel 7

Bilinearformen und quadratische Formen

7.1 Bilinearformen

7.1.1 Linearformen

Definition 7.1 Es sei V ein linearer Raum iiber dem Korper K. Als lineares Funktional oder
Linearform bezeichnet man die Elemente von L(V,K), das heil3t die linearen Abbildungen
von V, deren Werte skalar sind. Der Raum L(V, IK) heilt auch Dualraum von V und wird mit
V* bezeichnet.

Beispiel 7.1 (a) V=R".Essei B=1{b,,...,b,}eineBasisvon V, dannistfiirjedes i =1,...,n,
die Abbildung

Voxibi+x:b,+--+x,b,— x; €K
ein lineares Funktional. Es heilt ites Koordinatenfunktional, und man bezeichnet es mit b}.
Folglich gilt fir alle i,j =1,..., n, dass b}(b;) = 6;;.
Es gilt (R")* = R", denn jedes lineare Funktional F auf R” ist durch einen Zeilenvektor
(ay,...,a,)€R" gegeben iiber

n
R">x=(x1,...,X,)— E ax;.
i=1

In diesem Falle gilt F = Z?zl a;e;. Umgekehrt gibt es fiir jedes lineare Funktional F € (IR")*
einen solchen Vektor a =(a,,...,a,) so dass F die obige Form hat, F = 2?21 F(e;)e].
(b) Es sei V=CJ0,1], g € V fest. Setzt man fiir fe V

Tg(f):f f(x)g(x)dx,
0

so ist dadurch eine Linearform auf V definiert.
(c) Sei V=C(R) und a € R fest. Dann definiert

E(f)=fla), feV

ein lineares Funktional auf V.
(d) Es sei (V, (-, ) ein unitdarer Raum und a € V fixiert. Dann definiert F(v) = (v, a) eine
Linearform auf V.

107
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7.1.2 Bilinearformen - Einfachste Eigenschaften

Definition 7.2 Es sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung B: V x V' — KK heil3t Bilinearform
auf V, falls fiir alle 4, v,w € Vund A, u € K gilt:

B(Av+uw,u)=AB(v,u)+uB(w,u), Linearitdtim ersten Argument
B(u,Av+uw)=AB(u,v)+uB(u,w) Linearitdtim zweiten Argument.

Eine Bilinearform B hei3t symmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt B(u, v)= B(v, u); sie heil$t
schiefsymmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt B(u,v)=—B(v, u).

Beispiel 7.2 (a) Ein euklidisches Skalarprodukt ist also eine symmetrische Bilinearform, die
zusatzlich positiv definit ist.

(b) Es sei A € R™". Dann definiert B(x,y) = (x , Ay) =x"-A-y, x,y € R", eine Bilinearform
auf R”. Wir werden sehen, dass es fiir jede Bilinearform auf dem R” eine Matrix A € R"*"
gibt, so dass B(x,y)=(x, Ay).Ist AT = A, so ist B symmetrisch, ist AT = —A, so ist B schief-
symmetrisch. Die Determinantenfunktion auf R? ist ein Beispiel fiir eine schiefsymmetri-
sche Bilinearform.

(c) Sind f, g € V*, so definiert B(x,y)= f(x)g(y), x,y € V eine Bilinearform.

(d) Jede Bilinearform B ist die Summe aus einer symmetrischen Bilinearform S und einer
schiefsymmetrischen Bilinearform 7. Setzt man ndmlich fiir alle x,y € V,

S(x,y)= % (B(x,y)+ B(y,x)), T(x,y)= % (B(x,y)— B(y,x)),

so ist B=S+ T, wobei S symmetrisch und T schiefsymmetrisch ist. Der Raum der symme-
trischen Bilinearformen (bzw. symmetrischen n x n-Matrizen) hat die Dimension %n(n +1);
der Raum der schiefsymmetrischen Bilinearformen tiber V (der schiefsymmetrischen n x n-
Matrizen) hat die Dimension ;n(n —1).

7.1.3 Die Matrix einer Bilinearform

In BemerkungBJlhaben wir zu einem Skalarprodukt die GramscheMatrix G =((e;, e; >)1::}...n
j=l..n

definiert, wobei E = {e,...,e,} eine Basis von V sei. Analog definiert man die Matrix ei-
ner Bilinearform B, A = (B(e;, e;))i=1..n; Bezeichnung: A = Mg(B). Fir v = Y x;e; und
j=l..n

i=1

n .
w=>_ yjejistdann

B(v,w)=B (inei,Zyjej) = Z x;y; Ble;, ej):inaijyj =(x,Ay)=x"-Ay.
=1 =1 fi=1 0

Wegen der Symmetrie von A gilt auch B(v,w)=(x, Ay) =(Ax,y)=yT-A-x.
Es sei V ein reeller Vektorraum mit den Basen E = {ey,...,e,} und F={f},..., f,}. Die Basi-
stransformation sei gegeben durch eine Matrix S € R"*", S =(s;;), in iiblicher Weise:

n

fj:Zsije,-, j:1,...,n; (7.1)

i=1
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siehe auch AbschnittB.3.3] Die Bilinearform B werde beziiglich E beschrieben durch die Ma-
trix A = (a;;) und beziiglich F durch die Matrix A’ = (a; j). Dann gilt:

n n
ay, = B(fr, fi)=B (Zsik ei,Zsﬂ ej)
i=1 j=1
n n n
T T .
- Z sikSjiBlei ej) = Z SikSjiaij = Z(S Jki@ijSj1=(S' AS)ki;
L=l i,j=1 i,j=1

also gilt die folgende Transformationsformel fiir Bilinearformen

|A'=574S. |

Man beachte, dass sich diese Formel von der Transformationsformel fiir Endomorphismen
unterscheidet. Die Matrizen A und A’ haben i. a. unterschiedliche charakteristische Polyno-
me und damit unterschiedliche Eigenwerte.

Bemerkung 7.1 Eine Bilinearform B heilst nicht-entartet (oder nicht-ausgeartet), falls gilt
B(x,y)=0 VyeV=x=0.

Andernfalls heif$t B entartet. Fiir jede Basis E gilt: B ist genau dann nicht-entartet, wenn die
zugehorige Matrix A = M g(B) reguldr (invertierbar) ist.

7.2 Quadratische Formen und Bilinearformen

7.2.1 Definition und Beispiel

Definition 7.3 Es sei B: V x V — R eine Bilinearform auf V. Dann heilt Q(x) = B(x, x),
x € V, die zugehorige quadratische Form. Es sei A= Mg(B) € R*" die Matrix zu B beziiglich

einer Basis E, dann ist Qp(x) = (x, Ax) = Z:Z o1 AijXiX; die zugehorige quadratische Form.

Sei umgekehrt Q: V — R eine quadratische Form, dann definiert

Clxy)= QU+ 1)~ Q)

eine symmetrische Bilinearform C.

Wir schreiben auch Q, fiir Qz, wenn A = M(B) die Matrix von B ist. Man beachte, dass fiir
A€ R gilt Q(Ax) = A%2Q(x), x € V. Aullerdem ist Q(v + w) = Q(v)+ B(v,w)+ B(w,v)+ Q(w),
v,wevV.

Beispiel 7.3 Auf R? mit der Standardbasis ist durch B(x,y) = x;y1 + x1)» + 3x,); eine Bi-

. . v . . 11 . .
linearform gegeben. Die zugehorige Matrix von B ist dann A = 3 ol Die zugehoriger

quadratischer Form lautet
Q(x1,x2)= xf +4x1X,.
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Die zugehorige symmetrische Bilinearform ist dann

C(x,y) =~ ((x1 + ) +4(x1 +y1)(x2 + y2) — (1 — 31)* — 4(x1 — y1)(%2 — 32)) = X1 )1 + 2x1)2 + 2X2 )1

l\:l»—*»hl»—*

(B(x,y)+ B(y,x)).

1 2
Die C entsprechende Matrixist A’ = s ol Wenn man mit einer quadratischen Form star-

tet, kann man sich also immer auf symmetrische Bilinearformen beschrianken.

7.2.2 Definitheit

Fiir lokale Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlicher ist von entscheidender Bedeu-
tung, welche Werte eine gewisse quadratische Formen annehmen kann. Das Verhalten der
2
Hesse-Matrix von f an der Stelle x,, (%(xo)) ~_ist hier entscheidend.
t J L,]

Definition 7.4 Es sei A € R™" eine symmetrische quadratische Matrix und Q(x) =
Z?,j:l a;jxixj, x=(xy,...,x,) € R", die zugehorige quadratische Form. Q heif3t

(@) positiv definit, falls fiir alle x € V mit x # 0 gilt Q(x) > 0.

(b) negativ definit, falls fiir alle x € V mit x # 0 gilt, Q(x) < 0.

(c) indefinit, falls es Vektoren x;,x, € V gibt mit Q(x;) > 0> Q(x»).
(d) positiv semidefinit, falls fiir alle x € V, Q(x) > 0.

(e) negativ semidefinit, falls fiir alle x € V, Q(x) < 0.

Man sagt, dass die symmetrische Matrix A bzw. die symmetrische Bilinearform B positiv
definit, negativ definit usw. ist, falls Q, positiv definit, negativ definit usw. ist.

Im komplexen Fall betrachtet man in der Regel Sesquilinearformen B, die im ersten Argument linear
und im zweiten Argument antilinear sind. B heift hermitesch, falls zusitzlich gilt B(x,y) = B(y, x).
Diese Formen sind durch hermitesche Matrizen A* = A gegeben iiber B(x,y) = Z:l j=1@i jXiyj. Man

assoziiert dann zu B die Form Q(x) = Zi,j:l aijXiXj.

Lemma 7.1 Es sei A ein quadratische symmetrische, reelle Matrix. Die quadratische Form Q,
ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv sind, negativ definit, genau dann,
wenn alle Eigenwerte von A negativ sind und indefinit, falls es einen positiven und einen ne-
gativen Eigenwert gibt. Q, ist positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte von A nichtnegativ sind
und negativ semidefinit, falls alle Eigenwerte von A kleiner gleich Null sind.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation besitzt R” eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren {e, ..., e,} zu den reellen Eigenwerten A, ..., A,,. Fiir x = Z?:l x;e;,
x #0, folgt dann

Qulx)=(x,Ax)= <Zx e,,ZA x]e]> = Zn:x,-xjkié,-j :zn:itixf.
= =1
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Sind nun alle Eigenwerte von A positiv, so ist offenbar auch Qu(x) > 0 fiir alle x # 0.
Ist umgekehrt Q4(x) > 0 fiir alle von Null verschiedenen Vektoren, so ist insbesondere
Qa(e;)=A; > 0. Also sind alle Eigenwerte von A positiv.

Die anderen Aussagen (A negativ definit, indefinit usw.) folgen analog. ]

7.2.3 Die Normalform einer symmetrischen Bilinearform

Satz 7.2 EsseiV einreeller Vektorraum mitdimV =n und B: V x V — R eine symmetrische
Bilinearform auf'V.

Dann gibt es eine Basis E = {e,...,e,} von V, so dass die Matrixdarstellung A = Mg(B) fol-
gende Gestalt hat

I, 0 0
A=|o -1, |,
0 0 0

wobei die angegebenen Bliocke auch die Zeilenzahl 0 haben diirfen. Mit anderen Worten, es
gibt Zahlen p,q >0, p + q < n, so dass beziiglich E die Bilinearform B die Gestalt

B((x1,..,Xn), (01, yn)) =x1y1+ X2y + -+ XpYp — Xpr1Vpi1 = — XpiqVp+q
hat. Die Zahl p + q heifst Rang von B und p — q heifst Signatur von B.

Beweis. Wir statten V mit einem Skalarprodukt aus, wihlen eine beliebige Basis E; und wen-
den die Hauptachsentransformation auf die symmetrische Matrix A’ = Mg, (B) an. Nach
dem Satz iiber die Hauptachsentransformation existiert eine Orthonormalbasis E, von V
aus Eigenvektoren von A’ zu den ausschliefilich reellen Eigenwerten von A’. Wir ordnen
nun die Eigenvektoren {fi,..., f,} so in E, an, dass zunéchst alle positiven Eigenwerte
{A1,...,A,}, dann alle negativen Eigenwerte {4, ...,A,4,} und dann alle Eigenwerte 0 kom-
men. In der Basis E, hat also B die Gestalt

B(x,y)=Axiy1 +AoXoyo+ -+ ApXp Yy — | Apt1 | Xpr1Yp1 — 00— | Aptg |xp+qJ’p+q-

Insbesondere ist also B(f, fi) = A« fiir alle k. Im letzten Schritt reskalieren wir die Basisvek-
toren von E, und erhalten die gewiinschte Basis E:

(3% fk» k:1,...,p+q.

\/lk_k

In der Tat ist nun B(ey,er) = B (‘/%, ‘/%) = |Ak|kk sign A;. Dann hat B in der Basis E
k k

die gewiinschte Gestalt. |

Fiir symmetrische Matrizen A bedeutet das, dass eine invertierbare Matrix S € GL(n, R) exi-
stiert mit

A=S"diag(I,,—1,,0)S. (7.2)
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Man beachte, dass S in der Regel nicht mehr orthogonal ist und auch nicht eindeutig be-
stimmt. Im nidchsten Abschnitt werden wir aber sehen, dass p und g nicht von der Wahl der
Basis abhdngen.

7.2.4 Der Sylvestersche Trigheitssatz

Satz 7.3 (Sylvesterscher Trigheitssatz) Es sei B eine symmetrische Bilinearform auf dem re-
ellen Vektorraum V,dimV = n.
Dann existieren Unterrdume Vp, V. und V_ von V mit

V=yYoV.eV,

wobei y={x € V| B(x,y)=0Vy eV}, B(x,x)>0 fiir alle x € V. \{0} und B(x,x) <0 fiir alle
x € V.\{0}. Die Zahlen
p=dimV, und q=dimV

sind Invarianten von B und héngen nicht von der speziellen Wahl der Unterrdume V. und V_
ab. Die Differenz p — q heifst Signatur und p + q heifst Rang der symmetrischen Bilinearform
B.

Einzig der Nullraum V; ist eindeutig bestimmt. Die Rdume V; und V. kann man variieren
indem man einzelne Basisvektoren durch Vektoren von 1 abdandert.

Beweis. (a) Existenz der Zerlegung. Die Existenz folgt sofort aus dem Satz[[.2] indem man
Vi = spanf{e,...,e,}, V. = span{e,ii,...,e,4q} und V' := span{e, 441,...,e,} setzt. Es ist
klar, dass dann V; und V_ die Bedingungen der Aufgabe erfiillen, dass V=V, ® V. & V’ und
dass V' C 1. Wir miissen noch zeigen, dass V’ D | gilt. Dazu sei x = Z?zlxiei € 1. Also gilt
B(x,e;)=x;=0firallei=1,...,pund B(x,e;)=—x; =0flirallei=p+1,...,p +¢g. Somit
hat x nur noch von Null verschiedene Koeffizienten x;, i > p + ¢, also x € V’; also V' = ;.
(b) Eindeutigkeit von p und q. Es sei V = ;@ W, @ W_ eine zweite Zerlegung dieser Art. Fiir
veW,.n(y® V.)\{0} gilt dann einerseits

B(v,v)>0, weilveW,
und andererseits gilt
B(v,v)<0, weilv=vy+v_eVy@®dV. B(vg+v_,vy+v_)=04+0+0+ B(v_,v_)<0.

Dies ist aber ein Widerspruch. Folglich ist W, N (1 & V) = {0}. Somit gilt nach dem Dimensi-
onssatzP9wegen W, + (W V.)CV

dimV >dim(W, + (W& V.))=dim W, +dim ;& V. =dim W, + dim 1§+ dim V_
=dmW,+(n-p—-q)+qg —> p=dimV,>dimW,.

Aus Symmetriegriinden (Vertauschen der Rollen von W,, W. und V,, V.) muss aber auch
die umgekehrte Ungleichung gelten; somit gilt Gleichheit dim W, = dim V; und damit aus
Dimensionsgriinden auch dim V. = dim WW_, was zu zeigen war. [
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Folgerung 7.4 Es sei A€ R™" eine symmetrische Matrix, S € GL(n,R) und A’ =STAS.

Dann haben A und A’ die gleiche Anzahl von positiven und und die gleiche Anzahl von ne-
gativen Eigenwerten. Insbesondere ist A positiv definit (negativ definit, indefinit, usw.) genau
dann, wenn A’ positiv definit (negativ definit, indefinit, usw.) ist.

Beweis. A und A’ beschreiben ein und dieselbe Bilinearform nur in einer anderen Basis
(weil S invertierbar ist). Daher ist p = dim V; und g = dim V. die Anzahl der positiven bzw.
negativen Eigenwerte von A — und auch von A’. [

7.2.5 Sylvesterkriterium fiir positiv definite Matrizen

Bemerkung 7.2 (a) Jede positiv (negativ) definite symmetrische Bilinearform ist nicht-
entartet. Das folgt sofort aus dem Trégheitssatz da alle Eigenwerte von A positiv (negativ)
sind und somit A invertierbar.

b
) ist genau dann positiv definit,

(b) Die quadratische reelle, symmetrische Matrix A = (Z J

wenn
detA=ad —b*>*>0 und a>0.

Zum Beweis betrachten wir die Gleichung, x = (x1, x,) € R?,
aQa(x)=a(ax?+2bx,x, +dx3)=(ax,; +bx,)* +(ad — b*)x3.

sind die obigen beiden Bedingungen erfiillt, so gilt offenbar Q(x) > 0 fiir alle x #

0. Ist umgekehrt Q4(x) > 0, so insbesondere Q((1,0)) = a > 0 und somit auch
aQ((—b,a))=(ad — b?)a? >0, also detA > 0.

(c) Ist A=(a;;) positiv definit, so gilt Ist A negativ definit, so gilt

M a;;>0farallei=1,...,n. (Da;;<0farallei=1,...,n.

@) ai;aj;—ai;>0ftiralle 1 <i<j<n. (2) ai;ajj—ai;>0ftiralle 1 <i<j<n.

Die erste Behauptung folgt aus Q4(e;) > 0 bzw. aus Qa(x,e; + x,€;) > 0.
(d) Ist A’ eine k x k Untermatrix von A in der linken oberen Ecke von A, also

A= :
k%

so ist A’ ebenfalls positiv definit. Man nennt det A’ den k ten Hauptminor von A.
Ist ndmlich A’ eine r x r-Matrix, so wahlt man x = (x,,...,x,,0,...,0) und erhélt Q,(x) =
xTAx =x'TA’x’ >0, wobei x’ =(x,...,x,).

Wir verallgemeinern die Eigenschaft (b) fiir beliebige Dimension.

Satz 7.5 (Sylvestersches Definitheitskriterium) Es sei A =(a;;) € R"", A= AT, eine sym-
metrische reelle Matrix. Fiirk =1,...,n bezeichen Ay =(a;;)i=1..x die ,abgeschnittenen“k X k -
i=1k

Matrizen. Aufserdem setzen wir d; = detAy. .
Dann gilt:
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(@) Qg ist genau dann positiv definit, wenn d > 0 fiirallek =1,...,n.
(b) Q4 ist genau dann negativ definit, wenn(—1)kd; >0 fiirallek =1,...,n

Man nennt die die Determinanten d die Hauptminorevon A.

Beweis. Wir beweisen (a). (1) Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar: Ist A positiv definit,
so ist nach Bemerkung[ZZ] (d) fiir alle k die Matrix A; positiv definit. Damit sind alle ihre
Eigenwerte A(lk), oo )L(kk) positiv. Ferner gilt det A, = )L(lk) e Asck) > 0.

(2) Hinléinglichkeit. Seien alle d; > 0. Insbesondere sind alle A;. invertierbar. Man schreibt
nun A=A, in Kdstchenform wie folgt auf:

mit der symmetrischen (n—1)x(n—1)-MatrixA,_;, einem Spaltenvektor v € R""!und a € R.
Man rechnet nach, dass nun

A, ;1 O I, -1
I R

Nach Folgerung[Z4] ist A genau dann positiv definit, wenn die mit S transformierte Matrix

0
A,—1und b > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber d;, d5,...,d,-; > 0 und damit A,,_,

positiv definit. AuBerdem folgt aus der Zerlegung

Apr O . o L . . . s
( " b) positiv definit ist. Dies ist wiederum dquivalent zur positiven Definitheit von

detA=detSdetA,_;bdetS.

Nun ist aber S aber eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der Diagonale; also ist
detS = 1. Folglich gilt detA = bdetA,_,. Mit detA > 0 und detA,_; > 0 folgt b > 0 und die
positive Definitheit von A ist gezeigt.

(3) Sei die Bedingung in (b) erfiillt. Wir betrachten die symmetrische Matrix —A. Alle Haupt-
minore von —A sind dann positivund damit ist —A nach (a) positiv definit und folglich ist A
negativ definit. Die Notwendigkeit folgt analog. |

Beispiel 7.4 Die Matrix

2 -1 -3
A=1-1 2 4
-3 4 9
ist positiv definit, da ihre Hauptminore
9 1 2 -1 -3
detA, =2, detAgz‘ . 2‘zS, detA=|-1 2 4 |=1
-3 4 9

alle positiv sind.
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Fiir positiv definite Matrizen kénnen wir Folgendes zusammenfassend feststellen.

Satz 7.6 (Aquivalenzsatz fiir positiv definite Matrizen) Fiir eine symmetrische Matrix
AeRmn, AT = A, sind dquivalent
i. A ist positiv definit.
ii. Es gibt eine invertierbare quadratische Matrix S € GL(n,R) mitA=S'S.
iii. Alle Hauptminore sind positiv.
iv. Alle Eigenwerte von A sind positiv.
v. Es gibt eine orthogonale Matrix U € O(n) und eine Diagonalmatrix A’ mit positiven
Diagonalelementen, so dass A=UTA'U=U"1A'U.
vi. A ist positiv semidefinit und det A # 0.
vii. A ist invertierbar und A" ist positiv semidefinit.

7.2.6 Beispiel zur Hauptachsentransformation
Geben sei die quadratische Gleichung
flx1, %) =x246x,%,+ x5 +8x1 +8x,+1=0, x,x:€R,

welche eine Kurve C = {(x;,x,) € R? | f(x1,x2) =0} in der Ebene R? definiert. Ist C die leere
Menge, ein Geradenpaar, eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel?

. . X . .
Wir schreiben f(x), x = ! , in Matrixform,
X2

f(x)=x"Ax+b'x+c A:(; i’), b:(g), c=1.

und fithren mit A die Hauptachsentransformation durch. Wegen detA = 1—-9 = —8 und
trA =2ist y4(A) =A2—2A—8 =(A—4)(A+2)und damit sind A; =4 und A, = —2 die Eigenwerte
von A. Die Eigenrdume sind:

1
V;, =Los(A—4,0)={x e R?| —3x1+3x2:0}:]R(1)

1
Vi, :Lds(A+2,0):{x€1R2|3x1+3x2:0}:]R( 1).

Die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren lautet also E = {(1,1)/v2, (1,—1)/v2}. Die Trans-

1 1
formationsmatrix (vergleiche AbschnittB.3.6) S = \/% 1 1 fiihrt auf die neuen Koordina-
ten |
- - +y2) 1 1
=S'x, x=Sy=|"2 , xi=—(1+ ), xo=—1— o).
y y (%(Jﬁ — ) 1 ﬁ(h ¥2) 2 ﬁ(h ¥2)

Setzt man x; und x, in die Gleichung der Kurve C ein, so erhdlt man
0=4y?—2y2+8vV2y,+1= (y1+4f2)2—2y22—31 =422 222 -3l.

wobei z, = y; +4v2, z, = , eine weitere Koordinatentransformation (Verschiebung in Null-
punktslage) ist. Weil A jeweils einen positiven und einen negativen Eigenwert hat, handelt
es sich bei C um eine Hyperbel.
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7.3 Geometrie in euklidischen Raumen

Im Folgenden sei V ein euklidischer Raum mit Skalarprodukt.

7.3.1 Geraden und Strecken

Eine Gerade g in V ist durch einen Punkt p, € V und einen Richtungsvektor r € V, r # 0,
gegeben,
g=1{po+tr|teR}.

Ist po =0, so ist g sogar ein eindimensionaler Teilraum. Variiert der Parameter ¢ nur in einem
endlichen Intervall [a, b], sonenntman s = {p,+1tr |t € [a, b]} eine Strecke. Die Strecke pop;
von po nach py, po, p1 € V hat die Gestalt pop; ={(1 —A)po+Ap1 | A €[0,1]}.

Definition 7.5 Essei py€ V und U C V ein linearer Teilraum von V, dann bezeichnet man
M=p0+U={p0—|—u | uEU}

als affinen Teilraum von V. Wir bezeichnen dim M := dim U als Dimension des affinen Teil-
raumes M.

Punkte und Geraden sind also genau die null- bzw. eindimensionalen affinen Teilrdume von
V. Die n — 1-dimensionalen affinen Teilriume bezeichnet man als Hyperebenen.

Beispiel 7.5 (a) Fiir jedes lineare Gleichungssystem Ax =b, A€ R™*", b e R™, ist Los(A, b)
ein affiner Teilraum von R” der Dimension def A.
(b) Istv eV, v#0, soist

vt={xeV| (v, x)=0}

eine Hyperebene durch den Ursprung. Jede Hyperebene im R” ist gegeben durch eine ein-
zige lineare Gleichung:

H={(x1,...,x5) | a1x1 +--+a,x, = c},
wobei a =(ay,...,a,)#0, c € R. Die Hyperebenen des R? sind die Ebenen, die des R? sind

die Geraden.

7.3.2 Kurven und Fldchen zweiter Ordnung — Quadriken

Die allgemeine Gleichung 2. Grades im R” hat die Gestalt (mit a;;, ax, c €R)

n n
E ai]-xixj+2§ agxy+c=0, a;j=aj.
ij=1 i=1

Fasst man die Koeffizienten zu eine symmetrischen Matrix B = (a;;) € R"+*("+1) zusam-
A a
a' ¢
Gleichung schreiben als Pg(x)=(x, Ax)+2(a, x)+c=0.

men, B = , wobei a;; die Koeffizienten aus der Gleichung sind, so kann man die
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Als Quadrik bezeichnet man jede Menge (sofern sie nicht leer ist)
MB:{XERn|PB(X):O}, A#O

Die Gestalt einer Quadrik ist vollstdndig bestimmt durch Rang und Signatur von A und B.
Im Falle n =2 erhélt man die folgenden Normalformen von Quadriken (Kurven 2. Ordnung):

i. Ellipse, aix?+ a5x; =1, wobei a;a, #0.
ii. Hyperbel oder zwei sich schneidende Geraden, ajxi — a5x5 =1 oder =0 mit a, a, # 0.
ili. Parabel, x + bx, =0 mit b #0.

iv. xf=c mit ¢ > 0 (paralleles Geradenpaar) oder mit ¢ = 0 (Doppelgerade).
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