6 Serie — Aufgaben zur Statistik

Aufgabe 1.

Erzeugen Sie mit SPSS und R 1000 hypergeometrisch verteilte Zufallszahlen fiir die
Anzahl der weilen Kugeln bei 30 Ziehungen (ohne Zuriicklegen) aus einer Urne mit
100 weiflen und 200 schwarzen Kugeln.

a) Bestimmen Sie mit SPSS und R und theoretisch die Einzelwahrscheinlichkeiten,
dass genau k (k= 1,2, ..., 30) weifle Kugeln gezogen werden.

b) Untersuchen Sie das monotone Verhalten der Einzelwahrscheinlichkeiten theoretisch
und mit dem Programm SPSS und R.

¢) Wiederholen Sie das beschriebene Experiment leicht modifiziert: Erzeugen Sie mit
SPSS und R 1000 binomialverteilte Zufallszahlen fiir die Anzahl der weiflen Kugeln bei
30 Ziehungen (mit Zuriicklegen) aus einer Urne mit 100 weilen und 200 schwarzen Ku-
geln. Bestimmen Sie die entsprechenden Einzelwahrscheinlichkeiten und untersuchen
Sie das monotone Verhalten dieser Wahrscheinlichkeiten theoretisch und mit SPSS
und R.

Lésung 1. a) Es sei | = 30, w = 100 und s = 200. Weiter sei n = s + w. Dann gilt
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Die Ungleichung
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Also ist die Folge (pr)k=1,2,... zundichst monoton wachsen und dann monoton fallend.
(i) Es sei a nicht ganz und sei ko die gréfite ganze Zahl, fir die ko < a gilt, so folgt
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In unserem Beispiel haben wir
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Also trifft der Fall (i) zu und es gilt
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b) Wir haben fir n =30, p= 5 und ¢ = 1.p
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Weiter betrachten wir
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gleichwertig mit
a=(n+1)p>j

Also ist die Folge (p;)j=1,2,...,n zundchst monoton wachsend und dann monoton fallend.
(i) Es sei b nicht ganz und sei jo die grofite ganze Zahl, fiir die jo < b gilt, so folgt

p1 <p2 <..<DPjy > Pjo+l > ... > Pn
(i 1) Es sei a ganz, so folgt
p1 <p2<..<DpPpb—1=DPb>Pbt1l > ... > Pn

In unserem Beispiel haben wir
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Also trifft der Fall (i) zu und es gilt

p1 <p2<..<pio >pi1 > ...>P3o

Aufgabe 2.
Die Verteilung der Blutgruppen wird durch folgende Tabelle beschrieben

Blutgruppe | A B AB 0
Wahrscheinlichkeit | 0,425 0,145 0,065 0,365

Es werden von 12 Personen die Blutgruppe untersucht. Es sei X 4 die Anzahl der Per-
sonen mit Blutgruppe A. Analog werden die Zufallsgrofien Xp, Xap und X, definiert.
a) Geben Sie die Verteilung dieser Zufallsgréfien an.

b) Wie grofl ist Wahrscheinlichkeit(p:), dass 8 Personen die Blutgruppe A, 4 Personen
die Blutgruppe B haben.

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit(p2) haben unter 12 willkiirlich herausgegriffenen
Personen 5 bis 7 die Blutgruppe A.

d) Losen Sie die Aufgabe mit Hilfe von SPSS und R



Losung 2. a) Der Zufallsvektor (Xa, Xp, Xan, Xo) ist polynomialverteilt. Also gilt

P(XA:xA,XB = l’B,XAB::EAB,X()::E())
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b)

12! 2,329
P(Xa = 8.Xp = 4) = oy = 22
¢) Es gilt Xa ~ Bin(n,pa). Es sei ga =1 — pa. Dann folgt
12\ 5 12 12\ ;5
PG<Xa<T) = <5>pAq74 + <6>p?4qf’l\ + <7>p,74q,4

= 0,2282+0,1968 4 0,12347 = 0, 5497

Aufgabe 3.

Fir ¢« = 1,2,...,1000 seien die Zufallsgrofien X; ~ N(0,1) und Y; ~ N(3,4) un-
abhéngig.

a) Erzeugen Sie mit SPSS und R solch eine Stichprobe.

b) Erzeugen Sie daraus eine Stichprobe fiir die abgeleiteten Merkmale Z; = 3X; + 5Y;
¢) Zeichnen Sie fiir die Merkmale Z und W die Histogramme.

d) Welche Verteilung hat Z7 Bestimmen Sie EZ und Var(Z).

e) Wie kann man aus der Stichprobe die Parameter der Verteilung von Z, wie Erwar-
tung und Varianz schéitzen?

f) Bestimmen Sie die bedingte Verteilung von W unter X=x. Zeigen Sie, dass die
Zufallsgrofle W keine Erwartung besitzt. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von

W.
Lésung 3. d) Die Zufallsgréfe Z ist normalverteilt mit dem Erwartungswert
EZ; =3EX;+5EY; =15

und der Varianz

Var(Z;) = 3*Var(X:) + 5°Var(Y;) = 109
Also gilt Z; ~ N(15,109).
d) FEine Schitzung fir EZ; ist
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und eine Schitzung fir Var(Z;) ist

f) Es gilt
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Also folgt als Verteilung

Da das Integral



nicht existiert existiert auch der Erwartungswert von W nicht. Fiir die Verteilungs-

funktion F' von W

F(w)

erhalten wir, da X ~ —X
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