Lineare Algebra — LoOsungen zur 7. Serie

28.
1 0 1 0
it A2 — 3 _ ; .
(a) Esist A = ( % 1 ) , A% = ( 3 1 ), und es besteht die Vermutung:
A" = nla (1] ) . Der Beweis erfolgt {iber vollstindige Induktion:

Ind.-Anfang: Die Vermutung ist richtig fiir n =1 (und n = 2, und n = 3).

Ind.-Voraussetzung: Die Vermutung ist richtig fiir n = k: A*¥ = ( kla (1) ) .
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Ind.-Behauptung: Die Vermutung ist richtig fiir n = k+1: A ( (k+1)a
1 0 1 0 1 0
- is: i k+1 — Ak = =
Ind.-Beweis: Esist A A¥ A (ka 1)((1 1) ( (k+1)a 1).
— Fertig —
-3 1 -2 4 6 1
(b) Es ist AB = -1 4 -3 | und BA = -2 —4 0 |. Also gilt
2 1 3 3 -1 4
AB+# BA.
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Sei Matrix A = (a;;), dann ist A7 = (aj;). Der erste Index z#hlt die Zeilen, der
2.Index die Spalten.
Setze B = (bi;) = (3(ai; + a;i)) und D = (dij) = (3(ai; — a;i))

Behauptung: B ist symmetrisch und D ist schiefsymmetrisch.

Beweis:

BT = (b;;) = (3(aji + ai;)) = (3(ai; + aji)) = B und
DT =(dji) = (3(aji — aij)) = (—3(ayj — a;1)) = —D.
Also ist jede quadratische Metrix darstellbar:
A=1A+AT)+1(4-4AT).

30.

Es ergibt sich: —2d} + 2a3 — 1d3 + 1di + 1ag = 0.

Es zeigt sich, dass dabei z.B. di, d3,ad3 linear unabhiingig sind. Sie kénnen als
Basis eines Untervektorraumes der Dimension 3 im IR* gewihlt werden. Der
Untervektorraum ist isomorph zum IR3.

31.

SeiT(?):(i)undT(g):<_21>.IstT=<ccl Z),soistdies

ein Gleichungssystem mit 4 Variablen, den Elementen in T, und 4 Gleichungen.
1
Man erhélt als Losung: T' = 3 ( 142 _21

Fine neue Basis kann man als Matrix darstellen, indem man die Vektoren als



Spalten der Matrix schreibt: B = ( Z :i ).Dann ist B~! = ( __142 1{2 )

Eine lineare Abbildung 7'z = w in der Originalbasis transformiert sich nun
zu

BB™'T BB~'z = BB~'w = B(B~'TB)(B~'z) = B(B~w).

Setzt man in Symbolen: B~z = zp, B~lw = wp fiir die Koordinaten in der
neuen Basis, und B~1TB = T, dann ist

o (12 Y2\ 1(1/2 2 2 -1\ _( -3/2 1/4
B=\ -2 1 )3\ 2 -1 4 -1 )\ -6 4/3 )
und es ist Bwg = BTgxp , also wg = Tgxp -

32.
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Esist Tgrp = B"'TBB~'z = B~!(Tz) = (Tz)B .

Folglich wird T = ( 2 0 )

33.

Wenn p(z) = azx? + a1z + ag ist, mit reellen Zahlen a;, dann operiert die
gegebene lineare Abbildung folgendermassen:

T(p(z)) = as(3z — 5)% + a1(3z — 5) + ao. Das ist wieder ein Polynom in P.
Setzt man die gegebenen Basisvektoren in T ein, erhélt man: T'(1) = 1,T(z) =
(3z—5),T(x?) = (3z —5)% = 922 — 30z + 25. Ordnet man P isomorph folgende
Basisvektoren im IR? zu,

1 0 0
1- ( 0 ) , T — ( 1 ) , 2= ( 0 ) , dann werden diese entsprechen
0 0 1

abgebildet zu:

1 1 0 -5 0 25
Tiol=(o], 7l 1)=| 3], 7lo]=[ -3
0 0 0 0 1 9

Also ist die Transformationsmatrix als Spalten-Matrix der Bilder der kano-
nischen Einheitsvektoren

1 -5 25
T=10 3 =30
0 0 9



