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Zusammenfassung

Das Frenkel-Kontorova (FK) Modell ist ein physikalisches Modell, das man sich als eine Kette von Pendeln
vorstellen kann, die untereinander gekoppelt sind. Es beschreibt erfolgreich Versetzungen in Festkorpern
oder in Kristallen und weitere Phdnomene, wird in der Festkorperphysik vielfiltig verwendet. Durch diverse
Zusatzannahmen bzw. Modifikationen des urspriinglichen Ansatzes ergibt sich eine ausgedehnte Theorie,
zu der bis heute geforscht wird. Hier sollen hauptsidchlich stationdre Zustidnde des einfachsten Modells
diskutiert werden, die zum Begriff eines Solitons Anlass geben.

Weiterhin wird ein Grenziibergang vom Diskreten zum Kontinuierlichen, ndmlich von der Kette von Oszil-
latoren zu einer schwingenden Saite mit nichtlinearer Anregung vorgestellt. Letztere bewegt sich gemal
der sogenannten Sinus-Gordon-Gleichung, einer bekannten Solitonengleichung. Eine Solitonenlosung be-
schreibt dann unter anderem eine langlebige wandernde Storung in einem Kristall.

In einem anderen Grenziibergang wird eine vermeintliche Verldngerung der Kette ins Unendliche kritisiert,
und es werden falsche Verwendungen der sogenannten Twist-Map aufgezeigt.

Abstract

The Frenkel-Kontorova (FK) model is a physical model, which can be imagined as a chain of pendulums,
which are coupled to each other. It successfully describes dislocations in solids or in crystals and other
phenomena, thus it is applied in many ways in solid state physics. By various additional assumptions or
modifications of the original approach it results in an extended theory, which is still being studied today.
Here mainly stationary states of the simplest model shall be discussed, which give rise to the notion of a
soliton.

Additionally a transition from the discrete to the continuous form, of the chain of oscillators to a vibrat-
ing string with nonlinear excitation, is treated. The latter moves according to the so-called Sine-Gordon
equation, a well-known soliton equation. A soliton solution describes, among other things, a long-lived
wandering disorder in a crystal.

In another limit transition, a supposed extension of the chain to infinity is criticized, and wrong uses of the
so-called twist map are revealed.
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1 Einleitung

Diese Arbeit ist die leicht erweiterte ‘Papierform’ eines Vortrages in der Leibniz-Sozietdt zu Berlin im
Februar 2023.!

*Korrespondierender Autor



In dieser Zusammenfassung werden folgende Punkte behandelt:
* Die Grundbegriffe, in die das FK Modell eingebettet ist.

* Das FK Modell selbst wird vorgestellt, dabei sind wichtig: gleiche oder verschiedene Periodizitit
der beiden Potentiale,

* Minima als Grundzustinde und hoch liegende Intermedizire sowie Ubergiinge iiber Sattelpunkte.
» Eigenschaften von angeregten Zustinden werden uns zum Begriff Soliton fiihren.

* Wichtige Anwendungen werden erwihnt — Beispiele vorgestellt.

* In einem zweiten Teil werden 2 Grenzprozesse diskutiert:

» Einmal das FK Modell und die schwingende Saite,

+ und der zweifelhafte Ubergang zu einer ‘co-langen’ Kette.
Polemisiert wird dabei gegen die falsche Anwendung der Twist-Abbildung.
Grundbegriffe
Die Theorie der dynamischen Systeme modelliert Bewegung oder Entwicklung, wie sich ein Zustand x
im Laufe der Zeit t veridndert. Wenn der Prozess homogen beziiglich der Zeit ist, d.h. sein Verlauf hingt
nur vom Anfangszustand ab, aber nicht von der Wahl des Anfangszeitpunkts, dann spricht man von einem
autonomen System. Die Zeit t kann diskret (ganzzahlig) oder kontinuierlich sein. Der Raum der Zustéinde

x hat eine Dimension N, d.h. x ist ein Vektor. Man schreibt x=(x1,x2, ...,xy)" .

Wichtige Fragestellungen
bei dynamischen Systemen betreffen ihr Langzeitverhalten (zum Beispiel Stabilitit, Periodizitit, Chaos und

Ergodizitit) und ihre Regelung.

Schema 1: Das FK Modell reiht sich in folgende Systeme von Differentialgleichungen ein

Dynamisches System ‘%‘ = f(x,r)

Autonomes System ‘{‘,—f = f(x)

Konservatives System “;3‘ = —grad U(x)

Frenkel-Kontorova Modell mit eigenem Potential

U(x) =V, 5% (1 —cos(Zx)) + 5 L (i —xi—a,)’

Hauptsichlich sollen in dieser Zusammenfassung stationédre Zustidnde des FK Potentials betrachtet wer-
den. Die dynamische Gleichung zweiter Ordnung wird beim Grenziibergang zur Sinus-Gordon Gleichung
verwendet.



2 Das FK Modell

Eingefiihrt wurde des Modell von
Yakov II’itch FRENKEL (1894 - 1952),
Prof. fiir Theoretische Physik an der
Universitidt Leningrad, und

Tatjana Abramovna KONTOROVA (1911 - 1976), die Assistentin bei Frenkel war. Sie legte eine Disser-
tation zur Mechanik der plastischen Deformation von Kristallen vor (1938), aus der dieses Modell her-
vorgegangen ist. Weitere Arbeiten von ihr gibt es zu zwischenkristallinen Schichten, zu Katalysatoren,
Festkorperphysik, Halbleitern und zu Untersuchungen zu Germanium.

Die Originalarbeiten zum ‘Frenkel-Kontorova-Modell’ erschienen 1938/1939.26

Yakov II’itch FRENKEL wurde am 10.2.1894 Rostov-am-Don geboren.
1913-1916 studierte er an der Universitit St. Petersburg, danach war er dort wissenschaftlicher Mitarbeiter,
spiter Professor. Von 1921-1952 gehorte er zum Physikalisch-Technisches Institut in Leningrad.
Unterbrechungen: 1918-1921 Krim-Universitdt Simferopol

1925-1926 Deutschland

1930-1931 USA

1941-1944 Kasan
Gestorben ist er am 23.1.1952 in Leningrad.
Frenkel war ein universeller theoretischer Physiker, der auch fiir Experimente und Technik aufge-
schlossen war. Sein Schwerpunkt war die kondensierte Materie — Festkorper, Kristalle, Me-
talle, Fliissigkeiten. Er war einer der Pioniere der Quantentheorie des festen und fliissigen Ag-
gregatzustandes. 1924 schlug er eine erste Quantentheorie der Elektronenleitfdhigkeit in Me-
tallen vor, 1926 die Einfithrung der Locher im Kristallgitter als Quasiteilchen und Beschreibung
der ’Frenkel-Defekte’ in Kristallen. 1931 fiihrte er die 'Exzitations-Quanten’ ein und gab ih-
nen 1936 den Namen Exzitonen, eines der ersten Quasipartikel. 1932 schlug er den Namen
*Phonon’ fiir das 1930 von I.E. Tamm eingefiihrte ’Schall-Quantum’ vor,” eine quantisierte elasti-
sche Wellen in Kristallen. 1936 und 1939 entwickelte er unabhéngig von N. Bohr und J.A. Wheeler
das Tropfchenmodell des Atomkerns und eine darauf aufbauende Erkldarung der Kernspaltung.
Er war national und international hoch anerkannt. 1929 wurde er zum korrespondierenden Mit-
glied der Akademie der Wissenschaften der Sowjetunion gewihlt.
In der Stalinzeit iiberstand er knapp Kampagnen gegen die ‘Moderne Physik’.® Er muBte sich
jahrelang vor staatlichen und Parteigremien rechtfertigen. Insbesondere sollte er die Biicher zur
Wellenmechanik®!! ’zuriicknehmen’, was er naturgemi wenn iiberhaupt, dann nur sehr halb-
herzig und mehrdeutig tat.
FRENKEL schrieb mehr als 250 Artikel und mehr als 30 Biicher, oft in vielen Auflagen. Ins
Deutsche oder Englische iibersetzte Biicher sind®~!3 sowie Sekundirliteratur iiber ihn.® Die Bio-
graphie wurde vom Wissenschaftshistoriker Viktor Ya. Frenkel, seinem Sohn, vorgelegt.

Nach dem 2.Weltkrieg wurde die Beschiftigung mit dem FK Modell in Deutschland durch Ar-
beiten von Kochendorfer und Seeger weitergefiihrt, '° in England von Frank und van der Merve, 718
als auch von vielen weiteren Autoren. !° Frenkel selbst kam nicht wieder auf dieses Modell zuriick.



2.1 Einfithrung des FK Modells

Das FK Modell beschreibt eine Kette von Partikeln, gemeinhin Atomen oder Molekiilen, die
1. untereinander durch Federkrifte verbunden sind, und die

2. durch eine weitere Kraft angezogen werden, deren Potential durch eine Cosinusfunktion
beschrieben sei.

Die Federn werden als gleich angenommen, und die Anziehung in das Grundpotential kann in
vielfdltigen Modellen realisiert sein: Schwerkraft, wie im Pendelmodell, oder elektrostatische
oder magnetische Kraft.
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Figure 1: Das Frenkel-Kontorova Modell (nach Loi Do et al.2%)

Mechanische Pendel, die noch untereinander durch Federn gekoppelt sind, bilden ein spezielles
FK Modell, da die Pendel an der Aufhingung fixiert sind.?' Das allgemeine Modell ist ver-
schieblich iiber dem Grundpotential.

Die Parameter des Modells sind:
* Die urspriinglichen Abstéinde der Atome sind a,
* Die 'Federkonstante’ ist k
¢ Die Periode des Cosinus ist a;
Das Potential fiir die lineare FK Kette von Atomen x = (x1, ...,xN)T mit x; < x;41 lautet
N Kk N=1

2
Z (1 —cos( —x, )+ = Z Xipl —Xi—do)” . (D

Die erste Summe beschreibt das Grundpotential; jedes x; sitzt in irgendeiner Cosinus-Mulde.
Die Kombination mit ‘1-cos’ ist benutzt, um negative Werte zu vermeiden. Die zweite Summe
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beschreibt die einfachste Form einer nichste-Nachbar-Beziehung mit einem harmonischen Feder-
ansatz. Sowohl eine Verkiirzung des Abstandes (x; 41 — x;) unter a,, als auch eine Verlingerung
dieser Distanz iiber a, hinaus verursachen eine Kraft. Die Randpunkte x; und xy sind frei (im
betrachteten Modell).

Vielfiltige Verallgemeinerungen wurden schon diskutiert: Andere Funktionen fiir das Grundpo-
tential,?>%3 additiv hohere Potenzen in der Federformel,?*> oder neben der bisherigen nichste-
Nachbar-Formel noch die Einbeziehung weitere Nachbaratome,?%2” die einige schwache Versio-
nen von Ferromagnetismus erlauben, oder bei Verwendung von Coulombkriiften.?® Neben freien
Randwerten von linear angeordneten FK Ketten sind auch zyklische FK Ketten moglich, die peri-
odische Randwerte erzwingen.>?

2.2 Zwei Varianten fiir die Perioden der beiden Potentiale

 Fall der Abstidnde der Atome a, = a, (gleiche Periode)

Die Energie fiir das Minimum der FK Kette ist Null, da alle Partikel in Ruhelage im Grundpotential
sein konnen, und alle Federkrifte ebenfalls auf Null stehen.
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Figure 2: FK Modell mit N=8 und a, = a;

« Fall verschiedener Abstinde der Atome a, # a; (ungleiche Periode)

Wenn die Perioden nicht zusammenpassen, dann wird die Energie fiir das globale Minimum der
FK Kette groBer Null sein, da nicht mehr alle Partikel in Nullpunkt des Grundpotentials sein kon-
nen. Auch eventuelle Federkrifte sind angespannt. Im Bild 3 sind 8 Atome auf 10 Potentialmulden
aufgeteilt. Dieser Grundzustand hat eine Energie grofier Null.
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Figure 3: Minimum des FK Modells, N=8, a, = 1.25 xa; und k = 10V,

2.3 Globale Minima, Sattelpunkte und Zwischen-Minima

Wir gehen zu einer kiirzeren 5-atomige Kette iiber. Fiir ap = 2/3a, passt diese nicht in die
Senken des Grundpotentials. Es ergeben sich die stationdren Punkte, globales Minimum (Min),
Sattelpunkt (SP) vom Index 1 (SP;) und Zwischenminimum (int Min), dargestellt in Abb. 4.
Die Berechnung nutzt giingige mathematische Optimisationsmethoden.?® Man beachte, dass man
schon ein 5-dimensionales Problem vorliegen hat.
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Figure 4: Stationire Punkte des FK Modells, N=5, a, = 2/3 xay, a; = 2w, k =V,

Im globalen Minimum links in Abb.4 sind 5 Atome in 4 Senken eingebettet. Bei der Minimum-
struktur sitzt ein Atom auf dem Gipfel des Grundpotentials. Jede Verdnderung der Kette fiihrt
zu einer hoheren Energie. Die Min-Struktur kann man so nach rechts verschieben, dass man bei
einem SP; herauskommt. Eine Rechnung dafiir wird weiter unten beschrieben. Der SP; hat eine
viel hohere Energie als das globale Minimum, aber sein benachbartes intermediires Minimum hat
fast die gleiche Energie. Verschiebt man die Kette noch weiter nach rechts (nicht dargestellt), kann
man wieder an einem SP von Index 1 ankommen. Dieser ist spiegelsymmetrisch zu dem SP aus
Abb. 4. Eine nochmalige Rechtsverschiebung fiihrt zu einem nichsten globalen Minimum, analog
zum linken Bild in Abb. 4, aber eine Potentialmulde des Grundpotentials weiter.
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Figure 5: Energieprofil zu Abb. 4
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Abb. 5 zeigt ein Energieprofil auf der 5-dimensionalen Potential-Energie-Fliche (PES) vom glob-
alen Minimum, iiber SP; und Int-Min und einen dazu symmetrischen SP; zum néchsten globalen
Minimum. ‘Oben’ ergibt sich ein hochliegender, fast flachen *Gebirgsweg’ fiir das FK Modell
mit N=5, a, = 2/3 *a, und k =V,. Es wurde dazu eine Kurve im Koordinatenraum der FK
Kette bestimmt (eine Newtontrajektorie, siehe unten), die die entsprechenden stationdren Punkte
verbindet, und dariiber die potentielle Energie aus Formel (1) aufgetragen. Die (grilnen) Punkte
‘BBP’ werden ebenfalls weiter unten erklért.

3 Solitonen

Die Beobachtung eines fast flachen ’Gebirgsweges’ fiihrt bei ldngeren Ketten zur Erscheinung von
Solitonen: Strukturen, die sich dhnlich wie ein Partikel durch das Grundpotential bewegen, ver-
gleiche Abb. 6 und 7. Dabei brauchen sie, einmal entstanden, fast keine weitere Energie, sind aber
sehr stabil. Die Lange L des Solitons ersteckt sich iiber mehrere Mulden und Peaks des Grundpo-
tentials, sie ist aber unabhéngig von der Gesamtlédnge der Kette. Sie hingt nur von den Parametern
der FK Kette ab, d.h. von den Perioden der Potentiale und von den GroBen V) und &, der Skalierung
der Potentiale. Bei einer ‘Wanderung’ der Struktur durch die Kette werden an der Front immer
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neue Atome angehoben, spiter iiber den niichsten Potentialberg des Grundpotentials bewegt, und
noch spiter wieder in einer weitergeriickten Potentialmulde des Grundpotentials abgelegt. Die
Struktur des Solitons aber bleibt bestehen. Der Begriff ‘Soliton’ wurde von Peyrard und Kruskal
vorgeschlagen.3® Er gab spiter einem gesamten Forschungsgebiet einen Namen.

2.0
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Figure 6: Ein Soliton wandert durch das Potential einer langen Kette.?®
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3.1 Momentanaufnahmen eines Solitons

In Abb.7 haben wir eine 10-atomige Kette mit a, = a; verwendet. Von links aus ist ein Stof}
ausgeiibt worden, der zum ersten SP; links fiihrt, dem ersten Bild links oben. Dazu muss eine
betrichtliche Energie eingesetzt werden. Danach kann die Struktur zu einem internen Minimum
nach rechts relaxieren. Man beachte, dass insbesondere die Zwischenminima stationire, also sta-
bile Zustinde der FK-Kette sind. Ist der erste SP; aber einmal erreicht, kann ein Soliton, die
gestauchte Struktur also, durch die 10-atomige Kette wandern, bis sie am Ende ein Tal des Grund-
potentials weiter wieder entspannen kann. Eine kleine Energiebarriere zwischen den Sattelpunkten
und den Zwischenminima ist noch vorhanden. Sie heiBt Peierls-Nabarro-Potential. 3"
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Figure 7: Ein Soliton wandert durch das Potential einer 10-atomigen Kette mit ag = a;.

3.2 Solitonenformel

Frenkel und Kontorova erkannten 1938, dass das Modell die Moglichkeit von Solitonen enthilt.
Es gebe schon eine Versetzung (so wurde ein Soliton damals genannt). Fiir a, = a; = a ist die
Verschiebung ¢, des n-ten Atoms x,

2 Y9
qn(t) = ;a arctan [eizf(ivtfna)} _



L = Lénge der Versetzung (des Solitons),

v = Geschwindigkeit, mit der sie wandert,

=+ zeigt Richtung: Versetzung wandert nach rechts oder links.

Mita=1, L=5, v=1, n=1ist das Bild fiir das Verhalten des ersten Atoms in Abb. 8 gegeben.

e
1 2 3 4

Figure 8: Graph eines Solitons im Atom No.1.

g1 von x; wandert von seiner Potentialmulde aus von seinem Minimum x; mit g; = 0 zum néch-
sten im Abstand a = 1, also am Punkt x; + 1 mit g; = 1, ein Tal weiter. Dabei {iberwindet es das
Maximum des Grundpotentials in der ‘Mitte’ des gezeichneten Kurvenzweiges, iiber der Num-
mer 1 des ersten Atoms. Diese Energieverhiltnisse sind in der Beschreibung seines Weges nicht
erkennbar, aber man kann sie in Abb. 7 nachvollziehen. Fiir weitere Atome x; mit i > 1 ist die
Kurve entsprechend verschoben.

3.3 Erstes Fazit

* Ohne dass wir dynamische Gleichungen betrachtet haben, konnen wir durch die Betrach-
tung der stationdren Zustinde des FK Potentials die Vorstellung eines Solitons entwick-
eln.31-33

* Nach einer gedachten Anregung in einen hochgelegenen intermedisren Zustand bildet die
FK Kette Solitonen, die man sich auch wandernd vorstellen kann. Die Bewegung wird aber
durch die Peierls-Nabarro Barriere gebremst.

4 Anregungen

Wir stellen uns einen weiteren Kraftvektor f=F (f, ..., fy)! der Linge F vor, wobei die N Kom-
ponenten fi, ..., fy festgehalten seien. Die Kraft wirke pro Komponente auf je ein Atom der Kette.
Die einfachste Form fiir eine derartige Kraft ist ein linearer Ansatz mit dem Skalarprodukt aus
Kraftvektor f und Vektor x der Kette. Das ergibt ein neues ’effektives’ Potential

Uers(x) = U(x) ' x 2)
mit dem urspriinglichen FK Potential U (x). Dessen Minimum ist gegeben durch
0=VxU,sr(x) =gradU(x) —f. 3)

Kurven bei denen der Gradient immer in Richtung f zeigt, bei wachsender Stirke F' der Kraft,
nennt man Newtontrajektorien (NT), vergleiche die wichtigen einfiihrenden Arbeiten.3*3> Die NT
wurden seit 25 Jahren in Leipzig untersucht. Sie wurden fiir die theoretische Chemie vorgeschla-
gen, sowohl als Methode zur SP-Suche, als auch als Modell fiir chemische Reaktionswege selbst.



Eine spezielle Anwendung ist die Mechanochemie, bei der chemische Reaktionen durch eine
duBere Kraft induziert werden. 3637 Die NT wurden von uns auch auf das FK Modell angewen-
det.?

Zu jeder vorgegebenen, fixierten Richtung (f1, ..., fy) gibt es eine Newtontrajektorie. Die beson-
dere Eigenschaft dieser Kurven ist, dass sie stationdre Punkte von einer Indexdifferenz von 1
verbinden,3® d.h. zum Beispiel verbinden sie Minima mit Index O mit Sattelpunkten vom Index 1.
In Abb.5 vorn wurde im globalen Minimum einer 5-Kette gestartet. Eine Newton- Trajektorie
hat alle 5 niedrig liegenden stationiren Punkte verbunden. Dargestellt ist dabei das Profil iiber
der NT auf der Potetial-Energie-Fliache (PES). Der Aufwand der Kraft F wichst dabei von 0 im
Minimum bis zu einem ’barrier breaking point’ (BBP), einem Punkt bei dem auf dem effektiven
Potential U, sy die Barriere verschwindet. 39 Danach fillt die Linge des Kraftvektors F wieder zu
Null im SP. Danach geht das gleiche Spiel weiter beim Weg zum Zwischenminimum. Abseits
dieses gezeigten Weges gibt es SP mit hoherem Index und hoherer Energie. Diese sind aber
i.a. nicht von physikalischem Interesse.
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Figure 9: Ein maximaler Sattelpunkt in einer 10-atomigen Kette fiir ag = a;.

Mit der vorhandenen Theorie der Newton Trajektorien konnen wir verfolgen, wie sich Anregun-
gen durch die FK Kette fortpflanzen, wenn ein Kraftvektor gegeben ist und seine Stirke stetig
veridndert wird.

Eine Anregung, die alle Atome gleichzeitig und gleichmifig anschiebt, wie

f=F (1,1,...,1), ist vom Kraftaufwand her ungiinstig, weil alle Atome gleichzeitig ihren Potential-
berg hinauf geschoben werden, vergleiche Abb.9. Eine Solitonenstruktur dagegen braucht viel
weniger Energie.

Wenn Die Kraft nur auf die linke Seite der Kette ziehlt und in die Kette hinein wirkt, wie

f=F (1,0,...,0), werden wir eine gestauchte Struktur erhalten, genannt Antikink. Im Gegenteil
wird eine rechts angreifende Kraft, die aus der Kette herauszieht, f=F (0,...,0,1), eine gestreckte
Kette erzeugen, genannt Kink, vergleiche Abb. 10. Links in Abb. 10 sind 5 Atome auf 4 Tiler
verteilt, rechts sind 5 Atome auf 6 Tiler gestreckt.** Sowohl Kink als auch Antikink sind Solito-
nen. Z.B. konnte sich die gestreckte Struktur nach rechts als Soliton bewegen, oder die gestauchte
Struktur nach links, wenn die Kette viel linger als N=10 wire. Bewegen sich aber beide Strukturen
aufeinander zu, dann heben sie sich auf.

10 20 30 40 50 60 *

Figure 10: Ein Antikink und ein Kink in einer 10-er Kette fiir ag = a;.



S Anwendungen des FK Modells

5.1 Versetzungen in Kristallen

Das Problem der Versetzungen im Gitter von Kristallen und ihrer moglichen *Wanderungen’ war
der Ausgangspunkt fiir dieses Modell. Kontorova und Frenkel hatten 1938 den Versuch unternom-
men, Versetzungen zu behandeln.>¢

Dieses Studium wurde fortgesetzt von Frank und van der Merve, sowie Kochendorfer und
Seeger. !¢ Die Dynamik von Leerstellen in einer polymeren Kristalkette wurde von E. A. Zubova
behandelt.*!

17,18

5.2 Gleitprozesse zwischen Oberflichen

Braun und Kivshar %42 Kapitel 5, behandeln ausfiihrlich diese Anwendung des FK Modells. Ein
Kink gleitet dabei auf dem Grundpotential welches geformt wird durch die Kristalflache oder die
ndchsten Metallatome. Das Substrat dient daneben auch dem Energieaustausch. Es spielt die Rolle
eines Termostaten.

Gangloff et al. behandeln ebenfalls Kinks fiir die Untersuchung von Nanofriction. *>** Sie verwen-
den dazu eine zusitzliche erzwungene Bewegung. Experimentell beobachten sie diese Vorgénge
auf atomarer Ebene.

Quapp und Bofill schlagen das FK Modell ebenfalls zur Betrachtung von Gleitprozessen vor.
Unter Verwendung von NT berechnen sie fiir eine Kette mittlerer Linge die Sattelpunkte fiir einen
Gleitprozess.

40,45

5.3 Verschiebung eines Wignerkristals

In den Arbeiten der Experimentatoren um Jui Yin Lin*%*’ wurde ein System von Elektronen auf

einer Oberfldche von suprakalten Heliumatomen beobachtet. Man hatte dazu einen sehr schmalen
Streifen ausgeitzt, in dem die Heliumatomen ruhten, und darauf sozusagen eine eindimensionale
Kette von Elektronen platziert. Diese driicken jeweils Mulden in die Oberfliche, und sie stoflen
sich selbst mit Coulombkraft ab. Fixiert man noch die Rinder der Kette, so kann man mit gutem
Willen die Kette der Elektronen als Frenkel-Kontorova Modell auffassen.

Im Experiment hatte man die Kette durch eine Kraft verschoben, und dabei beobachtet, dass man
anndhernd eine gleiche Kraft fiir sehr verschieden lange Ketten bendtigt.

Wir schlugen vor, dieses Experiment durch Annahme der Bildung eines Solitons zu verstehen.?®

5.4 Wellen in Feldern von Josephson Junctions

Ein Josephson Junction ist ein quantummechanisches Schaltelement welches aus zwei supraleit-
enden Elektroden aufgebaut ist, die durch eine isolierende Barriere getrennt sind. Die Phasendif-
ferenz zwischen den Schichten bestimmt das Verhalten dieser Elemente. Mehrere derartige Ele-
mente kann man zu Ketten zusammenschalten, und sogar einen Kreis daraus bilden, in dem die
Randwerte dann periodisch werden. Ustinov betrachtet Phasendifferenzen in Josephson-Junction
Arrays als Solitonen. 4349

Quapp und Bofill fithren die Betrachtung des FK Modells fiir Josephson Junction Arrays weiter. >
Von besonderem Interesse sind dabei Shapiro-Spriinge in Feldern von Josephson Junctions.! Sie
reprisentieren einen dissipativ getriebenen Quanteneffekt. Larsen et al. beobachteten den Effekt
in graphen-basierten Josephson Junctions.>?

10



Quapp und Bofill berechneten Lyapunov-Exponenten >34 fiir die Langevingleichung der entsprechen-
den FK Kette. Es ergab sich die skurrile Situation von gegenldufigen Lyapunov-Exponenten je
nach der Art der Randwerte der FK Kette.

5.5 Fortpflanzung einer Austenit-Martensit Phasengrenze

Austenit ist die kubisch-flichenzentrierte Modifikation (Phase) des Eisens. Die austenitische
Phase kommt zwischen den Temperaturen 1392°C und 911°C als y-Eisen vor.

Martensit ist ein metastabiles Gefiige in Metallen, Legierungen und auch Nichtmetallen, das
diffusionslos und athermisch durch eine kooperative Scherbewegung aus dem Ausgangsgefiige
entsteht.” Dabei muss das Material von der Temperatur einer Hochtemperaturphase (bei Stahl:
Austenit) unter die Gleichgewichtstemperatur zu einer Niedertemperaturphase (bei Stahl: ¢-Phase,
Ferrit) abgekiihlt werden. Insbesondere sind hier Legierungen mit Formgedichtnis von Interesse,
wie Nickel-Titan Legierungen. Letztere Stoffe zeigen diese interessierenden Eigenschaften schon
bei Umgebungstemperatur. 3-8

Quapp und Bofill betrachteten dazu ein beziiglich des Grundpotentials verallgemeinertes FK Prob-
lem. Die Phasengrenze wurde auf eine Schicht reduziert, und eine Art Soliton fiir den Phaseniiber-
gang berechnet.?? Mit einer Langevinlosung wurde dieser Ubergang unter einer geringen externen
Kraft simuliert.

5.6 Wellen in DNA Molekiilen und Proteinen

Wenn sich Bereiche der inneren Briicken im DNA Molekiil auf einem kurzen Stiick des Stranges
offnen, so kann diese Struktur wie eine Welle durch das Molekiil wandern.>*%° Den Vorgang kann
man versuchen durch ein FK Modell zu beschreiben. ¢!

Auch das Wandern von Schleifen in gewissen Proteinen kann man versuchen, mit einem FK Mod-
ell zu erkliren. 6263

6 Grenzprozesse

6.1 Grenziibergang zum Kontinuum

Wir wollen noch zwei Grenzprozesse fiir das FK Modell untersuchen. Zum einen den Grenziiber-
gang vom Diskreten des FK Modells zur kontinuierlichen Saite, von der Kette von Oszillatoren zu
einer schwingenden Saite. Diese bewegt sich gemél} der Sinus-Gordon Gleichung, einer bekann-
ten Solitonengleichung 4%-64-66

0? 02

o9 — o9 =sin@ .

ox>  or?
Zum Kontinuum-Limit: Eine Kette bestehe aus N Atomen. Um den Gradienten fiir eine dynami-
sche Betrachtung nach Schema 1 zu erhalten, muss man die Energieformel nach allen N Variablen

x; ableiten. Das Potential der FK Kette war vorn gegeben
k N—-1

N o1 )
1_ ] i — A T Uyg .
; cos( x) +2,§ Xit1 —Xi —dp)
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Fiir ein einzelnes Teilchen x; haben wir den Potentialbeitrag

27 k k
Vo (1= cos(==x;)) + = (xi — Xim1 — @0)* + = (Xip1 — Xi — a5)°
ag 2 2
Da jedes innere Teilchen einen Vorgédnger und einen Nachfolger hat, kommt es im Teil des Feder-
potentials zweimal vor. Wir erhalten als Kraft, welche auf das i-re Atom wirkt

U (x . . 2T
aii ) — Vosm(a—sx,-) —k(xi+1 +Xi—1 —in) i 4)

Der erste Teil der Formel ist die Ableitung der Cosinus-Summanden, mit V,, =V, 2 7 /ay, wihrend
der zweite Teil entsteht, da immer Kombinationen von zwei Atomen in der Federformel stehen.
Den Gradient setzen wir in eine Newtonsche Bewegungsgleichung von Schema 1 ein. Mit Gl. (4)
erhilt man die diskrete Sinus-Gordon Gleichung, die auch als Synonym fiir das FK Modell ver-
wendet wird. 26

Nun kann man die Anzahl der Atome auf einem Stiick der Kette fester Liange erhohen und schlie3-
lich zu einem Kontinuum iibergehen. Aus dem zweifachen Differenzenteil des Gradienten des
Potentials in Gleichung (4) wird dann eine zweifache Ableitung nach der Ortskoordinate ¢.

Wir betrachten den Limes N — oo und x; — ¢ (x), mit x;; — @(x —a,), Xit+1 — ¢(x+a,), und
unter a, — 0 muss man den Grenzwert fiir die *Federkonstante’ fordern k := 1/ ag? — oo.
Es ergibt sich mit einer zweifachen Differenzenformel

1/1 1 9?
k(xip1+xi-1 —2x;) = ;0<;(Xi+l —Xi) — ;O(Xi _xi71)> - a—x‘f -
o0

Wenn man die Newtonsche Bewegungsgleichung ansetzt

d’¢

W = —grad(U)

so erhilt man mit dem FK-Potential die Sinus-Gordon-Gleichung

ax2 o2

die Gleichung einer schwingenden Saite. (Die Konstante Vj ist weggelassen, und a; = 27 gesetzt.)
Unter dem Grenzprozess verschwindet auch die ehemalige Peierls-Nabarro-Barriere.

Eine Ein-Solitonenlosung dieser Gleichung ist wieder von der Art, wie sie schon Frenkel und
Kontorova gefunden hatten, das Knicksoliton (vergleiche Abb. 11)

—Xxo— vt
0 = ¢(x,t) =4 arctan (exp TRy

ﬁ), ’V‘<l

¢ (x,¢) kann man sich vorstellen als den Winkel eines bei x( befestigten Pendels. Nachdem die
Welle durch den Punkt xg gelaufen ist, steht das Pendel um 2 & weiter gedreht auf der gleichen
Stelle.

Frenkel und Kontorova kamen mit einem anderen Ansatz zu diesem Resultat.

12



1 2 3 4

Figure 11: Wellen Soliton der Sinus-Gordon-Gleichung mit xo = 1.

Weitere wichtige Gleichungen im zentralen Trio der Solitonengleichungen sind die
Korteweg-de Vries- Gleichung®’

6 a9 %
o ot ae

eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung. Sie beschreibt Solitonen, die in Wasserkanilen
erstmals 1834 von John Scott Russell beobachtet wurden.
Sowie die nichtlineare Schridingergleichung®®
¢ ¢ 2
| — 4+ =+ =0.
Beide Gleichungen sind mathematisch vielfiltig untersucht. Beide erlauben Solitonenlésungen in
Glockenform. %70

7 Ein weiterer Grenziibergang

7.1 Man verlingert die Kettenlinge bis unendlich

In den Arbeiten 1938 zum FK Modell hatten Kontorova und Frenkel a, = a, verwendet, also
gleiche Perioden. Hier oben haben wir gesehen, dass ein Soliton nur kurz ist. Um sich nicht
mit Randwerten der Kette abgeben zu miissen, hatten Kontorova und Frenkel eine unendlich lange
Kette betrachtet.? Fiir den Grundzustand der FK Kette ist die Energie bei a, = a, Null, unabhiingig
davon wie lang die Kette ist.
Aber in der Realitit ist ap = a, selten.

Wir hatten vorn in Abschnitt 2.2 gesehen, dal bei a, # a;, i.a.nicht alle Atome am Grund der
Potentialmulde sitzen kénnen. Folglich haben diese ausgelenkten Atome eine potentielle Energie,
und da auch die Federn zwischen ihnen nicht immer in Nullauslenkung sind, muss auch hier
Energie aufgewendet werden. Dies betrifft bei einer hypothetisch unendlich langen Kette folglich
unendlich viele Atome, also hitte eine derartige Kette unendliche Energie, eine physikalische
Unmoéglichkeit.

Unendliche Ketten mit verschiedener Periodizitét zu betrachten ist folglich nicht sinnvoll.
Was bei gleicher Periodizitit bei Frenkel und Kontorova nur eine Vereinfachung der Betrachtung

war, wird im allgemeinen Fall bei verschiedener, nicht zusammenpassender Periodizitét bei vielen
Anwendern zu einem unsinnigen Fehler.

Warum betrachtet man dann tiberhaupt unendlich lange Ketten? Wir wollen den Grund erlidutern.
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Wir suchen Gleichgewichtszustinde des Potentials. Mit Gleichung (4) ergibt das fiir Gradient
gleich Null ein gekoppeltes System von Gleichungen
aU(x) 2

axi = VoSin(?sX[) —k(x,-H +Xi—1 — 2xi) =0 (5)

fiir alle 7 in der Kette, nicht fiir jeweils die beiden Randatome. Die Gleichgewichtsformel enthilt
somit fiir Atome innerhalb der Kette nicht mehr den urspriinglichen Abstand a,. Dieser steht aber
in den beiden Randgleichungen fiir x|, x, und xy_y, xy. Das System ist ein gekoppeltes. Man
kann nicht einfach einzelne Gleichungen auswerten, ohne auf die anderen Riicksicht zu nehmen.
Das ist eine mathematische Trivialitét.

7.2 Die Faszination der ‘Twist’-Transformation

Setzt man fiir ein Paar aufeinander folgender Teilchen
P = (xi, Xi-1)

so erhélt man fiir die N gekoppelten Gleichungen ‘im Inneren’ der Kette eine Transformation T,
die sich von Gleichung zu Gleichung wiederholt. Mit Gleichung (5) wird

- 2%
(Xiy1, i) =P =T P, = (Vosm(afxi) —k(xi—1 —2x3), x;) -
S
Da die Sinusfunktion periodisch ist, kann man noch alle Werte x; modulo a4 betrachten, und man
erhilt fiir u; = x; mod(ay) eine 2-dimensionale ‘Twist’- Transformation’, die sich immer wieder
wiederholt. Man erhélt etwa die Abbildung 12 der Resultate einer *Twist Map’.

Lmod 22—

Figure 12: Die Punkte sind wiederholte Abbildungen mit der Twist Map; die M; sind
willkiirliche Startpunkte (nach S. Aubry’!)

Da diese Transformation auch gebietserhaltend ist, hat man hat seit langem immer wieder auf
sie zuriickgegriffen, um Aussagen zum FK Modell zu formulieren. Aber fast alle Aussagen dazu
werden leider falsch, wenn man eine endliche Kette betrachtet.”?
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Wo liegt der Denkfehler?

Beim Anfang der Kette. Man kann nicht wissen, welche Gleichgewichtslage sich fiir die beiden
‘ersten’ Atome einstellt, wenn man ein Minimum berechnet. Der vermeintliche Ausweg vieler
Forscher war, den ‘Anfang’ nach —eo zu verlegen. Dort kann aber niemand mit der Rechnung be-
ginnen. Also hat man irgendwo angefangen und angenommen, daf} sich mit diesem Anfang spiter
eine optimale Struktur ergibt.

Ein Beispiel fiir eine fehlerhafte Betrachtung ist ein *Theorem’ von Baesens und MacKay,”? in
dem die Existenz von Grenzzyklen in endlichen Kette behauptet wird. Dies wiirde bedeuten, dass
es eine Relation der Art gibt (bei z.B. 3a, = 2ay)

Uiz =ui+2as .

Bei einer Kette von endlicher Linge gilt aber immer’?

Ujr3 = u,-+2as + &

mit einem von Teilchen zu Teilchen sich dnderndem Wert von g. Bei N = 500 haben wir das
kleinste & mit £44 ~ 2 x 107! gefunden.’? Die freien Randwerte am Anfang und am Ende der
Kette zerstoren einen festen Zyklus.

0 500 100 150 200 250 ... 1500 1520 1540 1560 _ 1580  1600- ... . 1850 = 1900 1950 = 2000 2050

Figure 13: Ein linkes Stiick, ein Mittelstiick und ein rechtes Stiick einer Kette mit 500
Atomen.

Am linken Rand der Kette ist der Einfluss der freien Randwerte deutlich zu erkennen. In der Mitte
hat sich ein quasi-Zyklus eingestellt. Natiirlich sind die e-Differenzen kleiner als 1072 in der
graphischen Darstellung nicht aufzuldsen. Wiirde sich hier aber ein echter Grenzzyklus ergeben,
dann kdnnten am rechten Rand nicht wieder Randwerte auftreten, die aus dem Zyklus ausbrechen.
Dies haben wir mit der Twist-Map nachgerechnet. Die Struktur von Abb. 13 wurde optimiert, und
mit den so erhaltenen ‘richtigen” Werten x; und x; fiir eine Minimumstruktur wurde die Twist-
Map gestartet. Es ergab sich in der Tat ein analoges Bild zu Abb. 13. Auch die Twist-Map findet
bei richtigem Anfang den rechten ‘Ausgang’ wieder.

7.3 Ausblick

Wir kritisieren seit Jahren derartig falsche Theorien, bisher allerdings mit maBigem Erfolg.
Der Entwurf eines entsprechenden Kommentars > wurde mit einer fadenscheinigen Begriindung
von Phys. Rev. A nicht angenommen.

Die Quellen zur Twist-Map beim FK Modell sind bisher mehr als 1000 mal zitiert worden; so weit
wir wissen nur mit kleinen Ergiinzungen, nie wirklich negativ. Wir konnten noch nicht erkennen,
daB betreffende Autoren nun unseren Standpunkt einnehmen.

Max Planck zufolge setzen sich neue Ideen in der Forschung nicht dadurch durch, dafl die An-
hinger der alten Vorstellungen iiberzeugt werden. Es ist vielmehr so, dall die Vertreter der alten
Theorie ausscheiden miissen, um dem Neuen Platz zu machen.

29,72,74,75
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Hier ist es allerdings kurioserweise umgedreht: Es geniigen die sozusagen uralten Methoden zur
Bestimmung stationdrer Punkte, um sich auf den komplizierten Potential-Energie-Flichen des
FK Modells zurechtzufinden, ergénzt eventuell durch Anwendung der Newtontrajektoriem. Der
‘falsche’ Umweg iiber die Twist-Map ist nicht notig.
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