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1 Einleitung

Wir wollen eine ungerade, natiirliche Zahl a faktorisieren, d.h.in Teiler zer-
legen. Sei etwa a = 27, so ist eine Zerlegung 27=3-9. Der naive Test fiir
die Zerlegung von a ist das Probedividieren: man priift a auf Teilbarkeit
durch alle mdéglichen Primteiler. Wenn a sehr grofs ist, muss man eventuell
sehr lange probieren. Aber man braucht nicht alle Primzahlen kleiner als a
zu testen, sondern nur diejenigen, die kleiner oder gleich /a sind. Grofere
Teiler kann es nicht geben.

In diesem Beitrag stellen wir eine Methode zur Faktorisierung vor, die nur
Additionen als Testoperation verwendet, aber keine Divisionen (hdchstens
eine durch 2). Dies mag verwundern. Das Mittel ist die Nutzung von Drei-

eckszahlen.
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Abbildung 1: Ein Dreieck aus 10 Steinen

Dreieckszahlen wurden schon von Mathematikern in der Antike betrachtet.
Z.B.war 10 die heilige Zehnzahl (Tetraktys) der Anzahl der Steine im Drei-
eck von Abbildung 1 [I]. Dreieckszahlen d(n) zur Kantenlénge n entstehen,
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wenn Steine aufeinanderfolgend immer vollstdndig an einer Seite eines Drei-
ecks angelegt werden. Folglich hat man d(1) =1, d(2) =1+2=3, d(3) =
142+3=6, d4) =142+ 3+4 = 10 Steine, u.s.w. Eine allgemeine
Formel ist d(n) = Y1 ;4. Damit ist sofort eine rekursive Definition von
d(n) gegeben:

din+1)=d(n)+ (n+1). (1)
Die Summenformel fiir d(n) ist (Ubungsaufgabe!)

n(n+1)
d(n) = nint1) 5 (2)
Dreieckszahlen haben vielféltige Beziehungen zu anderen Zahlenfolgen, als
auch geometrischen Strukturen. Auf der web-page [2] findet man unter

A000217 eine umfangreiche Zusammenstellung.

2 Methode der Faktorisierung einer ungeraden Zahl a

Die Dreieckszahlen selbst sind ab d(3) = 6 immer zerlegbar; wenn also a
gleich einer Dreieckszahl ist, sind wir fertig. (Ubungsaufgabe!) Ist a keine
Dreieckszahl, so kdnnen wir seine Zerlegbarkeit in 3 Schritten testen.

1. Schritt: Wir suchen das n mit d(n +1) > a. Dann kénnen wir an ein
volles Dreieck aus n Reihen eine unvollstéindige Reihe anfiigen, die bei
a Steinen endet. Beispiel: sei a = 25 Dann ist d(6 + 1) = 28 grofer
als a. An ein Dreieck aus 6 Zeilen mit 21 Steinen fiigen wir 4 Steine
hinzu, um a = 25 Steine zu erreichen.

2. Schritt: Wir ergénzen die a-Reihe durch fortlaufende Dreieckszahlen
d(x) solange, bis ein neues, komplettes Dreieck entsteht. Dazu miissen
eventuell noch weitere Zeilen angefiigt werden. Wenn ein volles Dreieck
erreicht ist, gibt es ein kleinstes x und ein kleinstes y mit x < y, y > n,
die die Bedingung

a+d(z) =d(y) (3)
erfiillen.

3. Schritt: Gilt Gleichung (3), so gibt es 3 Moglichkeiten fiir die Diffe-
renz f =y — x. Es ist

> 2, ungerade,dannist f | a,
f< >2, gerade,dann ist % | a, (4)
=2, dann war a eine Primzahl.

vVWURZEL



Faktorisieren 3

Anhand von drei Beispielen wollen wir die Moglichkeit dieser drei Falle
einsehen, siehe die Abbildungen 2 und 3.

(l (20 ® (1 . ® . 0 0 28

27 25

Abbildung 2: Zerlege 2 = 25 und a = 27. Es ist n = 6, zu 25 in der 7.Reihe ist

x =2, zu 27 ist x = 1, also entsprechend sind 142 Steine, oder 1 Stein zu addieren.

In beiden Fillen ist schon fiir y = 7 die Reihe voll. Die senkrechten Schnitte deuten
ein Abtrennen von je d(x) Steinen an.

Sei im 1.Fall a = 25, d(6) = 21, d(7) = 28, d.h. n = 6, siehe Figur 2. An
21 Steine werden 4 angelegt, um a = 25 zu erhalten. Nun miissen weitere
142=3 Steine angelegt werden, um d(7) = 28 zu erreichen. Also ist d(z) = 3,
mit z = 2 und y = 7, folglich f = y — x = 5. Bekanntermafsen ist 5 ein
Teiler von 25.

Als 2. Fall betrachten wir @ = 27. Dies liegt wieder in Reihe n 4+ 1= 7. Es
ist nur nétig d(1) = 1 anzulegen, damit d(7) = 28 erreicht wird. Somit ist
f=7—1=6, also gerade. Dann ist f/2 = 3 der gesuchte Teiler.

Sei nun im 3. Fall a = 23 eine Primzahl, siche Abbildung 3. Dann kann es
keinen Teiler geben. Obige Aufspaltung darf also nicht funktionieren. Um
ein volles Dreieck zu erhalten, miissen wir 10 Dreieckszahlen Steine anlegen,
mit d(10) = 55. Dann haben wir ein Dreieck zu d(y) = d(12) = 78, also
23+55=78 Steinen. Damit ist in der Tat f = 12 — 10 = 2, und wir erhalten
die gewiinschte Aussage, daff a eine Primzahl ist.
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Abbildung 3: Primtest bei a = 23. Es ist wieder n = 6, aber man muB bis x = 10
weiterzahlen, damit die 12. Reihe mit d(12) = 78 aufgeht. Numerierte Klammern
geben die benétigten Dreickszahlen d(x) an.

Um einzusehen, daf die Entscheidung (4) immer funktioniert, ist folgende
Uberlegung wichtig:

Wenn man vom vollen Dreieck zur Zeilenzahl y mit der Dreieckszahl d(y)
Steinen die Anzahl d(z) Steine abzieht, ergibt sich mit Gleichung (3) die
Anzahl a der zu zerlegenden Zahl. Dieses Abziehen kann in der Figur von
d(y) so geschehen, daf man ein volles Dreieck d(z) links abschneidet. In den
Figuren 2 und 3 ist die Schnittgerade durch senkrechte Striche angedeutet.
Im Fall 1 bei a = 25 bleiben als Basislinie 5 Steine iibrig, der Teiler von a.
Der verbleibende Rest der Steine bildet ein Trapez. Die in der Abbildung
senkrechten Seiten sind 3 und 7 Steine lang. Die Schrége ist 4 Zeilen hoch.
Die Steine der Schrige konnen nun so auf 2 Zeilen umverteilt werden, das
insgesamt aus dem Trapez ein Rechteck (im allgemeinen Fall) entsteht. Des-
sen Hohe (hier 5 Steine) ist ein weiterer Teiler von a.

Im Fall 2 bei a = 27 bleiben als Basislinie 6 Steine iibrig, eine gerade Zahl.
Der verbleibende Rest der Steine bildet wieder ein Trapez. Die senkrechten
Seiten sind nun 2 und 7 Steine lang. Die Schrége ist 5 Zeilen hoch. Aber hier
geht ein Umverteilen noch nicht auf. Erst wenn wir die Spalten noch einmal
teilen, kann ein Rechteck durch Umverteilung erzeugt werden. Dessen Hohe
(hier 9 Steine) ist der weitere Teiler von a.
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Im Fall 3 bei a = 23 in Figur 3 kann mit d(y) — d(z) Steinen kein Rechteck
entstehen, da a als Primzahl nicht so zerlegbar ist. Im Beispiel entsteht mit
y = 12 und = = 10 ein Trapez aus 2 Spalten, mit den Héhen 11 und 12,
deren Summe gerade a ist.

Die Methode (4) ist folglich auch ein Primzahltest, allerdings ein umsténd-
licher. Denn fiir ein primes a = p bendtigt man immer das maximale
x = (p—1)/2 zum zugehdrigen y = (p + 1)/2. Mit einer Binomischen
Formel kann man sich sofort iiberzeugen, daff dann in Formel (3) gilt
lp—1p+1 1p+1p+3

Pt T T 2

Ein Faktorisierungsprogramm, welches den Test (3) ausnutzt, ist:

1 a,n,dz,dy, und f seien Integer.
Suche zu a das grofte n mit d(n) = sn(n+1) <a

2 Setze dx =0, y =n, dy =d(n)

3 Priife in einer Schleife:
Dox=1,(a—1)/2
de=dx+x
If(a + dz = dy) Then f =y — x, Sprung zu 4
If(a+dx > dy) Thendy =dy+y,y=y+1
Enddo

4 Verwende f wie in Formel (4).

3 Einschitzung

Dieses Verfahren probiert eventuell auch viele Dreieckszahlen d(x) aus, bis
die Bedingung (3) erfiillt ist. Gegeniiber der Probedivision gibt es zwei Un-
terschiede: Statt zu dividieren muf man nur addieren, und statt alle Prim-
zahlen bis y/a zu kennen muf man nur die Iterationsformel (1) fiir fort-
laufende Dreieckszahlen d(z) und d(y) anwenden. Aber fiir grofe Zahlen
wird auch das sehr aufwendig. Mit einem normalen PC kann man bis zu
12-stellige Zahlen aber problemlos untersuchen.

In der Verschliisselungstechnik ist es wichtig, daf man sehr, sehr grofse Zah-
len (dabei hat a etwa 200 Stellen) nicht in menschlichen Zeiten zerlegen
kann. Moderne Verfahren verwenden zahlentheoretische Ansétze fiir diese
Aufgabe, und konnen sie trotzdem nicht 16sen. Der Primzahltest selbst wird
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mit dem kleinen Satz von Fermat leicht bewiltigt, die Faktorisierung ver-
wendet neben Primzahlsieben Methoden, die auch auf dem kleinen Satz von
Fermat beruhen. Sie sind etwa in dem Buch [3] beschrieben.
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