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Einleitung

Bei der Transition State Theory (TST, deutsch Theorie des Ubergangszustands) handelt es sich
um eine 1935 von Eyring, Evans and Polanyi aus reaktionskinetischen Uberlegungen entwickelte
Methode, Geschwindigkeiten chemischer Reaktionen allein aus theoretischen Daten des Systems
zu berechnen. Ausgangspunkt dafiir ist die Annahme, dass die Geschwindigkeit einer chemischen
Reaktion als Produkt einer reaktionsspezifischen Geschwindigkeitskonstante k und der Konzen-
tration der Ausgangsstoffe ermittelt werden kann. Die von Eyring formulierte Gleichung zur Be-
rechnung der Geschwindigkeitskonstante k liefert i. A. eine gute Abschitzung fiir die Reaktions-
geschwindigkeit. In vielen Féllen aber fithren die Vereinfachungen bei der Beschreibung des Sys-
temverhaltens zu Abweichungen von empirisch ermittelten Werten der Reaktionsgeschwindigkeit.
Bis heute wird deshalb nach Verbesserungsméglichkeiten fiir Theorie und Ausgangswerte gesucht.
Seit der Weiterentwicklung der Rechnerkapazitéiten riickt die T'ST wieder stéirker in den Blickpunkt
der Wissenschaft, denn viele Systemdaten entstammen quantenmechanischen Untersuchungen und

sind deshalb nur iiber Ndherungsmethoden zu ermitteln.

Die TST stiitzt sich im Wesentlichen auf zwei wichtige Teilbereiche der Physik bzw. physikalischen
Chemie, die Thermodynamik und die Reaktionskinetik. Die Thermodynamik behandelt grundle-
gende Eigenschaften und Groflen eines Systems im Gleichgewicht. In der Reaktionskinetik werden
dagegen qualitative Aussagen iiber den Ablauf von chemischen Raktionen gemacht, insbesondere
iiber die zeitliche Entwicklungen eines Systems, welches i. A. kein Gleichgewichtsverhalten aufweist.
Die Grundlagen beider Stoffgebiete sowie weitere Aspekte der Theorie, welche fiir die Darstellung

der TST benétigt werden, sind in den ersten beiden Kapiteln zusammengetragen.

Im dritten Kapitel wird die TST ausfiihrlich behandelt. Zentrales Element dabei ist die Herleitung
der Eyring-Gleichung zur Berechnung der Geschwindigkeitskonstante; dafiir werden Annahmen und
Vereinfachungen iiber Eigenschaften und Verhalten des Systems getroffen und mit Hilfe des Mas-
senwirkungsgesetzes und verschiedener Formeln aus dem Bereich der statistischen Thermodynamik
die Eyring-Gleichung entwickelt. Der erste Schritt besteht in einer Abstrahierung des Reaktionsvor-
gangs; dieser wird als zeitliche Entwicklung eines Systems betrachtet, welches als Gesamtheit aller
an der Reaktion beteiligten Molekiile zu verstehen ist. Wéahrend des Reaktionsprozesses dndert sich
die Geometrie des Systems. Dieser Prozess lésst sich durch die Abstdnde und die Winkel der Ato-
me zueinander beschreiben. Mit Hilfe dieser Systemparametrisierung kann die energetische Lage,
die das dynamische Verhalten mafigeblich bestimmt, beschrieben werden. Der Anfangs- und der
Endzustand einer Reaktion bilden energetische Minima, Edukte und Produkte befinden sich dann
im Gleichgewichtszustand. Der Reaktionsprozess stellt den Ubergang von einem Gleichgewichts-
zustand zum andern dar, dabei durchlauft das System Anordnungen, die energetisch hoher liegen;
i. A. lisst sich der Weg als die Uberwindung eines Energieriickens beschreiben. Den energetisch
hochsten Punkt, den das System erreicht, bezeichnet man dabei als Sattelpunkt; dort befindet sich
das System im Ubergangszustand. Fiir die Berechnung der Geschwindigkeitskonstante &k aus der
Eyring-Gleichung sind die geometrische Lage der Atome im Sattelpunkt und vor allem die energeti-
sche Hohe des Sattelpunktes im Vergleich zu den Ausgangsstoffen wichtig. Aus molekiilspezifischen

Daten, wie inneren Schwingungs- und Rotationszustéinden ermittelt man die Zustandssumme; die
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des Ausgangszustands und die des Ubergangszustands flieBen direkt in die Eyring-Gleichung ein.
Die Zustandssumme summiert die Wahrscheinlichkeiten der Energien iiber alle dem System zu-
gianglichen Zustdnde. Die Wahrscheinlichkeiten sind dabei geméfl der Boltzmann-Statistik verteilt.

Diese gilt a priori nur fiir Systeme im Gleichgewicht.

Die Idee dieser Diplomarbeit besteht darin, einen neuen Ansatz fiir die Verteilung von Nicht-
Gleichgewichtszustédnden fiir die Berechnung der Zustandssumme zu verwenden und diesen Aspekt
auf die TST anzuwenden. Im Jahr 1988 stellte Constantino Tsallis eine neue Statistik vor, welche
auf der Verallgemeinerung der Exponential- und Logarithmusfunktion beruht. Die Tsallis-Statistik
verwendet eine Verteilungsfunktion mit einem zuséitzlichen Parameter g. Wahlt man ¢ = 1 erhélt
man die Boltzmann-Verteilung, sodass die klassiche Boltzmann-Statistik keinesfalls verworfen, son-
dern vielmehr erweitert wird; man kann sie als einen Spezialfall der Tsallis-Statistik betrachten.
Durch die Wahl eines ¢ < 1 oder g > 1 lassen sich die Werte fiir die Zustandssumme des Systems
verdndern. Durch die Modifikation der Verteilung kann man den Parameter ¢ in die TST integrie-
ren. Damit ergibt sich die Mdglichkeit, die TST besser an das gemessene Verhalten einer Reaktion

anzupassen.

Im dritten Kapitel befindet sich neben der in der Chemie iiblichen Herleitung der Eyring-Gleichung,
auch ein Abschnitt iiber die Darstellung der TST {iber die Phasenraumformulierung. Abschliefflend

werden Schwachpunkte und verschiedene Ansétze zur Verbesserung der TST besprochen.

Das vierte Kapitel befasst sich mit der Blausdure-Isomerisierung als Beispielreaktion. Zunéchst
wird der Verlauf der Proton-Umlagerung des HCN zum HNC, sowie Parametrisierungen des Sys-
tems beschrieben. Es folgt die Anwendung der TST auf die Reaktion durch Formulierung der
Eyring-Gleichung und die Berechnung der Rotations- und Schwingungszustandssummen der re-
levanten Konfigurationen. Desweiteren wird der Aspekt der Tsallis-Statistik angewendet und der
g-Faktor fiir diese Reaktion bestimmt. Den Abschluss bildet eine tabellarische Zusammenstellung
der berechneten Werte fiir die Zustandssummen und der Reaktionsgeschwindigkeitskonstante k
bei verschiedenen Temperaturen nach bisherigem theoretischen Ansatz, sowie eine Tabelle mit

verschiedenen ¢-Werten.

Im Anhang befinden sich mathematische Hilfsmittel, die in den vorgehenden Kapiteln hiufig ge-
nutzt werden, sowie ausgelagerte Rechnungen und ein Verzeichnis der verwendeten Bezeichungen

und Konstanten.
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1 Thermodynamik

Das folgende Kapitel dient der Erlduterung der thermodynamischen Grundlagen der Transition
State Theory (TST). Zentraler Begriff ist dabei die Zustandssumme. Um diese Grofle der stati-
stischen Thermodynamik herzuleiten, kommt zunéchst ein einfiihrender Abschnitt {iber klassische
Thermodynamik. AnschlieBend werden die Grundlagen der statistischen Thermodynamik bespro-
chen und die Zustandssumme erklédrt. Im dritten Unterkapitel wird in die Tsallis-Theorie einge-
fithrt und letztlich folgt die Berechnung chemisch relevanter Zustandssummen per Boltzmann- und
Tsallis-Stastik.

1.1 Klassische Thermodynamik

Ausgangspunkt der theoretischen Betrachtungen ist die klassische Thermodynamik. Diese Theorie
leitet Aussagen und Konzepte aus experimentellen Beobachtungen ab und versucht Zusammenhén-
ge zwischen Energie, Warme und Temperatur ohne Wissen iiber die innere Struktur der Syteme,
d. h. ohne den Atombegriff zu erkléren. In der Literatur ist das Thema ausfiihrlich und weitgehend
einheitlich dargestellt, hier soll ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Aussagen folgen um die-
jenigen Begriffe zu klidren, die in spéteren Kapiteln wieder aufgegriffen werden. Die Darstellung
folgt Lehrbiichern der physikalischen Chemie (z.B. [1] und [2]) sowie der statistischen Mechanik
(z.B. [4] und [6]). Auf Grundlagen der klassischen Mechanik und Quantenmechanik wird zuriickge-
griffen, ohne dass diese ndher erldutert werden. Ausfiihrliche Darstellungen finden sich in gédngigen
Lehrbiichern.

1.1.1 Grundlegende Begriffe

Thermodynamisches System und ZustandsgroBen

Unter einem thermodynamischen System versteht man eine Ansammlung von Materie, die als
Einheit abgegrenzt von ihrer Umwelt betrachtet wird. Thermodynamische Parameter oder Zu-
standsgroffen sind makroskopische Messgréflen, wie der Druck P und das Volumen V, die das

System charakterisieren.

Zustandsgrofien, die beim Zusammenfiigen zweier identischer Systeme unverédndert bleiben, nennt
man intensiv, solche, die sich dabei verdoppeln, extensiv. So ist z. B. das Volumen extensiv, denn
eine Verdopplung des Systems bewirkt auch eine Verdopplung des Volumens, der Druck dagegen

bleibt gleich und ist somit intensiv.

Thermodynamische Zustidnde und Gleichgewicht

Ein thermodynamischer Zustand ist charakterisiert durch die Angabe aller thermodynamischen
Parameter. Die Menge aller Zusténde eines Systems bildet den Zustandsraum im R™, welcher auf-
gespannt wird von den Zustandsgréflen y1, . .., y,. Ein System befindet sich im thermodynamischen
Gleichgewicht, wenn die Zustandsgrofien zeitlich konstant sind. Die klassische Thermodynamik be-

schéiftigt sich ausschliefllich mit Systemen im Gleichgewicht.
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Systeme
Es werden i. A. folgende drei Arten von Systemen untersucht:
o offene Systeme konnen sowohl Energie als auch Materie mit ihrer Umgebung austauschen
e geschlossene Systeme konnen mit der Umwelt Energie, nicht aber Materie austauschen
e bei abgeschlossenen bzw. isolierten Systemen finden weder Energie- noch Stoffaustausch statt
Das ideale Gas

Das ideale Gas ist ein idealisiertes thermodynamisches System, bei dem alle Gasteilchen als Mas-
sepunkte betrachtet werden, die sich wechselwirkungsfrei und ohne Krafteinwirkung durch das
Volumen bewegen. Die meisten Gase verhalten sich bei ausreichender Verdiinnung nahezu ideal,
sodass dieses Konzept zur Beschreibung realer Gase taugt. Die thermodynamischen Parameter des
idealen Gases sind P, V, die Temperatur 7" und die Teilchenzahl N.

Zustandsgleichung und Gleichgewichtshyperflache

Als Zustandsgleichung bezeichnet man einen funktionellen Zusammenhang zwischen den thermo-
dynamischen Parametern im Gleichgewicht. Ist ein System durch die Parameter (yi,y2,...,yn)
charakterisiert (man kann sich z.B. y; = V, yo = P, usw. vorstellen), dann lautet die allgemeine

Zustandgleichung fiir das Gleichgewicht:

FWi,y2, - yn) =0

Die Zustandsgleichung reduziert die unabhéngigen Variablen des Systems im Gleichgewicht. Stellt
man den thermodynamischen Zustand eines solchen Systems im Zustandsraum R"™ dar, dann er-
hilt man eine (n— 1)-dimensionale Hyperfliche, die Gleichgewichtshyperfliche. Jeder Punkt auf
der Flédche reprisentiert dabei einen Gleichgewichtszustand. Unter bestimmten Umsténden (die
in diesem Zusammenhang als erfiillt angenommen werden kénnen) bildet die Hyperfliche eine

Mannigfaltigkeit!.

Zustandsgleichung idealer Gase und Temperaturskala

Die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist durch das Boylesche Gesetz gegeben:

P—]\‘f/ = konst. bei T = konst.

Meistens begegnet einem die Zustandsgleichung in der Form:
PV = NkgT (1.1)

Ein ideales Gas mit fester Zusammensetzung, d. h. konstanter Teilchenzahl N, ist damit durch die
Parameter P, V und T eindeutig charakterisiert. Die Gleichgewichtszustéinde des Systems bilden

eine Fliche im dreidimensionalen P-V-T-Raum. Von den drei Zustandsgréfien kénnen nur zwei

'Die Charakterisierung als Mannigfaltigkeit erlaubt die mathematische Behandlung der physikalichen Objekte der
Thermodynamik im Sinne der Diffentialgeometrie.
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unabhingig voneinander gewihlt werden. Mit Formel (1.1) kann die Temperatur 7' definiert? und
eine Skala einfiihrt werden; die Wahl der Temperaturintervalle bedingt dabei den Wert der Boltz-

mannkonstante kp. Hiufig findet sich fiir die Zustandsgleichung auch die dquivalente Formulierung:
PV =nRT

Die Formel verwendet die universelle Gaskonstante R=kpN4 und die Stoffmenge n=N/N,4 und
kann leicht mit Hilfe der Avogadrokonstante Ny, die die Anzahl der Teilchen in einem Mol eines

Stoffes angibt, umgerechnet werden.?

Zustandsanderungen und quasistatische Zustandsanderungen

Eine Zustandsdinderung liegt vor, wenn ein System von einem thermodynamischen Zustand in
einen anderen iibergeht. Dieser Prozess ist charakterisiert durch die zeitabhéingige Anderung der

thermodynamischen Parameter.

Beschiiftigt man sich mit Gleichgewichtszustdnden, so ist der Begriff der Zustandsénderung zu-
néichst nicht anwendbar, denn ein System im Gleichgewicht ist gerade dadurch charakterisiert,
dass sich die Zustandsgrofien mit der Zeit nicht &ndern. Man versucht deshalb ablaufende Prozesse
durch quasistatische Zustandsdinderungen zu beschreiben. Eine solche liegt vor, wenn ein System
von einem Zustand durch eine kontinuierliche Folge von Gleichgewichtszusténden in einen anderen
iiberfithrt wird. Sie ldsst sich als Kurve auf der Gleichgewichtshyperfliche verstehen. Ausgangs-
punkt ist die Annahme, dass eine Storung, die zur Zustandsidnderung fiihrt, sich so schnell auf
das gesamte System verteilt, dass dieses instantan in einen angepassten Gleichgewichtszustand

iibergeht. Man stellt sich vor, dass die Parameter ,unendlich langsam* verindert werden.*

1.1.2 Energie und der Erste Hauptsatz der Thermodynamik

Die innere Energie

Betrachtet man ein makroskopisches System, dann besteht dieses notwendigerweise aus mikrosko-
pischen Konstituenten (Molekiile, Atome, Elektronen etc.). Fiir diese wird der Begriff der Energie
in der klassischen Mechanik, der Elektrodynamik bzw. der Quantenmechanik definiert. Die innere
Energie U ist die Gesamtenergie des Systems, die sich als Summe der Energien der mikrosko-
pischen Teilchen ergibt. Die Energien der Teilchen sind abhingig von dufleren Parametern; das
konnen Kraftfelder sein, fiir ein Gas sind das aber auch Volumen und Teilchenzahl. Beitrédge der

inneren Energie eines aus Molekiilen bestehenden Gases sind z. B.:
o die kinetische Energie der Molekiile
e Vibrations- und Rotationsenergie

e in chemischen Bindungen gespeicherte Energie

2Den Begriff der Temperatur theoretisch konsistent einzufiihren, wiirde hier zu weit fiihren.

3Die Zahlenwerte fiir k5, Na und R findet man in der Tabelle mit den verwendeten Konstanten im Anhang.

“Die Zeit t kommt in der Thermodynamik nicht explizit vor. Strenggenommen miisste die Thermodynamik eigentlich
Thermostatik heiflen, denn das dynamische Verhalten von Systemen wird nicht untersucht.
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Arbeit und Wiarme

Der Begriff der Arbeit w wird in der klassischen Mechanik erklart. Die Warme @ lisst sich heu-
ristisch verstehen als die Energieiinderung eines Systems welche mit einer Temperaturinderung
einhergeht. Um diese Gréflen im thermodynamischen Sinne zu verallgemeinern, betrachtet man
ein System mit innerer Energie U, welches einer Zustandsinderung unterliegt, die zu einer Ande-
rung der inneren Energie um AU fiihrt. Man kann die Energieinderung aufspalten in den Anteil
bei Verinderung der d&ufleren Parameter unter thermischer Isolation des Systems (diesen versteht
man als die vom System geleitete Arbeit) und den Teil bei konstanten &ufleren Parametern. Dieser

Anteil der inneren Energie betrachtet man als die Warme.
Fiir ein geschlossenes System mit den Parametern P, V und T betrigt die vom System geleistete
Arbeit dw bei einer Volumenénderung dV:

dw = +PdV (1.2)
Das Vorzeichen entspricht der Richtung der Arbeit, positiv, wenn sie dem System zugefiihrt, negativ
wenn sie vom System geleistet wird.

Arbeit und Wirme sind keine Zustandsgroflien. Man kann sie nicht als Funktionen auf der Gleich-
gewichtshyperfliche beschreiben, vielmehr stehen sie in Abh#ngigkeit zum Prozess der Zustands-

dnderung. Man bezeichnet sie deshalb als Prozessgrdfsen.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik

Die thermodynamische Verallgemeinerung der Energieerhaltung lautet fiir abgeschlossenen Syste-

me AU = 0, d. h. die Innere Energie ist konstant. Fiir beliebige Systeme besagt der erste Hauptsatz:
AU =Q +w (1.3)

Die Summe zweier Prozessgrofien ist wieder eine Zustandsgrofle. Das bedeutet eine erhebliche
Einschrinkung fiir die Wahl der Prozessgrofien w und Q.°

Die Enthalpie

Die Enthalpie H ist eine Zustandsgrofien, die definiert ist als
H=U+PV (1.4)

Sie ist besonders niitzlich zur Untersuchung von quasistatischen Zustandsdnderungen geschlossener

Systeme bei konstantem Druck.

Zustandsinderungen geschlossener Syteme

Untersucht man quasistatische Zustandsénderungen, in denen keine Arbeit aufler gegebenenfalls
Volumenarbeit geleistet wird, dann werden solche Prozesse ausschliellich durch eine Temperatur-

dnderung AT hervorgerufen. FEin geschlossenes System mit den thermodynamischen Parametern

5Die tiefergehende Bedeutung wird vor allem bei differentialgeometrischer Betrachtung ersichtlich.
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T, V und P ist dann gemifl der Zustandsgleichung f(P,V,T) = 0 gezwungen einen weiteren

Parameter zu verdandern um weiterhin im Gleichgewicht zu bleiben.

Bleibt das Volumen konstant (isochorer Prozess), wird sich der Druck dndern. Dabei wird vom
System keine Arbeit geleistet und die Anderung der Wirme enspricht der Anderung der inneren

Energie:
AU = AQ ’ V =konst

Bei Temperaturdnderungsprozessen unter konstantem Druck (isobarer Prozess) éndert sich das
Volumen, das System leistet Volumenarbeit. Fiir solche Prozesse entspricht die auftretende Warme

der Anderung der Enthalpie:
AH = ACg‘P:konst (15)

Der Zusammenhang zwischen H und @ wird deutlich, wenn man eine infinitesimale Anderung der
Enthalpie fiir isobare Temperaturinderungsprozesse betrachtet. Mit dem ersten Hauptsatz (1.3)

und Formel (1.2) fiir die Volumenarbeit ergibt sich:
dH =dU +d(PV) =d(Q +w) + PAV + VAP = dQ — PdV + PdV + VdP = dQ

Der Arbeitsbetrag, der zur Anderung des Systemvolumens bei konstantem Druck benétigt wird,
ist damit gegeben durch |AU — AH|.

1.1.3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik und Entropie

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz widmet sich der Erkldrung von thermodynamischen Phdnomenen, die durch
den ersten Hauptsatz nicht erklért werden konnen. Es ist z. B. nicht moglich Wérme von einem
Korper niedriger Temperatur auf einen hcherer Temperatur zu iibertragen. Eine Beschreibung fiir
den zweiten Hauptsatz (vgl. [4]) ist die von Lord Kelvin aufgestellte Formulierung: ,,Es gibt keine
thermodynamische Zustandsdinderung, deren einziger Effekt darin besteht, einem Wdrmereservoir

Wiérme zu entziehen und sie vollstindig in Arbeit umzuwandeln.”

Entropie in der klassischen Thermodynamik

Aus dem zweiten Hauptsatz geht hervor, dass die Energie nicht die einzige Triebkraft bei spontan
ablaufenden Prozessen darstellt. Vielmehr muss es einen weiteren thermodynamische Gréfle geben,
die Einfluss auf den Verlauf von Zustandsénderungen hat. Diese wird als FEntropie S bezeichnet.
Untersucht man in der Natur vorkommende Prozesse, so unterscheidet man in irreversible und
reversible. Alle in der Thermodynamik untersuchten quasistatischen Zustandsénderungen sind re-
versibel, da jeder Schritt umkehrbar ist. Es wird keine Entropie erzeugt, d.h. die Gesamtentropie,

d. h. die des Systems und der Umgebung bleibt konstant. Sie kann aber von einer Stelle zu einer
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anderen transportiert werden. Es gilt:
AS =—+> (1.6)

Entropie in der Nichtgleichgewichtsthermodynamik

Spontan ablaufende Vorginge, wie z.B. die Vermischung zweier Gase in einem Behéalter, sind
irreversibel. Sie laufen ohne Einfluss von auflen ab, kénnen somit auch in isolierten Systemen
stattfinden. Die Triebkraft der Zustandséinderung kann nicht die Energie sein. Vielmehr ist es die
Entropie, denn diese nimmt bei einem spontanen Vorgang zu, AS > 0. Die Vorgénge lassen sich
durch die klassische Thermodynamik nicht erklédren. Um diese genauer zu behandeln muss man

sich mit Nichtgleichgewichtsthermodynamik beschéftigen.

1.1.4 Gibbs- und Helmholtz-Energie sowie chemisches Potential

Die Helmholtz-Energie

Die Helmholtz-Energie A oder freie Energie ist definiert durch:
A=U-TS bzw. AA=AU-TAS

Die Helmholtz-Energie A ist ein Kriterium fiir die Spontanitéit einer Reaktion in einem System,
dessen Ausgangs- und Endzustand die gleichen Werte von V und T haben. Die Anderung der
Helmholtz-Energie gibt den maximalen Betrag an Arbeit an, den ein System leisten kann (negatives

Vorzeichen), denn aus den beiden Hauptsétzen der Thermodynamik (1.3), (1.6) ergibt sich:
AA=AU -TAS =AU — AQ = —w

Die Gibbs-Energie

Die Gibbs-Energie G bzw. freie Enthalpie ist definiert durch:
G=H-TS bzw. AG=AH-TAS (1.7)

Genau wie U ist G keine Absolutgréfe, da man nur Anderungen der Gibbs-Energie wihrend eines
Vorgangs untersuchen kann. Benétigt man einen Bezugswert, dann identifiziert man den Grundwert
bei T'= 0 K mit dem der inneren Energie, G(0) = U(0).

Fiir ein System in einem Prozess bei konstantem Druck P gibt GG in Analogie zu A den maximalen

Betrag an Arbeit an, der nicht Volumenarbeit ist:
AG =AH —TAS = AU + PAV — AQ = —(w — PAV)

G ist das Kriterium fiir die Spontanitéit einer Reaktion, bei der Ausgangs- und Endzustand die
gleichen Werte fiir P und 7" haben. Insbesondere erlaubt GG die Berechnung der maximalen Nicht-

Volumenarbeit, die bei chemischen Umsetzungen produziert werden kann.
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In einem reversiblen Prozess eines geschlossenen Systems, in dem nur Volumenarbeit geleistet wird
(dw = PdV), ergibt sich fiir die Anderung der Gibbs-Energie dG' mit Hilfe des ersten Haupt-
satzes (1.3) und der Entropie (1.6):

dG = dH — d(TS) = d(U + PV) — d(T'S) = d(Q + w) + d(PV) — d(TS)
= TdS — PAV + PdV + VdP — TdS — SdT = VdP — SdT

Andert man den Druck und lisst die Temperatur konstant, dann ergibt sich durch Integration
der Gleichung die Gibbs-Energie in Abh#ngigkeit vom Druck. Als Bezugsdruck wird dabei der
Standarddruck P° = 1 bar verwendet:

P P

dG = G(P°) +/ var (1.8)

o

G(P) = G(P°) +/

o

Gibbs-Energie einer Reaktionsmischung und chemisches Potential

Bei der Untersuchung von chemischen Prozessen muss man beachten, dass sich die Stoffmengenzu-
sammensetzung dndert, denn Edukte werden verbraucht und Produkte gebildet. Die Gibbs-Energie
einer Reaktionsmischung AGg gibt die Anderung der Gibbs-Energie im Verlauf einer chemischen
Reaktion an.® Sie ergibt sich aus der Differenz der Gibbs-Energien der Produkte und der Edukte.
Setzt man diese in Bezug zur Stoffmenge, dann erfolgt das {iber das chemische Potential u. Fiir

den i-ten an der Reaktion beteiligten Stoff wird definiert:

 dGg

Hi = an,

T,P,n;=konst (Vj#i)

Fir die Gibbs-Energie einer festen Stoffzusammensetzung bei konstanter Temperatur und konstan-

tem Druck ergibt sich damit:
dGR = Z,uidm (1.9)

Die Abnahme der Gibbs-Energie AGp ist eine Triebkraft fiir den Ablauf einer Reaktion. Wird AGg
kleiner so bestimmt p; die Entwicklung der Stoffmenge n;. Das chemische Potential ist ein Maf}

fiir das Bestreben eines Stoffes, sich in Richtung abnehmender Gibbs-Energie AGg zu verdndern.

Gibbs-Energie und chemisches Potential eines idealen Gases

Zur Bestimmung der druckabhéngigen Gibbs-Energie eines idealen Gases ergibt sich mit der Zu-

standsgleichung (1.1) sowie (1.8) bei konstanter Temperatur:

P P 1 P
VdP = G(P°) +N/<:BT/ —dP = G° + NkgTln —

G(r) =aw)+ | = =

Fiir das chemische Potential eines idealen Gases folgt damit:

4G dG°  dN P P
= —kgTln — = u° + NakpTln — 1.10
P=qn = dn T an "Bt Mo T T ANaRBLIN 5 (1.10)

GRr

5Der Zusammenhang AGr = %—E wird im zweiten Kapitel mit Hilfe der Reaktionslaufzahl £ geklért.
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1.2 Statistische Thermodynamik

Die statistische Thermodynamik versucht Erkenntnisse iiber makroskopische Eigenschaften von
Systemen mit Hilfe mikroskopischer Informationen herzuleiten. Grundlage dafiir sind quanten-
mechnische Erkenntnisse iiber mikroskopische Systeme. Da aber im makroskopischen Bereich auch
die Gesetze der klassischen Mechanik Giiltigkeit haben, erfolgt die Formulierung der Einfachheit

halber zumeist klassisch.

Bei der Betrachtung von Gasen mit endlich grofier Ausdehnung ist das Ziel, das makroskopische
Verhalten des Systems aus dem Wissen iiber ein Gasmolekiil zu erkldren. Ein solches System
im Normzustand besteht aus 10 bis 10?3 Teilchen pro Kubikzentimeter. Bei einer derart groen
Anzahl von Objekten lassen sich nur statistische Betrachtungen durchfiithren und die Systeme unter
Verwendung von Wahrscheinlichkeiten beschreiben. Die Darstellung der Begriffe und Ergebnisse
folgen den Darstellungen in [4] und [5]. Vereinfachte Herangehensweisen aus chemischer Sicht finden

sich auch in [1] und [2].

1.2.1 Grundlagen und Begriffe

Das N-Teilchen-System

Unter einem N-Teilchen-System verstehen man die Ansammlung von N Teilchen, die in Abgren-
zung zu ihrer Umwelt eine Einheit bilden. Die Dynamik des Systems wird im klassischen Sinn z. B.
durch den Hamilton-Formalismus, im quantenmechanischen Sinn durch den Hamiltonoperator bzw.

die Schrodingergleichung beschreiben.

Zur theoretischen Beschreibung von chemischen Reaktionen nutzt man ein Modell, bei dem alle
an der Reaktion beteilgten Atome, unabhingig davon, welchem Molekiil sie zugeordnet sind, als
ein Teilchen im System aufgefasst werden. Bei der Untersuchung interessiert vor allem die geome-
trische Lage der Atome zueinander. Dieses Modell findet vor allem im Kapitel 2 bei qualitativen

Betrachtungen chemischer Reaktionen Verwendung.

Der Phasenraum

Der Phasenraum € fiir ein N-Teilchen-System ist der Raum aller Orts- und Impulskoordinaten
eines Systems. Die Wahl der Koordinaten ist zunéchst nicht festgelegt, w € € beschreibt einen
Zustand des Systems. Nutzt man kartesische Koordinaten fiir Ort und Impuls, dann ergibt sich”
QCR"xR" und w= (z,p) = (x1,...,Tn,P1s---,Pn), i. A. mit n=3N.

Die zeitliche Entwicklung eines Systems kann dann als Kurve im Phasenraum beschrieben werden:
R—Q mit t— w(t)

Diese interpretiert die Evolution des Systems als Bewegung durch den Phasenraum. Man bezeich-

net eine solche Kurve w(t) als Trajektorie. Die zeitliche Entwicklungen zu untersuchen ist i. A.

"Treten Zwangsbedingungen auf, wird der Ortsraum i. A. nicht den ganzen R™ umfassen.
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sehr kompliziert, weshalb man versucht sich auf Bewegungskonstanten zu beschranken, d.h. auf

Funktionen im Phasenraum, die in der zeitlichen Entwicklung konstant sind.

Der Konfigurationsraum

Der Konfigurationsraum ist der Raum aller Ortskoordinaten und damit ein Unterraum des Pha-

senraums 2.

Wird ein N-Teilchen-System zur Beschreibung einer chemischen Reaktion betrachtet, so bezeichnet
man jede mogliche Lage der Atome zueinander als Konfiguration. Bei diesem Modell unterliegt das
System Zwangsbedingungen und der Ortsraum umfasst nur ein Gebiet im R™, denn die Anordnung

der Atome in den Molekiilen schriankt die drei Ortskoordinaten der N Teilchen ein.

Mikrozustinde und Makrozustande

Eine spezielle Anordnung des N-Teilchen-Systems heifit Mikrozustand. Jeder Mikrozustand ent-
spricht einem Punkt w im Phasenraum und ist klassisch damit eindeutig durch die Angabe der

Orts- und Impulskoordinaten aller Teilchen festgelegt.®

Der Makrozustand eines Systems sind alle relevanten Messgrofien; er wird u. a. charakterisiert durch
die dem System zur Verfiigung stehende Energie. Dabei ist ihre genaue Verteilung innerhalb des

Systems nicht bekannt. Ein Makrozustand kann durch viele Mikrozusténden reprisentiert werden.

Wahrscheinlichkeitsverteilung und Ensemble

Betrachtet man ein System zu einem Zeitpunkt ¢y, dann befindet sich das System in einem aus-
gezeichneten Mikrozustand, dessen Eigenschaften den Makrozustand bestimmen. Beobachtet man
ein System mit einem festem Makrozustand in seiner zeitlichen Entwicklung, dann &ndert sich
der Mikrozustand, da es viele gibt, die den gleichen Makrozustand représentieren. Die Entwick-
lung der Mikrozustinde bei einem System von 10%° Teilchen anzugeben, ist praktisch unmoglich.
Allerdings ldsst sich auf Grund der grofien Teilchenzahl das System statistisch beschreiben. Ziel
ist es, eine Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte p(z, p,t) auf dem Phasenraum €2 zu bestimmen?,
die Vorhersagen iiber die Wahrscheinlichkeit eines Mikrozustands macht. Dazu dient das Modells
des Ensembles. Es ist charakterisiert als eine Ansammlung einer Vielzahl identischer N-Teilchen-
Systeme. Man simuliert den Fall, dass statt eines Systems eine grofle Anzahl identischer Systeme
gleichzeitig untersucht und fiir jedes der Mikrozustand bestimmt wird. Die relative Haufigkeit der
Mikrozusténde legt dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung fest. Der Makrozustand lésst sich durch

Angabe der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten bestimmter Mikrozusténde charakterisieren.

Ein ideales Gas lésst sich auf Grund der identischen, nicht miteinander wechselwirkenden Molekiile

als ein Ensemble aus Einteilchensystemen auffassen.

Die Hamilton-Funktion

Der Hamiltonformalismus ist eine Moglichkeit die Bewegung eines Systems im Phasenraum klassi-

schen zu beschreiben. Die Hamilton-Funktion H bestimmt durch die hamiltonschen Bewegungsglei-

8Im Sinne der Quantenmechanik ist er durch die Wellenfunktion ¥ des Systems festgelegt.
“Die Definition der Wahrscheinlichkeitsdichte befindet sich im Anhang, siche Formel (5.1).
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chungen die zeitliche Entwicklung eines Systems. Es lésst sich zeigen, dass die Hamilton-Funktion
die Gesamtenergie des Systems als Funktion des Phasenraums beschreibt: H(w) = V(w) + 7 (w).

Das quantenmechanische Pendant ist der Hamiltonoperator H.

Fiir ein System aus N unabhingigen Teilchen ist die kinetische Energie aller Teilchen gegeben

2
durch 7 (p) = Zfil ;;n Im weiteren sollen Systeme betrachtet werden, deren potentielle Energie

VY nur von den Ortskoordinaten der N Teilchen abhingt. Die Hamilton-Funktion fiir derartige

System lautet:

H(z,p) = ﬁpQ +V(z) (1.11)

1.2.2 Grundlegende Gleichungen der statistischen Thermodynamik

Die Ergodenhypothese

Ein zentraler Ausgangspunkt der statistischen Thermodynamik ist die Ergodenhypothese. Sie be-
sagt, dass mit fortschreitender Zeit 1" ein System alle zugénglichen Zustdnde im Phasenraum €2
durchwandert. Bildet man das zeitliche Mittel iiber alle Trajektorien, dann entspricht dieses dem
Phasenraummittel, gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten der Mikrozustinde p(w). Formal l#sst

sich fiir eine beliebige thermodynamische Gréfle auf dem Phasenraum f(w) schreiben:

1t
lim T/o f(w(t))dt:/gf(w)p(w)dw

Anders gesagt man beobachtet eine makroskopische Messgrofle eines Systems {iber eine grofle Zeit-
dauer und nimmt den zeitlichen Durchschnitt. Dann erhélt man laut Hypothese dasselbe Ergebnis,
wie bei einer Mittlung iiber die Beobachtung eines Ensembles der Systeme zu einem festen Zeit-

punkt.

Die Liouville-Gleichung

Das dynamische Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x, p,t) wird durch die Liouwville-

Gleichung'® beschrieben:

8p(:12,p, t) _ Z <8p(m,p,t) 87’(((13,})) 8p($,p,t> 8H(a:,p))

ot Opi dr; O opi

i
Jedes abgeschlossene makroskopische System strebt im Laufe der Zeit einen Gleichgewichtszustand

an, sodass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Mikrozustdnde im Gleichgewicht gerade der

stationdren Liouville-Gleichung geniigen:

Op; Oz; Oz; Op;

O:Z <8p(m,p,t) aH(va) ap(m7p7t) 87‘[(33,]))) (112)

Das System é#ndert sich in seiner zeitlichen Entwicklung weiterhin im mikroskopischen Bereich,

aber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mikrozusténde p(x, p) ist zeitunabhéngig.

10 Auf die Herleitung wird hier nicht weiter eingegangen, niheres siche z. B. [5].
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Ensembles in der statistischen Thermodynamik

Es gibt verschiedene Ansétze fiir die Konstruktion von Ensembles mit dem Ziel die Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir die Mikrozustéinde eines N-Teilchen-Systems zu bestimmen. Die wichigsten
Gleichgewichtsensembles liefern die Gleichgewichtsverteilungen p(x,p) als Losungen der statio-

néren Liouville-Gleichung (1.12).

Im mikrokanonischen Ensemble sind Stoffmenge, Volumen und Energie konstant. Das System ist
von seiner Umgebung isoliert und die Teilchen kénnen nur untereinander Energie austauschen. Die
Wahrscheinlichkeit, dass sich das System an einem Phasenraumpunkt auflerhalb des Bereichs mit
der Energie Ey befindet, ist Null. Innerhalb dieses Bereichs sind alle Punkte gleichwahrscheinlich.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ppi(w) ist dann proportional zu 6 (H(w) — Ejp).

Das kanonische Ensemble hat eine feste Temperatur, Stoffmenge und ein festes Volumen; das
System kann aber Energie mit der Umgebung austauschen. Das thermodynamische Modell dazu
entspricht einem kleinen System welches in ein grofies System (Umgebung) eingebettet ist. Das
Gesamtsystem bildet ein mikrokanonisches Ensemble und das grofle System wirkt als Warmebad
fiir das zu betrachtende kleine System, sodass die Temperatur konstant bleibt. Die Wahrschein-

lichkeitsverteilung auf dem Phasenraum lautet!'! py (w) o e AHW),

Im groflkanonischen Ensemble sind nur Temperatur und das chemische Potential konstant. Das
System kann Energie und Teilchen mit der Umgebung austauschen. Die Verteilungsfunktion pgy (w)

ist propotional zu e ? (H(w)_“N).

Die Boltzmann-Gleichung

Die Verteilung p(w) ist auf dem Phasenraum eines N-Teilchen-Systems definiert und gibt fiir einen
Phasenraumpunkt w die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass sich das System in diesem Zustand
befindet. Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit p(z,p,t), ein Teilchen am Ort Z mit dem Impuls
p zur Zeit t zu finden, dann ldsst sich diese schreiben als Erwartungswert dafiir, dass sich ein

beliebiges der N Teilchen am Ort Z mit dem Impuls p befindet!?:

>
&
sl
~
S~—
1
=
=
8
o
|
8
S~—
=
3
|
=
=
1

N{(6(z1 — ) - d(p1 — D))

=N 5(2?1 - 'fi.) : 5(p1 _ﬁ)p(xlvx% - s IN,P1, P2y - - - 7pN>d$dp
Q

= N/ p(Z, 22, ..., TN, D, D2, - -, PN)dT2 ... dzNdp2 ... dpN
Q

Faktorisiert p in p(x1,x2,...,ZN,P1,D2,---,0PN) = p(x1,p1)p(x2,02) . .. p(x N, PN ), dann ergibt sich
p(Z,p,t) = p(z,p). Im Allgemeinen passiert das nicht und p(Z, p,t) ist nicht explizit aus p zu be-
stimmen. Trotzdem lassen sich Losungen finden, indem man die von Boltzmann aufgestellte Be-
wegungsgleichung zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Einteilchenverteilungsfunktion

16st. Die Boltzmann-Gleichung ist eine der grundlegendsten Gleichungen der Nichtgleichgewichts-

1
kpT"
12Dje Wahl von (z1,p1) ist beliebig wegen der Symmetrie von p.

"Der Parameter 3 steht fiir die inverse Temperatur 8 =
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thermodynamik:

ap ap ap

8—2% + 8—ZF + a—i = Kollisionsterm (1.13)
Dabei ist F' die Kraft, die auf das Teilchen wirkt. Der Kollisionsterm modelliert den Fall, dass das
beobachtete Teilchen in seiner Entwicklung mit einem anderen Teilchen des Systems zusammen-
stoft. Fiir ideale Gase ist der Kollisionsterm gerade Null, da die Teilchen nicht wechselwirken. Die

Form des Kollisionsterms ist i. A. kompliziert.

Eine Gleichgewichtslosung der Boltzmann-Gleichung (1.13) mit % = 0 ist die Mazwell-Boltzmann-
Verteilung:
_I® P
p(Z,p,t)xe *BT =e 2mkpT (1.14)

Hierbei erkennt man dieselbe Struktur, wie bei der Verteilung des kanonischen Ensembles. Ei-
ne Interpretationsméglichkeit besteht darin, ein Teilchen als einzelnes kanonisches Ensemble im

Warmebad aller anderen Teilchen zu verstehen.

Das $-Theorem

Man definiert mit Hilfe der Randverteilung p(z,p, t) das Funktional $ (vgl. [4]):

5(0) = [ #(0.)n (5. )5 (1.15)

Die GroBe $(t) besitzt zwei bemerkenswerte Eigenschaften. Zum einen lisst sich zeigen, dass im
Gleichgewicht $(t) o« —S gilt, d. h. () entspricht der Entropie S bis auf einen konstanten Faktor.
Insbesondere ist die Bedingung %f)(t) = 0 dquivalent dazu ist, dass p(Z, p, t) eine Gleichgewichts-

verteilung darstellt.

Zum anderen geniigt $H(¢) in der zeitabhingigen Theorie der Ungleichung %ﬁ(t) < 0 fiir alle
Losungen p(p, t) der Boltzmann-Gleichung (1.13). Man leitet daraus ab, dass die Maximierung der
Entropie eine Gleichgewichtsbedingung ist.

1.2.3 Die Boltzmann-Verteilung

Verteilung und Zustandssumme eines kanonischen Ensembles

Die Verteilungsfunktion des kanonischen Ensembles ergibt sich als Wahrscheinlichkeit p, den Pha-

senraumpunkt w € Q im Energiezustand E = H(w) zu finden:

p() = pulB) = pe(M(w)) = Zae M (1.16)

7 = a/ Pk (w)dw = a/ e M) 4y (1.17)
Q Q

Dabei ist Z die Zustandssumme. Sie ergibt sich als Mittlung {iber alle Zustéinde des Systems und
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dient dazu, die Wahrscheinlichkeitsdichte py auf Eins zu normieren. a = ,%n ist ein Normierungs-

faktor fiir das Mafl im Phasenraum, um die Dimensionslosigkeit der Zustandssumme zu erreichen.

Die Verteilung fiir NV unabhangige Teilchen

Fiir ein System von N unabhiingigen Teilchen mit der Hamilton-Funktion (1.11) ldsst sich in der

Zustandssumme der Anteil fiir die Geschwindigkeiten abintegrieren:

7 = a/ —AHw)q / / e~ FH(x.p) dzdp
Q n n

1
= — e~ Zin1 3Pt dp; ...dpy - / V@) g

hn R7l
1 > n Ly
= hn(/oo e*%’ﬂdp) /n e V@) g = A (1.18)
At” Zy

Die Losung des Integrals iiber die Impulse befindet sich im Anhang, vgl. Gleichung (5.5). Z,
bezeichnet die Zustandssumme im Ortsraum und A ist die thermische DeBroglie-Wellenldnge mit
der Planck-Konstante h, der Masse m und der inversen Temperatur [:

h2p3

A=/ — 1.19
2mm ( )

Fiir diesen Fall faktorisiert die Wahrscheinlichkeitsdichte py(w) = px (2, P) = pi()(T) - pr(p) (P) mit:

1

BV (x B\: e
Pr(z) ()= 7 © V@ und Px(p)(P) = <2m7r e P (1.20)

Fiir ein einzelnes Teilchen steht py(,(p) in Analogie zur Maxwell-Boltzmann-Verteilung (1.14).
Aufgrund der gleichen mathematischen Form werden beide Verteilungen oft gleichgesetzt. Die
Verteilung (1.20) wird im weiteren als Boltzmann-Verteilung in der Phasenraumformulierung be-
zeichnet. Strenggenommen miisste zwischen der Maxwell-Boltzmann-Verteilung als Einteilchenver-

teilung und der N-Teilchen-Verteilung im kanonischen Ensemble unterschieden werden.

Die diskrete Boltzmann-Verteilung

Betrachtet man ein System, in dem die Mikrozustéinde nicht durch ihre Lage im Phasenraum
charakterisiert sind, sondern iiber die Anordnung der Teilchen auf eine abzdhlbare Anzahl von
Energiezustéinden (g;);, dann lisst sich die Boltzmann-Verteilung fiir dieses System als diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(e;) = p; iiber dem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum der Ener-

giezustdnde erkldren:
pi=pe) =5 7 = ——— (1.21)
Z = Zp] Ze Pei (1.22)

Die diskrete Form der Boltzmann-Verteilung ist insbesondere bei der Betrachtung chemischer Sy-

steme von Interesse, da die Energien dieser Systeme oft bekannt sind.
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Der Boltzmann-gewichtete Mittelwert

Der Boltzmann-gewichtete Mittelwert einer Funktion f ist der Erwartungswert beziiglich der Boltz-

mann-Verteilung:

Ep(f) ={f) = Z /g fw)p(w)dw = ;/Qf(w)eﬁH(“’)dw

(1.23)
=2 fws = % > fG)e

Herleitung der Boltzmann-Verteilung

Die hier angegebene Herleitung der diskreten Verteilung (p;); fiir ein verdiinntes Gas soll auf
anschaulichem Weg die Bedeutung der Boltzmann-Verteilung zeigen. Das Vorgehen folgt der Dar-
stellung in [4], ist in &hnlicher Form aber auch in [1] zu finden. W&hlt man einen beliebigen Zustand
des Gases aus allen Zusténden aus, die einem Makrozustand entsprechen, dann ist die Wahrschein-
lichkeit, dass man geméfi Boltzmann-Verteilung auswahlt hat, unweit grofier als fiir jede andere

Verteilungsfunktion.

Ausgangspunkt ist ein Gas aus IV identischen nicht wechselwirkenden Molekiilen mit einer festen
Energie F des Gesamtsystems. Jedes Teilchen kann die Energiezustédnde €1, ..., annehmen.
Man geht zunéchst von einer endlichen Anzahl K aus und ldsst gegebenenfalls K — oo laufen.
Dabei muss die Summe der Energien aller Teilchen gerade der Energie des Makrozustands F
entsprechen. Als néchstes fiihrt man Besetzungszahlen n; € N ein, die die Anzahl der Teilchen im

Energiezustand ¢; angeben. Man erhélt:

M=

K
n; =N und anej =F (1.24)
7=0 7=0

Die Wahrscheinlichkeit p; ein beliebig ausgewéhltes Teilchen im Energiezustand ¢; zu finden, ergibt
sich aus der relativen Haufigkeit:

_

Die Besetzungszahldarstellung [ng,ni,...,ng] mit ng,n1,...,ng € {0,1,..., N} gibt die Vertei-
lung der Teilchen auf die Energiezustinde an. Jede Besetzungszahldarstellung lasst sich vermit-
tels (1.25) eindeutig einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zuordnen. Zu einer Gesamtenergie E kann

es viele verschiedene Besetzungszahldarstellungen geben.

Ein Mikrozustand wird charakterisiert durch die Zuordnung einer Energie fiir jedes Teilchen mit
Hilfe eines N-Tupels (¢j,,¢€j,,...,€5,) mit j; € {1,..., K}. Hierbei ergeben sich zwei Hierarchien;
zum einen die Menge der Mikrozusténde, die dieselbe Besetzungszahldarstellung ergeben und zum

anderen die Menge aller Besetzungszahldarstellungen, die dieselbe Gesamtenergie ergeben.

Alle Mikrozusténde zur Energie F sind gleichwahrscheinlich. Die Besetzungszahldarstellungen zur

Energie E dagegen nicht, denn sie umfassen unterschiedlich viele Mirkozusténde. Das Gewicht W
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ist definiert als die Anzahl der Mikrozustidnde, die dieselbe Besetzungszahldarstellungen ergeben.

Es ergibt sich als Permutation ohne Wiederholung:

N!
W[nlanQ,"'anK] = |

nO!m! MK

Man geht davon aus, dass sich ein System im Gleichgewicht gerade in dem Makrozustand be-
findet, der das grofite Gewicht hat. Man fithrt eine Extremwertbetrachtung fiir das Gewicht in

Abhéngigkeit von n; durch, wobei die zwei Nebenbedingungen (1.24) beachtet werden miissen:
max Winy,...,ng] mit an—N:() und ansj—E:()

Diese Optimierungsaufgabe 16st man mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren gemafi Anhang, For-
mel (5.3). Der erste Schritt ist die Vereinfachung der Ableitungsfunktion; statt iiber W zu maxi-
mieren betrachtet man den Logarithmus von W. Dies fithrt wegen der Monotonie der Logarith-
musfunktion auf dasselbe Ergebnis. Auflerdem nutzt man fiir die n; unter der Annahme, dass sie

geniigend grof sind, die Stirlingsche Formel (5.2):

K K K
InW =InN!— Zlnnj! =In N! —an(lnnj —1)=1InN! —i—N—anlnnj
=1 j=1 j=1

Die Lagrange-Optimierungsfunktion (5.3) mit den Lagrange-Multiplikatoren « und ( fiir die Ne-

benbedingungen lésst sich schreiben als:
K K
h(ni,ng,...,ng,a,3) =In NI+ N — an Inn; —I—a( n; — N) +ﬁ(2n]~sj — E)
7=1 7=0 7=0
Bei der Ableitung nach n; verschwinden alle Summanden, die nicht von n; abhingen:

K

OlnW 8(ln N' + N) d(njlnn;)  O(nilnn;)
— — =—(Inn; +1
on; Z on; on; (Inn; +1)
J=Li#]
Fiir die Nebenbedingungen ergibt sich:
K K
0 9 ijo 15€;5
ani an =1 und T =&;
7=0
Es folgt fiir die Optimierungsfunktion h:
K K
Oh( .
Z (n1,na, SNVE, O 3) :Z(lnni—i-l—i-a—i-ﬂsi)
=1 ni =1

Auf der rechten Seite sind alle Summanden nichtnegativ, sodass sie gleich Null sein miissen. Fiir
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den Extremwert n; folgt somit:
Inf; =-1—a—Pe baw. @ =e 70 = Ce P

Die Konstante C' und damit der Lagrange-Multiplikator « ldsst sich iiber die erste Nebenbedingung

bestimmen:

N—i“—i(}ﬁ“ b c=_ N
= n; = e ZW. = ZK 5,
=1 i=1

j=1¢
Es folgt fiir die Wahrscheinlichkeit der optimalen Besetzungszahlen n;, ¢ =1,..., K:

h: Qe Pei e—Pei
T i e VG (1.26)
> j=1€ pei

Der zweite Lagrange-Multiplikator 3 ergibt sich als die inverse Temperatur § = kE%T.

1.2.4 ZustandsgroBen

Mit Hilfe der Zustandssumme lassen sich viele thermodynamische Zustandsgréfien berechnen. Im
Verlauf der Arbeit wird insbesondere die Gibbs-Energie in Abhéngigkeit von der Einteilchen-
Zustandssumme fiir ein ideales Gas benétigt. Das Systems besteht aus N unabhéngigen, iden-
tischen, nichtwechselwirkenden Teilchen und léasst sich daher als kanonisches Ensemble von Ein-
teilchensystemen verstehen (vgl. Anmerkung nach Formel (1.14)). Geht man davon aus, dass die
Energiezusténde eines Teilchens, ob auf klassischem Weg oder iiber quantenmechanische Rechnun-
gen ermittelt, bekannt sind, dann ergibt sich die Moglichkeit, die makroskopischen Systemgrofien

zu berechnen.

Die Zustandssumme fiir N unabhingige Teilchen

Die Boltzmann-Verteilung als Losung der zeitunabhéngigen Boltzmann-Gleichung (1.13) beschreibt

das Verhalten eines Teilchen im N-Teilchen-System, also p = p; = p(g;) = %e_ﬁ‘gi. Schreibt man

jeden der moglichen Energiezusténde E; des Systems mit den Einteilchenenergien {eq,...,ex} als

Ej:5§1)+5§2)+...+5§-N) g

Teilchen-Zustandssumme Zy ein, dann lisst sich die Summation iiber alle moglichen Zusténde j

, wobei € D die Energie des i-ten Teilchens ist und setzt ihn in die N-

des Gesamtsystems nach den Systemzustédnden der einzelnen identischen Teilchen umsortieren:

= S8 T AP ) T ()

J J
(1) (N) N
e e = (e )
J J J
Die Summation bei den Einteilchenenergien ist eigentlich nicht frei iiber alle j. Es werden im

Produkt viele Energiezustdnde mehrfach gezdhlt. Um den Propotionalitétsfaktor zu ermitteln ist

es notwendig, nach der Unterscheidbarkeit der Teilchen zu fragen. Sind alle Teilchen unterscheidbar,
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ist die Trennung in der Summation gerechtfertigt (vgl. [1]) und es gilt:
Zy = ZN  fiir N unabhingige, unterscheidbare Teilchen

Sind die Teilchen allerdings ununterscheidbar, werden sehr viele Zustéinde mehrfach gezihlt. Ist
die Anzahl der moglichen Energiezustinde viel groBer als die der Teilchen'3, lisst sich die Anzahl
der zuoft gezdhlten Zustéinde {iber die Anzahl der Permutationen aller Teilchen N! approximieren.
Es folgt:

N

IN = N7

fiir N unabhéngige, ununterscheidbare Teilchen (1.27)

Die innere Energie als Funktion der Zustandssumme

Die innere Energie eines N-Teilchen-Systems ergibt sich wie die des kanonischen Ensembles als Er-
wartungswert der Energiezustéinde E; mit einer analogen Verteilung wie der Boltzmann-Verteilung,
vgl. (1.20). Geméif (1.23) ergibt sich:

Eie PE; 1 d(e PEi)
U-U0) =S EpE)=S "2 -y -+
(0) ; P (Ej) ; 7 ZN; a7
- Zy 4B C Zy dp - dp
= kpT"— = (1.28)

d —BE;\ _ —-BE; d _ 1 d d _ 2 d _ 1
Man nutzt —w(e & J)—Eje B 7, @(IDZN(/B)>_E%ZN7 a7 — =T ar und ﬂ—m

Die statistische Entropie

In der statistischen Mechanik wird die Entropie eines beliebigen Ensembles mit der Verteilungs-
dichte p in Analogie zum H-Funktional $(t) gemé8 (1.15) definiert durch:

S =—kp(lnp) = kB/an (p(w)) p(w)dw (1.29)

Fiir die Verteilung p,,x im mikrokanonischen Ensemble mit der Energie F erhélt man:
Sk = kpIn |Q(E)|

Der Ausdruck Q(FE) bezeichnet diejenige Teilmenge des Phasenraums, dessen Mikrozustinde den
Energiewert E besitzen; |QQ(E)| bezeichnet das Mafl dieses Phasenraumbereichs. Die Entropie ist
damit proportional zum Logarithmus des Mafles aller dem System zugénglichen Zusténde. Ver-
kniipft man diese Aussage mit dem $-Theorem (1.15), dann bedeutet das Streben eines Systems
nach maximaler Entropie S dem Streben nach maximaler Anzahl von Mikrozustinden bei fester

Energie. Das korrespondiert mit der Annahme, dass der Makrozustand eines System im Gleichge-

BMan kann i. A. davon ausgehen, dass diese Annahme gilt. Die Bedingung ist nur bei sehr geringen Temperaturen
verletzt und diese werden nicht untersucht.
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wicht die Besetzungszahldarstellung anstrebt, die maximales Gewicht hat, also die meisten unun-
terscheidbaren Mikrozustinde umfasst. Uber den ersten und zweiten Hauptsatz lisst sich zeigen,

dass die so definierte Entropie mit der Entropie aus thermodynamischer Sicht iibereinstimmt.

Die statistische Entropie eines kanonischen Ensembles ergibt sich unter Nutzung der Gleichun-
gen (1.28) und Zf; pi(E;) = 1 gemif:

= (g = (ny)

eﬂE
z—@E:p ) Inp(E =—@§:p
K
::—kBEZpAED( —InZy) =kpBY  Epi(E;) +kplnZy
= i=1
:%4U—Umn+kBmZN (1.30)

Diese Formel fiir die Entropie lisst sich analog zur inneren Energie fiir das ideale Gas {ibernehmen.

Die Gibbs-Energie als Funktion der Zustandssumme

Abschlieflend soll die Gibbs-Energie in Abhéngigkeit von der Zustandssumme fiir ein ideales Gas
hergeleitet werden. Diese wird iiber das chemische Gleichgewicht direkt in die Eyring-Gleichung
einflieflen:
U-U(0
G—mm:U—Umy4®+PV:U—U@—TQ—7él
N
= —kBTln% + NkpT = —NkgTInZ + NkgT(InN — 1) + NkgT

+kBmZN>+PV

Z
= ~NkpTIn (1.31)

Hierbei wurden die Formeln fiir die Entropie (1.30), die Zustandsgleichung fiir das ideale Gas (1.1)
sowie Formel (1.27) fiir die Zustandssumme Zy fiir N ununterscheidbare, unabhiingige Teilchen

in Abhéngigkeit von der Einteilchen-Zustandssumme Z und die Stirling-Formel (5.2) verwendet.

1.3 Tsallis-Statistik

Das zentrale Thema des vorigen Abschnitts war die Herleitung der Boltzmann-Statistik zur Be-
schreibung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustédnde eines kanonischen Ensembles im Gleich-
gewicht. Ublicherweise nimmt man an, dass diese Verteilung auch in Nichtgleichgewichtssituatio-
nen gilt, wie z.B. in Verlauf einer chemischen Reaktion. Es ist allerdings nicht gesichert, dass
diese Annahme gerechtfertigt ist. Die Idee der vorliegenden Arbeit beruht darauf, fiir die Nicht-
Gleichgewichtszustinde, also insbesondere fiir den Ubergangszustand einer chemischen Reaktion,
eine verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitsverteilung zu verwenden. Diese nutzt einen zusétzlichen
Parameter ¢, welcher fiir den Wert ¢ = 1 die Boltzmann-Verteilung liefert. Die klassische sta-
tistische Thermodynamik wird also nicht verworfen, sondern vielmehr werden die Mo6glichkeiten

erweitert.
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Die Theorie, die sich nicht nur auf Bereiche der Physik beschrénkt, geht auf Constantino Tsallis
zuriick. Er beschrieb 1988 zum ersten Mal in [8] einen neuen funktionellen Zusammenhang fiir die
Entropie, welcher sich im Laufe der Zeit zur Grundlage einer Theorie entwickelt hat, mit der man
versucht, das Verhalten von Systemen zu beschreiben, die sich einer Beschreibung mit Hilfe der

Boltzmann-Gibbs-Thermodynamik entziehen.'4

Verallgemeinerte Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Grundlage der Tsallis-Theorie sind die verallgemeinerte Exponential- und Logarithmusfunktio-
nen (vgl. [9]); fiir ein ¢ € (0,2) definiert man:
1
e = (1+1—qz)
rl=1 -1
lnq(l’) = fq
Die Idee fiir diese Funktionen liefert die Definition der Exponential- und Logarithmusfunktion
durch die beiden Grenzwerte:

n
o — lim (1+f)
n

n—oo

. 1
Inz = nanolon(xn — 1)

Setzt man n= 1%‘1, dann entspricht der Grenziibergang n — co gerade ¢ — 1 und fiir die verallge-

meinerten Funktionen folgt lim,_.; eg =¢e” und limy—1In;z = Inw.

Man kann den Definitionsbereich von ¢ auch gréfler wihlen, hier soll aber von einem ¢ nahe Eins
ausgegangen werden. Man wihlt ¢ aus dem offenen Intervall (0,2), da in einigen Formeln spiter

durch ¢ bzw. ¢ — 2 geteilt wird.

Die verallgemeinerte Entropie

Die zentrale Grole der Tsallis-Theorie ist die verallgemeinerte Entropie S, siehe [9]. Sie wird in
Analogie zur Beschreibung der Entropie in der statistischen Thermodynamik (dort S=kln \Q(E)\)

in verallgemeinerter Logarithmusform definiert als:

1—|QE)"1
s BT

Sy = ki g [0(E)| = kp=— =5

Untersucht man die g-Entropie S, genauer, stellt man fest, dass es viele Parallelen zur klassischen
Entropie S gibt, sodass die Struktur der statistischen Thermodynamik mit der ¢-Entropie erhalten
bleibt. Der Hauptunterschied ist die Nicht-Extensivitéit der g-Entropie. Fiir die klassische Entropie
S gilt bei zwei unabhiingigen Systemen C und D die Additivitdt der Zustandsfunktion S(C+D) =
S(C) + S(D). Diese Eigenschaften besitzt die g-Entropie nicht, weswegen man mit ihr Systeme
zu beschreiben versucht, die nicht extensiv sind. Das Hauptaugenmerk wird im folgenden auf der

g-Zustandssumme Z; und entsprechend auf der Tsallis-Verteilung p, bzw. p, liegen.

'Die Crundlagen der sogenannten nicht-extensiven Thermodynamik lassen sich in Biichern und verschiedenen Ar-
tikeln finden, fiir diesen Abschnitt wurden neben den spiiter erwihnten noch [9] — [13] verwendet.
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Verallgemeinerte Energieverteilung und Zustandssumme

Analog zur bisherigen Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung im N-Teilchen-System erhélt
man die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung sowie die kontinuierliche in Phasenraumformulie-

rung (vgl. [14]):

1 45 1 1
Pq(i) = 7,5 Pei = Z](l —(1—¢q)fe;) 00 (1.32)
1 —srw) _ 1 s
Pa(w) = 7-e, = Z(l — (1 - q)fH(w)) ™7 (1.33)

sowie die ¢-Zustandssumme:

7, = Zegﬁgj Y (-(- ¢)Be;) TP (1.34)

= / e, M@ dw :/ (1—(1- q)ﬁH(w))ﬁdw (1.35)
Q Q

Zu beachten ist hierbei, dass man formal auch negative bzw. imagindre Werte fiir p, erhalten
kann. Es wird deshalb festgelegt, dass (1 -(1- q)ﬂai) > 0, anderfalls setzt man p, = 0. Bei der
Berechnung iiber Phasenraumintegrale bedeutet das eine Einschrankung der Integrationsgrenzen,
d.h. Integration iiber Q = {w € O | (1—(1—¢q)BH(w)) > 0}. Hierbei ist es insbesondere wichtig
zu unterscheiden ob ¢ > 1 oder ¢ < 1. Bei der Berechnung der Zustandssummen werden deshalb

zum Teil Fallunterscheidungen durchgefiihrt.

1.4 Berechnung der Zustandssumme

Die Zustandssumme ist eine zentrale Grofe in der statistischen Thermodynamik, mit deren Hilfe
man wichtige Groflen des Systems wie die innere Energie und die Gibbs-Energie berechnen kann.
Uber die Reaktionskinetik lassen sich damit wiederum Aussagen iiber das Verhalten der Molekiile
wihrend eines Reaktionsvorgangs und schliefflich iiber die Geschwindigkeit ablaufender Prozesse
treffen. Im folgenden Abschnitt sollen die Formeln fiir die Berechnung der Zustandssumme eines

Molekiils hergeleitet werden.

Faktorisierung der Zustandssumme

Wie die innere Energie héingt die Zustandssumme von den Freiheitsgraden des Systems ab. Sie setzt
sich zusammen aus der Translation des Systems, den Rotationen und den Schwingungen innerhalb
des Systems, entsprechend der jeweiligen Struktur. Desweiteren gibt es die elektronischen Zusténde,
die aber durch grofie Energieabstinde zumeist keinen Beitrag leisten, da hier i. A. Reaktionen im
elektronischen Grundzustand betrachtet werden. Im klassichen Fall wird angenommen, dass die
Energie eines Molekiils separiert werden kann in Translation, Rotation, Vibration und elektronische

Anregung:

E= Etrans + Erot + Evib + Eel
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Der additive Zusammenhang bewirkt, dass die klassische Zustandssumme wegen des exponentiellen

Zusammenhangs der Boltzmann-Verteilung faktorisiert:
7 — gtrans grot Zvib Zel (1 ) 36)

Bei der Berechnung der Zustandssumme iiber die modifizierte ¢-Verteilung kann man fiir ¢ # 1 nicht
einfach von einer Faktorisierung in die einzelnen Anteile fiir Translation, Rotation und Schwin-
gung ausgehen, da der exponentielle Zusammenhang nicht mehr gegeben ist. Dennoch wird der
gleiche Separationsansatz verwendet und die Gesamtzustandssumme als Produkt der einzelnen
g-Zustandssummen Z, der Freiheitsgrade berechnet. Diese lassen sich i. A. als Produkt der klassi-
schen Zustandssumme Z und eines g-Faktors A(n, q) schreiben. Der verallgemeinerte Zusammen-
hang ermoglicht es somit zur Berechnung der g-Zustandssummen die Werte fiir die klassischen

Zustandssummen und einen g-abhingigen Faktor zu verwenden.

Im folgenden werden die Formeln fiir die Zustandssummen der Freiheitsgrade sowohl im klassischen
Fall', wie auch in Tsallis-Formulierung hergeleitet.'S Hierbei wird sowohl der in der Chemie iibliche
Rechenweg iiber die Energien des Systems als auch der iiber die Phasenraumintegrale angewendet.
Wie man die diskreten Energien als Losungen der Schrodingergleichung fiir das betreffende Problem

gewinnt bzw. die Hamilton-Funktion aufstellt, wird nicht weiter ausgefiihrt.

1.4.1 Kilassische Berechnung der Translationszustandssumme

Die Translationszustandssumme fiir den eindimensionalen Fall

Ein System mit einem Translationsfreiheitsgrad besitzt die Energiezustinde E; = SJ:L—}}; mit j =
1,2,... Hierbei bezeichnet L die Linge des Bereichs, in dem sich das System frei bewegen kann.

Zur Auswertung der Zustandssumme beginnt man die Summation bei 0, denn Fy = 0 und ver-
nachlissigt die Energiequantelung, da die Energieabstdnde AFE; fiir groe Volumenlénge L schon
bei Raumtemperatur sehr klein gegeniiber 8 = kT sind. Man kann dann die Zustandssumme als
Integral auswerten. Mit Hilfe der DeBroglie-Wellenléinge A (1.19) erhilt man:

rans - —BE; < N o _pi%n? L [2mm L
Z(tl) :Ze BE :/0 e ﬂE(y)dj:/O e gmde]:E TZX
7=0

Die Translationszustandssumme fiir n unabhangige Freiheitsgrade

Fiir ein System mit n Translationsfreiheitsgraden lassen sich fiir jede Komponente die Energie-

zustéinde E; und die Zustandssumme Z(tﬁms

nutzen. Man geht davon aus, dass die Translationen
unabhéngig voneinander sind und die Gesamtenergie als Summe der einzelnen Translationsenergien

geschrieben werden kann:

Ej = Ejy + B+ + Ej, =nE;

5Die Herleitungen folgen den Standardwerken [1], [2] und [3].
5Eine Formel fiir ein verallgemeinertes Potential findet man bei [15].
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Dann ergibt sich die Translationszustandssumme als n-faches Produkt der eindimensionalen Trans-

lationszustandssumme:
%) 00 ) ' n Vv
trans Ze i(n) = Z e BEH . . Z e BEin — </ eﬂE(])dj) = A (137)
j1=0 jn=0 0

Das Volumen V ergibt sich als Produkt der Léngen L; der einzelnen Komponenten. Fiir ein isoliertes
System im kartesischen Raum ist n = 3. Im Fall IV unabhéngiger Teilchen gibt es insgesamt n = 3N
Freiheitsgrade, da jedes Teilchen drei Raumkoordinaten beitrégt, die als unabhéngig voneinander

angesehen werden.

Bei der Berechnung in Phasenraumformulierung wird die Zustandssumme mit Hilfe der Hamilton-
Funktion tiber Phasenraumintegrale berechnet. Fiir ein System mit n unabhéngigen Translations-

freiheitsgraden lautet die Hamilton-Funktion gemaf (1.11):

H(xl)"'axnvplv"')pn - sz+v

0 fiir z; € (0, L;)

oo sonst

Die Impulse p; € (—00, c0) sind unbeschrénkt. Mit dem Potential V(x) lidsst sich die Formel (1.18)

fiir die vereinfachte Zustandssumme verwenden:

thlrans _ / / —BH(x,p) d:I)dp A / —5\) :I:)d:c
L1 L,

A” / 1dzy...dzx, = F

Es ergibt sich die klassische Translationszustandssumme wie in (1.37).

1.4.2 Die Verallgemeinerte Translationszustandssumme

Die g-Translationszustandssumme in einer Dimension

Die Tsallis-Zustandssumme fiir die Translation in einer Dimension ldsst sich mit der im Anhang

aufgefithrten Gammafunktion (5.6) formulieren:

1 F(%—g .
trans L Va1 T(L) fiir 1 <¢ <2
@ TR D)
FF( q+) fir0<g<1

Die Formel fiir den den Fall ¢ > 1 ergibt sich analog zum klassischen Fall mit Hilfe der Energiever-
teilung F; = i°h L2 und der Tsallis-Wahrscheinlichkeit p, (1.32). Fiihrt man eine Substitution der

Integratlonsvarlablen 7 durch y = L2 j aus und verwendet die DeBroglie-Wellenléinge A (1.19),
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ergibt sich :

'2h2 1

Z(téilis)—/oo (1= (1 =q)BEG)) qdj—/ooo (1-(-98i—5) "4

2 1
\/8226/ (1-(1—q)y )lqdy—v (1—(1—Q)y2)ﬂdy

Substituiert man weiter 1 —(1-19q)y 2) % dann ergibt sich dy =

dt :
e und die

2/q—1(1—t
Integrationsgrenzen andern sich von (0, 00) auf (0,1). Verwendet man die Eigenschaften der Gam-
mafunktion, dass fol 221 — x)’dx = % sowie I'(3) = /7 gilt, dann folgt:

1
1—¢q

L 1 3 _1
zias = — 1—t)"z¢2dt
>1 Aﬁs/q—l/o (1—t> (L=t
1 11
:l;/(L%ﬂﬁfyf&M: L FQ*12)

Die Berechnnung im Fall ¢ < 1 erfolgt analog mit einer modifizierten Substitution, die fiir den

n-dimensionalen Fall im Anhang zu finden ist.

Die ¢-Translationszustandssumme im n-dimensionalen Fall

Im allgemeinen geht man von n unabhéngigen Translationen in einem Behélter mit dem Volumen

V' aus. Die ¢-Translationszustandssumme (vgl. [14]) ergibt sich durch:

251 ans 4 rans ] 38

L(Z:-%)

) S
(

Die Formel erhilt man aus der Berechnung des Phasenraumintegrals (1.35) unter Verwendung

|3

fir 1 <q<1+2

N>

AtraHS(n’ Q) — (139)

,_.

(=

+1)
T

3D

‘H
w[3

fir0<g<1

—_

Q
+

der Tsallis-Verteilung pq (1.33). Die Hamilton-Funktion und die Phasenraumgrenzen entsprechen
denen im klassischen Fall. Man formt das Integral zunédchst um und verwendet die Losung des

n-dimensionalen ¢-Integrals, die im Anhang, Abschnitt 5.2, hergeleitet wird.

1 1 1
trans _ L H(z.p) _ o 1 =
Zq(n) h™ /R”XR" eq dpdw hn /n /n <1 (1 q)B(Qmp + V($))> dpdw

1 Ly Ly poo 0o (1—q)ﬁ n ) ﬁ
=1
Li...L, 2 o opoo o N
:1h"<\/?>/ / 1= —@i+...+yp)dyr...dy,

g-Integral gemafl Anhang mit £ =n
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)2 D3 . 2
_L1...Ln (q—) r(rll) fllr1<q<1-|-n
- Anad o \2_DGHH)

Tq) T({L+3+1) fir 0 < ¢ <1

1
2L _n
(L)Q% fir 1 <gq<142
An 1 V2 D(E+D) .

Im Grenzfall ¢ = 1 muss der ¢-Faktor gerade Eins werden, um die klassische Translationszustands-

summe zu erhalten. Das ldsst sich mit Hilfe der Eigenschaft lim, ., FEZiZ)) = y2=b der I'-Funktion

zeigen. Im Fall ¢ — 1 wird fq betragsméflig grofl und es folgt:

1 \2IGH % 1 \2/ 1 \ ?
hmA(q>1n)—hm< > v 11 2):hm< ) < ) =1
g—1\q—1 (=) a—1\q—1 qg—1
bl

1 n
1 A(lg<1l,n)=1
im (q n) ql—%(l—q)

|3

N
=

1.4.3 Kilassiche Berechnung der Rotationszustandssumme

Die klassische Rotationszustandssumme eines linearen Molekiils

Bei einem linearen Molekiil entfallen zwei Freiheitsgrade auf die Rotationsbewegung. Die freie

Rotation um die Molekiilachse fithrt zur Entartung eines Schwingungsfreiheitsgrades.!”

Fiir ein lineares Molekiil lasst sich die Rotationszustandssumme aus den Rotationsniveaus eines
starren Rotators, E; = 21](] +1) = heBj(j + 1) mit j = 0,1,2,... berechnen.'® Hierbei ist I das
Tragheitsmoment, berechenbar aus der rdumlichen Anordnung und den einzelnen Atommassen des
o 2 7 Uber die

zusétzliche Quantenzahl m, die die Projektion von j auf die z-Achse (also die Orientierung des

Molekiils und B die Rotationskonstante, welche man aus I berechnen kann, B =

Rotators im Raum) angibt, sind diese Zusténde (2j+1)-fach entartet:

oo
t
Zigy = (2 + e
7=0
Ersetzt man die Summation durch eine Integration, muss die Dichte der Energieniveaus sehr klein
sein im Vergleich zur Temperatur 7. Fiir den kritischen Wert!® 7' > 10 % kann man dann die
Energieniveaus als kontinuierlich annehmen und verursacht bei der Integration einen vernachlés-

sigbar kleinen Fehler:

zg = | @i+ 0e 0= [ ) et

'"Eine Ausfiihrliche Besprechung findet sich in Abschnitt 4.3 bei der Betrachtung der Beispielreaktion.

8Die Werte fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ und des Planckschen Wirkungsquantums 7% findet man in der Tabelle der
verwendeten Konstanten im Anhang.

9Fiir das HCN-Molekiils liegt die kritische Temperatur beispielweise bei 20 K.
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B e—hcﬂB(j2+j)]°O _
hcGB 0 hcBB
Bei homonuklearen Molekiilen muss die Rotationszustandssumme noch abgedndert werden, da
wegen der Achsensymmetrie ununterscheidbare Zusténde doppelt gezéhlt werden. Man fiithrt die
Symmetriezahl o ein und setzt ¢ = 1 fiir heteronukleare und ¢ = 2 fiir homonukleare Molekiile; es

folgt insgesamt:

rot __ 1

Eine genauere Approximation der Zustandssumme erhélt man mit der Euler-Maclaurin-Summa-

tionsformel (vgl. [3]):

00 0o a "(a "(a ™ (aq
jZ:jafo)—L OTER (R QI N OB .

Sie liefert fiir die lineare Rotationszustandssumme bei beliebiger Temperatur:

1/ 1 1 heBB  4(hefB)?
Tot _ — -
(2)_J<hcﬁB+3+ 15 T35 T

Die Klassische Rotationszustandssumme eines nichtlinearen Molekiils

Im allgemeinen Fall hat ein Molekiil in jede Raumrichtung verschiedene Trégheitsmomente. Die drei
Haupttragheitsmomente 17, I3 und I3 lassen sich aus der Geometrie des Molekiils iiber den Trag-
heitstensor berechnen. In Abschnitt 5.3 wird eine allgemeine Vorgehensweise fiir die Berechnung
der Haupttrigheitsmomente eines planaren dreieckigen Molekiils angegeben. Die Rotationsniveaus
lassen sich nicht mehr in einfacher Form hinschreiben. Eine klassische Néherung (vgl. [1]) liefert

mit ausreichender Genauigkeit die Formel:

g VA (LN N1\ (142)
G - hcBBy hcBBs phcBs '

Dabei ist o die Ordnung der Rotations-Untergruppe der molekularen Punktgruppe.

1.4.4 Die verallgemeinerte Rotationszustandssumme

Die verallgemeinerte Rotationszustandssumme linearer Molekiile

Bei der Berechnung der Rotationszustandssumme eines linearen Molekiils mit Hilfe der ¢-Verteilung

wird die Summation analog durch eine Integration ersetzt:

[e's) X o0 T
Zota) = /0 (2] + 1)e, PVdj = /0 (27 + 1) (1 = (1 = @)heSBj(j + 1)) 7o dj

[e.9]

-1 " 2=
— WQ—Q) [(1—(1—q)hcﬁB](]+1)) )
1 o 1
= 5eBBE =g - zig"- o (1.43)
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2

Fiir 1 <q <2 ist das uneigentliche Integral 16sbar mit lim; . (1 — (1 — ¢)aj(j + 1)) =i = 0, denn
es ist f—:g < 0. Fiir den Fall 0 < g <1 wird, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, nur bis zur oberen
Grenze fiir j integriert, sodass (1 — (1 —=q)BheBj(j + 1)) > 0 ist. Es ergibt sich der ¢-Faktor:

1
A™Y(q,2) =54 0<g<?2
—4q

Nutzt man fiir den allgemeineren Fall die Euler-Maclaurin-Summationsformel (1.41), dann dndert

sich nur der Integralwert, in den Korrekturtermen kommt der g-Faktor nicht vor??:
1 1 1 hefB  4(heBB)?
“(5):— — T 5t b + (heBB) + ...
d o\ hefB(2—-q) 3 15 315

Die verallgemeinerte Rotationszustandssumme nichtlinearer Molekiile

Zur Verallgemeinerung auf nichtlineare Molekiile, nutzt man Formel (1.43) und schreibt den ¢-

Faktor vor jede Rotationskonstante; es ergibt sich:

ot _ VT 1 1/2 1 1/2 1 V2
=" (reome=0) (ome=a) (wme=a)

1 3/2
__ r7rot

Damit folgt fiir den allgemeinen Rotations-g-Faktor:

1 \:2
A™%(n,q) = <2> 0<qg<2 (1.45)
-4
Dieser ist fiir ¢ = 1 wieder Eins und man erhélt jeweils die klassischen Formeln (1.40) und (1.42)

fiir die Rotationszustandssumme.

1.4.5 Kilassische Berechnung der Schwingungszustandssumme

Die Zustandssumme eines Schwingungsfreiheitsgrades mit der Schwingungsfrequenz v lésst sich
durch die Energieniveaus eines harmonischen Oszillators annéhern: E; = (j + %)hv mit 7 =0,1,...

Durch die dquidistanten Energieniveaus ist die Summe analytisch; man erhélt:

b G+ Dyhegy _ € P2

Vl - cpv __

(1) Ze J = 1— e—hCﬁV (146)
Hierbei nutzt man die Summationsformel der geometrischen Reihe: 322 Y = T, fir [y < 1.

Bei mehratomigen Molekiilen nimmt man an, dass die eigentlich anharmonischen, gekoppelten
Molekiilschwingungen entkoppelt und durch n einzelne Schwingungen approximiert werden kénnen.

Dazu ist es notwendig die Schwingungsfrequenzen der Normalschwingung zu verwenden. Sind diese

20Von einer ausfiihrlichen Berechnung wird hier abgesehen, da die Rechnungen langwierig und uniibersichtlich sind
und letztlich dieselben Werte wie im klassischen Fall liefern.
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durch v; gegeben, folgt:

vib vib vib vib o e hefv;/2
Z(n) = Z(l) (l/l)Z(l) (1/2) e Z(l) (l/n) = H 71 — e—hcﬂyj

e—hcﬁug
T e ) (47

Hierbei bezeichnet vy = Z -v;/2 die Nullpunktsschwingungsfrequenz. Fiihrt man statt einer Sum-
mation eine Integration durch, so ist die kritische Temperatur T' > 10hc” sehr hoch und die
Approximation ist nur bei groflem T giiltig. Man erhélt fiir die einfache approximierte Schwin-

gungszustandssumme:

vib (ap) 1
2™ = s (1.48)

Dieses Ergebnis folgt auch, wenn man die Exponentialfunktion in der exakten Losung durch eine

Reihenentwicklung e® ~ 1 + = abschétzt. Die Gesamtzustandssumme ergibt sich geméf:

n n

v1b (a v1b (a - 1 1
p) H D) 1;[ hcﬁl/] T H = (1.49)

J=1 v

1.4.6 Die verallgemeinerte Schwingungszustandssumme

Die Approximierte g-Schwingungszustandssumme

Die Formel fiir die verallgemeinerte g-Schwingungszustandssumme eines Systems mit n Schwin-
gungsfreiheitsgraden in der Approximation durch harmonische Oszillatoren und in Integralap-

proximation (fiir hohe Temperaturen) lautet geméaf [14]:

Zvib (ap) _ 1 H i . AVib(n, q)

q(n) (heB)n el
Hierbei ergibt sich der Schwingungs-¢-Faktor:
. - 1 1
AP (n, q) = 1:[1 PP 0<g<l+- (1.50)

Zur Berechnung der Zustandssumme 16st man das Phasenraumintegral (1.35) fiir n harmonische
Oszillatoren mit der Hamilton-Funktion H(z,p) = > 7, (ﬁp? + 2mj(cmv;)®2?) in den Phasen-
raumbereichen x; € (—00,00) und p; € (—00,00) Vj = 1...,n. Die m; sind dabei die reduzierten

Massen der Normal-Moden. Damit gilt:

vib(ap) _ 1 _BH(z,p)
Zq(n) =1n /Ran" e, dpdx

1 n n %q
=n / / (1 -(1- q)(% Zp? +2m; 3 Z(cmj)%g)) dzy ... dp,
T =1 j=1
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Man substituiert die Vorfaktoren aus dem Integral, indem man y; = /2m;Bcrv;z; und Y1, =
,/%pj fir 7 = 1,...,n setzt und das ¢-dimensionale g-Integral mit ¢ = 2n aus Abschnitt 5.2
J

verwendet:

n 2n 1
: 1 2m; 1 1—q
viblap) _ 1 < j) / / 1 —(1=q)> y7) "dyr...dysn
q(n) hn J6] WCW ] 1VYj ]Z:; J)

T F( 1 n)
1 1 i (q—l)” Fq(qil) fur1<q<1+,
~ (hed) T v o DSt g cg<t

(1-9)" T(L; +n+1)
— Z(Vrlzl))(ap) AP (n q)
Fiir beide Fille ldsst sich die Gammafunktion mit Hilfe der Eigenschaft I'(y) = (y — D)I'(y — 1)
auflésen, da n ganzzahlig ist:
TR T e B LA —n)

. 1
AP l<g<l+ )= = — -
n T a—D" T() (a- DT - ) [ (G — )

AP(n,0<qg<1) =

1 1-gq 1
a (1—Q)"j1_111+j(1—Q) _jHllJrj—jq

Fiir den Fall ¢ = 1 ergibt sich A(n,1) =[] L — 1 und damit resultiert fiir den klassischen

Jj=11+j—j
Fall 7)) wie in (1.49).

Ubertragung des g-Faktors

Fiir eine exakte Beschreibung der Schwingungszustandssumme durch die Tsallis-Statistik miisste

man auf die Summation zuriickgehen:

o0 1

v 1 1-q
Z‘b:Z(l— 1—q §)hcﬂy>1q
7=0
Diese ist nicht mehr analytisch ausfiithrbar, sie l4sst sich aber numerisch berechnen. Die Summation
wird abgebrochen, sobald der Term (1 — (1 — ¢)(j + )hcBv) kleiner Null wird.
Eine analytische Maglichkeit besteht darin, den g-Faktor AViP(n, q) mit der klassischen Schwin-
gungszustandssumme ZE’TILS’ (1.47) zu verkniipfen und so zur verallgemeinerten g-Schwingungszu-

standssumme zu gelangen:
efhcﬂzxo

H?:l(l +5— jq)(l _ e—hc[i’uj) (1.51)

vib __ vib vib _
Zq(n) - Z(n) A (n>Q) =
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1.4.7 Der elektronische Anteil

Der Anteil der elektronischen Energie, der zur Gesamtzustandssumme beitrégt, berechnet sich
iiber die Energieniveaus der Elektronen des Molekiils. Betrachtet man zunéchst als einfachstes
System das Wasserstoffatom, dann sind die Elektronenenergieniveaus gegeben durch E; = S_E’g”Tge;
mit j = 1,2, ... und einer Entartung von g; = 252 (vgl. [16]). Die Energien sind im Verhéltnis zur
Temperatur sehr grof3, sodass BF; schon fiir kleine j und niedrige Temperaturen sehr grof} ist und
damit e %P5 ~ 0 fiir j > 1. Man setzt den Nullpunkt der Energieskala auf die elektronische Energie
des Grundzustands, sodass nur der Entartungsgrad des Grundzustands einen Beitrag liefert. Fiir
komplexere Molekiile lassen sich die Energieniveaus i. A. nicht mehr analytisch beschreiben, das

Prinzip lasst sich dennoch iibertragen. Fiir Molekiile folgt:
[e.e]
7% =" ge P ~ gy (1.52)
j=1

Der Entartungsgrad des Grundzustands ist in den meisten Fillen Eins, sodass Z¢ keinen Beitrag
liefert. Bei der Verallgemeinerung auf die Tsallis-Verteilung ergibt sich ebenfalls, dass p,(E;) ~ 0
fir 7 >1 und somit nur der Grundzustand einen Beitrag gibt. Es ist Zgl = 7° und somit hat die

elektronische g-Zustandssumme den ¢-Faktor Eins.

1.4.8 Verallgemeinerte Gesamtzustandssumme

Tragt man die Ergebnisse fiir die verallgemeinerten Zustandssummen zusammen, erhélt man mit
Hilfe der Zustandssummenfaktorisierung (1.36) die ¢-Gesamtzustandssumme:
I _ ot t ib 1
2y = 25 2y 2y, 2
Fiir ein Molekiil mit N Atomen entfallen n; =3 der 3N Freiheitsgrade auf die Translationsbewegung
des Molekiils im Raum. Ist das Molekiil linear gibt es zwei freie Rotationen und 3 N—5 intramoleku-
lare Schwingungsfreiheitsgrade. Fiir nichtlineare Molekiile entfallen drei auf die Rotationsbewegung
des Molekiils und 3N —6 auf die Molekiilschwingungen. Insgesamt gilt stets 3N =nq+ns+ns. Mit
den Formeln fiir die einzelnen Zustandssummen Z;Eff)‘s in (1.38), Z;?;) in (1.43) und (1.44) sowie
Z¥P in (1.51) kann man die g-Zustandssumme eines Molekiils Z;“Ol als Produkt aus der klassischen

q(n)
Zustandssumme eines Molekiils Z™°! und einem g-Faktor A(3N, q) schreiben:

Zyot = 7™ A(3N, q) (1.53)

Der g-Faktor A(3N,q) setzt sich aus den g-Faktoren der Freiheitsgrade A™2"(3,q) gemif (1.39),
A (ny, q) gemiB (1.45) und AYP(n3,q) gemiB (1.50) zusammen:

3T(;=5-3) ..
(qfll)Qirq( L2 fu1r1<q<1+n—13

n3
r=)

n2
1 z 1
A(3N,q) = <2q) H;qu (2 )% D(-+1)

(1.54)
fir0<g<1

|
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2 Chemische Reaktionen

In diesem Kapitel wird die Zeitabhéingigkeit chemischer Reaktionen, die Reaktionskinetik, unter-
sucht. Es werden zentrale Gréflen wie die Reaktionsgeschwindigkeit, sowie das Geschwindigkeits-
gesetz definiert. Es folgt ein Abschnitt zum chemischen Gleichgewicht, welches die Erkenntnisse
der statistischen Thermodynamik mit der Reaktionskinetik verkniipft. Schliefllich werden quanten-
mechanische Aspekte und die Potentialenergiefliche einer Reaktion betrachtet, welche unerlésslich
zur Untersuchung eines Systems hinsichtlicher seines dynamischen Verhaltens und zur Berechnung

der Geschwindigkeitskontante ist.

2.1 Grundbegriffe der Reaktionskinetik

Abhandlungen zu grundlegenden kinetischen Eigenschaften chemischer Reaktionen finden sich
weithin in der Literatur zur physikalischen Chemie. Die folgende Darstellung orientiert sich im
wesentlichen an [3]|, daneben wurden [1] und [2] verwendet. Die Begriffe und Definitionen lassen
sich fiir beliebige Reaktionen erkldren, hier erfolgt eine Beschrankung auf Gasphasenreaktionen,
sodass man zwecks Vereinfachung der Betrachtungen idealisierte Vorginge untersuchen kann. Eine

allgemeine chemische Reaktions wird beschrieben durch:

AS — RP
ZCZ‘CZ' — Zdej
i J

Die C; bzw. D; mit 4,5 = 1,2,... bezeichnen die jeweiligen Molekiile, die ¢; bzw. d; ihre Stochio-
metriezahlen. Die Abkiirzungen AS und RP stehen fiir die Gesamtheit der Ausgangsstoffe bzw.
Reaktionsprodukte, unabhéngig von der Anzahl der Molekiile.

Die chemische Reaktion als zeitliche Entwicklung eines N-Teilchen-Systems

Die Betrachtung einer Reaktion als einen Vorgang, bei dem die Molekiile der Ausgangsstoffe C; zu
denen der Reaktionsprodukte D; reagieren, soll fiir spitere Kapitel verallgemeinert werden. Man
betrachtet hierzu nicht mehr einzelne Molekiile, sondern fasst die Menge aller an der Reaktion
beteiligten Atome als N-Teilchen-System auf; dabei ist es zunéchst nicht von Belang, welchem der
reagierenden Molekiile ein Atom zugeordnet ist. Fine spezielle Anordnung der Atome zueinander,
wie beispielsweise die Aufteilung in die Molekiile C;, bezeichnet man als eine Konfiguration des
Systems; der Anfangszustand AS und der Endzustand RP sind damit nur spezielle Anordnungen.
Die chemische Reaktion wird dann als die Verinderung der Systemkonfiguration im Verlauf der

Zeit verstanden. Im folgenden wird ein solches System auch als chemisches System bezeichnet.

Fiir qualitative Aussagen wie den Reaktionsmechanismus ist es sinnvoll, ein einzelnes chemisches
System zu betrachten, also einen isolierten Satz aller beteiligten Atome. Will man dagegen quan-
titative Aussagen treffen, so muss man eine Vielzahl dieser identischen N-Teilchen-Systeme, also

ein Ensemble, untersuchen.
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Bei der Betrachtung eines solchen Ensembles von N-Teilchen-Systemen wird man zu einem Zeit-
punkt t viele verschiedene Konfigurationen vorfinden; ein Grofiteil der Systeme wird sich aber in
der Konfiguration der Ausgangsstoffe bzw. der Reaktionsprodukte befinden, denn diese beiden sind
Gleichgewichtszustédnde des Systems und damit thermodynamisch stabil. Den Reaktionsverlauf als
Ubergang dazwischen betrachtet man dagegen als Vorgang auBerhalb des Gleichgewichts, denn die
Konfigurationen, die ein System dabei durchléuft, sind thermodynamisch instabil. Die Verweildau-
er eines Systems in diesen Ubergangskonfigurationen ist sehr klein im Vergleich zur Verweildauern

in den beiden Gleichgewichtskonfigurationen.

Die Reaktionslaufzahl

Die Reaktionslaufzahl £ € [0, 1] ist ein Ma$ fiir das Fortschreiten der Reaktion. Sie ist definiert als

stochiometrisch gewichtete, zeitabhiingige Anderung der Stoffmenge n;(t) von C;:

E() = —— (mi(t) — m(0))  baw.  dE(t) = ——dni(t) (2.1)

(& &

Mit Hilfe der Reaktionslaufzahl ldsst sich der Ablauf einer Reaktion unabhéngig von den Reaktions-
teilnehmern beschreiben. Geht man davon aus, dass zu Beginn der Reaktion jeder Ausgangsstoff C;
mit der Stoffmenge n;(0) = ¢; vorliegt, dann kann man die Stoffmenge zum Zeitpunkt ¢ durch
ni(t) = n;(0) — ¢;£(t) bestimmen. Bei £ = 0 liegen nur Ausgangsstoffe, bei £ = 1 nur Reaktions-
produkte vor. Die Beziehung fiir die Stoffmengen n; der Reaktionsprodukte D; gilt entsprechend
mit umgekehrtem Vorzeichen: £(t) = d%nj (t) bzw. d&(t) = Fdn;(t).

J

Die Reaktionsgeschwindigkeit

Mit Hilfe der Reaktionslaufzahl ldsst sich der Stoffumsatz der Reaktion beschreiben geméf:

_dé(t)  Ldn(?)
dt ~ ¢ dt

Die Anderung der Reaktionslaufzahl € wird demzufolge iiber die Anderung der Stoffmengen de-
finiert, die extensive Groéflen sind und somit von der Grofle des Gesamtsystems abhéngen. Um
zu einer intensiven Grofle zu kommen, definiert man die Reaktionsgeschwindigkeit oder auch Ge-
schwindigkeitsrate v, als Stoffumsatz pro Volumeneinheit. Nutzt man [C;] = T, dann ldsst sie sich
ausdriicken als Anderungsrate der Konzentration der beteiligten Substanzen:

_&w __1dicy

v(t) = VT o a (2.2)

Reaktionsmechanismus und Elementarreaktionen

Eine chemische Reaktion ist i. A. ein komplexer Vorgang, der in verschiedenen Teilschritten mit
unterschiedlichen Zwischenprodukten verlaufen kann. Die Ausgangsstoffe werden nicht direkt in
Reaktionsprodukte umgesetzt, sondern der Prozess besteht aus einzelnen FElementarreaktionen,
d. h. Vorgéngen der direkten Stoffumwandlung. Jedes Zwischenprodukt ist dabei ein lokaler Gleich-
gewichtszustand des N-Teilchen-Systems. Den genauen Verlauf der Reaktion iiber die Teilprozesse

bezeichnet man als Reaktionsmechanismus.
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Die Elementarreaktionen sind von besonderer Bedeutung. Man unterscheidet sie beziiglich ihrer
Molekularitét, d. h. der Anzahl der beteiligten Molekiile C; unter Beachtung der Stéchiometriezah-
len ¢;. Reaktionen der Form C — RP nennt man unimolekular; dabei erfolgt eine Umordnung in-
nerhalb des Molekiils oder ein Zerfall. Bimolekulare Reaktionen haben die Form?! C; +Cy — RP;
hierbei kommt es durch den Zusammenstofl der beteiligten Teilchen zur Bildung neuer Molekiile.
Trimolekulare Elementarreaktionen kénnen vorkommen, sind aber iiberaus selten, denn die Wahr-

scheinlichkeit, dass drei oder mehr Molekiile in geeigneter Weise zusammenstoflen ist gering.

Das Geschwindigkeitsgesetz

Fiir viele Reaktionen wurde experimentell ein Zusammenhang zwischen der Reaktionsgeschwin-
digkeit und dem Konzentrationsverhéltnis der Ausgangssubstanzen festgestellt. Diesen Zusam-

menhang nennt man das Geschwindigkeitsgesetz der Reaktion:
v=—k]JlCi™ (2.3)
i

Dabei bezeichnet k die temperatur- und druckabhéngige Geschwindigkeitskonstante und der Ex-
ponent «; gibt die Ordnung der Reaktion beziiglich C; an. Die «; sind ganz- oder halbzahlig, die

Summe ), o heifit die Gesamtordnung der Reaktion.

Die Exponenten «; miissen i. A. nicht mit den Stéchiometriezahlen ¢; {ibereinstimmen, fiir elemen-
tare Reaktionen aber gilt stets a; = ¢;. Das Geschwindigkeitsgesetz wird durch den Reaktions-
mechanismus bestimmt, d. h. durch die Verkettung der einzelnen Geschwindigkeitsgesetze der Ele-
mentarreaktionen. Wollte man das Geschwindigkeitsgesetz fiir einen solchen Vorgang bestimmen,
muss man alle ablaufenden Teilprozesse genau untersuchen und die Reaktionsgeschwindigkeiten
der Teilschritte in Abhéngigkeit von der Anfangskonzentration herleiten (z.B. durch Integrati-
on des Geschwindigkeitsgesetzs) und diese verkniipfen.?? Meistens reicht es aus den langsamsten
Schritt genauer zu untersuchen, da er geschwindigkeitsbestimmend ist. Bei der Untersuchung einer

chemischen Reaktion konzentriert man sich deshalb auf Elementarreaktionen.

Geschwindigkeitsgesetze und der Verlauf von Elementarreaktionen

Fiir Teilprozesse lassen sich die Geschwindigkeitsgesetze aus den Stéchiometriezahlen bestimmen,

denn fiir uni- bzw. bimolekulare Reaktionen entsprechenden diese den Reaktionsordnungen.

Bimolekulare Reaktionen verlaufen laut Stof3theorie nach einem einfachen Prinzip: die beiden Re-
aktionspartner kollidieren und wenn ihre relative kinetische Energie oberhalb einer bestimmten
Aktivierungsenergie liegt, dann kann der Zusammenstofl zum Aufbrechen der Bindungen und zur
Bildung neuer Molekiile fithren. Die Geschwindigkeit der Reaktion wird demnach bestimmt durch
die Anzahl der erfolgreichen Stofle der Ausgangsstoffe. Auch wenn nicht jeder Zusammenstof er-
folgreich ist, so liegt doch eine direkte Proportionalitdt vor. Die Anzahl der Stofle wiederum ist

proportional zum Produkt der Konzentrationen der Edukte. Damit folgen bimolekulare Reaktionen

21Reaktionen der Form 2C — RP sind hierbei im Fall C; = Cs enthalten.
22 Ausfiihrliche Erklirungen finden sich in [3].
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dem Geschwindigkeitsgesetz zweiter Orndung;:
v = —k[C41][Cq]

Unimolekulare Reaktionen C — RP folgen dem Gesetz:

d[C]

=~ M

Hierzu muss man den Ablauf genauer betrachten, denn es ist zunéchst unklar, warum ein Molekiil
ohne Einwirkung eines anderen Molekiils isomerisieren oder zerfallen sollte (eine direkte Einwir-
kung eines anderen Molekiils wiirde allerdings zu einem Geschwindigkeitsgesetz zweiter Ordnung
fithren). Man geht davon aus, dass das Molekiil C durch einen Zusammenstofl mit einem beliebi-
gen anderen Molekiil M (das kann ein weiteres C Molekiil oder auch eines der Reaktionsprodukte
sein) in einen angeregten Zustand versetzt wird. Beim Zusammenstofl wird die kinetische Energie
von M auf C transferiert. Ist die Anregung stark genug, und die Aktivierungsenergie erreicht, so
kann die Bindung aufgebrochen werden und C* zerfillt in die Reaktionsprodukte oder aber die
Schwingungsenergie bewirkt die Umordnung innerhalb des Molekiils und C* isomerisiert. Jedoch
muss nicht jeder angeregte Zustand zu einem Stoffumsatz fithren, C* kann seine Energie auch bei

einem erneuten Stofl abgeben.
C+M=C"+M — RP

Stellt man das Geschwindigkeitsgesetz fiir eine solche Reaktion auf, so enthélt es zunéchst noch die
Konzentration [M], die aber iiber die Zeit als konstant zu betrachten ist, sodass man schlieflich ein
Gesetz (pseudo-)erster Ordnung erhilt. Vereinfacht gesprochen kann man davon ausgehen, dass das
Molekiil C eine feste Wahrscheinlichkeit hat, in der Zeiteinheit ¢ zu isomerisieren bzw. zu zerfallen.
Damit ist die Geschwindigkeitsrate proportional zur Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit, also

proportional zur Konzentration.

Die Arrhenius-Gleichung

Die empirisch ermittelte Arrhenius-Gleichung bietet eine erste Naherung fiir die Reaktionsge-

schwindigkeitskonstante k£ in Abhingigkeit von der Temperatur:

Eq

k(T) = Ae™ Rrr

Der priaexponentielle Faktor A und die Aktivierungsenergie F, miissen experimentel bestimmt wer-
den. Verwendet man die Gleichung in logarithmierter Form Ink =1n A — % und tragt In k gegen
% auf, kann man die Werte A und E, ablesen. Allgemein betrachtet man A und FE, als temperatu-
rabhéngig. Die Arrhenius-Gleichung ist auf solche Fille anwendbar, in denen E, > RT gilt, denn
dann ist die Temperaturabhéngigkeit so klein, dass beide Werte als konstant behandelt werden
konnen. Die Stofitheorie interpretiert den Faktor e FF als Wahrscheinlichkeit gemif Boltzmann-
Verteilung, dass bei einem Stofy die Teilchen die zur Umordnung notwendige Mindestenergie F,

besitzen. A wird dabei als Proportionalitdtsfaktor angesehen.
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2.2 Chemisches Gleichgewicht

In diesem Abschnitt werden wichtige Erkenntnisse iiber das chemische Gleichgewicht besprochen,
die fiir die TST von Bedeutung sind. Wobei im weiteren Verlauf von elementaren Reaktionen
ausgegangen wird. Ziel ist es, eine Formel fiir die Gleichgewichtskonstante K. bzw. Kp anzugeben,

die direkt in die Eyring-Gleichung einflieflen wird.

Man betrachtet einen reversiblen Vorgang in einem geschlossenen, chemischen System:

Z Cici - Z dej
J

i

Dabei soll ein chemischer Stoffumsatz erfolgen. Dieser ist i. A. nicht vollstdndig, denn nach der
Bildung von Reaktionsprodukten kann eine Riickreaktion erfolgen. Ein solcher Prozess, bei dem
ein Umsatz in beide Richtungen stattfinden kann, heifit Gleichgewichtsreaktion. Nach einer Ein-
stellzeit stabilisieren sich die Konzentrationen, Hin- und Riickreaktion laufen aber weiterhin ab, sie
befinden sich in einem dynamischen Gleichgewicht. Fiir verschiedene Berechnungen ist die folgende

Schreibweisen fiir die Reaktion niitzlich:

~v; < 0 fiir die Ausgangsstoffe

0= Z’}@'Ji mit
%

~v; > 0 fiir die Reaktionsprodukte

Die Anderung des stéchiometrischen Verhiltnisses bezeichnet man mit Ay = >, i Es ist niitzlich
bei der Angabe von extensiven Groflen; ist Ay # 0 &ndert sich u.a. die Teilchenzahl und bei

Gasreakionen das Volumen.

Massenwirkungsgesetz und Gleichgewichtskonstanten

Fiir Hin- und Riickreaktion lassen sich im Fall elementarer Reaktionen die Geschwindigkeitsgesetze

geméB (2.3) mit den entsprechenden Geschwindigkeitskonstanten & aufstellen:

Vhin = _khinH[Ci]Ci und Uriick = _krﬁckH[Dj]dj
i J

Im Gleichgewicht ist die Geschwindigkeit beider Reaktionen gleich. Setzt man sie ins Verhéltnis,

ergibt sich aus den kinetischen Gréflen vy, und vy eine thermodynamische Grofle, die Gleichge-

wichtskonstante K.

K, = e _ 1L [Di]az = [T (2.4)

Allgemein bezeichnet man das Verhéltnis der Reaktionsgeschwindigkeiten von Hin- und Riickreak-
tion als Reaktionsquotient; er ldsst sich fiir jeden Zustand eines Systems aufstellen. Das Massen-

wirkungsgesetz (MWG) besagt gerade, dass er im Gleichgewichtszustand konstant K, ist.

Fiir Reaktionen bei konstantem Volumen kann man die Gleichgewichtskonstante aus den Teilchen-
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zahlen N; vermittels [J;] = 7 = N]Xiv bestimmen. Es ergibt sich:

Ky =[N = K(NaV)2

(2
Bei Gasreaktionen ist es iiblich, statt der Konzentrationen die Partialdriicke P; zu verwenden. Uber

die Zustandsgleichung fiir ideale Gase (1.1) erhilt man fiir den Partialdruck jedes Reaktionsteil-

_ [Ji]NakpT
=g

nehmers F; und es ergibt sich:

_ NaksT\?
Kp:HPZ%:KC( ;B ) (2.5)
)

Chemisches Gleichgewicht zwischen idealen Gasen

Zur Bestimmung der Gibbs-Energie der Reaktion AGg = ), 7:G; verwendet man Gleichung (1.9)
und nutzt fiir die Anderung der Stoffmengen dn; die Reaktionslaufzahl & gemiB (2.1). Bei kon-

stantem Druck und konstanter Temperatur ergibt das:

AGp =3 picn; = (Z Vit )A€ baw.

AGgr = Tf = ZZ:%M

Fiir ideale Gase folgt nach Gleichung (1.10):
AGR= 3% (1 + NakpThn 71 )
R = ' Yi | Ky ARB po
= ity + NakpT Y ~iln %

= Z%,uf + NAkBTlnH (%)%

Der Summand ), v ist die Differenz der Standard-Gibbs-Energien der Edukte und Produkte, sie
ist per Definition die Standard-Gibbs-Energie AG%, der Reaktion bei P° = 1bar. Im zweiten Sum-
manden findet sich der Reaktionsquotient beziiglich der Partialdriicke wieder. Im Gleichgewicht
entspricht dieser der Gleichgewichtskonstante K p; auBerdem ist die Anderung der Gibbs-Energie
der Reaktion Null ist, denn diese Anderung wird als Triebkraft fiir den Ablauf der Reaktion gese-

hen. Die Hin- und Riickreaktionen laufen in einem stabil Verhéltnis zueinander ab. Es folgt:
0= AGR = AG% + NAkBTIIle

Stellt man nach Kp um, erhilt man eine Gleichung, die sich auch leicht in K. umrechnen lisst:

o
AGR

Kp — ¢ NatsT (2.6)
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Berechnung der Gleichgewichtskonstante iiber die Zustandssumme

Verkniipft man die Formeln (1.31) aus der statistischen Thermodynamik und (2.6), dann kann
man Kp iiber die Zustandssumme berechnen. Die Standard-Gibbs-Energie der Reaktion AG% ldsst
sich schreiben als stochiometrisch gewichteten Summe der Standard-Gibbs-Energien der einzelnen
Reaktionspartner. Diese kann man mit Hilfe von (1.31) iiber die Zustandssummen ausdriicken und

man erhélt:
AG(ID% — ZV]G; = Z’yj< — NAkBTln(ZJO/N) + G;(O)>
j J

= %G3(0) — NakgT » In(Z3/N)¥
J J

J

= AFEy — NakgTIn <H(Z;/N)%‘>

Die Anderung der absoluten Gibbs-Energien AG%(0) ergibt sich aus der Gesamténderung der

Energie wihrend der Reaktion; man schreibt:

Z%G? (0) = AG%(0) = AUR(0) = AE,

Setzt man das in Gleichung (2.6) ein, erhélt man fiir Kp:

__ABp_
Kp=]](Z;/N)i e NaFsT (2.7)

J

Fiir ideale Gase lésst sich die Teilchenzahl N iiber die Zustandsgleichung (1.1) ausdriicken und

man erhélt:

kpT \ 27 oo AR
for = (Povo> H(Zj)” re NatsT
J

Phasenraumdynamische Veranschaulichung

Zur Veranschaulichung von Gleichung (2.7) folgt nun eine alternative Herleitung iiber die Verteilung
der Energieniveaus. Betrachtet wird ein chemisches System mit den beiden stabilen Konfiguratio-

nen C und D. Als Reaktion betrachtet man den Ubergangs zwischen diesen zwei Anordnungen:?3

C=D

Die Gleichgewichtskonstante Kp gibt das Verhiltnis der beiden Partialdriicke entsprechend (2.5)

an. Rechnet man diese in die Stoffmengenanteile N¢ und Np um, ergibt sich:

_Ppb Np

Kp—=_-—2 -2
P~ .~ Ng

(2.8)

23Vereinfacht kann man sich die Isomerisierung eines Gases vorstellen.
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Zur Bestimmung der Stoffmengenanteile beider Konfigurationen ermittelt man die Besetzungszah-
len der beiden Zustéinde C und D. Dazu werden zunéchst die Besetzungszahlen Ni aller Zustéande ¢;
des Gesamtsystems unabhingig von der Konfiguration bestimmt und diese dann den einzelnen
Konfigurationen C und D zugeordnet. Die Besetzungszahlen N; fiir die Energien ¢; ergeben sich
als Produkt der Gesamtanzahl der Teilchen N und der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energien
geméf der diskreten Boltzmann-Verteilung in (1.21):

- Ne P
N; = Np(ei) = 7

Man untersucht, in welchem Verhiltnis die Energiezustinde des Gesamtsystems ¢; zu den Ener-
giewerten €. und €4 der Konfigurationen C und D stehen. Ordnet man die einzelnen Energien ¢;
des Gesamtsystems den Zustédnden C und D zu, schreibt man £;(C) bzw. ¢;(D). Diese Energiezu-
stédnde stimmen so zunéchst nicht mit den Energiewerten der Zusténde €. und ¢y tiberein, denn
die Grundzusténde der Konfigurationen unterscheiden sich um die Differenz der Nullpunktenergi-
en Ae¢yp = AEy/N4. Nimmt man an, dass der Grundzustandsenergiewert von C kleiner ist, bildet
er den Grundzustandsenergiewert g des Gesamtsystems und die Energiewerte ¢;(D) liegen gerade
um den Betrag AEy/N 4 hoher als die ¢4. Es folgt:

81(0) =€ und SZ(D) = ¢4+ A¢gg

Damit lassen sich die Besetzungszahlen von C und D berechnen. Die Anzahl der Molekiile im Zu-
stand C entspricht der Summe der Besetzungszahlen der ¢;, die zum Zustand C gehoren, also €;(C).
Die Anzahl der Molekiile im Zustand D entspricht dann &;(D):

NCZZNZ:%Z ) Zze—m_ N

i(C) i(C)

Np = Z Nz Ze Bei(D) _ Z Ze (ea+Aeo)

AEg

Z Ze /@ede BAey ZZDQ NAkBT

Fiir die Gleichgewichtskonstante folgt:

Np _ Zp 2o,
Kp = = NakpT 2.9
PENG T zot M (2.9)
Ist die Nullpunktsenergie hoch, dominiert der Exponentialterm und es liegen mehr Zustdnde von
C vor. Ist der Term aber klein und die Anzahl der Zusténde von D viel gréfer als die von C, dann

iiberwiegt D im Gleichgewicht.
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2.3 Potentialenergieflache

Das dynamische Verhalten eines chemischen Systems wird mafigeblich von der energetischen Lage
der Konfigurationen bestimmt, die das System beim Reaktionsvorgang durchwandert. Ziel des
Abschnitts ist es, ein Hilfsmittel einzufiihren, das zur Beschreibung der potentiellen Energie aller

Konfigurationen dient.

Die Schrédingergleichung eines chemischen Systems

Will man die Energie eines chemischen Systems quantenmechanisch?* bestimmen, muss die zeit-

abhéingige Schrodingergleichung der Wellenfunktion ¥ = W(x,t) gelost werden:
L d
i W(@.t) = HY = TV + V'

Der Hamiltonoperator H setzt sich aus einem Anteil fiir die kinetische Energie T' und einem Anteil

fiir die potentielle Energie V' zusammen.?

Ist das Potential V' zeitunabhéngig, dann macht man den Separationsansatz V(x,t) = 1(x)p(t).
Der Zeitanteil ¢(t) lisst sich direkt 16sen, man erhilt den Faktor ¢(t) = e *#*/" und es bleibt noch

die zeitunabhéngige Schrodingergleichung zu 16sen:
EYy=H¢y=Tvy+ Vi

Im mathematischen Sinn ist das eine Eigenwertgleichung. Die Losungen fiir die Energie E, also
die Eigenwerte der stationéiren Schrodingergleichung, sind gerade die ,erlaubten diskreten Ener-

giewerte, die das System annehmen kann.

Fiir ein chemisches System mit N Atomen wéihlt man als Koordinaten der Wellenfunktion N
Kernkoordinaten R = (Ry, ..., Ry) und n Elektronenkoordinaten r = (71, ...,ry,). Der Hamilton-

operator H setzt sich dann aus den fiinf verschiedenen Termen zusammen, siehe z. B. [17]:

H =T + T, + Vi + Vie + Vee

mit
T, = - Zfi 1 2717” % (Kinetische Energie der Kerne)
. = - Y, %57212 (Kinetische Energie der Elektronen)
Vik = Zfi L Zj\;l | Rjﬁ%j\ (Coulomb-Abstofung zwischen den Kernen)
Vie = — ZZJ\L 1D IRfi—zml (Coulomb-Anziehung zwischen Kernen und Elektronen)
Vee = Yoy Z;‘M mirj' (Coulomb-Abstoung zwischen den Elektronen)

wobei z; die Anzahl der Ladung und m; die Masse des i-ten Kerns ist. Die molekulare Schrédin-

247ur Erklirung der PES ist es notwendig von quantenmechanischem Grundwissen iiber Operatoren, Hamiltonope-
rator und Differentialgleichungen auszugehen. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in [16], [17].

2°Die im Absatz 1.4 angesprochenen diskreten Energien erhiilt man gerade als Losung fiir den problemangepassten
Hamiltoperator.
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gergleichung hat dann folgende Gestalt:

EW(R,r) = Tu(R)W(R, ) + (Te(r) + Vie(R) + Vie(R, 7) + Vee(r))zp(R, r)

elektronischer Anteil

Die Born-Oppenheimer-N3herung

Um die molekulare Schrédingergleichung zu 16sen, wird eine weitere Vereinfachungen vorgenom-
men. Die Born-Oppenheimer-Néiherung?® macht die Annahme, dass die Elektronen- von der Kern-
bewegung entkoppelt ist. Man geht davon aus, dass sich die Elektronen aufgrund ihrer viel kleineren
Masse einer Verinderung der Kernlage instantan anpassen. Die Zeitskala auf der die Elektronen-
bewegung abléuft ist sehr viel kleiner als die der Kernbewegung. Die Wellenfunktion wird separiert
in einen Kernanteil (dem auch die zeitliche Entwicklung des Systems zugeordnet wird) und einen

elektronischen Anteil, der die Kernlage R als Parameter enthilt:
U(R,7,t) = (R, t)pa (R, )

Fiir jede fixierte Kernlage R 16st man die elektronische Schrédingergleichung um den elektroni-
schen Anteil der Energie E(R) des Systems zu ermitteln; dabei wird Viq (R) wie eine Konstante
behandelt:

E(R) pa(R, ) = (Te(r) + Vie(R,7) + Vee(r) + Vi(R)) pui(R. 7)

Fiithrt man die Berechnung fiir verschiedene Kernanordnungen durch, dann erhélt man die elektro-
nische Energie E (R) in Abhingigkeit von der Kernposition. Die Summe der elektronischen Energie
und der Coulomb-Abstoflung der Atomkerne bildet die potentielle Energie fiir die Kernschrodin-
gergleichung?’:

E60(R) = (Tk(R) + E(R)) 6(R)

Bei dieser Néherung werden Kopplungsterme der Kernschrédingergleichung vernachléssigt. Diese
Vereinfachung ist i. A. geeignet fiir den elektronischen Grundzustand nahe der Gleichgewichtsgeo-

metrie, kann aber bei Ubergangszustinden schon zu erheblichen Abweichungen fiihren.

Die Potentialenergieflache

Alle Konfigurationen eines N-atomigen Systems kénnen durch die relative Lage der Kerne zuein-
ander beschrieben werden. Triigt man die Energie E (R) in Abhéngigkeit von den Kernkoordinaten
R als skalare Funktion iiber dem (3N — 6-dimensionalen Konfigurationsraum auf, dann erhélt man
eine (3N — 6-dimensionale Hyperfliche im R3N=5. Diese wird als Potentialenergiefliche (PES -

potential energy space) bezeichnet.

2Die gegebene Darstellung folgt [17].

2"Man kann die Born-Oppenheimer-Naherung auch aus der Sicht der Stérungstheorie beschreiben: Zunichst wird
die kinetische Energie der Kerne Tk vernachlissigt (der Term ist vergleichsweise klein, da er indirekt proportional
zur Masse m ist) und die Schrédingergleichung geldst. Im folgenden Schritt wird dann der Operator Ti als
Storungsterm erster Ordnung behandelt.
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Ein Punkt auf der PES gibt den Wert der potentiellen Energie der entsprechenden Konfigura-
tion des System an. Die Gleichgewichtszustéinde des Systems sind energetisch stabil, denn sie sind
Minima der potentiellen Energie und damit stationéire Punkte der PES. Diese Konfigurationen
entsprechen Senken bzw. Télern auf der Hyperfliche. Die Zustdnde mit energetisch ungiinstiger
Geometrie dagegen haben eine hohe potentielle Energien und bilden somit Potentialriicken bzw.
Plateaus, welche die Gleichgewichtszustéinde voneinander trennen. Sucht man sich bildlich gespro-
chen den Pass zwischen zwei Télern, dann ist dieser Punkt der niedrigste Wert auf dem Poten-
tialriicken, der die Téler trennt und der grofite Wert auf dem Weg vom einem Tal zum anderen.
Er entspricht einem Sattelpunkt erster Ordnung auf der PES. Die Konfiguration des Systems in

diesem Punkt wird als Ubergangszustand bezeichnet.

Ein sich veréinderndes, chemisches System versteht man als Punkt, der sich auf der PES bewegt,
den Verlauf einer chemischen Reaktion als Kurve bzw. Trajektorie auf der PES. Denn die Verénde-
rung der geometrischen Anordnung der Teilchen, welche den Reaktionsablauf charakterisiert, wird
mafgeblich durch die potentielle Energie der Konfigurationen bestimmt. Kennt man die PES eines

Systems, lédsst sich der Verlauf der Reaktion unter bestimmten Voraussetzungen vorhersagen.

Der Ansatz der molekularen Reaktionsdynamik

Geht man von der Betrachtung eines einzelnen Systems wieder zum Ensemble iiber, so kann man
die Entwicklung eines jeden Systems im Stoffgemisch als eine Bahn auf der Potentialhyperfliche
auffassen. Die molekulare Reaktionsdynamik versteht die Reaktionsgeschwindigkeit gerade als eine
Mittelung iiber alle diese Bahnen. Um die Geschwindigkeitskonstante zu ermitteln, muss man
zunéchst viele Bahnen berechnen und dann in geeigneter Weise dariiber mitteln. Eine Moglichkeit

zum Losen dieser Aufgabe liefert die Monte-Carlo-Methode.

Der Tunneleffekt

Ein quantenmechanischer Effekt, der fiir spezifische Reaktionen auch die Ergebnisse der TST beein-
flusst, ist der Tunneleffekt. Betrachtet man ein Teilchen im Potentialtopf, dann ist es dem Teilchen
klassisch mechanisch nicht moéglich die Potentialbarriere zu iiberwinden, wenn seine Energie gerin-
ger ist als die Hohe der Barriere; es kann den erlaubten Bereich nicht verlassen. Quantenmechnisch
wird das Verhalten des Teilchens durch eine Wellenfunktion beschrieben. Das Betragsquadrat der
Wellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Aufenthaltsort des Teilchen an. Die
Wellenfunktion verschwindet in der Barriere nicht, sondern dringt in sie ein und klingt dabei ex-
ponentiell ab. Das bedeutet, dass es jenseits einer endlichen Barriere eine Restwahrscheinlichkeit
gibt, das Teilchen auflerhalb des Potentialtopfes anzutreffen. Bei einer geniigend grofien Anzahl
an Messungen taucht das Teilchen daher auch aulerhalb des erlaubten Bereichs auf, was mit der
klassischen Mechanik nicht zu erkldren ist. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen jenseits der Po-
tentialbarriere zu finden, ist gegeben durch:
i _ 20T
Die Wahrscheinlichkeit p*"® hiingt von der Teilchenmasse m, der Teilchenenergie E, der Energie-

hohe E, und der Lénge L, der Barriere ab.
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Der Effekt bei chemischen Reaktionen duflert sich dadurch, dass reagierende Teilchen vom Bereich
der Ausgangsstoffe in den Bereich der Reaktionsprodukte iibergehen, obwohl ihr Energiezustand
niedriger ist als die Hohe der energetischen Barriere, die beide Konfigurationen trennt. In der TST
werden diese Uberginge nicht geziihlt, sodass es zu einer Unterschéitzung der Reaktionsgeschwin-
digkeit kommen kann. Aufgrund der Abhingigkeit von Masse und Barrierelinge treten Tunnelef-
fekte nur bei Reaktionen mit leichten Teilchen, wie Protonen und bei extrem kurzen Distanzen
auf. Desweiteren hingt p™” nicht von der Temperatur ab, sodass mit steigender Temperatur und
entsprechend zunehmender Reaktionsgeschwindigkeit der Effekt immer mehr in den Hintergrund
tritt.
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3 Transition State Theory

Die Darstellung der Transition State Theory (TST) beginnt mit einer Beschreibung des Prinzips,
um anschlieflend die Eyring-Gleichung aus den Annahmen zum dynamischen Verhalten eines chemi-
schen Systems und den Ergebnissen der vorangegangenen Kapitel herzuleiten. Diese Beschreibung
lésst sich leicht in der kanonischen Literatur zur physikalischen Chemie und zur Reaktionskinetik
finden.?® Es folgt die Herleitung der TST iiber phasenraumdynamische Betrachtungen. Dazu wird
eine allgemeine Diskussion zur abstrakten Beschreibung dynamischer Systeme im Phasenraum an-
gegeben; Eigenschaften und reaktionsspezifische Groflien werden phasenraumdynamisch formuliert.
Verkniipft man die Groflen geméfi der Annahmen der TST, dann resultiert die Formel fiir die
Geschwindigkeitskonstante aus Integralumformungen.?® Im darauf folgenden Abschnitt wird die
Verbindung zwischen beiden Darstellungen hergestellt. Den Abschluss bildet eine Diskussion der
Schwachpunkte sowie Ansétze zur Verbesserung der Theorie. Neben den beiden iiblichen Methoden,
der Variational Transition State Theorie (VT'ST) und der Einbindung eines Transmissionskoeffizi-
enten, wird auch der neue Ansatz zur Verbesserung durch Modifikation der Zustandssummen mit
Hilfe der Tsallis-Statistik besprochen.

3.1 Grundlagen

Der Reaktionsverlauf

In der Betrachtung der Reaktion als zeitliche Verdnderung eines N-Teilchen-Systems liegt das
Hauptaugenmerk auf dem Verhalten in Abhéngigkeit von der energetischen Lage. Diese wird durch
die Potentialenergiefliiche (PES) beschrieben. Der Ablauf der Reaktion wird als eine spezielle Tra-
jektorie auf der PES betrachtet. Beim Ubergang von den Edukten zu den Produkten muss das
System eine Potentialbarriere iiberwinden, der Weg wird dabei idealisiert iiber die kleinste Hiirde
im Potentialriicken verlaufen. Der Sattelpunkt ist das Minimum des Potentialwalls und zugleich
das energetische Maximum des Reaktionsweges. Die Konfiguration in diesem Bereich bezeichnet
man als Ubergangszustand, er stellt die energetisch ungiinstigste Geometrie des Systems im Reak-

tionsverlauf dar.

Minimum Energie Path und Reaktionskoordinate

Der Verlauf der Systementwicklung bis zum Sattelpunkt bzw. nach Uberwindung der Energie-
barriere ins Edukttal ist bei dynamischer Betrachtung nicht festgelegt. In der TST reduziert man
den Reaktionsverlauf auf eine feste Trajektorie. Man nimmt an, dass dieser der Minimum Energy
Path (MEP) ist, bei dem sich die potentielle Energie nur minimal #ndert. Der der Reaktionsweg

steigt monoton bis zum Sattelpunkt an und fillt wieder monoton zu den Produkten ab.

Zieht man einen Schnitt durch die PES, iiber dem Konfigurationsraum entlang einer Trajektorie,
die durch den Sattelpunkt verliduft, dann erhilt man das Energieprofil der Kurve. Der Verlauf

im Konfigurationsraum entspricht einer Kurve & € R", welche die Umordnungen der Molekiile

2. B. in [1], [3], [18]
2Die Darstellung folgt den Ausfithrungen in [19], das Vorgehen lisst sich ebenso in [20] finden.
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wihrend des Reaktionsverlaufs beschreibt. Auf dieser Kurve definiert man die Reaktionskoordinate
als Funktion v : R® — R, die jedem Zustand x des Systems entlang des Reaktionsweges einen

reellen Wert zuordnet, mit der Einschrinkung, dass fiir die Phasenraumbereiche folgendes gilt:

> 0 fiir die Konfigurationen zwischen Ausgangsstoffen und Sattelpunkt
u(x) ¢ =0 fiir den Sattelpunkt (3.1)

< 0 fiir die Konfigurationen zwischen Sattelpunkt und Reaktionsprodukten

Triagt man iiber der Reaktionskoordinate u(x) zu jeder Konfiguration x den Energiewert der PES
auf, dann erhélt man die Energiekurve des Reaktionsverlaufs. Die Form wird durch die Wahl des
speziellen Reaktionsweges bedingt. Die Héhe der Barriere, d. h. der Wert der PES im Sattelpunkt,
ist dagegen nicht vom Verlauf abhéngig, wenn man davon ausgeht, dass das System den Potential-
riicken immer im Sattelpunkt {iberwindet. Legt man den Reaktionsverlauf auf den MEP fest, und
definiert darauf die Reaktionskoordinate, so betrachtet man die dariiber erhaltene Energiekurve

als das giiltige Energieprofil der Reaktion.

In der klassischen TST dient die Reaktionskoordinate zur Beschreibung des energetischen Ver-
laufs einer Reaktion. Der spezielle Reaktionsweg zum Sattelpunkt ist nicht von Bedeutung, in die
Eyring-Gleichung flieflen lediglich Informationen iiber die Konfiguration der Edukte und des Uber-
gangszustands ein. In den Rechnungen bei phasenraumdynamischer Betrachtung und in denen der

weiterfithrenden Verbesserungsansétze wird die Reaktionskoordinate direkt verwendet.

3.2 Klassische Herleitung der Eyring-Gleichung

Das Vorgleichgewicht

Im Sattelpunkt hat das Energieprofil sein Maximum; in dieser instabilen Lage bleiben dem Sys-
tem zwei Moglichkeiten in eine energetisch giinstigere Konfiguration zu gelangen, ein Riickfall zu
den Edukten oder die Bildung der Produkte. Ein Teil der Molekiile, die den Ubergangszustand
erreicht haben, fallen wieder zuriick, denn nicht jede Anregung des Systems fithrt zur Uberwin-
dung des Sattelpunkts. In der TST wird aber angenommen, dass Systeme, die den Sattelpunkt
einmal iiberwunden haben, unweigerlich in die Konfiguration der Reaktionsprodukte iibergehen.
Man beschreibt dieses Verhalten durch ein Vorgleichgewicht zwischen Ausgangsstoffen und Uber-

gangszustand:

AS=UZ — RP

Mit Hilfe des Vorgleichgewichts lésst sich das Konzentrationsverhéltnis zwischen Ausgangsstof-
fen AS und Ubergangszustand UZ3? durch die Gleichgewichtskonstante K. gemiB (2.4) angeben:

[UZ] = K [AS]

30AS und UZ stehen hier, wie schon in Kapitel 2, fiir Edukte und Produkte, unabhingig von der Anzahl der
beteiligten Molekiile.
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Die Konzentration der Ausgangsstoffe [AS] ergibt sich dabei als:

[AS] = [C] fiir C =10z (unimolekulare Reaktionen)
[C][D] fiir C+D = UZ (bimolekulare Reaktionen)

Das Geschwindigkeitsgesetz

Fiir die Zerfallsreaktion UZ — RP lésst sich die Konzentration der Reaktionsprodukte zu der des

Ubergangszustands iiber das Geschwindigkeitsgesetz ins Verhéltnis setzen:

dRP] ..
— = HUZ

Fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit zur Konzentration der Ausgangsstoffe ergibt sich damit:

o= _ER[AS] = krsr(T)[AS)

Im folgenden wird die Eyring-Gleichung zur Berechnung der Geschwindigkeitskonstante kgt aus
den GroBen k und K, hergeleitet.

Berechnung von K,

Die Berechnung der Proportionalitéitskonstante K, stiitzt sich auf die Aussagen des Abschnitts 2.2

zum chemischen Gleichgewicht. Zunéichst erfolgt eine Umrechnung in Partialdriicke geméfl (2.5):

. [0Z) [ NakpT\ 2"
R = () ke

Entsprechend der Molekularitéit der Elementarreaktion dndern sich die Stochiometriezahlen:

A 0 fiir unimolekulare Reaktionen
— ry f—
1 fiir bimolekulare Reaktionen

Die Grofle Kp ldsst sich iiber die Zustandssummen und die Energiedifferenz AEy zwischen den
Ausgangsstoffen und dem Ubergangszustand berechnen. Setzt man Gleichung (2.7) in die Formel

fiir K. ein und vereinfacht durch die Zustandsgleichung des idealen Gases (1.1), dann folgt:

.e NakpT
N Pe

o (NabsT\ ™ 2,
‘ Z3s

72 AR
= (NAV®) 287 UZ . " NakpT (3.2)

ZAS
Die Energiedifferenz AEjy lisst sich aus der PES, die Zustandssummen aus Molekiildaten berech-
nen. Fiir den Ubergangszustand sind experimentell gesicherte Daten iiber Rotationskonstanten und
Schwingungsfrequenzen i. A. nicht vorhanden, da eine direkte Untersuchung des instabilen Zustands
nicht moglich ist. Die Berechnung dieser Zustandssumme beruht auf den Informationen der PES

zur Geometrie der Sattelpunktskonfiguration und Untersuchungen der Schwingungsfrequenzen.
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Berechnung von k

Die Grofle k ist definiert als die Geschwindigkeitskonstante der Zerfallsreaktion UZ — RP. Der
Verlauf dieser Reaktion entspricht der Bewegung des Sytems vom Sattelpunkt zu den Reaktions-
produkten entlang der Reaktionskoordinate u(x). Entscheidend fiir den Ablauf der Reaktion ist
der Freiheitsgrad des Systems, dessen Anderung die Reaktions vorantreibt; bei einer Dissoziation
z. B. ist das die Streckschwingung, die zur Ablosung fithrt. Diese Bewegung des Systems entlang der
Reaktionskoordinate entspricht einem Freiheitsgrad des Ubergangszustands. Die Frequenz dieser
Schwingung vg im Sattelpunkt lisst sich mit der Hiufigkeit des Ubergangs assozieren. Geht man
davon aus, dass jede Uberschreitung des Sattelpunkts unweigerlich®! zur Bildung von Reaktions-

produkten fiihrt, dann ergibt sich k = vg.

Die Eyring-Gleichung

In der Zustandssumme des Ubergangszustands Z%Z in Gleichung (3.2) ist der Freiheitsgrad der
Reaktionskoordinate noch enthalten. Separiert man ihn ab, dann lisst sich vg herauskiirzen. Der
Faktor in der Zustandssumme des Schwingungsfreiheitsgrades ldsst sich nach (1.46) bzw. (1.48)
approximieren durch:

; 1 kT
ZVlb(Vs) — ~ B

—hv

(1—eFs?)

hvg

Die Frequenz vg ist klein im Vergleich zu kT, deshalb lisst sich die Exponentialfunktion entspre-
chend entwickeln und es ergibt sich der obige Ausdruck. Die Frequenz vg entspricht hierbei keiner
normalen Molekiilschwingung, sondern der Schwingung, die zum Umsatz der Reaktion fiihrt. Sie
beschreibt den Ubergang des Systems iiber den Potentialriicken, was die Annahme einer langsamen

Frequenz rechtfertigt.

Bezeichnet man die Zustandssumme des Ubergangszustands ohne den Freiheitsgrad entlang der

Reaktionskoordinate mit ZUZ, dann erhilt man die Eyring-Gleichung:

_ kT 70 AEg
krst = kK. = VS(NAVO)’A77}Z”SO UZ . o" NakpT
) Z3s
79 AE,
_ ksT Uz ¢ NakgT (3.3)

h (NAV®)2Z3g

3.3 Dynamische Systeme im Phasenraum

In diesem Abschnitt werden die Konzepte der Thermodynamik, des chemischen Gleichgewichts und
der Reaktionskinetik verallgemeinert.?? Die Darstellung einer chemischen Reaktion als System im
Phasenraum dienst der Vorbereitung des néchsten Abschnitts, in dem die Beschreibung der TST

in phasenraumdynamischer Formulierung folgen wird.

31Geht man davon aus, dass nicht jede Schwingung iiber den Ubergangszustand hinweg zur Bildung der Reaktions-
produkte fithrt, multipliziert man vg mit einem Transmissionskoeffizient xTk (vgl. Abschnitt 3.6.3).
32Der Abschnitt folgt den Ausfithrungen in [19].
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Die Ergodenhypothese fiir die Boltzmann-Statistik

Es sei w = (xw,p,) ein Punkt im kartesischen Phasenraum 2 = R" x R". Eine Trajektorie
@(t) = (xx(t),ps(t)) beschreibt die zeitliche Entwicklung eines chemischen Systems in 2. Man

betrachtet @(t) als Losung einer deterministischen Bewegungsgleichung.

Die Messgrofien des Systems konnen nach der Ergodenhypothese?? durch eine Phasenraummittlung

abgeschitzt werden, in allgemeiner und in Boltzmann-statistischer Formulierung lauten diese:

1 T
lim — [ f@®)dt= [ f(w)p(w)dw =E(f)
J J »

T
lim — /0 F@)dt = /Q F(@, p)pi(, p)dadp = Ex(f)

Dabei ist p(w) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde im Gleichgewicht. Fiir das kanoni-
sche Ensemble entspricht sie gerade der Boltzmann-Verteilung in Phasenraumformulierung (1.16).
Beobachtet man das Verhalten einer Trajektorie theoretisch unendlich lang, dann kommt dies einer

Mittlung iiber die Haufigkeiten der Zustéinde im gesamten Phasenraum gleich.

Die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit R, ist ein Maf} fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die

Zustédnde w in der Phasenraummenge a C €2 liegen:

Ry = / p(w)de = /Q Yol@)p(w)dw = E(xa)

Hierbei wird die Indikatorfunktion x,(w) : € — {0,1} verwendet, die angibt, ob ein Element
innerhalb der Teilmenge a C {2 liegt oder nicht:

1 firwea
Xj(w) = (3.5)
0 firwda

Bei Ergodizitét, soll heiflen die Ergodenhypothese gilt fiir das beobachtete System, gibt R, an,
welchen Anteil einer Zeitspanne die Trajektorie @(t) in a C € verbringt, denn mit (3.4) ldsst

sich R, schreiben als:

T
R — /Q Na(@)p(@)dw = lim — /0 Xa(@(0))dt (3.6)

T—oo T

Sind die Zusténde Boltzmann-verteilt so ergibt sich nach Definition (1.20):

1
Ro= [ x@nt)to = o [ ] @ ping @ plizdp
1 1 [ ovie
= n/ Pk(p)(P)dp/ﬂk(m)(-’B)dw = /e BV(®) 4o (3.7)
h R a Zy a

~~

=1

33Sjehe auch Abschnitt 1.2.2.
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Die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit erlaubt die quantitative Untersuchung des Systems
in einem Bereich a losgelost von den Grolen Konzentration, Stoffmenge oder Partialdruck. Diese

ergeben sich als Produkt der entsprechenden Grofle des Gesamtsystems mit R,.

Beschreibung des Reaktionsvorgangs

Bei einer chemischen Reaktion betrachtet man Ausgangsstoffe und Reaktionsprodukte als zwei
disjunkte, offene Zustéinde a CR™ und b CR” im Konfigurationsraum, die fast die gesamte Aufent-

haltswahrscheinlichkeit des Systems in sich konzentrieren:
Ra+ Ry =1 (3.8)

Die Gleichung impliziert, dass eine typische Trajektorie @(t) die meiste Zeit in a oder b verbringt.
Die Pufferregion R™\ (aUb), die die beiden Konfigurationen trennt, kennzeichnet den Bereich, den
das System beim Ablauf der Reaktion durchquert. In diesem Bereich befindet sich eine Trajektorie
selten und wenn, dann lediglich fiir eine sehr kurze Zeitspanne verglichen mit der Aufenthaltsdauer
in @ bzw. b. Der Bereich triagt deshalb nur einen vernachléssigbar kleinen Anteil zur Aufenthalt-
wahrscheinlichkeit bei. Die Hiufigkeit der Wechsel zwischen den beiden Zustédnden ist sehr klein,
denn dabei muss das System den dynamischen Engpass iiberwinden; die einzelnen Spriinge werden

deshalb als unabhéngig voneinander angesehen.

Die Gleichgewichtskonstante in Phasenraumformulierung

Die Gleichgewichtskonstante im Phasenraum lésst sich mit Hilfe der Gleichgewichtswahrscheinlich-

keitsdichte R allgemein definieren als das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten der Zustédnde:

_ Ry _E(w) _ Joxe(@)p(w)dw

K = R "B~ xa(@)p(@)dw

(3.9)

Die Definition entspricht Gleichung (2.8), die schon bei der phasenraumdynamischen Veranschau-

lichung der Gleichgewichtskonstante vorkam.

Die mittlere Ubergangsfrequenz

Die mittlere Ubergangsfrequenz v ist die Anzahl der Sprungereignisse innerhalb eines bestimmten
Zeitraums zwischen den Zusténden a und b. Sie ergibt sich aus der Ubergangshiufigkeit Nfﬂb, die

die Spriinge zwischen a und b im Zeitintervall [0, 7] z&hlt:

(3.10)

Verweildauer und Ubergangsgeschwindigkeitskonstante

Die Verweildauer t, ist der Anteil der Gesamtzeit, den das System im Zustand a verbringt. Fiir
die ausgezeichneten Zustdnde a und b lésst sich die Verweildauer mit Hilfe von © sowie R, und Ry
ausdriicken. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit R, der Trajektorie in a ist das Produkt der Ver-
weildauer ¢, und der Haufigkeit der Aufenthalte in a pro Zeiteinheit. Die Anzahl der Aufenthalte

in @ wiederum entspricht der Hilfte aller Spriinge der Trajektorie zwischen den Zusténden; somit
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folgt R, = %ta und fiir ¢, bzw. t; ergibt sich:

2R, 2R,
ty = —2  und ty = —
v 1

Die Ubergangsgeschwindigkeitskonstante kq, von a nach b und analog ky, von b nach a ist als

reziprok zur durchschnittlich benétigten Zeit ¢, definiert:

1% 1%

ka: d kazi
b= ag, ¢ T op

(3.11)

Der reziproke Zusammenhang entspricht dem indirekten Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit
und Zeit. Bei einer kurzen Verweildauer wird es viele Uberginge geben, entsprechend grof sind

Geschwindigkeit und Geschwindigkeitskonstante und umgekehrt.

3.4 Transition State Theory in Phasenraumformulierung

Um die Geschwingigkeitskonstante fiir die TST iiber phasenraumdynamische Betrachtungen her-
zuleiten, werden die Annahmen der Theorie auf die oben beschriebenen Begriffe und Konzepte

angewendet.

Systembeschreibung

Gegeben sei eine chemische Reaktion, als ein System mit den zwei stabilen Zustdnden a und b, die
als die Zustdnde der Edukte und der Produkte angesehen werden. Der Konfigurationsraum wird
in drei Bereiche unterteilt, R = C U D U S. Dabei seien C und D offene Bereiche, die jeweils a
und b enthalten. S sei der Bereich, der C und D trennt und die Konfigurationen umfasst, deren

Energie den Potentialriicken in der PES bilden.

Eine Trajektorie, die den Reaktionsablauf beschreibt, verlduft von a in C, kreuzt S und verlduft
in D bis b. Verwendet man zur Beschreibung des Verlaufs die Reaktionskoordinate aus (3.1), dann

lasst sich S als Hyperfliche im R™ in Abhéngigkeit von u(x) parametrisieren:
S:={xeR":u(x) =0} (3.12)
Entsprechend der Definition (3.1) ergibt sich:

u(x) >0 firzceC

u(x) <0 firx € D
Im weiteren wird die Heaviside-Funktion H : R — {0, 1} verwendet:

1 firy>0
H(y) = (3.13)
0 firy<o0

Sie ldasst sich als Indikatorfunktion der positiven reellen Zahlen ansehen. Die Indikatorfunktionen
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von C und D kénnen dann in folgender Form geschrieben werden:

xc(z) =H(u(z)) und xp(x)=H(— u(z)) (3.14)

Ubergangshiufigkeit und mittlere Ubergangsfrequenz im Sattelpunkt

Analog zur allgemeinen Sprungzahl ist die absolute Ubergangshiufigkeit N definiert als die An-
zahl der Kreuzungen von S (unabhéngig in welche Richtung) innerhalb des Zeitintervalls [0, 7.

Verwendet man (3.14), dann ldsst sich N7 wie folgt schreiben:

Np= /OT %H(u(m(t))) a (3.15)

Kreuzt die Trajektorie @(t) den Bereich S, so wechselt u (w3 (t)) das Vorzeichen und H(u(zz(t)))
springt von Null auf Eins oder entsprechend von Eins auf Null; ansonsten bleibt H konstant. Man
kann also die Uberginge als Anderungen der Funktionswerte von H(u (zcg, (t))) im Intervall [0, 7]
zihlen. Nutzt man die Definition der Ubergangsfrequenz (3.10) und (3.15), dann lisst sich die
mittlere Ubergangsfrequenz im Sattelpunkt®* Drgr schreiben als:
T
s = i 55 = Jom 7 [ [GCu(asto) o

Die Formel vereinfacht sich, indem man die Ableitung nach ¢ unter dem Integral ausfiihrt. Dafiir
wendet man die Kettenregel an, wobei bei jeder Komponente die Dimension des jeweiligen Ar-
guments beachtet werden muss. Als Kurzschreibweise fiir Richtungsableitungen im R” dient der
Nabla-Operator V = (-2 ,%). Fiir die Funktion u(zx) : R” — R gilt dann:

6%‘1"”

ou ou ou n
Vu(x) = (8931(33)’3962(:1:)7735%(33)) eR

Desweiteren wird die Delta-Distribution § : R — {0, 00} verwendet:

sy =40 T v=0 /Ra(y)dy:1 (3.16)

0 sonst

Sie lidsst sich als Ableitung der Heaviside-Funktion betrachten:

d

@H<y) =H'(y) = d(y)

Fiir die Ableitung nach der Kettenregel ergibt sich mit dem Skalarprodukt [ . ] im Konfigura-
tionsraum R™:

%H(u(m(t))) =H (u(x(t)) [Vu(z@®)) - &(t)] = 6(u(x())) [Vu(z@®)) - ()]

34Diese Frequenz korrespondiert mit der Schwingungsfrequenz vs des Ubergangszustands entlang der Reaktionsko-
ordinate aus Abschnitt 3.2, die mit k£ identifiziert wurde.
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Setzt man das Ergebnis fiir orgr ein, schreibt gemif Definition der Geschwindigkeit®® &z (t) =
v (t) = Lpg(t) und wendet die Ergodenhypothese (3.4) sowie die Boltzmann-Verteilung (1.20) in

kartesischen Koordinaten an, erhilt man:

T
UrsST = IEEO;/ ‘[%p@(t) : Vu(w;,(t))]d(u(a:@(t)))‘dt

[P+ Vu(@)] | i) (P)AP) 6(u(@)) pie (@)l

- /W( .
=/ | Vu(@)]
\/; / V(@) |6 (u( ) e V@) g

Hierbei ist py(,)(x) die Boltzmann-Verteilung in Phasenraumformulierung (1.20). Die Berechnung

[p- Vu(z)]é(u(x)) )pk(x)(m)pk(p) (p)dzdp

des Integrals beziiglich der Impulse ist unten angegeben, es wird zunéchst die eigentliche Rechnung
fortgefithrt. Nutzt man die Eigenschaft der Delta-Distribution (3.16), dass das Integral nur in
Punkten u(x) = 0, also in S, einen Wert zuriickgibt, fithrt das zu einem Oberflichenintegral
in S, wobei Vu(x) gerade senkrecht auf S steht, also der Normalenvektor der Hyperfliche ist.

]Vu(cc)]da:‘m cg Wird zum Oberflichenelement do(z) und man erhalt:

_ [ 2 1 _
IJEST = . /n |Vu(a:)]5(u(w))e V() Qg
_ 2 1 —BV(x)
=4/ mn 7. /Se do(x) (3.17)

Es fehlt noch die Losung des Integrals beziiglich der Impulse. Der Einfachheit halber schreibt man
Vu(x) =y = (y1,...,yn) als einen von p unabhingigen Vektor:

/ Pyl ’Pk(p) (p)dp = /R ‘ > piyi
i=1
/ Z|p1yz )Q(efi(pl+ +pn)dpl...dpn =
B )% n / _L(p%+._.+p%) B
(2m7r ; - [piyile™ 2 dpi...dp, | =
Z </ e_%(ﬁ-ﬁ.-ﬂ’%)dpl ... dpi—ldpi+1 . dpn . / ‘szz|e2€np$dpz> _
. Rn—l R
5 n—1 n [e%¢}
(/ e‘%p%@) Z |Z/z|/ QPiG_%p?dpi _
R - 0
% 2m7T 2 2m 2m
5 Z il =/ 22l

Px(p)(P)dp =

/N N VN
[\
S‘Q
3

N— N— N—

35In Abgrenzung zur Ableitung nach den Ortkoordinaten steht @(t) fiir die Ableitung von «(t) nach der Zeit.
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Im ersten Schritt wird das Skalarprodukt aufgel6st, anschlieBend die Verteilung fiir die Impul-
se pi(p)(P) geméB (1.20) eingesetzt und die Summe aus dem Integral gezogen. Im vierten Schritt
wird das i-te Integral von den anderen geltst. Im vorderen Integral ist p; ausgespart, es lédsst sich
wie schon in (1.18) in ein Produkt der Integrale trennen und ergibt gem#f (5.4) den Wert QT”T”
Das zweite Integral lésst sich durch direkte Integration 16sen, man erhélt Qﬁm SchlieBlich fasst man

zusammen unter Verwendung der Betragsnorm |y| = >, |vil.

Die mittlere Verweildauer

Bezeichnet man die Dauer des j-ten Besuchs einer allgemeinen Trajektorie @(t) in C mit té, dann
ergibt sich die mittlere Verweildauer in C als Summe der einzelnen Aufenthaltsdauern té gemittelt
iiber die Anzahl der Aufenthalte % in C:

tc = lim — t
c TgrgoNTZ

Formuliert man die Summe der Besuchsdauern }_; t]é um als die Zeit, die @(¢) insgesamt in C
wihrend der Zeitspanne [0,7] verweilt, also . té = fOT xc(z(t))dt, dann erhdlt man fiir ¢o
unter Nutzung von Gleichung (3.14), der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte Rc in (3.6) und der
Definition der mittleren Ubergangsfrequenz (3.10):

T
o= Jim i |, veles)i= g oo [ Hateso)
1 2
=2 Jim %EI;OT/ H(u(m@(t)))dt:ﬂgﬁ}%c (3.18)

Verkniipft man die Formeln fiir ¢t (3.18), Rc in der Boltzmann-Verteilung (3.7) und Formel (3.17)

~TST

fir #g°", dann ergibt sich:

fc M) da
e~ V(@ do()

2Rc /7
t *TST

Die Geschwindigkeitskonstante der TST

Setzt man die stabilen Zustédnde a und b mit den Phasenraumbereichen, in denen sie liegen, gleich,
~ C und b ~ D, dann erhilt man fiir die Ubergangsgeschwindigkeitskonstante kcp mit Hilfe
von (3.11):

yIST —pV(x)
kop = 22— = L Jse do(z) (3.19)
2Rc  \ 2mnp Joe V@ da

Diese Formel ist das phasenraumdynamische Analogon zur Eyring-Gleichung (3.3).
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3.5 Zusammenhang der Theoriedarstellungen

Betrachtet man die Eyring-Gleichung (3.3) aus dem zweiten Abschnitt und Formel (3.19) in Pha-
senraumformulierung, dann ist der Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeitskonstanten nicht
gleich auf den ersten Blick zu erkennen. Um die Gleichheit der Berechnunsmethoden zu zeigen,
formt man (3.19) um

FIST f e=AV@ do (z)
"0 = ke ~\ amns e —ﬁVaﬂdx

AfeW@®-) 1 Ay [ge V@ do ()

KB Joe V@ da Y] zfc e V(@) dx

Den Term AZ% s e~V @) do(x) kann man gemiB (3.7) als die um den Freiheitsgrad der Reak-
tionskoordinate reduzierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte Rg in S auffassen. Aufgrund der
Dimensionserniedrigung bleibt ein Faktor A der Impulszustandssumme iibrig. Verwendet man die
Gleichgewichtskonstante K in Phasenraumformulierung aus (3.9), dann ergibt sich der Bruch der
Integrale als Gleichgewichtskonstante zwischen den Ausgangsstoffen C und dem Ubergangszustand
in S. Bezieht man die Gleichgewichtskonstante auf die Konzentrationen, dann erhélt man die Kon-
stante K, wie in (3.2) und es folgt die Eyring-Gleichung (3.3):

B 1Athm”®@_iﬁ_ig
PR L e @dz  hBRc hBC
kBT Ay ZFJZ — R

——(NaV®)™ o e NakBT = frgr

3.6 Kritik und Verbesserungsansitze
3.6.1 Kritik an der TST

Die Eyring-Gleichung ermoglicht eine erste Approximation fiir die Geschwindigkeitskonstante, al-
lerdings kann der Wert fehlerbehaftet sein. Die mittels T'ST berechneten Werte stimmen héufig
nicht mit experimentellen Daten oder auf anderem theoretischen Weg ermittelten Geschwindig-
keitskonstanten iiberein. Es ist deshalb notwendig die T'ST kritisch zu betrachten, nach Schwach-

punkten zu fragen und verschiedene Verbesserungsansétze zu untersuchen.

Die Ungenauigkeit der Ausgangsdaten

Grundlage der Theorie ist die PES. Geringfiigige Ungenauigkeiten insbesondere im Bereich des
Ubergangszustands konnen zu grofen Abweichungen bei der Geschwindigkeitskonstante fithren.
Eine Fehlerquelle ist die Born-Oppenheimer-Ndherung, insbesondere die Separation von Kern-
und Elektronenbewegung im Bereich des Ubergangszustands. Aufgrund des exponentiellen Zusam-
menhangs zwischen Geschwindigkeitsrate und Energiedifferenz AFEy zum Sattelpunkt ist die T'ST

in diesem Bereich sehr anfillig gegeniiber Ndaherungsfehlern.
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Die Abstraktion der Reaktionskoordinate

Den grofiten Kritikpunkt an der Theorie stellt die Abstraktion der Reaktionskoordinate dar. Man
geht davon aus, dass die Bewegung des Systems auf der PES eindimensional entlang der Reaktions-
koordinate ist, um die Separation der Freiheitsgrade zu rechtfertigen. Auflerdem nimmt man an,
dass jede Reaktion iiber die Trajektorie des MEP verlduft. Das dynamische Verhalten wird dabei
stark vernachléssigt. Es konnen auch andere, energie-intensivere Wege iiber die Potentialbarrie-
re zu den Reaktionsprodukten fithren. So etwas kann z. B. bei sehr stark schwingungsangeregten
Zustéinden beobachtet werden. Analog kann es auch zu umgekehrten Effekten kommen. Insbe-
sondere bei Betrachtung kleiner Teilchen wie z. B. Wasserstoffatomen kann der im Abschnitt 2.3
beschriebene Tunneleffekt auftreten. Formal ist dann eine quantenmechanische Beschreibung der
TST notwendig.

Das Vorgleichgewicht

Eine weitere Approximation stellt die Quasi-Gleichgewichts-Hypothese dar. Dass der Ubergangs-
zustand mit den Edukten in einem Gleichgewicht steht, ist realistisch, aber die Annahme, dass
dies fiir die Produkte nicht gilt, birgt eine Fehlerquelle. Trajektorien, die den Ubergangszustand
aus Richtung der Edukte in Richtung der Produkte passiert haben, kénnen auch dann noch iiber
den Sattelpunkt zuriick ins Edukttal kreuzen. Die von der TST abgeschétzte Geschwindigkeitsra-
te liegt deshalb i. A. iiber der tatsichlichen, denn sie zihlt alle Uberginge des Systems iiber den
Sattelpunkt, geht also von dem Ansatz aus, dass jedes Kreuzen zum Ablauf der Reaktion fiihrt.
Tatséchlich kann eine Trajektorie den Potentialriicken mehrere Male kreuzen, bevor das System in

einen stabilen Zustand iibergeht.

Die Boltzmann-Zustandssumme

Die Berechnung der Energiezustinde des Ubergangszustands durch eine Boltzmann-Verteilung ver-
wendet die Annahme, dass man die fiir den Gleichgewichtszustand entwickelte Boltzmann-Statistik
auf Nichtgleichgewichtszustéinde verallgemeinern kann. An diesem Punkt setzt die Verwendung
der Tsallis-Statistik an. Man geht davon aus, dass der Ubergangszustand aufgrund seiner Nicht-
Gleichgewichtskonfiguration eine allgemeinere Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiezustédnde

verlangt.

Standardansitze zur Verbesserung der TST

Es gibt zwei allgemein akzeptierte Strategien zur Verbesserung der Ergebnisse der TST. Die erste
ist die Variational Transition State Theory (VTST), welche im Bereich der Energiebarrierehéhe
ansetzt. Die Idee besteht darin iiber den Potentialriicken S zu variieren und den Sattelpunkt, der die
Geschwindigkeitskonstante minimiert, zu finden. Die zweite Strategie versucht, die Uberzéhlung
der Kreuzungsereignisse im Sattelpunkt zu korrigieren. Diese dynamischen Korrekturen werden
durch einen Transmissionskoeffizienten ki € (0, 1] ausgedriickt, der das Verhéltnis zwischen kgt

und der tatséchlichen Geschwindigkeitskonstante beschreibt.
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3.6.2 Variational Transition State Theory

Fiir Reaktionen, in denen Tunneleffekte vernachléssigbar sind, iiberschéitzt die Geschwindigkeits-
konstante der TST die tatséichliche Ubergangsgeschwindigkeit, da jede Kreuzung von S gezihlt
wird, auch wenn die Trajektorie nicht in einen stabilen Zustand (den der Edukte bzw. der Pro-
dukte) iibergeht, sodass es sinnvoll ist, nach dem kleinstméglichen Wert fiir ﬁgST zu fragen. Ziel
der VTST ist es, die Hyperfliche Sy im Konfigurationsraum zu finden, die jene & umfasst, die
ﬁgST minimieren. Die Idee geht auf Horiuti zuriick, die folgende Darstellung ist dem Artikel [19]

entlehnt.

Der VTST-Sattelpunkt

.. ~TST
Fiir vg

verwendet man Formel (3.17), dann reduziert sich die Betrachtung auf eine Minimierung

des Integrals:

/e_ﬁv(w)da(a:) :/ !Vu(zc)‘e_ﬁv(‘”)(S(U(w))da’ =: I'u(x)] (3.20)
S Rn

Die Reaktionskoordinate u(x) legt S geméf (3.12) fest. Man kann die Betrachtung auf eine Varia-
tion iiber u(x) vereinfachen. Es sei fiir ein ¢ > 0 der Ausdruck u(x)+ctu(x) eine kleine Abweichung
von u(x). Hierbei soll @(x) einer zu (3.1) analogen Definition geniigen. Um fiir diesen variierten

Wert das Integral I zu berechnen, schreibt man den Betrag des Vektors V (u(z) + et(x)) um:
IV (u(z) + et(z))| = |Vu(z)| + c[A(z) - Vi(z)] + O(?)

Diesen Ausdruck erhélt man durch eine Abschétzung der Lénge des Vektors V (u(zx) + et(x)) als
Betrag des urspriinglichen Vektors Vu(x) plus die Lénge der Projektion des Storvektors eVa(x) auf
die Richtung des Vektors Vu(x). Die Projektionslidnge ergibt sich als Skalarprodukt des Stérvektors

mit dem Einheitsvektor der Projektionsachse n(x)= %. Betrachtet man die Delta-Distribution

als Funktion und fiihrt an der Stelle u(x) eine Taylorentwickelung durch, so erhélt man3°:

§(u(z) + eii(z)) = 6 (u(x)) + ' (u(z))a(z) + O(?)
Man setzt das in das Integral I ein und sortiert um:
Ifu+ e@t] = Iu] + I + O(e?)

I= / ([Vﬂ(a:) a(@)] eV @5 (u(z)) + }Vu(a:)‘e*ﬁV(m)(S/(u(a:))ﬁ(a:))daz (3.21)

Gesucht ist ein Sy, das I in erster Variationsordnung unverédndert lisst, d.h. fiir das I Null ist.
Dazu ist es notwendig (3.21) weiter umzuformen. Man betrachtet zunéchst den ersten Teil des
Integrals und integriert diesen partiell, indem man das V auf die anderen Faktoren umwélzt. Der
Randterm wird Null, denn fiir € R" ist 5(u(:1:)) gleich Null in allen Punkten auerhalb von S;

365" ist die Ableitung einer Distribution. Ausfiihrungen dazu sind hier nicht von Belang, da sich die Terme mit ¢’

wegheben werden.
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fiir die Punkte in S wird aber der Faktor u(x) gerade Null:

/n [Vfc(w) . <ﬁ(a:)e*ﬂv(m)5(u(w))>}da: =

i(x)e V@5 (u(z))n(z)| - / () [V- (ﬁ(x)e—ﬁ"(w)(s(u(x)))}dx (3.22)

-~

=0

RTL

Das Skalarprodukt von V mit einem Vektor entspricht der Divergenz:

7+ (e st )] = 3 5 (oo

Wendet man den Ableitungsoperator V geméfl Produkt- und Kettenregel an und nutzt [ﬁ . Vu] =

, ergibt sich fiir die Divergenz:

[V' (ﬁ(a:)e ( ))} =
V- A >} *ﬁ‘““’é(u (@) + [A(@) - Ve @5 (u(@)) + [A(@) - Vi (u(@))]e V@) =
V- (@) e @5 (u(x)) + [A(z) - VV(@)](~F)e @6 (u(@)) + [A- Vu]§' (u)e V@ =
e V(= ( )([V (z)] — B[n(z) - VV(z ]) +}Vu(a: ]e pV(=) &' (u(x))

Diesen Ausdruck setzt man in (3.22) ein und es ergibt sich fiir den ersten umgeformten Term von I:

| a=) [v : (ﬁ(m)e*ﬁ‘/(m)a(u(a;)))}dm -

R"

/n i(x)e V@) §(u) (5 [A(x)  VV(z)] - [V ﬁ(w)])dw - /]R” !Vu(a:)‘e_ﬁv(‘”)él(u)ﬂ(w)dm

Jetzt kann man dieses Ergebnis in (3.21) einsetzen und der zweite Teil des Integrals von I hebt

sich weg. Fiir I ergibt sich:
I= / (ﬂﬁ(w) V@) - [V ﬁ(-’”)])5(U(fﬂ))ﬂ(fv)e’m’(“’)dw (3.23)

GemifB der Variationsbedingung I = 0 muss der Integrand in (3.23) verschwinden. Die Fakto-
ren @(z) und e #V(® spielen dabei keine Rolle, denn () kann beliebige Werte annehmen und es
gilt e #V(®) =£ 0. Der Faktor d(u(x)) liefert eine Einschrinkung auf S, denn das Integral iiber die
Delta-Funktion gibt nur fiir u(x) = 0, also in S, einen Wert ungleich Null zurtick. Damit verbleibt
der Term:

0= Blae) V()] - [V a(@))]

xeS

Und es ergibt sich aus der Minimierungsbedingung die allgemeine Bedingung fiir .Sp:

So = {:c € R" ‘ Blaz) - VV(@)] = [V - Alz)] } (3.24)
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Der planare Ansatz

Fiir entsprechend grofie Systeme ist eine analytische Beschreibung von S nicht mehr méglich und
die Bedingung (3.24) an Sy zu kompliziert, um praktisch verwendet zu werden. Es ist deshalb
notwendig Approximationen vorzunehmen. Der einfachste Ansatz soll kurz angesprochen werden.
Man geht davon aus, dass die Hyperfliche S eine (n—1)-dimensionale Ebene im Konfigurationsraum
R™ ist. Sie ldsst sich mit Hilfe des Einheitsnormalenvektor n zur Fliche S}, und eines Skalars [

parametrisieren:
Sp={=|[n-a] =1}

Gemif des Zusammenhangs zwischen S und der Reaktionskoordinate (3.12) kann man u(x) =0 =

n-x] — l|w cg schreiben . Setzt man das in Gleichung (3.20) ein, erh&lt man :

min I, = min/ e_ﬁvé([ﬁ cx] — )dw
{17} {t.a} Jrn

Behandelt man dieses Optimierungsproblem mit Hilfe der Lagrange-Methode, dann lassen sich

konkrete Bedingungen fiir [ und 7 formulieren. Aus diesen kann man ! und 7 numerisch berechnen,

. 0 .
woraus sich S ergibt.

3.6.3 Der Transmissionskoeffizient

Der Transmissionskoeffizient k1 soll den Effekt des Zuriickkreuzens korrigieren. Der Wert pTST

iiberschiitzt den tatséichlichen Wert der Ubergangshéufigkeit . Das kann signifikant sein, wenn die
Trajektorie den Bereich S héufig kreuzt, bevor das System in einen der stabilen Zustédnde a oder
b iibergeht.

Ansatz zur Einbindung in die Eyring-Gleichung

Bei der Berechnung von k im Abschnitt 3.2 wird die Frequenz der Schwingung des Systems ent-
lang der Reaktionskoordinate im Ubergangszustand vg mit der Haufigkeit des Ubergangs iiber
den Sattelpunkt bzw. den Potentialriicken S identifiziert. Geht man davon aus, dass nicht jede
Schwingung iiber den Ubergangszustand hinweg zur Bildung der Reaktionsprodukte fithrt, wird
vs mit einem Transmissionskoeffizienten ktx € (0, 1] multipliziert. Liegt rrk nahe Eins, erfolgen

kaum Riickkreuzungen, ist es dagegen nahe Null, ist der Riickkreuzungseffekt sehr stark.

Die Phasenraumdynamische Definition

Formal beruht die Idee dieses Verbesserungsansatzes darauf, die mittlere Ubergangsfrequenz o
aus (3.10) dynamisch, also zeitabhingig zu formulieren und diese mit der Ubergangsfrequenz der

TST Drgr aus (3.17) ins Verhéltnis zu setzen:

v

RTK = =
UTsST

Da gt vom Sattelpunkts S abhiingig ist, 7 dagegen nicht, wird der VTST-Sattelpunkt, der
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DrsT minimiert, zugleich kT maximieren. Es ist also sinnvoll, den Transmissionskoeffizienten in

Verbindung mit der VTST zu verwenden.

Eine Formel fiir die Ubergangsfrequenz o mit deren Hilfe sich im konkreten Fall der Transmissions-
koeffizient durch numerische Verfahren abschiitzen lisst, wird in [19] angegeben:
2 (T d

IJZTILH(;T i Xa(@(nr(t)))xg(&)(r_(t)))&H(u(dj(t)))dt (3.25)

Die in der Formel auftretenden Groflen sind:
e @ bzw. b ist der Abschluss der offenen stabilen Phasenraumbereiche a bzw. b

o 7, (t) ist der erste Zeitpunkt nach ¢, an dem die Trajektorie entweder a oder S erreicht:

t)= min {t' >t
Rt T

e 7_(t) ist der letzte Zeitpunkt vor ¢, an dem die Trajektorie entweder a oder b verlisst:

to(t)= max {t' <t

() @(t')eaué{ J
Die Zeiten 7 (t) und 7—(¢) sind eindeutig definiert, wenn die Trajektorie zum Zeitpunkt ¢ in S ist.
Das ist der Fall, da der Faktor %H (u(@(t)))dt fiir ¢ ungleich Null ist, wenn gilt &(t) € S. Der
Faktor %H (u (dj(t)))dt zahlt alle Ubergéinge von B nach A positiv und von A nach B negativ, bei
der Integration fithrt das zu einem wechselseitigen Wegheben nach jedem Paar von Ubergang und
Riickiibergang. Nach Definition gilt ©(7(t)) € aU S und &(t,,(t)) € aUb und es ergibt sich
1 fireo(re(t) ea, o(r—(t)) €b

Xa(@(r(1)) - xp(@(7- (1)) =

0 sonst

Das Integral in (3.25) zihlt nur solche Uberginge, bei denen die Trajektorie nach a geht, bevor sie
nach S zuriickkehrt und in b war, statt in a, bevor sie S erreicht hat. Mit anderen Worten wird
nur die letzte Kreuzung von S wihrend eines aktuellen Ubergangs von b nach a gezihlt, wie fiir
die tatsiichliche Ubergangsfrequenz o verlangt wird. Der Faktor 2 gibt die Tatsache wieder, dass

es zwei mal mehr Ubergéinge von a nach b wie von b nach a gibt.

In [19] folgen Umformungen von 7 mit Hilfe der Ergodenhypothese und auch opgr wird weiter
umgeformt, sodass sich eine Abschitzung angeben ldsst, die numerisch zu behandeln ist. Auf

genaue rechnerische Ausfithrungen soll hier verzichtet werden.

3.6.4 Tsallis-Statistik und TST

Die Boltzmann-Verteilung beschreibt das Verhalten von Systemen im Gleichgewichtszustand. Im
Ubergangszustand ist ein chemisches System i. A. nicht im Gleichgewicht. Ein Ansatz zur Modi-

fikation der Eyring-Gleichung ist es, die klassische Zustandssumme fiir den Ubergangszustand durch



3 Transition State Theory 60

eine verallgemeinerte ¢-Zustandssumme geméfl Tsallis-Statistik zu ersetzen. Wie in Abschnitt 1.4.8
beschrieben ergibt sich die g-Gesamtzustandssumme Z;nOl in (1.53) als Produkt der klassischen
Zustandssumme Z™°! mit einem ¢-Faktor A(3N,q), siche (1.54). Verwendet man (1.53) in der
Eyring-Gleichung fiir die Zustandssumme des Ubergangszustands, dann wird die Eyring-Gleichung

um einen zusétzlichen Parameter, den von den Freiheitsgraden abhéingigen g-Faktor, ergénzt:

ETST — FpT Z(}JZ . *Nﬁng
¢ T Th (NaV)AvzAs©
kpT — ZUZ Ay
— AGBN —1,q) - -2 L& NaknT

h (NAV)A7ZAS
= A(BN —1,q) - kst

Der g-Faktor fiir die g-Zustandssumme in der T'ST ergibt sich als:
A(?)N . 1,(]) _ IéltranS(?)7 Q) . 14rot<nrot7 q) . Avib(nvib _ 1’ q) (326)

In der Schwingungszustandssumme wurde der Freiheitsgrad fiir die Reaktionskoordinate heraus-

genommen, sodass die Anzahl der beitragenden Freiheitsgrade 3N — 1 ergibt.
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4 Beispiel: Isomerisierungsreaktion des HCN

Die Transition State Theory (TST) wird im folgenden auf die Protonumlagerung innerhalb des
Blauséduremolekiils angewendet. Nach einer Erlduterung des Reaktionsverlaufs werden die notwen-
digen Molekiildaten angegeben. Es folgt eine Beschreibung der Potentialenergiefliche (PES), die
Eyring-Gleichung der Reaktion und die Berechnung der Zustandssummen. Abschlielend erfolgt
die Einbindung der Tsallis-Statistik und eine tabellarische Aufstellung der berechneten Daten fiir

verschiedene Temperaturen.

4.1 Systembeschreibung

Die Isomerisierung des Blausdure-Molekiils,
H-C-N — C-N-H

stellt den Prototyp einer Isomerisierung eines Systems mit zwei stabilen Zustdnden und einem
metastabilen Ubergangszustand dar. Ein System aus drei Atomen ist klein genug um eine ho-
he Genauigkeit bei der Berechnung quantenmechanischer Daten zu gewihrleisten. Andererseits
handelt es sich nicht um eine Modellreaktion, denn bei Temperaturen iiber 900 K liegt HNC im
Gleichgewicht mit HCN vor (siehe [23]). 1971 das erste Mal experimentell in der Gasphase im
interstellaren Medium gefunden sind die Untersuchungen der HCN-Isomerisierung insbesondere in

der Astrophysik von Interesse (vgl. [24]).

Reaktionsverlauf und Parametrisierung

Beobachtet man den zeitlichen Verlauf des Systems, dann erfolgt die Umlagerung durch eine Wan-
derung des Wasserstoffatoms in einer halbkreisformigen Kurve oberhalb der CN-Bindungsachse.
Zur Untersuchung des Reaktionsverlaufs sowie zur Beschreibung der Molekiilschwingungen und des

Energiediagramms wahlt man eine Parametrisierung iiber innermolekulare Jacobi-Koordinaten.

Abbildung 1: Reaktionsverlauf der Isomerisierung

Abbildung 1 aus [21] zeigt die Jacobi-Parametrisierung. Die Hohenlinien skizzieren die Energie-
verteilung in Abhéngigkeit vom Winkel 6 bei fixiertem Abstand s. Die drei freien Parameter des

Systems sind:
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s — Abstand zwischen dem C- und dem N-Atomkern
— Abstand zwischen dem H-Atomkern und dem Schwerpunkt der CN-Achse s

r
0 — Winkel zwischen s und r

Betrachtet man das System in Abhéngigkeit zu seiner Umgebung z. B. bei der Berechung der Rota-
tionskonstanten, wird es in kartesische Koordinaten eingebettet; dabei bildet das Kohlenstoffatom
den Mittelpunkt des Koordinatensystems, die CN-Achse befindet sich auf der x-Achse und die
Bewegung des H-Atoms erfolgt in der zz-Ebene.

Fiir die weiteren Untersuchungen werden die Geometrien des Anfangszustands und des Ubergangs-
zustands benotigt. Eine Zusammenstellung der in den Rechnungen verwendeten Lingendaten des

Systems in beiden Parametrisierungen®” ist in Tabelle 1 und Tabelle 2 dargestellt.

Ausgangszustand Ubergangszustand
s 1,155 1,186
r 1,6857 1,155
0 0,0 76,42

Tabelle 1: System in Jacobi-Koordinaten; s und r in A, fin °

Ausgangszustand Ubergangszustand

H C N H C N
x 1,1093 0,0 1,155 0,3217 0,0 0,864
] 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
z 0,0 0,0 0,0 1,1228 0,0 0,0

Tabelle 2: System in kartesichen Koordinaten; y, x, z in A

Freiheitsgrade des Systems

Ein dreiatomiges System besitzt 3N =9 Freiheitsgrade. Drei entfallen auf die Translationsbewe-
gungen im euklidischen Raum. Fiir nichtlineare Konfigurationen gibt es drei Rotationen und ent-

sprechend drei Schwingungensfreiheitsgrade. Diese sind:

v1  — Streckschwingung der CN-Bindung
vy — Winkelschwingung des H zur CN-Achse
v3 — Streckschwingung der HC-Bindung

Die Molekiilschwingungen sind auf Grund der Geometrie des HCN-Molekiils und der grofien Mas-
senunterschiede zwischen dem Proton und dem C- bzw. N-Atom fast vollstindig entkoppelt. Die
Frequenzen der Schwingungsfreiheitsgrade lassen sich deshalb sehr gut den einzelnen systembe-
schreibenden Parametern zuordnen. Die Streckschwingungen der Bindungen entsprechen einer Va-
riation der Absténde s und r. Insbesondere von Bedeutung fiir die Isomerisierungsreaktion ist die

Winkelschwingung mit 19, die man als Variation von 6 beschreiben kann.

3"Die Angaben zu den Kernabstinden stammen aus Referenz [25].
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Lineare Konfigurationen besitzen nur zwei Rotationsfreiheitsgrade, da eine Drehung um eine Ach-
se das Molekiil nicht veréndert. Es gibt einen Schwingungsfreiheitsgrad mehr, der auf die Win-
kelschwingung entfillt, denn bei globaler Betrachtung ist die Bewegung des Protons nicht auf
eine Raumrichtung festgelegt. Das Wasserstoffatom kann sich in y- und in z-Richtung vom Mole-
kiilrumpf wegbewegen; es kommt zu einer Entartung, die durch die zusétzliche Quantenzahl [
beschrieben wird. Die Vibrationszustéinde lassen sich beschreiben durch (v, v, v3) mit [ = vy, v —
2,...,—va+2,—vy (Vlg. [27]).

4.2 Anwendung der Transition State Theory

PES und Reaktionskoordinate

Fiir die Untersuchung der Reaktion beziiglich ihres dynamischen Verhaltens und zur Berechnung
der Geschwindigkeitskonstante mit Hilfe der TST wird die Potentialhyperfliche des Systems be-
notigt. Fiir die Isomerisierungsreaktion des HCN-Systems gibt es umfassende Untersuchungen, die
drei meistverwendeten sind die PES von Murrell, Carter und Halonen ([29], 1982), die von Bowman
et al. ([30], 1993) und schliefllich die aktuelle PES von Mourik et al. ([25], 2001). Der Wert fiir
die Hohe der Potentialbarriere ist besonders wichtig, weil die TST in diesem Bereich sehr sensi-
tiv gegeniiber kleinen Schwankungen ist. Die Angaben in den genanntem Untersuchungen weisen
mitunter sehr grofe Unterschiede auf. Der Wert AFEy = 0,332392 - 10718 J aus [25] (in Frequenz-
darstellung 16 733 cm~!) stimmt sehr gut mit aktuellen experimentellen Referenzwerten wie in [31]

iiberein.

Zur graphischen Darstellung der PES tragt man die Energie iiber alle Parameter des Systems
auf. Wiahlt man Jacobi-Koordinaten, dann erhilt man eine dreidimensionale Fliche im R?. Der
Abstand s zwischen den Atomkernen von C und N dndert sich allerdings nur geringfiigig. Man
vereinfacht die Betrachtungen, indem man ihn als konstant behandelt. In Abbildung 2 aus [25]
ist die Energie der Reaktion in Abhéngigkeit vom Abstand und vom Winkel des Protons zur
Molekiilachse aufgetragen. Die Energie wird durch Hohenlinien dargestellt, Anfangs-, Ubergangs-
und Endzustand sind durch Kreuze markiert. In Abbildung 3 aus [26] ist die Hohe der potentiellen
Energie iiber dem Reaktionsverlauf aufgetragen. Die gestrichelte Linie zeigt den Verlauf des H-

Atoms auf dem Weg minimaler Energie (MEP).

Abb. 2: Energieprofil in Abhéngigkeit vom 6 und r Abb. 3: Energiediagramm {iber dem Reaktionsverlauf
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Die Reaktionskoordinate wird durch die Kurve auf der PES beschrieben, die dem Weg des Was-
serstoffatoms entspricht. Der korrespondierende Freiheitsgrad ist in guter Ndherung die Winkel-

schwingung von 6. In Abbildung 4 aus [26] ist das Energieprofil iiber der Reaktionskoordinate zu
erkennen.
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Abbildung 4: Energiekurve iiber der Reaktionskoordinate

Eyring-Gleichung

Die Eyring-Gleichung geméaf (3.3) fiir diese Reaktion lautet:

KHON (T) — kT NV Zug 22 _ kT A A AL _amp
TST N A 7 = h  gtrans grot Zvib el
HCN HCN HCN “HCN “HCN
1 1
rot  zvib  _ap
kT Zy 23 om o
S 7vib :
HCN “HCN

Der Quotient der Translationszustandssummen und der der elektronischen Zustandssummen geben
keinen Beitrag, da sich im Reaktionsverlauf die Zustandssummen nicht #ndern. Die Berechnung
der iibrigen Faktoren folgt im néchsten Abschnitt.

Es sei bemerkt, dass die VI'ST beim HNC keinen Unterschied zur einfachen TST erbringt wie
in [28] nachgewiesen wird.

Der Tsallis-Faktor

Der in Abschnitt 3.6.4 eingefiihrte g-Faktor in der Eyring-Gleichung A(3N — 1,¢) aus (3.26) fiir

die betrachtete Reaktion ergibt sich mit Gleichung (1.54) bzw. den einzelnen g¢-Faktoren fiir die
Zustandssummen durch:

A(8,q) _ Atrans(?)7 Q) . Arot(3’ q) . AVib(2,q)

< 1 3
S0(=x—3

1 ; 3
5 1 ((1771)2@ fur1<q<§

N (2iQ> 3-2 (

ot

)g T(2;+1)
D(y;+5+1)

-

firo<g<1

J—y

—-q
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4.3 Berechnung der Geschwindigkeitskonstante

Die Rotationszustandssummen

Die fiir die Rotationszustandssummen benétigten Rotationskonstanten des Ausgangs- und des

Ubergangszustands ermittelt man iiber die Trigheitsmomente der Molekiile gemé&sB:

h

= 8n2el (4.2)

Die Berechnung der Tréagheitsmomente findet sich im Anhang, Abschnitt 5.3. Mit den oben be-
schriebenen Geometrien des Systems erhiilt man die Rotationskonstante fiir den Ausgangszustand
BHCN ynd die Rotationskonstanten BY?Z, BY%, B?EJ Z des Ubergangszustands:

BHCN 146618 cm™!
B2~ 13,94946cm™!
BV%Z  —  1,61868cm™!
BYZ  —  183116cm™?

Die Zustandssummen bei beliebiger Temperatur ergeben sich gemifl (1.40) und (1.42):

Zﬁot 1

CN:W:0,474T

Zzot :\/ T —0,15972 - VT3

UZ 3.323 RUZ pUZ pUZ
h3c33°By* By “ By

Entkopplung der Rotations-Vibrations-Zustande im Fall des linearen HCN

Die Winkelschwingung des HCN-Molekiils ist entartet. Schwingt das Proton aus der xz-Achse her-
aus, ist die lineare Struktur des HCN nicht langer gegeben und die Rotation um die Molekiilachse
ist nicht frei. Die Schwingungsbewegung des Protons und die Rotationsbewegung sind nicht unab-
héngig, die Energiezustdnde des Systems somit gekoppelt und die Zustandssumme ist nicht ohne
weiteres in Rotations- und Vibrationsanteil faktorisierbar. Gemé&s [27] lasst sich die Zustandssumme
dennoch in einen reinen Schwingungs-, einen reinen Rotations- und einen Kopplungsanteil zerle-
gen. Im Artikel [27] werden verschiedene Ansétze zur Berechnung der gekoppelten Zustandssumme
besprochen und verglichen. Als Referenz dient der Wert, der durch die Summation iiber alle ge-
koppelten Rotations-Vibrations-Zusténde ermittelt wurde. Die hier verwendeten anharmonischen
Zustéinde wurden exakt berechnet, was bei dieser Systemgréfie noch moglich ist. Daneben werden
die Zusténde iiber die Stérungstheorie zweiter Ordnung (PT2) berechnet. Die Zustandssumme wird
in Analogie zur exakten Losung iiber Summation der PT2-Rotations-Vibrations-Zustinde berech-
net. Es folgen Ansétze, die eine Berechnung erheblich vereinfachen. Zunéchst vernachlissigt man
den Kopplungsterm, was zur Separabilitdt der Zustandssumme fiihrt. Der Rotationsanteil wird
auf dem iiblichen Weg und der Schwingungsanteil zum einen erneut iiber Summation der PT2-
Vibrations-Zustéinde und zum anderen iiber die Produktformel fiir harmonische Schwingungen,

statt iiber Summation, berechnet. Hierbei nutzt man die Normalschwingungen, die mit Hilfe der
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PT2 ermittelt wurden. Der letztgenannte Ansatz wird als einfache Stérungstheorie (SPT, Simple
Pertubation Theory) bezeichnet. Die verschiedenen Methoden liefern Werte, die nah an der exakten

Losung liegen, was eine separable Untersuchung der beiden Zustandssummen rechtfertigt.

Die Schwingungszustandssummen

Bei der Berechnung des Vibrationsanteils der Zustandssumme Zz’;f)’ durch die Formel (1.47) geht
man von der Annahme aus, dass sich die Molekiilschwingungen durch harmonische Oszillation
approximieren lassen und somit die Schwingungsenergieniveaus dquidistant sind, d.h. die ange-
regten Frequenzen einem Vielfachen der Grundschwingungsfrequenz v; entsprechen. Die v; werden
als Differenz zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand der betreffenden
Normalschwingung ermittelt. Aus verschiedenen experimentellen wie theoretischen Untersuchun-
gen ist aber bekannt, dass die exakten Schwingungsenergieniveaus nicht dquidistant sind. Um eine
exakte Losung der Schwingungszustandssumme zu erhalten ist es notwendig, auf die allgemeine
Formel ZV1P = " j e PFi zuriickzugehen und iiber alle anharmonischen Schwingungszustinde j zu
summieren. Wahlt man den Ansatz der SPT geméf [27], dann wird die Formel (1.47) fiir ZE’%’ mit
modifizierten Normalschwingungen verwendet. Die Vibrationszustandssumme bleibt damit auch
fiir groflere Molekiile berechenbar und weicht nur wenig vom exakten Wert ab. Gemé&fl dieses An-
satzes werden zur Berechnung die PT2-Frequenzen von [27] verwendet. Den Daten stimmen mit

den Werten von [25] und experimentellen Vergleichswerten nahezu iiberein.

Ausgangszustand Ubergangszustand
VHCN 9097,26 v9% 215766
pEION 715,41

VRN 3308,67 v¥%  3002,08
VHION 348083 v 2647.60

Tabelle 3: Schwingungsfrequenzen in cm™*

Die Nullpunktsschwingungsfrequenz v ergibt sich als die Hélfte der Summe der Normalschwin-
gungsfrequenzen. Fiir den Ubergangszustand sind nur zwei Schwingungsfrequenzen angegeben; die
Winkelschwingung des Protons durch den Sattelpunkt entspricht dem Reaktionsverlauf. Sie ist
damit kein Freiheitsgrad, der zur Zustandssumme beitréigt. Fiir das lineare HCN triagt die Winkel-
schwingung aufgrund der Entartung quadratisch zur Zustandssumme bei. Es ergeben sich gemé&f
Formel (1.47):

_hcuo

b e kBT

ZioN = _heyy _hevy _hevg
(1 —e kBT)(l —e kBT)Q(l —e kBT)
5008132771 K
- (1 —e3 017,486-T—1 K)(l —e1 029,314-7—1 K)Z(l —e4 760,433-T—1 K)
(4.4)
N i
V1

ZUZ = hcrq hcvg

(1—¢ "sT)(1—e *o7)
e 3 809,302- 7' K

o (1 — e—3104388T~1K) (] _ 431931971 K)
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Ergebnisse

Tabelle 4 enthilt die Zustandssummen des HCN-Molekiils und des Ubergangszustands bei ver-
schiedenen Temperaturen gemifl (4.3) und (4.4). Obwohl die angegebene Berechnung auf Approxi-
mationen zuriickgreift, sind die Abweichungen von exakt berechneten Zustandssummen, die iiber

die Summation iiber alle Energieniveaus des HCN ermittelt wurden (vgl. [32]), sehr gering.

T (in K) AN AL VAN zin
200 1,349 - 1071 5,348 -107° 94, 809 451,758
298 5,361 1078 2,808-1076 141, 265 821,647
300 6,006 - 108 3,058 - 1076 142,213 829,933
400 4,282-107° 7,316 -107° 189, 618 1277, 765
500 5,884 -107° 4,923-1074 237,022 1785,731
600 3,550 - 1074 1,760 - 1073 284,427 2347,405
700 1,337-1073 4,393-1073 331,831 2958, 068
800 3,743-1073 87721073 379,236 3614, 066
900 8,595 1073 1,512-1072 426, 640 4312,458

1000 1,716 - 1072 2,352-1072 474,044 5050, 811

1200 5,149 - 1072 4,649 - 1072 568, 853 6639, 464

1400 1,207 -107! 7,739-1072 663, 662 8366, 680

1500 1,734-107¢ 9,568 - 1072 711,066 9278,932

1600 2,412-1071 1,158 - 107! 758,471 10222, 122

1800 4,321-1071 1,612-107! 853, 280 12197,473

2000 7,147 -1071 2,135-1071 948, 089 14258, 851

Tabelle 4: Rotations- und Schwingungszustandssummen fiir verschiedene Temperaturen

200 4,167 - 102 1888,929 5,269 - 10753 4,148 -10737
208 6,209 - 10*2 304, 701 8,202 - 10736 1,552 10720
300 6,251 - 10'2 297,179 1,405-107% 2,611-10"2°
400 8,335 - 1012 115,139 7,259 .107%7 6,966 - 10712
500 1,042 - 103 63,038 1,227-107%! 8,056 - 107
600 1,250 - 10" 40,918 3,749-10718 1,918-1073
700 1,459 -10'3 29,295 1,157 10715 4,944 -1071
800 1,667 -10'3 22,332 8,520 - 10~ 3,176 - 10*
900 1,875-10% 17,777 2,413 -10712 8,045 - 102
1000 2,083 -10*® 14,605 3,502 - 1071 1,066 - 10*
1200 2,500 - 10*3 10, 538 1,936 -107° 5,102 - 10°
1400 2,917 - 10*3 8,085 3,402 - 1078 8,023 - 10°
1500 3,125 - 103 7,200 1,070- 1077 2,409 - 107
1600 3,334 - 103 6,468 2,919-107" 6,294 - 107
1800 3,751 - 10" 5,334 1,553-107¢ 3,108 - 108
2000 4,167 - 103 4,501 5,918 -1076 1,110 - 10°

Tabelle 5: Die Faktoren in der Eyring-Gleichung

Fiir dieselben Temperaturwerte erfolgt in Tabelle 5 eine Zusammenstellung der Faktoren in der
Eyring-Gleichung der Isomerisierungsreaktion (4.1). Der darin vorkommende Exponentialterm ver-
wendet den Wert AEy = 0,332392-107% J bzw. in Wellenliingen ausgedriickt 16 733 cm™! fiir die
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Hohe der Energiebarriere geméf [25]. In der letzten Spalte sind die Faktoren zum Ergebnis der

1

Eyring-Gleichung, der Geschwindigkeitskonstante krgt in s™', zusammengefasst.

Tabelle 6 enthélt eine Auswahl an g-Faktoren A(8, ¢). Schon fiir kleine Variationen von ¢ ergeben

sich grofle Faktoren.

g>1 A(8,q) g<1 A(8,q)
1,0 1,0 1,0 1,0

1,0001 1,000 6 0,9999 0,9994
1,001 1,006 4 0,999 0,9936
1,005 1,0325 0,995 0,9687
1,01 1,066 3 0,99 0,9387
1,05 1,3918 0,95 0,7349
1,10 1,989 5 0,90 0,5507
1,15 2,936 1 0,85 0,4197
1,2 4,5076 0,80 0,3246
1,25 7,2770 0,75 0,254 5
1,3 12,5657 0,70 0,2019
1,35 23,9079 0,65 0,1619
1,4 53,3170 0,60 0,1311
1,45 167,368 7 0,55 0,1071

Tabelle 6: g-Faktoren

Auswertung

Gabe es explizite experimentelle Resultate, die von kpgr abweichende Werte erbringen, so kénnten
zwanglos entsprechende Faktoren aus Tabelle 6 ausgewéhlt werden, um die Konstante krgr anzu-
passen. Dies wiirde die jeweilige Korrektur der Boltzmann-Statistik der Zustéinde im Sattelpunkt
durch die Tsallis-Statistik mit dem ausgewihlten g bedeuten. Leider haben selbst ausfiihrliche Li-

teraturrecherchen kein einziges experimentelles Resultat zur Kinetik der HCN-Reaktion geliefert.

In Referenz [31] ist eine Berechnung der Geschwindigkeitskontante angegeben. Mit dem veralte-
ten Wert 16540cm~! fiir die Energiehche im Sattelpunkt (200 cm ™! zu niedrig) liefert diese bei
T =700K einen Wert von k=6,0-10"2s71 ( vgl. [33]). Der Wert ist experimentell vertriglich
mit dem weiteren Verbrauch des entstandenen HNC in Folgereaktionen. Es kann damit eine grobe
experimentelle Eingrenzung des unbekannten Wertes fiir AT5T sein. Vergleicht man dieses k und
krsT = 0,4944 bei 700K aus Tabelle 5, benotigt man einen Tsallis-Faktor von A(8,q) = 0,121.
Der entsprechende g-Wert liegt bei 0,582. Allerdings liefert [31] nur eine Abschéitzung. Schon im
Artikel (1992) wurde die Notwendigkeit einer direkten experimentellen Bestimmung der Reaktions-

geschwindigkeit konstatiert.
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5 Anhang

5.1 Mathematische Hilfsmittel

Wahrscheinlichkeitsraume, Verteilungen und Dichten

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (M, p) mit einer diskreten Menge M = { M} jen
und einer Verteilungsfunktion p, die jedem Elementarereignis M; € M eine Wahrscheinlichkeit

zuordnet:

p:M—[0,1] mit > p(M)=1
MjGM

Verallgemeinert man das Konzept auf kontinuierliche Rdume, dann spricht man von Wahrschein-
lichkeitsdichten. Statt iiber alle Ereignisse w zu summieren, integriert man iiber den n-dimensiona-

len euklidischen Wahrscheinlichkeitsraum 2 = R™:
p:Q— 10,1 mit / plw)dw =1 (5.1)
Q

Die Stirling-Formel

Zur ndherungsweisen Berechnung von n! kann man die Stirlingsche Approximation nutzen:

n\" 1
n! ~ (—) 2rn =n""2e V21

e

Bei sehr groflen n kann man noch stérker vereinfachen, denn dann fillt der Wurzelterm nicht ins

Gewicht. Es wird vor allem die Formulierung mit dem natiirlichen Logarithmus verwendet:
Inn!~n(lnn —1) (5.2)

Die Lagrange-Methode

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren wird zur Losung von Optimierungsproblemen mit Ne-
benbedingungen genutzt. Ist f(y) mit y € R™ die zu optimierende Funktion und sind g;(y) = 0 mit
1 =1,...,0 die unabhingigen Nebenbedingungen, dann fiihrt man fiir jede Nebenbedingung einen

Lagrange-Multiplikator \; ein (}\ = (A1, )\l)) und definiert eine neue Optimierungsfunktion:

l
Ry, A, M) = Fy) + > digi(y) (5.3)
i=1
Die Bestimmung des Maximums von h durch Ableiten nach y; fiir alle 4 = 1, ..., n und Nullsetzen,

a%ih(y, AL, ..., \) = 0, ist dquivalent zur Losung der Gleichung a%if(y) =— Zé:l )\ia%igi(y). Man
ermittelt die unbekannten Multiplikatoren A; mit Hilfe der Nebenbedingungsgleichungen und hat
damit ein Extremum ¢ von h gefunden, das gleichzeitig den Nebenbedingungen geniigt. Dies ist

zugleich Extremum von f(y), denn A(g,A) = f(g) + 22:1 Xigi(9) = f(9), da § den Nebenbedin-
gungen g;(g) = 0 geniigt.
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Eine Integralberechnung

Fiir die Berechnung der Zustandssummen wird das folgende Integral verwendet

R —ay? g, T 4
[rean

Man nutzt den Weg iiber das Zweidimensionale und 16st zunéchst das Integral

0 2 0 oo
</ e_adey) :/ e‘ﬂ?ﬁdm/ —OY3dyy = / / Wi+ Ay dy

Dazu fiithrt man eine Transformation auf Polarkoordinaten durch
(y17y2) ERXR+— (7’, 90) € [0,00] X [0727T]
r? :y%—i—yg und cp:tan@

Y1

Fiir das Integral folgt mit dem transformierten Integrationselement dy;dys = r drdy

2
[ [ ot tagan - / / g

/ re=o" dr = o1 e
0 —204

Mit der Wurzel iiber das 2-dimensionale Integral folgt (5.4).

0 (07

Das Integral tritt i. A. mit dem Faktor o = ﬁ und dem Vorfaktor % auf. Mit Hilfe der DeBroglie-
Wellenlédnge A = lasst es sich schreiben als:

1 B2 2mm 1
— “omY = —_— = — .
h/Re am Y dy W5 A (5.5)

Die Gamma-Funktion

Die I'-Funktion ist fiir y > 0 definiert durch:

o0
I'(y) = / tle~tdt
0
Die I'-Funktion hat folgende Eigenschaften:

o I'(y+1) =yI'(y) und damit I'(¢)

r
F((Z;/iZ)) Y@~ fiir grofle y

r(3)=ri) =

a a b
° fo Yy (1 —y)’dy = F(Fz:zllll;(-ggl)

=({—1)firleN
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5.2 Herleitung des /-dimensionalen ¢-Integrals

Fiir das mehrdimensionale Integral, das bei der Berechnung der Zustandssumme {iber die Tsallis-

Verteilung Verwendung findet, wird hier ein Losungsweg angegeben:

00 o) 1
I:/ / 1—(1—q)(y%+...+y4?))l_qdy1...dyg

(%) )
( q,l) pq(qll) fir 1 <q<1+7

L)
<\/1T) (lqing) fir0<g<1

Die Herleitung erfolgt in mehreren Schritten. Da der Integrand symmetrisch ist, kann zunéchst

folgende Vereinfachung beziiglich der Integrationsgrenzen vorgenommen werden:

00 oo 1
I:2£/0 /0 (1—(1—q)(yf+...+y§))1_qdy1...dy5

1. Schritt: Transformation

Der erste Schritt beim Losen des Integrals ist die Transformation auf verallgemeinerte ¢-dimen-

sionale Kugelkoordinaten:

(yla' "7y£) — (T?(;Ola" . 7<P€—1)

-1 -1
Yy =r H COS ©; Y; = rsin;_q H COS Ye = rsinpp_q
j=1 Jj=t
Da alle y; € [0,00) fiir i« = 1,...,¢ positiv sind, erstreckt sich der Radius r auf den gesamten

positiven reellen Bereich und die Winkel reichen jeweils von 0 bis 7/2. Die Transformationsformel

fiir mehrdimensionale Integrale lautet:

]:/ / flyi, - yn)dyr ... dye
0 0

:/ / f(yl(ra(plv"‘780571)7"‘7y5(r79017"'7S0€71))Vdrdgo1”-dg0€71
0 0

Dabei bezeichnet V die Funktionaldeterminante, d. h. die Determinante der Jakobimatrix. Sie er-

moglicht die Umrechnung der Integrationsvariablen. In diesem Fall ergibt sich:

Oy Oy 86y1
or  Op1 " Opp—q
v = oY1, -, Ye) _ . . . . . | 2 —2
- = : : . : =7r"" " CcoSpyCos” Y3 ...CO8  ~pp_q
Oy o1,y 0o—1)
Oy Oyp Oye

or dp1 " Opp_q
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Verwendet man 72 = y? + ... + yl?, ergibt sich fiir das zu l6sende Integral:

00 00 1%
I:2€/ / (1—(1—q)(y%+...+y?)) “dyp...dy,
0 0

w/2 w/2 oo 1
14 2 /-1 0—2
=2 / / / (1—(1—q)r )1—‘17'_ €oS g ...cos" “@p_1drder ...des_q
0 0 0

-1
= 9! - (1 —(1- )7’2)1%‘1 rldr . H " cos’ 1 p.dop;
= o q 0 P;AP;
=1

Damit zerfillt das ¢-dimensionale Integral in ein Produkt aus ¢ eindimensionalen Integralen.

2. Schritt: Winkelanteil

Zur Losung der Winkelintegrale wird foﬂ/ ? cosd ™1 pijdp; = %a verwendet, mit ¢ = 1 fiir

ungerade j und a = 7 fiir gerade j. Die Formel ldsst sich leicht rekursiv verifizieren. Fiir das
Produkt ergibt sich:

)e/ 2 fiir ¢ gerade

1 T
=1 /2 i m(i
| | ; cos’ " pidp; = 1)
j:l W (%) fur g ungerade

3. Teil: Radialantaeil

Beim Losen des Radialanteils wird unterschieden, ob ¢ kleiner oder grofier als 1 ist, denn es muss

(1 —(1- q)rz) > (0 gelten, weil sonst eine Potenzierung mit l%q im Reellen nicht definiert ist.
LFall: 1<g<1+2

Man fithrt die Substitution (1 — (1 — ¢)r?) = & durch, es ergibt sich r = m mit dem

Mit Hilfe der Gammafunktion folgt:

. . d
neuen Integrationsbereich ¢ € (0,1); dr = 2@(1Et)3/2t1/2'

-1

/ooo (1—(1—q>r2)11q#1017“:/01 <1l—t> <(q—1>t<t—1>> 2 2W<f - £)3/2¢1/2

1 £ (L —¢
-t — / (1- t)(ﬁ*%*l)t(éfl)dt __ T 2)6 . (q—ll 2)
2((] - 1) / 0 2((1 - 1) / F(ﬁ)
2.Fall: 0<g<1
Hier verwendet man die Substitution (1 - (1- q)7°2) =tbzw. r = %é mit dem neuen Integra-
tionsbereich (0,1). Mit dr = ——=3__ ergibt sich:

2¢/(1=q)(1-t)
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In diesem Fall ist die obere Integrationsgrenze im Radialintegral nicht oo, sondern 1%(1. Fiir alle
Werte von r oberhalb dieser Grenze wird der Ausdruck (1 - (1- q)r2) negativ. Fiir ¢ nahe bei
Eins ist diese obere Grenze geniigend grof3, sodass das Abschneiden des Integrals keinen relevanten

Fehler verursacht.

4. Schritt: Fallunterscheidung fiir I'-Funktion

Fiir ¢ € N lésst sich F(%) umformen:

, (g - 1) = (4_72)! = 2_(%_1)(6— 2)(0—4)...42 fiir ¢ gerade
(2)

(L—1)({=3)..T(1/2) =22 ({—2)(¢—4)...5 37 fiir £ ungerade

=T 2_(5_1) . (g)g/2 =2 (g)g fiir ¢ gerade
F(7> H/ cos’ " pdyp; =
27 2 Js et \ (0—1)/2 JT ..
g=1 272 yr-(3) = (T) fiir £ ungerade

5. Schritt: Zusammenfassung

Tragt man die einzelnen Teilschritte zusammen, erhélt man das Ergebnis:

(:-%) ;

N = 1 CSVE Fq(q%)z fur1<q<1+%

=57(3) H/o RS r(2+1)
P (1_;)2/2 F( 117jqr§+1 fir0<g<1
—q
. :

ey [ acaea

:2 <) !
2 L G
(=) (L +L41)

5.3 Berechnung der Tragheitsmomente

Das Trigheitsmoment I gibt die Triigheit eines starren Koérpers bei einer Anderung seiner Rota-
tionsbewegung an. Es ist abhéngig von der Korperform, der Massenverteilung und der Drehachse.
Ein Korper kann prinzipiell um jede beliebige Achse rotieren. Eine freie Rotationen wird aber
nur iiber die Haupttrigheitsachsen erfolgen. Die Tragheitsmomente beziiglich dieser Achsen, die
Haupttragheitsmomente, berechnet man iiber den Trégheitstensor. Bei Kérpern mit spezieller Geo-
metrie und Symmetrien l4sst sich die Prozedur vereinfachen und die Hauptrigheitsmomente direkt

iiber eine Formel berechnen.
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Der Tragheitsmoment des linearen HCN

Im Fall des HCN liisst sich die Formel fiir ein lineares dreiatomiges Molekiil verwenden.?® Mit den
Systemdaten nach [25] gem#fl Tabelle 2 und den Werten fiir die Atommassen aus der Tabelle der

verwendeten Konstanten ergibt sich:

1
Inen= muRéy + myRéN — ——— (muRon — myRex)?
MHCN

— 11,497 my, A® = 1,909 - 10~ kg m?

Trigheitsmomente des Ubergangszustands

Der Ubergangszustand besitzt eine unsymmetrische Struktur. Um die Haupttrigheitsmomente
zu bestimmen, muss man eine Hauptachsentransformation des Triagheitstensors durchfithren. Zu-
néchst wird der Schwerpunkt S des Molekiils bestimmt; durch diesen verlaufen die Rotationsachsen
der freien Rotationen. Dann wird der Ursprung des Koordinatensystems in den Schwerpunkt S
verschoben und die Koordinaten der Atome werden entsprechend modifiziert. Die Schwerpunkts-

koordinaten des HCN ergeben sich aus dem Mittelwert der massegewichteten Koordinaten der

Atome:
Sy TH T TN 0, 305
mpy
S = Sy | = ya | + yo | + yn | = 10,000
MHCN MHCN TMHCN
S, ZH zZ0 ZN 0,042

Nach einer Verschiebung des Koordinatensystems erhilt man folgende Koordinaten fiir den Uber-

gangszustand im Schwerpunktskoordinatensystem:

H C N

z —0,305 —0,627 0,559
0,000 0,000 0,000
z 1,081 —0,042 —0,042

Setzt man diese Werte in den Trégheitstensor fiir das Schwerpunktskoordinatensystem ein, folgt:

vita -y gz 1,223 0 0,345
I= Z mi | —TjY; 96? +Z? —yiz; | = 0 10,402 0
j=H,C,N —zjzj —yiz Ty 0,345 0 9,19

Die Haupttrigheitsmomente sind die Eigenwerte der Matrix, die man durch diagonalisieren erhélt:

o

1,208 my A 0 0
I= 0 10,414 m, A 0
0 0 9,206 m, A

38F{ihrt man bei gegebener Geometrie eine Hauptachsentransformation aus, dann erhilt man diese Formel (vgl. [34]).
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5.4 Bezeichungen und Konstanten

Bezeichnung Erklarung

a,b Phasenraumbereiche, Zusténde eines chemischen Systems
A Helmholtz-Energie (freie Energie)

A(N,q) Tsallis-Faktor

AS Ausgangsstoffe (unabhéingig von der Anzahl der Molekiile)
B Rotationskonstante

c,d Stochiometriezahl des Reaktionsteilnehmers C bzw. D
C,D Reaktionsteilnehmer

[C], D] Konzentration von C bzw. D

€q verallgemeinerte Exponentialfunktion

E, Aktivierungsenergie

E; Energiezustande

E(f) Erwartungswert einer Funktion f

G Gibbs-Energie (freie Enthalpie)

G° Gibbs-Energie bei konstantem Standarddruck P°

H Enthalpie

H Hamiltonfunktion

H Hamiltonoperator

H(x) Heaviside-Funktion

H(t) H-Funktional

1 Trégheitsmoment einer Rotation

J Reaktionsteilnehmer

k allgemeine Geschwindigkeitskonstante

kTsT Geschwindigkeitskonstante der Eyring-Gleichung

kap Geschwindigkeitskonstante fiir den Ubergang von a nach b
kcp Geschwindigkeitskonstante der TST (in Phasenraumformulierung)
k Geschwindigkeitskonstante der Teilreaktion UZ — RP
K. Gleichgewichtskonstante beziiglich der Konzentrationen
K., Gleichgewichtskonstante des Vorgleichgewichts AS = UZ
Kn Gleichgewichtskonstante beziiglich der Stoffmengen

Kp Gleichgewichtskonstante beziiglich der Partialdriicke

Ing, x verallgemeinerte Logarithmusfunktion

L Lénge des zuléssigen Ortsbereichs eines Teilchens

m Masse

M Reaktionsteilnehmer

n Stoffmenge

n Normalenvektor auf S

N Teilchenanzahl

Sprungzahl (zwischen a und b im Zeitintervall [0,77)
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p R

Pi

Pq

P

po

q

Q

r,s, 0
r=(ry,...,m)

R:(R17"'7RN)

Vik, Ve, Vee
w

W(E)

x € R"

VA

Zy

ZN

Zq

Ztrans

Zrot
Zvib
Zel

Impulskoordinaten

Wabhrscheinlichkeit eines Energiezustands

Verallgemeinerte g-Verteilung, Tsallis-Verteilung

Druck

Standarddruck von 1bar

Verallgemeinerungsparameter der Tsallis-Statistik

Wiérme

Jacobi-Koordinaten zur innermolekularen Parametrisierung des HCN
Elektronenkoordinaten eines chemischen Systems
Kernkoordinaten eines chemischen Systems
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte der Phasenraummenge a
Reaktionsprodukte (unabhéngig von der Anzahl der Molekiile)
Entropie

verallgemeinerte ¢-Entropie, Tsallis-Entropie

Hyperfliche des Konfigurationsraums, Potentialriicken der PES
Zeit

Verweildauer im Phasenraumbereich a

Temperatur

kinetische Energie

Operator der kinetischen Energie

Teiloperatoren der molekularen Schrédingergleichung
Reaktionskoordinate

innere Energie

Reaktionsgeschwindigkeit

Volumen

potentielle Energie

Potentialoperator

Teiloperatoren der molekularen Schrodingergleichung

Arbeit

Gewicht eines Makrozustands

Ortskoordinaten

Zustandssumme

Zustandssumme im Ortsraum

Zustandssumme eines Systems mit N unabhéngigen Teilchen
verallgemeinerte g-Zustandssumme, Tsallis-Zustandssumme
Translationszustandssumme

Rotationszustandssumme

Vibrationszustandssumme

elektronische Zustandssumme

Nabla-Operator

Proportionalitétszeichen
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KRTK

Vs

UTST

Pmk

Pk
Pgk

S E“@é‘g&bx

2 &

inverse Temperatur (mit kp skaliert)
Stochiometriezahl des Reaktionsteilnehmers J
Gamma-Funktion

Delta-Funktion

Anderung der absoluten Energie einer Reaktion
Anderung der Stéchiometriezahlen

Energiezustand eines Teilchens

Wellenfunktion der Kerne

Transmissionskoeffizient

thermische DeBroglie-Wellenlénge

chemisches Potential

Schwingungsfrequenz

Schwingungsfrequenz der Sattelpunktsschwingung entlang u(x)
mittlere Ubergangsfrequenz

mittlere Uberfangsfrequenz der TST im Sattelpunkt
Reaktionslaufzahl

allgemeine Verteilungsdichte im Phasenraum
Verteilungsdichte des mikrokanonischen Ensembles
Verteilungsdichte des kanonischen Ensembles
Verteilungsdichte des groflkanonischen Ensembles
Einteilchenverteilungsdichte

Zeitanteil der Wellenfunktion

Wellenfunktion der Elektronen

Indikatorfunktion des Phasenraumbereichs C
zeitunabhingige Wellenfunktion

Wellenfunktion eines quantenmechanischen Systems
Punkt im Phasenraum

Trajektorie im Phasenraum

Phasenraum
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Konstante Wert Bezeichnung

kp 1,38065- 10723 JK! Boltzmannkonstante

Ny 6,022 141 - 1023 mol ! Avogadrokonstante

R 8,31451 JKmol ! universelle Gaskonstante (R = N4 - kp)

h 6,626 - 10734 Js Planck-Konstante

h 1,055 - 10734 Js Plancksches Wirkungsquantum (i = %)
29979245800 cm s~ Lichtgeschwindigkeit

m,, 1,66056 - 1072 kg atomare Masseneinheit (m, = NLA gmol 1)

A 1070m Angstrém

my 1,008 m,, Atommasse des Wasserstoffatoms

me 12,011 m,, Atommasse des Kohlenstoffatoms

MmN 14,007 m,, Atommasse des Stickstoffatoms
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