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Einleitung

Die Zahlentheorie ist voller eigenartig anmutender Satze und Probleme, die sich jeder
Systematik zu entziehen scheinen, isoliert nur fur sich dastehen und sich weigern Teil
eines groBeren Ganzen zu sein. Oft besteht die Losung der Probleme gerade in der
Einordung in einen grofleren Zusammenhang.

Ein ein typisches Beispiel ist der groBe Fermatsche Satz:
die Gleichungen

xM+y?=7z"mitn=3,4,5... (1)

besitzen nur die trivialen ganzzahligen Losungen, d.h. die mit
X,y,z € {0, £1}.

Es stellt sich sofort die Frage, wie es mit den anderen diophantischen Gleichungen
steht.

Die Zahlentheorie hat etwa 300 Jahre gebraucht, um eine Einordnung in einen groferen
Zusammenhang zu finden und so das Problem zu losen. Der entscheidende Teil der
Antwort ist ein Satz uber alle diophantischen Gleichungen.

1. Schritt. Man betrachte anstelle von (1) die Gleichung
2 2

-
d.h. man untersuche rationalen Punkte der ebenen Kurve

X:x2+y2=1 )
d.h. die Punkte (x,y) mit x, y €Q. Um diese Kurve zu verstehen, mul man auch die

komplexwertigen Losungen dieser Gleichung untersuchen. Und man muf sie in den
projektiven Raum einbetten.

2. Schritt. Man betrachte zusatzlich die geometrischen Punkte der Kurve (2), d.h. die
Punkte

x,y) €X



mit x, y €C.
3. Schritt. Man betrachte zusatzlich die projektive AbschlieBung der Kurve, d.h. die
AbschlieBung von

XC C2CPL. (xy) s [Lx.yl 3

2
im projektiven Raum P C Zur Erinnerung, der projektive Raum IP’% der Dimension n

uber dem Korper K besteht aus allen Geraden des Kn+1, die durch den Ursprung
gehen. Im Fall K = R kann man sich IP’In< auch als Einheitssphiare S? C RO+1

vorstellen, bei der gegenuberliegende Punkte identifiziert sind (jede Gerade im RO+1
schneidet S™ in einem Paar gegeniiberliegender Punkte). Mit
n
[XO, s xn] € IP’K
bezeichnet man die Gerade des Kn"'l durch den Ursprung und durch (xo, e xn).

Kehren wir zu unserem Ausgangsproblem zuriick. Abbildung (3) identifiziert jeden
Punkt der komplexen Ebene Cz mit einem Punkt der projektiven Ebene
2
Pe={lz xy1(zxy) € C° - {(0.00)}}

und damit X mit einer Teilmenge der letzteren. Die komplexe projektive Ebene ist ein
topologischer Raum. Wir bezeichnen mit

)
XQIP)(C

2
die AbschlieBung von X in P ¢ genannt die projektive AbschlieBung von X. Diese

Menge kann man (wie man leicht sieht) durch eine Gleichung beschreiben, namlich die

Gleichung (1): die Menge X besteht aus allen Punkten [z, x, y] der komplexen
projektiven Ebene, die der Gleichung (1) genuigen,
Xo x4yl =20
N
Der der komplexe projektive Raum P C hat gegenuber dem affinen Raum CN den
Vorteil, dal er kompakt ist. Wir konnen deshalb alle moglichen Sétze der Analysis uiber
kompakte Mengen anwenden.

4. Schritt. Man betrachte die projektive AbschieBung
= 2
XC IP’C
2
X als Riemannsche Flache. Die Menge IP’(C ist komplex zwei-dimensional, also reell

vier-dimensional. Die Teilmenge X ist durch eine (komplexe) Gleichung gegeben. Reell
gesehen bedeutet dies, man hat zwei Gleichungen: der Realteil und der Imaginérteil

eines Ausdrucks werden Null gesetzt. Das bedeutet, X ist reell gesehen zwei-
dimensional. Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dal X eine zwei-dimensionale

2
reelle Teilmannigfaltigkeit der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit P(C (d.h. in jedem

Punkt kann man X mit einer offenen Menge im R2 identifizieren, man verwende den
Satz uber implizite Funktionen). Dasselbe funktioniert sogar uber dem komplexen

Zahlen: X ist eine (ein-dimensionale) komplexe Teilmannigfaltigkeit von [P C



2 _
Weil IP’(C kompakt ist und X durch die Gleichung (1) gegeben ist, ist X eine

2
abgeschlossene Teilmenge von ]P(C’ mit anderen Worten,

X ist eine kompakte Riemannsche Flache.
Die kompakten Riemannschen Flachen sind als topologische Raume (und als
differenzierbare Mannigfaltigkeiten) wohlbekannt. Man kann sie mit der Oberflache
einer 2-Sphire identifizieren, in welche endlich viele Locher gebohrt wurden.

Die Anzahl der Locher nennt man Geschlecht. Unsere “Kurve” X ist eine Riemannsche
Fliche vom Geschlecht O im Fall n = 1 und n = 2 und vom Geschlecht > 1 im allen
anderen Fillen.

Diophantische Gleichungen vom Geschleicht 0.

Die Fiélle n = 1 und n = 2 sind in Sonderfalle: der Satz von Fermat ist falsch fur diese n.
Furn = 1 ist das trivial und fur n = 2 ist dies seit Urzeiten bekannt: es gibt unendlich
viele Pythagorasiche Zahlentripel (vgl. z.B. Bundschuh [1], Kapitel 4, §2.1). Es ist
klar, daB diese Félle in der Formulierung des groBen Fermatschen Satzes
ausgeschlossen werden mussen.

Diophantische Gleichungen vom Geschlecht 1.

Das Geschlecht 1 kommt unter den betrachteten diophantischen Gleichungen nicht vor.
Man kann sich leicht uberlegen, dal andernfalls die Aussage des Fermatschen Satzes
fallsch wére. Topologisch kann man eine Riemannsche Fliche vom Geschlecht 1
identifizieren mit

eX)=1=X=slxsl
und S! mit dem Einheitskreis in der komplexen Ebene,
sleyzecim=1).

Aus dieser Beschreibung ergibt sich insbesondere, daf} s! eine multiplikative Gruppe
ist: das Produkt von zwei komplexen Zahlen vom Betrag 1 hat den Betrag 1. Dann ist

aber auch X = S1 x s eine Gruppe. Man kann in dieser Situation sogar mehr zeigen:

X ist eine algebraische Gruppe,




d.h. die Multiplikation und der Ubergang zum inversen Element sind algebraische
Operaatgionen, sie lassen sich mit Hilfe von Polynomen beschreiben. Nehmen wir zum
Beispiel die projektive AbschlieBung der Kurve

X: y2 = x(x-1)(x-A)
mit einem Paramter A.

ap.

|
\

)

y2= x3.y

Beim Ubergang zur projektiven AbschlieBung dieser Kurve kommt ein weiterer Punkt
hinzu. Er liegt im Unendlichen und zwar in der Richtung der y-Achse. Der rechte Zweig
der Kurve ist gewissermalBlen ebenfalls ein Kreis, wobei ein Punkt des Kreises im
Unendlichen liegt. Komplex gesehen ist die projektive AbschlieBung ein Torus (d.h.
eine Riemannsche Flache vom Geschlecht 1).

¢ reelle Punkte

2 w3_
il Fernpunkt

Die Gruppen-Operation auf dieser Kurve - die wir als Addition schreiben wollen - 146t
sich wie folgt beschreiben. Als neutrales Element der Gruppe verwenden wir den Punkt
im Unendlichen,

oeX-X

Firr je zwei Punkte p, q auf X geht die Verbindunggerade durch einen dritten Punkt
dieser Kurve, den wir mit -r bezeichnen wollen ( er ist gleich dem Negativen der
gesuchten Summe).



Durch -r legen wir eine Gerade, die parallel zur y-Achse ist. Diese Gerade geht aufler
durch -r noch durch den Fernpunkt O und einen weiteren Punkt, den wir mit r
bezeichnen. Dieser ist gleich der gesuchten Summe,

r=p+q. 4)
Es ist nicht schwer einzusehen, dafl die Koordinaten von r rationale Funktionen der
Koordinaten von p und q sind,

r= (%’%((5_23) mit Polynomen f, g und h.

Es gilt sogar mehr (vgl. z.B. Siverman [1]):

Ist die Kurve X uber einem Korper K definiert,
QCKCC,
d.h. liegen die Koeffizienten der Gleichung von X in K, so haben die

Koeffizienten der rationalen Funktionen, welche die Addition (4) beschreiben,
ebenfalls Koeffizienten in K,

f. g, h € Klp. P,y 44,1 P= (P, Py). 9=(q;. q,)-

Sind p und q K-rationale Punkte von X, d.h. liegen deren Koordinaten in K, so gilt
also dasselbe fur r. Mit anderen Worten,

Die Menge der K-rationalen Punkte von X ist eine Untergruppe von X.

Fur jeden K-rationalen Punkt p von X sind also 2p, 3p, 4p, ... ebenfalls K-rationale

Punkte von X. Aus der Gruppeneigenschaft folgt damit im wesentlichen', daB eine
diophantische Gleichung vom Geschleicht 1 entweder uiberhaupt keine Losung besitzt
oder unendlich viele.

! Wir vernachléssigen hier die Frage, daB p ein Punkt endlicher Ordnung sein konnte.



Das finale Ergebnis bei der Losung des grolen Fermatschen Problems besagt nun, daf3
die Gruppeneigenschaft der einzige Grund dafur ist, dal eine diophantische Gleichung
unendlich viele Losungen haben kann (sieht man vom Geschlecht-0-Fall ab).

Eine tber Q definierte algebraische Kurve vom Geschlecht > 1 hat nur endlich viele Q-
rationale Punkte.

Die Antwort auf das gro3e Fermatsche Problem ist also eine Aussage der arithmetischen
algebraischen Geometrie. Der Weg zum Beweis geht allerdings weit uber die
Moglichkeiten dieser Vorlesung hinaus. Wir beschrinken uns deshalb auf einen
bescheideneren Problemkreis. Er hat mit den Fragestellungen der folgenden Art zu tun.

1. Wie entscheidet man, ob eine diophantische Gleichung uiber einem endlichen Korper
losbar ist ?

2. Ist die gibt es auBer den Hamiltonschen Quaternionen weitere reelle Vektorraume
endlicher Dimension, welche die Struktur einer zentralen Divisionsalgebra uiber R
haben, d.h. welche Schiefkorper sind bezuglich einer R-bilinearen Multiplikation und
das Zentrum R ?

3. Welche Strutkur besitzt die Galois-Gruppe einer (moglicherweise unendlichen)
Korpererweiterung ? Tritt jede Gruppe als Galois-Gruppe auf ?

4. Behauptung: jede Primzahl p, welche kongruent 1 modulo 6 ist, hat die Gestalt

2 2
X427
p=XH27y"

pi}
Beispiele:

8242722

1242712 52197.12 72427412
= 3= 9= 2 3 =T

7 7

Der Beweis von Aussage 4 ist einfach. Frage 3 ist ein ungelostes Problem.

Die Antwort auf Frage 2 heist nein. Man kann heute fur jeden Korper die Gesamtheit
der Divisionsalgebren uber diesen Korper berechnen: diese Algebren bilden eine

Gruppe, die Brauer-Gruppe. Die Brauer-Gruppe von R besteht aus zwei Elementen.
Diese ensprechen den Divisionsalgebren R und H.

Die Antwort auf Frage 1 ist bekannt, wenn die diophantische Gleichung den Grad 2 hat
und besteht im Gauflschen Reziprozitiatsgesetz. Siehe zum Beispiel Pieper [1]. Das
Buch ist eine Sammlung von Beweisen des Reziprozititsgesetzes.Die Antwort auf
Frage 1 ist ebenfalls bekannt, wenn die zur diophantischen Gleichung gehorige Galois-
Gruppe kommutativ ist: sie stammt ebenfalls von Gauf3 und heifit heute Klassenkorper-
Theorie. Im allgemeinen Fall ist die Antwort auf diese Frage Gegenstand moderner
Forschung und die zugehorige Theorie hei3t Langlands-Theorie.

Die vorliegende Vorlesung versteht sich als eine Vorbereitung auf die Klassenkorper-
Theorie. Alle vier angegebenen Fragestellungen haben mit der Tatsache zu tun, daf} sich
ganze Zahlen in eindeutiger Weise als Produkte von Primzahlpotenzen schreiben lassen,

und daB sich dieses Phdanomen auf von Z verschieden Ringe verallgemeinern 1a3t. Wir
beginnen mit einem einfachen Beispiel.



1. Dedekind-Ringe

1.1 Die ganzen GauBschen Zahlen?

1.1.1 Definition und grundlegenden Eigenschaften

Die ganzen Gauf3schen Zahlen sind die komplexen Zahlen, deren Real- und
Imaginarteil ganz ist. Sie werden hier mit

r=7Z+i2ZC C
bezeichnet. Sie bilden offensichtlich einen kommutischen Ring mit 1 (und ohne

Nullteiler, also einen Integrititsbereich?).
Bemerkung

Aus der Grundvorlesung Algebra wissen wir, I' ist ein Euklidischer Ring mit der Norm
N:T —s 7, z=a+ib 1 zez = (a + bi)e(a - bi) = a2 + b2,

Mit anderen Worten, der Ring der ganzen Gauflschen Zahlen gestattet eine Division mit
Rest: fur je zwei ganze Gaullsche Zahlen

u,vel -{0}
gibt es ganze Gaullsche Zahlen q, r €I" mit
u=qev+rund N(r) < N(v).

Die Beweisidee besteht darin, fur q eine ganze Gauf3sche Zahl zu wiahlen, die moglichst

nahe bei der komplexen Zahl % liegt. Man kann immer dafur sorgen, dal Real- und

Imaginarteil von q und% sich hochstens um den Wert %untersoheiden, also
up 1. 1.1
a-y1"=7+7=3

gilt. Mitr=u-qev=ve (% -q) erhalt man

N@ =2 =12 g1 < |v|2-%< vl = N(v).

Wir haben damit erneut gezeigt, da I" ein Euklidischer Ring ist, und damit insbesonder
ein ZPE-Ring: I gestattet eine eindeutige Zerlegung in Primelemente.

1.1.2 Die Einheiten von T°

Fur jede ganze Gauf3sche Zahl u € T sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) u ist eine Einheit von I'.
(i1) N(u) = 1.
(i) u € {+1, -1, +, -i}
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gibt es eine ganze GauB3sche Zahl v €I’ mit
uev=1.
Wir wenden N an und erhalten
N@)*N(v) =N(1) =1,
d.h. N(u) und N(v) sind nicht-negative ganze Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist. Das

ist nur moglich, wenn gilt
N(u) =N(v) = 1.

2 Wir folgen hier der Darstellung von Kochendorffer [1].
? Ein Integrititsbereich ist ein kommutativer Ring mit 1 ohne Nullteiler.
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(i) = (i). Wir schreiben u in der Gestalt

u= x+isy
mit ganzen Zahlen x und y. Nach Voraussetzung gilt

1 =N() = x% +y2.

Das eine Quadrat auf der rechten Seite mufl somit 1 sein und das andere 0. Daraus
ergeben sich die angegebenen vier Moglichkeiten fur u.

(i) = _(1). Wegen

1 =11 =(1)e(-1) = ie(-1)
sind 1, -1, 1 und -1 Einheiten von I
QED.

Bemerkung
Die niachste zu stellende Frage ist die nach den Primelementen. Welches sind die

Primelemente von I' ? Bei der Beantwortung wird sich das folgende hinreichende
Kriterium als nutzlich erweisen.

Eine ganze Gauf3sche Zahl u, fur welche
p=N@) e Z
eine Primzahl ist, ist ein Primelement von I'.
Beweis. Andernfalls lie3e sich u in der Gestalt
u=o-p
schreiben mit ganzen Gauflschen Zahlen o und 3, die keine Einheiten sind. Es folgte
p =N(u) = N(a)N(B)

mit von 1 verschiedenen nicht-negativen ganzen Zahlen N(a) und N(f3). Dann kann

aber p keine Primzahl sein.
QED.

1.1.3 Die Primelemente von I

Die Primelemente von I' sind gerade diejenigen ganzen Gauflschen Zahlen die
assoziiert® sind zu einer der folgenden ganzen GauBschen Zahlen:

@) zui+1

(i1) zu einer Primzahl p, die kongruent -1 modulo 4 ist

2

(i1))  zu x +1°y, wobei % + y“ = p eine Primzahl ist, die kongruent 1 modulo 4 ist.
Beweis. Zeigen wir zunéchst, daf} jedes Primelement von I" assoziiert ist zu einer der
angegebenen ganzen Gauf3schen Zahlen. Sei it eine Primzahl von I'. Dann gilt

ntl e = N(m).
Nun ist die ganze Zahl N(st) Produkt von Primzahlen. Es gibt also eine Primzahl p €Z
mit

mlp.
1. Fall: p =2.
Wegen
2=(1+1)(1-1)
folgt

wll+ioderm!1-1i.

*Zwei Zahlen von I heiflen assoziiert, wenn ihr Quotient eine Einheit von I" ist.
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Wegen N(1+i) = N(1-1) = 2 sind aber 1 + i und 1 - i Primelemente von I" (vgl. die
Bemerkung von 0.2). Die beiden Teilbarkeitsbeziehungen bedeuten damit,
7t ist assoziiert zu 1 +1ioder 1 -1i.
Wegen
1-i=(1+1)(-i)
sind aber 1 + i und 1 - i assoziiert, d.h. 7 ist assoziert zu i + 1. Es tritt der Fall (i) ein.
2. Fall: p=-1 (mod 4).
Aus wt | p folgt
N(m) I N(p) = p?,
also
N(s) = p oder N(t) = p2.
Zeigen wir, der erste Fall ist nicht moglich. Andernfalls ware

p=N(n):x2+y2

mit ganzen Zahlen x, y €Z. Durch direktes Nachrechnen sieht man, jedes Quadrat ist
kongruent O oder 1 modulo 4. Also ist die Summe von zwei Quadraten immer

kongruent 0, 1 oder 2 modulo 4 und niemals kongruent -1 = 3. Der erste Fall ist somit
nicht moglich, und wir erhalten
N(m) = p?.
Schreiben wir jetzt
p =mea
mit einer ganzen Gauf3schen Zahl. Dann gilt
p% = N(p) = N(m)*N(e) = p>N(a),
also N(a) = 1, d.h. a ist eine Einheit. Mit anderen Worten 7 ist assoziiert zu p, des tritt
der Fall (ii) ein.
Wir haben auBlerdem gezeigt, jeder Primteiler von p ist in I' assoziiert zu p. Das

bedeutet, die Primzahlen der Gestalt (ii) sind tatsachlich auch Primelemente von I'.
3. Fall: p=+1 (mod 4).
Aus der Theorie der endlichen Korper wissen wir, die von Null verschiedenen Elemente
des Korpers
Fp = Z/(p)

besteht gerade aus den Nullstellen des Polynoms AL (weil die multiplikative
Gruppe dieses Korpers die Ordnung p-1 hat). Deshalb gilt modulo p

P11 = (- D)(x-2)eno(x - p-1)
Fur x =0 ergibt dies (weil p eine ungerade Primzahl ist) den Satz von Wilson:
-1 =(p-1) ! mod p.
Modulo p konnen wir damit die folgende Rechnung durchfithren
-1 =(p-D!
-1

=

(p-k)
1

e

p-1
2

= l_[ ke
k=1 k
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p-1 p-1
22
= Jlk+ [](-k)
k=1 k=1
p-1 2
p-1[ 2
=-D2 I k
L
p-1
-zl

Wegen p = 1 (mod 4) folgt
1 E(%! )2 mod p,
d.h. -1 ist modulo 4 ein Quadrat,

1 =72 mod p
mit einer ganzen Zahl z. Es folgt

plz2

und wegen 7 | p auch
2

+1

nlze+1=+1i1)(z-1)
also

nlz+ioderm|z-i.
Wir schreiben jetzt wieder

p=mea
mit einer ganzen GauB3schen Zahl a.. Wire a eine Einheit, so wére p zu it assoziiert und

es wurde auch gelten
plz+ioderplz-i.

was offensichtlich nicht richtig ist, denn dann wire %Z + %i bzw. Il)z - % i eine ganze

Gaullsche Zahl. Wir wissen also o ist genau wie rt eine Nicheinheit. Aus der Zerlegung
p = e erhalten wir

p” = N(p) = N()*N(@),
wobei die beiden Faktoren rechts von 1 verschiedene nicht-negative ganze Zahlen sind.
Es folgt

N(m) = N(a) = p.
Schreiben wir 7 in der Gestalt

T=X+yel

mit ganzen Zahlen x, y € Z. Dann gilt

p=N(m) =x2 +y2,

d.h.es tritt der Fall (iii) ein.

Umgekehrt ist jede ganze GauB3sche Zahl 7t = x + yei mit

x*+y2=p

ein Primelement: es gilt dann e = p, d.h. @ und 7t sind Nicht-Einheiten’. Durch
Anwenden von N erhalten wir

> Wenn eine der beiden Zahlen Einheiten wiren, so wire es auch die anderen, denn sie gehen durch
Konjugation ineinander uiber.
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~ N(m)*N(m) = N(p) = p*.
also N(st) = N(7r) = p, d.h. 7t und = sind Primelemente.

Wir haben auBerdem gezeigt, fur jeden Primteiler it in I" einer Primzahl p = 1 (mod 4)
gilt
p=N(m) = Tt
d.h. p zerfillt in das Produkt von zwei Primelementen
n=x+y-iund§=x—y-i
Die beiden Primfaktoren sind nicht assoziiert (man multiplizieren mit den Einheiten 1, -

1, 1, -1 und beachte, x und y sind betragsmiBig verschieden, weil p ungerade Primzahl
ist).

QED.

Bemerkung

Zusammenfassend kann man sagen, in der Situation
Q C Qa)
U U
ZC T

spielen die ganzen Gauf3schen Zahlen fur den Korper

Q@) = Q+Q-i=QM)

dieselbe Rolle, wie die ganzen Zahlen Z fur den Korper Q. Aus dem obigen Beweis
kann man auBerdem einiges zum Verhalten der Primzahlen beim Ubergang von Z nach

I ablesen:
1.  Es kann passieren, da} sie Primelemente bleiben (wie die Primzahlen p = -1
(mod 4).

2. Es kann passieren, daf} sie in Produkte nicht-assoziierter Primelemente zerfallen
(wie die Primzahlen p = +1 (mod 4).
3.  Eskann passieren, dal} sie assoziiert sind zur Protenz einer Primzahl (wie die

Primzahl 2 = (1+ i)(1 - i) =(-i)» (1+1)2).

Es ist deshalb naheliegend zu fragen, ob die beschriebene Sitution auch fur andere
Korpererweiterungen von K/Q auftritt. In der Zahlentheorie interessiert man sich
besonders fur die endlichen Korpererweiterungen von Q,

[K: Q] < oo,

die wir im folgenden einfach Zahlenkorper nennen wollen. Wie sie aus der
Grundvorlesung Algebra wissen, treten dabei einige Probleme auf.

1.2 Der Ring Z[\-5] = Z + \-5-Z

Dieser Ring hat den Quotientenkorper Q(\/S). Trotzdem ist die Situation fur das
Diagramm

Q CQK-5)
U U
7 C ZIV-5]
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grundlegend anders als im Fall der ganzen Gaullschen Zahlen. Der Grund dafur ist die

Identitat
23 =1+ 5)2 =1 +y3)(1 -v5).

N: Z|V-5] — Z
wie im Fall der ganzen GauB3schen Zahlen die Normabbildung, d.h.
N(x + ye V-35) = x2 + 5-y2
N(a) = aea
N(a-p) = N(a)-N(p).

Wir die bezeichnen mit

1.2.1 Die Einheiten von Z[\/g ]

Fur jedes u € Z[\-5] sind folgende Aussagen dquivalent.
) u ist eine Einheit von Z[v/-3].
(ii) N(u) = 1.
(i) u€ {+1,-1}
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gibt es ein v € Z[\/S] mit
uev =1.

Es folgt

N(u) « N(v) = 1.
Da N(u) und N(v) nicht-negative ganze Zahlen sind, muf} dann aber gelten

N(u) = N(v) = 1.
(i) = (iii).
Wir schreiben u in der Gestalt u = x + y» 4/-5 mit ganzen Zahlen x und y. Dann gilt
x2 + 5-y2 =1,

alsoyzOundxzzi 1.
(ii1) = (1). trivial.
QED.

Bemerkung
Im weiteren muissen wir anders vorgehen als im Fall der ganzen Gaul3schen Zahlen,

denn wir wissen nicht, ob Z[\/g] ein ZPE-Ring ist. Die Teilbarkeitsargumente von 1.1.3
sind deshalb nicht anwendbar.

1.2.2 Die Unzerlegbarkeit einiger Elemente von Z[\-51
Die Elemente 2, 3, 1 + \/3 und 1 - \/3 sind im Ring Z[\/S] unzerlegbar.

Beweis. Angenommen, 2 ware zerlegbar. Dann gibt es Nicht-Einheiten u, v € Z[\-5]
mit
2 =uev,
also mit
4 =N(2) = N(u)*N(v).
Weil u und v keine Einheiten sind, mussen die beiden Faktoren rechts > 1 sein. Es folgt
N®@) = N(v) = 2.

u=x+y V3

X2+ 5-y2 =2.

Schreiben wir u in der Gestalt

mit ganzen Zahlen x und y. Es folgt
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Das ist nur moglich, wenn y = 0 ist (andernfalls wire die linke Seite > 2), also X2 = 2,
was nicht moglich ist. Wir haben gezeigt, 2 ist unzerlegbart.

Dieselbe Argumentation mit 3, 1 + V-5 und 1-4/-5 zeigt auch die Unzerlegbarkeit dieser
Elemente:

2 2

3=uev=>9=N(u)*N(v) = 3=N(u) = x2 + 5ey“ = 3 = x“ Widerspruch
bzw.
1 /55 = uev = 6= N(u)sN(V) = 2 oder 3 = N(u) = x2 + 5+y2
= 2oder3 = x2 Widerspruch
QED.

1.2.3 Folgerung
Z[-3] ist kein ZPE-Ring.

Beweis. Wire Z[\/g] ein ZPE-Ring, so wiren nach 1.2.2 die Zahlen

2,3,1+4-5und 1-4-5

Primelemente dieses Rings. Wegen

2:3=(1+4-5)+(1-4-5)
211+4-50der211-4/-5

gelten. Beides ist nicht der Fall, denn
1 1 1 1
>+ V-5 und 5 - 5V-5

sind keine Elemente von Z[\/E ].
QED.
Bemerkung

Die obigen Ergebnisse zeigen, fur den Ring Z[\-5) kann mit Aussagen, wie wir sie fur Z
und I" kennen, nicht erwarten. Ein Grund dafur konnte sein, daf3 Z[\/g] der falsche
Teilring von Q(@-5) ist. Es stellt sich also die Frage, gibt es einen Teilring

wiirde

R C QW-5) mit Q(R) = Q(W-5) und Z C Q(R),

welcher ZPE-Ring ist, d.h. gibt es ein Diagramm

Q C Q-5
U U
7 C R

dessen obere Zeile gerade aus den Quotientenkorpern der unteren Zeile besteht mit

R ZPE-Ring.

Die Antwort lautet ja: R = Q(\/g) ist ein solcher Ring. Das ist naturlich nicht die

Antwort, die wir suchen. Der Ring R sollte kein Korper sein, er sollte dem Ring Z
moglichst nahe stehen. Fine Forderung, die man zusitzlich stellen konnnte wére zum
Beispiel die Bedingung, daf3

R endlich erzeugter Z-Modul

sein soll. Es stellt sich heraus, daf} diese zusatzliche Forderung eine Moglichkeit bietet,
den Ring R,, falls es ihn gibt, zu bestimmen. Der Ring R ist dann namlich gerade die

sogenannte ganze AbschlieBung von Z in Q(\/g) (welche eindeutig bestimmt ist und sich
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berechnen 146t). Wir mussen uns deshalb zunichst mit ganzen Erweiterungen von
Ringen und ganzen AbschlieBungen beschaftigen.

1.3 Ganze Erweiterungen

1.3.1 Definition
Sei h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Ein Element
aES
heiflt ganz uiber R (beziiglich h), wenn es ein Polynom
f € R[x]-{0}
mit dem hochsten Koeffizienten 1 gibt mit
(@) = 0.
Dabei bezeichne fh € S[x] das Polynom, welches man aus f erhélt, wenn man auf alle
Koeffizienten den Homomoprhismus h anwendet. Das Polynom f heifit in dieser
Situation auch Ganzhzeitspolynom fur .

Der Homomorphismus h: R—S heifit ganz, wenn jedes Element von S ganz ist itber R

bezuglich h.
Bemerkungen

(i) Der Homomorphismus h: R — S ist genau dann ganz, wenn die natirliche
Einbettung

h(R) & S
ein ganzer Homomorphismus ist. Bei der Untersuchung von Ganzheitsfragen kann man
sich deshalb meist auf den Fall beschranken, dal R ein Teilring von S und h die
natiirliche Einbettung ist. In dieser Situatin spricht man dann davon, daf} S ganz
ist iber dem Teilring R.
(i) In der obigen Situation besitzt S in naturlicher Weise die Struktur eines Moduls
uiber R. Die Modul-Multiplikation ist dabei gegeben durch die Abbildung

RxS — S, (r,s) » h(r)es.
Wir werden im folgenden, oft vereinfachend
res ;= h(r)es
schreiben, wenn klar ist, welches der Homomoprhismus h sein soll.

1.3.2 Kriterium fur die Ganzheit eines Elements

Seien h:R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1 und aES ein
Element. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(1) o ist ganz uber R bezuiglich h.

(i1) Der Ring h(R)[ o] ist ein endlich erzeugter R-Teilmodul von S.

(ili)  Es gibt einen endlich erzeugten R-Teilmodul M C S mit
oM C M und 1EM.
Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung besteht eine Relation der Gestalt
(1) o+ h(a a4 ..+ h(a )=0mita ER.
Sei
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M :=Re o0 + Re o0 + Re 02+, 4R+ o™
Dann ist M ein endlich erzeugter R-Modul mit
h(R)U{a} &M C h(R)[ al.
Es reicht zu zeigen, rechts gilt das Gleichheitszeichen. Der Ring
h(R)[ a]
ist der kleinste Teilring von S, der h(R) und o enthélt. Deshalb reicht es zu zeigen,
M ist ein Teilring von S.

Offensichtlich ist M eine additive Untergruppe von S. Es reicht also zu zeigen, das
Produkt von zwei Elementen aus M liegt wieder in M. 'Da M ein R-Modul ist, reicht es

zu zeigen, das Produkt von je zwei der Erzeugenden o liegt wieder in M,
alea €M furij=0,..,n-1.
Zum Beweis kann man annehmen, i = 1. Dann ist die Aussage aber fur j=0,..., n-2
trivial: . _
as o =l tl e M.
Sei also h = n-1. Wir haben zu zeigen o € M. Das gilt aber wegen (1).
(11) = _(ii). trivial: M = h(R)[ a] ist ein solcher Modul.

(i) = (1). (vgl. den Beweis der Cramerschen Regel). Sei

M=Rm, + .. +Rm
1 S

ein Teilmodul von S mit oM C M und 1EM. Wegen oM C M gilt

S

am. = Y a.m. mita..ER,

i~ ij
=1

d.h.

S

0= 00..-a..)m. furi=1,...,s,

jzl( 1] 1J) J

wobei 6ij das Kronecker-Symbol bezeichne. Wir fixieren jetzt einen Index ¢ und

betrachten die sxs- Matrix

Wir multiplizieren die i-te Gleichung mit der adjungierten Unterdeterminante Ai ( und

bilden die alternierende Summe. Nach dem Entwicklungssatz fur Determinanten
erhalten wir

0= det(océij - aij)-m ¢
Diese Relation gilt fur jedes m / und, da die m ¢ den Modul M erzeugen, fur jedes
Element von m,
det(aﬁij - aij)-m = 0 fur jedes mEM.
Wegen 1EM ist damit auch
det(oc-h(f)ij) - h(aij)) =0.
Nun ist
f(x) = det(f)ij‘x - aij) € R[x]
ein Polynom vom Grad s mit dem hochsten Koeffizienten 1 und es gilt
fh(oc) = det(a-h(éij) - h(aij)) =0.
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Mit anderen Worten o ist ganz tiber R.
QED.

1.3.3 Beispiele

(1)  Der Ring der ganzen Gauf3schen Zahlen ist ganz uiber Z (weil er als Z-Modul
endlich erzeugt ist).

(i)  Ist S ein kommutativer Ring mit 1,
RCS

ein Teilring mit 1 und XES ein uiber R ganzes Element, so ist
R[x] ganz uber S.
Denn R[x] ist dann ein endlich erzeugter R-Modul der das Einselement enthélt und jedes
Element y von R[x] hat die Eigenschaft

y*R[x] © R[x]

3 3
(i) Die Ringe ZI\-5], Z[\2], ...sind ganz Uber Z weil die Elemente V-5, /2 sind iber
dem Ring Z:;

3
W32 +5=0,(¥2)*-2=0, ..
1.3.4 Die ganze AbschlieBung
Sei h: R — S ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Dann ist die Menge
R := { xES | x ist ganz iiber R bezuglich h }
ein Teilring von S. Er heifit ganze AbschlieBung von R in S.

Ist R ein Teilring von S und h die natiirliche Einbettung R — S, so sagt man, R ist

ganz abgeschlossen in S, falls R = R gilt. Ein Integritatsbereich, der ganz
abgeschlossen ist in seimen Quotientenkorper, heifl normal.

Beweis. Wir konnen R durch h(R) C S ersetzen und deshalb annehmen,

RCS
(und h ist die natirliche Einbettung). Wir haben zu zeigen, mit je zwei Elementen

X,y € R
liegt auch das Produkt und die Summe in R. Weil x ganz ist iber R, ist R[x] ein endlich
erzeugter R-Modul,

R[x] = R(n1
Weil das Element y ganz ist uiber R, ist es auch ganz uber R[x], d.h.
R[x,y] ist ein endlich erzeugter R[x]-Modul,
R[x, y] = R[x]n 1+...+R[x]ns.

Zusammen erhalten wir, dafl R[x,y] als Modul uiber R von den endlich vielen Produkten

.M.
1]
erzeugt wird. Deshalb ist jedes Element von R[x,y] ganz tiber R, inbesondere also auch
xy und x+y.
QED.

+...+RooS
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1.3.5 Beispiel fur einen normalen Integritatsbereich
Sei R ein ZPE-Ring mit dem Quotientenkorper K. Dann ist R ganz abgeschlossen in K,
also normal.

Beweis. Sei x€K ganz uiber K. Wir haben zu zeigen,

xER.
Wir schreiben x in der Gestalt

x = a/b mit a,b€R und a,b teilerfremd.
Nach Voraussetzung gilt fur x eine Identitat der Gestalt

xM+a xn'1+...+an=0mitaiER.

1
Wir multiplizieren diese Identitat mit b™ und erhalten

al +a an'lb +a an'zb2 +...+ab'=0.
1 2 n

Dies ist eine Identitét in R. Es gilt also

b teilt a™.
Das ist aber nur moglich, wenn b eine Einheit ist, denn a und b sind nach Wahl
teilerfremd. Also ist x = a/b ein Element von R.

QED.

Bemerkung

Kehren wir zur Situation zuruck, wie wir sie in 1.2.3 betrachtet haben:
Q C Q-9
U U
7 C R

mit einem Ring R, der als Z-Modul endich erzeugt ist und den QuotientenkOrper Q(-5)
besitzt. Dann ist R ganz uiber Z. Ist R auerdem ein ZPE-Ring, so ist R nach dem eben

bewiesenen Ergebnis ganz abgeschlossen in Q(@>-5). Mit anderen Worten, der von uns
gesuchte Ring ist gerade die ganze Abschliefung von Z in QW-5),

R = ganze AbschlieBung von Z in Q(/-5).

Das nachfolgende Ergebnis besagt leider, dal wir damit nicht weitergekommen sind,
den die gesuchte ganze AbschlieBung ist danach gerade der Ring

ZIN-51=Z + 245,

von dem wir bereits wissen, dal es kein ZPE-Ring ist. Es besagt aber auch, daf} es
keinen ZPE-Ring gibt, we wir ihn suchen: wir werden uns etwas anderes einfallen
lassen mussen.

1.3.6 Beispiel fur eine ganze AbschlieBung: Z [V-51
Die ganze AbschlieBung von Z im Zahlenkorper Q(\/g) ist der Ring Z[\/S ].

Beweis. Weil

ZIN-51=Z + Z+ \-5,
als Modul uber Z endlich erzeugt ist, ist Z[\-5] ganz uber uber Z. Wir haben noch zu
zeigen, jedes Uiber Z ganze Element von QM-53) liegt in diesem Ring. Sei also

a=a+bey-5€QW-5)

ganz uber Z. Dann ist aber auch
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a:a-b-\/g

ganz iiber Z (dann das Ganzheitspolynom fir o besitzt auch o als Nullstelle). Dann
sich abert auch die rationalen Zahlen

a+a =2a
und
o a = a2 + 5-b2
ganz Uiber Z. Nun ist Z ein ZPE-Ring, also ganz abgeschlossen in Q, d.h. es gilt°
2a € Z und a® + 5-b> € Z. (1)
Wir schreiben
a=%a’ mita’ € Z.

Es folgt%-a’z +5:b2 € Z, also a2 + 20+b% € 7, also 20-b2EZ. Damit 1Bt sich b in
der folgenden Gestalt schreiben:
b= % mitu, vE Z, u, v teilerfremd, V2 [20 = 22-5.
Daraus ergibt sich v | 2 und wir konnen schreiben
b=4b’ mitb’ EZ.
Durch Einsetzen in den rechten Ausdruck von (1) erhalten wir
a2+ 502 €4z,

d.h.

a2 + b2 =0mod 4.
Da das Quadrat einer ganzen Zahl nur kongruent O oder 1 modulo 4 sein kann, folgt

a2 =b"2=0mod 4,
d.h. a’ und b’ sind gerade und a und b sind ganz:

a,beZ,
d.h. a =a+be\-5 € Z[-5].

Wir haben gezeigt, Z[-5] ist die ganze AbschlieBung von Z in Q(\/S ).
QED.

Bemerkungen

(1) IstR ein ZPE-Ring und

np g
x=() 'er () o)
so besteht fur die von x und den p; erzeugten Ideale
I:=xR und ®; = piR
die Relation
np g
[=(p ) "se ) 3)

und diese Relation ist 4quivalent zu (2). Der Satz uiber die eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren 148t sich also auch in der folgenden Weise formulieren:

Jedes von O und R verschiedene Ideal I eines ZPE-Rings 14 sich in eine Produkt
von Primidealpotenzen zerlegen. Die Exponenten in dieser Zerlegung sind
eindeutig bestimmt.

% Man beachte, aus den beiden nachfolgenden Relationen folgt auch umgekehrt, daB o ganz ist uber
Z, denn a. ist Nullstelle des Polynoms

(X- A)(X - @) = X2 - (O+0)ox + OL* O .
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Wie sich herausstellt, 1at sich die Aussage in der Gestalt (3) auf den Fall
verallgemeinern, dal R ein normaler Integritatsbereich ist, in welchem jedes von 0
verschiedene Primideal maximal ist. Solche Ringe hei3en Dedekind-Ringe.

Wir werden spater sehen, die ganze Abschliefung

9%

von Z in einer endlichen Korpererweiterung K von Q ist ein Dedekind-Ring.
Diese Ringe spielen deshalb dieselbe Rolle fur den Korper K, wie es die ganzen

Zahlen fur den Korper der rationalen Zahlen spielen. Der Ring OK heiflit deshalb

auch Ring der ganzen Zahlen von K. Um diese ganzen Zahlen von den
gewohnlichen ganzen Zahlen von Z zu unterscheiden, werden wir letzter auch
ganze rationale Zahlen nennen.

Bevor wir die Dedekind-Ringe etwas genauer beschreiben und den
Zerlegungssatz beweisen konnen, benotigen wir einige elementare Eigenschaften
der sogenannten diskreten Bewertungsringe.

1.4 Gebrochene Ideale und diskrete Bewertungsringe

1.4.1 Operationen mit Idealen
Seien R ein Integritatsbereich mit dem Quotientenkorper

und

K =Q(R)

19, I” g K

R-Teilmoduln von K. Dann sind’

I’ + I”, I’ﬂl”, I"I”

ebenfalls R-Teilmoduln von K. Weiter sind fur jeden R-Teilmodul
ICK

die beiden folgenden Mengen wieder R-Teilmoduln von K.

rl—{xeKIXICR},
RI) :={xEKIXICI}.

1.4.2 Eigenschaften von Ideal-Operationen

(@)

(i)
(iii)
@iv)

Addition, Multiplikation und Durchschnitt von R-Teilmoduln von K sind
assoziative und kommutative Operationen.

(I’ +T7) = oI’ + [,
R(I) DR DI

I, g I” _) I”—l g I’_l.

1.4.3 Begriff des gebrochenen Ideals
Sei R ein Integrititsbereich mit dem Quotientenkorper

K = QR).

7 Nach Definition ist

und

Fr+0={+x"Ix’€lundx” €I’}

rer

ist der von den Produkten x’ex” mit x” € I’ und x” € I”” erzeugte R-Modul.
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Ein gebrochenes Ideal von R ist ein R-Teilmodul

ICK
von K mit I # 0 und mit der Eigenschaft, daf3 es ein Element a € K - {0} gibt mit
al C R.
Bemerkungen
6] Das Element a kann man in der beschriebenen Situation aus R - {0} wiahlen.

(i1) al ist ein Ideal von R.

1.4.4 Eigenschaften von gebrochenen Idealen

Seien R ein Integritatsbereich und I’, I’ und I gebrochene Ideale von R. Dann sind auch
die folgenden Mengen gebrochene Ideale.

U+, A, T, L RO,

Beweis. Fur die ersten drei Mengen ist das offensichtlich. Fur die letzten beiden
betrachten wir die Menge

T ={xEKIxI"CT }.
Far'=Rund " =TistJ = 'L, Far ' = I” = List J = R(I). Es reicht also zu zeigen,
daf} J ein gebrochenes Ideal ist.
Die Menge J ist # 0: wiahlen wir von Null verschiedene Elemente a, b mit

a”’ C Rundb &' R.
Dann ist ab ein von Null verschiedenes Element mit

abe .

Es gibt ein von Null verschiedenes Element ¢ mit ¢J C R: wir wihlen von Null
verschiedene Elemente e, f mit

e’ CRund fET.

Dann gilt ef] C R.
QED.

1.4.5 Kriterium fur gebrochene Ideale im Fall noetherscher Ringe

Seien R ein noetherscher Integritatbereich mit dem Quotientenkorper K und
ICK

ein von Null verschiedener R-Teilmodul von K. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.

6)) I ist ein gebrochenes Ideal von R.
(i1) I ist als R-Modul endlich erzeugt.

Beweis. (i) = (ii). Sei a €K - {0} ein Element mit al C R. Weil R noethersch ist,

besitzt das Ideal al ein eindliches Erzeugenden System, sagen wir

al=Ra, +... +Ra .
1 n

Dann gilt aber
a a
[=Re—+ ...+ Re =,
a a
d.h. der R-Modul I ist endlich erzeugt.

(1) = (1). Sei al, s an € K ein endliches Erzeugendensystem des R-Moduls I,

I=Rea, +...+Rea .
1 n
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b.

Jedes ai konnen wir in der Gestalt ai == schreiben mit bi’ ci ER, ci # 0. Wir setzen
i

cC=cC,e...°C .
1 n

Dann gilt c-ai € R fur jedes i, also

cel=Reca, +...+Reca CR.
1 n

QED.

1.4.6 Begriff der diskreten Bewertung

Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung von K ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus

v:K¥ — 7Z
der multiplikativen Gruppe des Korpers K auf die additive Gruppe der ganzen
rationalen Zahlen. Dabei soll nach Vereinbarung

v(0) = o0
sein und fur je zwei Elemente x, y € K soll gelten
min { v(x), v(y) } < V(x +y)

1.4.7 Beispiel: formale Laurent-Reihen
Seien F ein Korper, t eine Unbestimmte und

K :=F((1))
der Korper der formalen Laurent-Reihen, d.h. der formalen Summen der Gestalt
o0
— n __. .
f:= > ant mit a € F fur alle n. (1)
n>>-00

Dabei soll n >> -0o0 bedeuten, dall es nur endlich viele von Null verschiedene an mit

negagiven n geben soll. In dieser Situation ist durch
v(f) ::inf{nlan # 0}

eine diskrete Bewertung gegegen. Mit anderen Worten v(f) ist die Nullstellen-
Polstellen-Ordung von f an der Stelle t = 0.
Um einzusehen, dal K tatsachlich ein Korper ist, betrachtet man zunachst den formalen
Potenzreihen ring

F[[t]]

d.h. die Menge der formalen Summen den Gestalt
o)
— n . .
f .—n ; . ant mit a € F fur alle n. )
Man sieht sofort, da3 man solche Summen addieren kann (indem man die Koeffizienten
a addiert). Die Formel fur die Multiplikation von Polynomen aus F[t] definiert auch fur

solche formalen Summen eine Multiplikation und versieht F[[t]] mit der Struktur eines
kommutativen Rings mit 1. In diesem Ring ist das Element 1 - t umkehrbar, und es gilt

+t7+ ... =

n=20
(wie man durch Multiplizieren von 1 - t mit der Reihe auf der rechten Seite sieht). Fur
jede Reihe (2) mit dem Absolutglied

1 2.3 T
=i+t >t

f0)=a,=1

sieht man, indem man in der obigen Formel fur t die Reihe
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0 )
f-f0)= 3 at
n=1

einsetzt, da auch die Reihe (2) umkehrbar ist. Insgesamt ergibt sich:

f € F[[t]] ist umkehrbar < f(0) # 0.

Insbesondere sehen wir, der Potenzreihenring F[[t]] ist ein lokaler Ring mit dem
einzigen maximalen Ideal

tF[[t]].
Mit anderen Worten, jedes Element f € F[[t]] - {0} hat die Gestalt
f=tlen (3)

mit einer eindeutig bestimmten Potenzreihe u, deren Absolutglied #= 0 ist, die also eine
Einheit von F[[t]] ist. Mit der oben definierten Funktion v gilt

v(feg) = v(f) + v(g) fur f, g E F[[t]] - {0}
(weil sich die Anfangsterme der Potenzreihen multiplizieren, wenn man die

Potenzreihen multpliziert). Insbesondere ist mit f und g auch feg von Null verschieden,
d.h.

F[[t]] ist ein Integritatsbereich.
Auf Grund der Beschreibung (3) der von Null verschiedenen Elemente von (3) sehen
wir, die von Null verschiedenen Elemente des Quotientenkorpers haben die Gestalt

f = t"eu, n € Z und u Einheit von F[[t]].

Mit anderen Worten, es gilt
QCF[[t]D = F((1)).

1.4.8 Eigenschaften diskreter Bewertungen

(i) Fur jede diskrete Bewertung v: K*¥ — 7Z und Elemente x, y mit v(x) # v(y) gilt
V(X +y) = min{ v(x), v(y) }.
(i)  Fur jede diskrete Bewertung v: K* — 7 ist die Menge
RV ={xeKIvx)=0}
ein kommutativer Integritatsbereich mit 1, der genau ein maximales Ideal besitzt.

Dieses maximale Ideal wird von nur einem Element erzeugt. Jedes Element x € K
mit v(x) = 1 erzeugt dieses Ideal. Der Ring RV heiOt Bewertungsring von v,

dessen maximales Ideal Bewertungsideal von v.

Jedes Element yEK* 14t sich auf genau eine Weise in der Gestalt

y = uex"

schreiben mit einer ganzen Zahl n und einer Einheit u von RV. Jedes von Null
verschiedene Ideal von RV hat die Gestalt

x"R,nEZ.n=0.
Insbesondere ist xR das einzige von Null verschiedene Primideal und es gilt

N x"R=0
(Krullscher Durchschnittssatz).
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(iii)) Sei R ein kommutativer Integrititsbereich mit 1 mit genau einem von Null
verschiedenen Primideal®. Dieses Ideal werde von nur einem Element erzeugt.
Dann ist R Bewertungsring einer diskreten Bewertung des Quotientenkorpers von
R.

Beweis. Zu (ii). Weil v: K* — Z ein Homomorphismus ist, gilt
X,y E RV -{0} =2 vixy)=v(x) +v(y) =20 = xy € RV.
Weiter gilt
X,yERV=>V(X+y)2min{v(x),v(y)}20 =x+yERV.
Wegen

v(l)=v(le1)=v(1) + v(1)
gilt v(1) =0, also

lIeR .
v

Weiter ist
0=v(l) =v((-1)s(-1)) = v(-1) + v(-1) = 2ev(-1),
also v(-1) =0, d.h.

-leR .
v

Zusammen sehen wir, dal R ein kommutativer Ring mit 1 ist. Wegen RV C K ist RV
ein Integritatsbereich. Weil die Abbildung
v: K¥ — 7
surjektiv ist, gibt es ein Element
mt € K* mit v(i) = 1.
Insbesondere ist
e RV.
Ist y € K* ein beliebiges weiteres Element und bezeichnet n := v(y) € Z dessen Wert,
so gilt

V(y/nn) =v(y)-nev(m)=n-n=0
d.h.

u=y/a"
ist ein Element von RV mit dem Wert 0, d.h. auch ul liegt in RV. Wir haben gezeigt,
jedes Element von K* hat die Gestalt
y = ue " mit einer Einheit u ER:
Dabei sind u und n durch y eindeutig festgelegt, denn es ist

v(y) = v(ue 1) = v(u) + nev(m) =0 + ne1 = n,
d.h. n ist eindeutig bestimmt (und damit auch u). Weiter gilt

yERV<=>nzO
und
yE:rcRV@V(y)zl.

® Im Fall noetherscher Ringe reicht es zu fordern, daB es genau ein von Null verschiedenes maximales
Ideal gibt. Nach dem Krullschen Durchschnittssatz fur nullteilerfreie lokale Ringe gibt es dann auch nur
ein von Null verschiedens Primideal.
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Insbesondere ist jedes Element von RV, welches nicht in 7t RV liegt, eine Einheit. Mit

anderen Worten,
TERV:{yEKIV(y)z 1}

ist das einzeige maximale Ideal von RV. Letztere Identitét gilt fur jedes Element m € K*
mit v(rw) = 1.

Sei jetzt J ein von Null verschiedenes Ideal von RV. Wir fixieren ein

Erzeugendensystem {ai}i a1’
d.h. eine Familie von Elementen a, aus J mit der Eigenschaft, da} jedes Element von J

eine R-Linearkombination der ai ist. Wir schreiben die ai in der Gestalt

. *
a.=ux 'mitu. ER_ ,n.€EZ,n. =0,
1 1 1 Vi 1
und setzen
n ;= min {ni}.

Dann gibt es ein i mitn = n.. Alle Erzeuger sind damit Vielfache des zugehorigen a, und
es gilt

I=aR =xa"R

v A%

Zu (iii). Sei
m = n-R, 1 €ER,
das einzige von Null verschiedene Primideal von R. Dann ist m auch das einzige
maximale Ideal von R. Fur jedes x € R setzen wir
v(x) :=sup{nEZInzO,xEmn}
:=sup{n€ZInzO,nnIx}
Dann gilt fur x, y ER
v(xy) = v(X) + v(y).
Angenommen, es gibt Elemente x, y €R - {0} mit

o V(Xy) > Vv(x) + v(y), _ '
Dann sind die Summanden v(x) und v(y) auf der rechten Seite endlich,

X = uert?, y = V-xb, a=v(x),b=v(y),u, vER.

Die Elemente u und v konnen dann nicht in m liegen, d.h. sie sind Einheiten,

u, v E R*,
Wegen der obigen echten Ungleichung besteht aber auch eine Relation
Xy = werd 0+l it w e R,

d.h.

uV.ﬂa+b _ W.na+b+1_

Weil R ein Integrititsbereich ist, folgt

uv = wWet € m,
Das Produkt uv der Einheiten u und v ist eine Nicht-Einheit. Das ist offensichtlich nicht
moglich. Wir haben damit gezeigt
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v(xy) = v(x) + v(y) fur beliebige Element x, y € R. (1)

Als maximales Ideal ist m echt enthalten in R,
m CR.
Weil R ein Integrititsbereich ist, ist die Multiplikation mit 7t eine injektive Abbildung.

Aus der obigen echten Inklusion erhalt man also durch Multiplikation mit x"* die echte
Inklusion

mn+1 C m".

Insbesondere gibt es ein Element

XEm- m2.
Weil x ein Vielfaches des Erzeugers it von m ist, folgt

TEm- m2,
d.h.

v(m) =1,
also
v(un™) = n fur jede Einheit uER* und fiur n nicht-negativ ganz.

Sei

J={xeRIv(X)=00}

die Menge der Elemente von R, die durch jede Potenz von mt teilbar sind. Diese Menge
ist ein Ideal von R, und es gilt

_MN%® .n
J= ﬂn=1 m".
Fur xy € J gilt wegen (1):
V(x) + v(y) = v(xy) = o0,
also v(x) = oo oder v(y) = co. Mit anderen Worten,

J ist ein Primideal.

Wegen ] C m? C m muB dann aber J = 0 gelten, d.h. es gilt der Krullsche
Durchschnittssatz’

N2, m™ =0. 2)

Mit anderen Worten nur fur x =0 gilt v(x) =0,
v(x) < oo fur jedes x € R - {0}.

Insbesondere 1aBt sich jedes Element x € R - {0} in der Gestalt

° Der Durchschnittssatz von Krull besagt, daB fur jedes echte Ideal I in einem noetherschen
Integritatsbereichz gilt

N1M=0
(es gibt weitere Varianten dieses Satzes - vgl. Matsumura [1], Th. 8.10). Falls R nothersch ist, ist also

(2) automatisch erfullt. Wir miissen dann nur annehmen, das einzige maximale Ideal von R wird von
einem Element erzeugt.
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X =ust' mitn €Z,n =0, u Einheit in R

schreiben (man wihle fur n die groBte nicht-negative ganze Zahl mit x € m", dann muB
u eine Einheit sein). Die von Null verschiedenen Elemente des Quotientenkorpers

K=Q(R)
haben damit die Gestalt

X = uent” mit u € R*,
Wir konnen so die Abbildung v zu einem Homomorphismus
v: K¥ — Z
fortsetzen, indem wir setzen
V(U°J'I:n) =n.
Dieser Homomorphismus ist surjektiv wegen v(rt) = 1. Weiter gilt fur u, u> €R* und n
=n’:
V(lPTlZn + u’-nn’) =v((u+ u’-nn"n)-nn)
=v(u+ u’-nn’_n) + V(Jrn)
= v(r") 3)
=n
=min {n, n’}
=min { V(U'J‘En)+ V(u’-nn’)}
d.h. fur x, y € K gilt

V(X +y) = min {v(x), v(y)}
Wir haben gezeigt, v ist ein diskrete Bewertung von K. Der zugehorige diskrete
Bewertungsring ist

{xEKIv(x)20} ={un"In=0}=R.
Zu (1). In der gerade durchgefuhrten Rechnung gilt im Fall n < n’ in (3) das
Gleichheitszeichen, denn das Element

b
u+uert M

ist in dieser Situation eine Einheit, d.h. es gilt v(u + u’-nn,'n) =0.
QED.

1.4.9 Definition: diskreter Bewertungsring

Ein diskreter Bewertungsring ist ein Hauptidealring'® mit genau einem von Null
verschiedenen Primideal.

1.4.10 Charakterisierung der diskreten Bewertungsringe
Sei R ein Integrititsbereich mit dem Quotientenkorper

K =Q(R).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) R ist ein Bewertungsring.
(i1) R ist Bewertungsring einer diskreten Bewertung von K.
(1) R besitzt genau ein von Null verschiedenes Primideal, welches Hauptideal ist.
(iv) R ist noethersch, normal und besitzt genau ein von Null verschiedenes
Primideal.

Beweis. (iii) = (ii). Dies ist gerade die Aussage von 1.4.7 (iii).

' Ein Hauptidealring ist ein Integrititbereich mit der Eigenschaft, daB jedes Ideal ein Hauptideal ist, d.h.
von nur einem Element erzeugt wird.
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(i) = (1). Dies ist ein Teil der Aussage von 1.4.7 (ii).
(1) = (iii). Gilt trivialerweise.

Wir haben gezeigt, die Aussagen (i), (ii) und (iii) sind aquivalent.

(1) = (iv). Nach Voraussetzung ist R ein Hauptidealring, also insbesondere noethersch.

Als Hauptidealring ist R ein ZPE-Ring, also normal (nach 1.3 Die letzte Bedingung
von (iv) ist erfullt auf Grund der Defintion des Begriffs “diskreter Bewertungsring”
(vgl. 1.4.8).

(iv) = (1). Es reicht zu zeigen, jedes Ideal von R ist ein Hauptideal.
Sei I ein beliebiges gebrochenes Ideal von R. Betrachten wir das gebrochene Ideal

R ={x€EKIXICTI}
(vgl. 1.4.1 und 1.4.3).

1. Schritt: R(I) = R.

Aus der Definition von R(I) liest man ab, daf3
R(I) kommutativer Ring mit 1
ist und daf} die Inklusionen

RCRI)CK
bestehen. Fur jedes a € R(I) gilt

R[a] € R(D).
Weil R noethersch ist, ist das gebrochene Ideal R(I) als R-Modul endlich erzeugt (nach
1.4.4), also noethersch. Insbesondere ist R[at] als R-Modul endlich erzeugt, d.h. o ist

ganz uber R (nach 1.3.2). Weil R nach Voraussetzung normal ist, folgt x € R. Wir

haben gezeigt,
R() =R. (1)

Bezeichne m das einzige von Null verschiedene Primideal von R. Wegen m C R gilt

R=RR)=R1 Cm’! )
Das erste Gleicheitszeichen ergibt sich aus (1), dann R ist ein gebrochenes Ideal uber

sich selbst. Das zweiter Gleichheitszeichen folgt direkt aus den Definitionen in 1.4.1
und die Inklusion rechts ergibt sich aus 1.4.2.

2. Schritt. m™! = R.
Zumindest gibt es ein von Null verschiedenes Ideal I,

0=I1ICR
mit
=R
(zum Beispiel ist fur I = aR mit a € m - {0}, das Ideal I'1 D) %R ) R echt groBer als

R). Weil R noethersch ist, gibt es unter den Idealen I ein maximales. Sei
J
ein solches Ideal. Es reicht zu zeigen, J ist ein Primideal (denn dann gilt J = m).

Seien x, y € R Elemente mit
xy € Jund x € J.
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Es reicht zu zeigen, y € J. Zum Beweis fixieren wir ein Element
zerl R
Es gilt
zy(XR +J) = zyxR + zy] C z] C R
also
zy € (xR +1J )'1

Wegen x & R und der Maximalitit von J ist das Inverse von xR + J gleich R, d.h. es ist

zy € R,
also
z(yR+J) C R,
also
z€ (yR+ J)'1
Weil z nicht in R liegt, folgt
R+ = R,

Wegen der Maximalitat von J kann das Ideal yR + J nicht echt grofer sein als J, d.h. es
gilt
yel

3. Schritt. mem™! = R.
Es gilt

RO mem’1 -m.
Die linke Inklusion ergibt sich dabei aus der Definition von m'l, die rechte aus m’ ! D)
R (vgl. (2)). Da das Ideal m maximal in R ist,, folgt

m°m'1 =R oder m°m'1 =m.
Es reicht zu zeigen, die zweite Identitat ist falsch. Angenommen, es wire
mom'1 =m.
Nach Definition von R(m) ist dann
ml C R(m).

Nach dem ersten Schritt steht auf der rechten Seite aber R,, und diese Inklusion
wiederspricht der Aussage des zweiten Schritts (zusammen mit (2)).

4. Schritt, ()27, m" =0.
Wir setzen

D:= ﬂ;’il m!
Auf Grund des dritten Schritts gilt

m-l em! C mn-l
also
m 1D CD,
also
m !l CRrRD).

Weil R noethersch ist, ist das Ideal D endlich erzeugt, also ein gebrochenes Ideal von R
oder gleich Null (nach 1.4.4). Nach dem ersten Schritt ware im ersten Fall die rechte
Seite der Inklusion gleich R, im Widerspruch zum zweiten Schritt. Also gilt

D=0.

5. Schritt. Es gibt ein Element t&m - m?.
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2, so wire m" = m fur n = 1,2,3...., also

m=[) Iﬁl m? = 0.
Nach Voraussetzung soll aber m das von Null verschiedene Primideal von R sein.
6. Schritt. Es gilt m = wR.

Wiare m = m

Aus €m, d.h. xR C m erhalten wir durch Multiplikation mit m'1

mem ! C mem™! CR.
Die Inklusion rechts besteht nach Definition von m'l. Die Inklusion
om’ ] Cm
kann jedoch nicht bestehen, denn durch Multiplikation mit m wiirde sich daraus
7R =!! wem Lem C m?2
ergeben im Widerspruch zur Wahl von st im 5. Schritt. Wir sehen so, mem™! ist ein
Ideal von R, welches nicht ganz im maximalen Ideal von R enthalten ist, d.h.

gem !l =R
Wir multiplizieren mit m und erhalten auf Grund des 3. Schritts
7R = m.
7. Schritt. Jedes Element o € R - {0} 146t sich in der Gestalt
o= ue"
schreiben mit u € R* und n nicht-negativ ganz.
Wegen a # 0 und dem 4. Schritt gibt es eine nicht-negative ganze Zahl n mit
o€ mh- mn+1’
d.h. o hat nach dem 6. Schritt die Gestalt
o =uen" mitu ER.
Wegen o ¢ m™1 kann u nicht in m liegen. Nun ist aber m das einzige maximale Ideal

von R, d.h. u ist eine Einheit.
7. Schritt. Jedes Ideal J von R ist ein Hauptideal.

Wir konnen annehmen, J # 0. Dann gibt es ein Erzeugendensystem {ai}i oI von J aus
von Null verschiedenen Elementen

ai eJ-{0}
(d.h. jedes Element von J ist eine endliche R-Linearkombination der ai). Wir schreiben

die ai in der Gestalt

n-
a, = U ! mit u € R*und n, nicht-negativ ganz

und setzen
n ;= min {ni}.

Dann gibt es ein 1 mit n, =n Das zugehorige a, teilt alle anderen aj, d.h. es gilt
J= aiR.

Wir haben gezeigt, J ist ein Hauptideal.
QED.

" vgl. den 3. Schritt.
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1.4.11 Die Topologie zu einer diskreten Bewertung
Seien K ein Korper, v: K*¥ — Z eine diskrete Bewertung und
peEO, HCR
eine fest gewahlte reelle Zahl im offenen Einheitsintervall. Wir setzen
Xl = 0V®) firx eK.

Dann gilt
@) leV = 0 fur alle x und |X|V =0&ex=0.
(i1) Ix-ylV = lev-lylV

(i)  Ix+ yIV < IxIV + IyIV

Mit anderen Worten, IxIV hat die Eigenschaften einer Norm, und die Abstandsfunktion
dx,y) :=1Ix - yIV ,

welche durch diese Norm definier wird, versieht den Korper K mit der Struktur eines
metrischen Raumes. Dabei sind die folgenden Abbildungen stetig.

a:KxK — K, (X,y) » X+,
viK — K, x b -X,

w:KxK — K, (X, y) » Xy,

uK* — K* X » x'1

d.h. (K, +), (K*, ¢) sind topologische Gruppen und K ist ein topologischer Korper.
Der zugehorige Bewertungsring

RZ:RV:{XEKlv(X)ZO}:{XEKl|X|VS 1}
und das zugehorige Bewertungsideal
p::pV:{xEKIV(x)>O}:{xEKIIXIV<1}
sind offene und gleichzeitig abgeschlossene Teilmengen von K. Eine Abbildung
K— R, xp |X|V,

welche den obigen Bedingungen (i) - (iii) genugt, heiit auch (die zu v gehorige)
multiplikative Bewertung.'> Um den Gegensatz zu dieser Art von Bewertung zu
betonen werden wir gelegentlich von additiven Bewertungen sprechen, wenn wir die
diskreten Bewertungen im Auge haben.

Bemerkungen
(i)  Wir werden spater sehen, dal die Topologie der eben beschriebenen metrischen

Raume nicht von der speziellen Wahl der Zahl p abhéngt.

(1)  Fur die von uns betrachteten Korper wird der Restklassenkorper k = R/p fast
immer endlich sein. Wir setzen dann

p=1/#k
(1)) Wie der nachfolgende Beweis zeigt, gilt sogar eine verschérfte Variante der
Dreiecksungleichung:
Ix + yIV < max {IXIV, IyIV}.

2 Dies ist eine vorlaufige Definition des Begriffs der multiplikativen Bewertung eines Korpers, die wir
spater noch etwas modifizieren werden.
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Man nennt multiplikative Bewertungen, die dieser zusatzlichen Bedingung
genuigen auch archmedische Bewertungen. Solche fur die dies nicht gilt, heilen
archimedisch.

Beweis. Fur x € K gilt

IXIV=0(=>pV(X)=O4=>V(x)=oo@X:O.
Weiter erhalten wir fur x, y € K:
ol = pVXY) — GVEOHV(Y) Z V), V) Z ] .
Ix yIV P P P P IxIV IyIV
und .
x+yl =< pV(X+Y) < pmm{v(x), V) < max (pV®) oV} = max {Ixl Iyl 3
<Ixl +lyl
A% A%

Damit sind (i), (ii) und (iii) bewiesen. Die FEigenschaften der zugehorigen
Abstandsfunktion d ergeben sich daraus:

d(x,y):O(:)Ix-yIV:O(:)x-y:O(:)x:y.
d(x, y) =lx -yl = ey -x1 = 0V Dedqy, x) = pO-d(y, x) = d(y, x).
dx,y)+d(y,z)=1x-y |V +ly-z |V = I(x-y) + (y-2)! V= Ix-zlV =d(x, z).

Auf Grund der Definitionen sieht man sofort, da3 R abgeschlossen ist in K und p offen.

Da die multiplikative Bewertung | ? IV aufler Null nur Werte annimmt, die Potenzen von

p sind, kann man R und p aber auch wie folgt beschreiben.
R:{XEKIIXIV< 1/p}

p:{XEKIIXIVsp}.

Mit anderen Worten, R ist auch offen und p ist auch abgeschlossen.'* Im weiten Beweis
schreiben wir einfach | ? | anstelle von | ? IV.

Stetigkeit der Abbildung o:KxXK — K, (X, y) & X +.

Es reicht zu zeigen, das vollstiandige Urbild jeder e-Umgebung ist offen, d.h. es reicht
Zu zeigen,

aU_,00xU_ () & U (afx, ¥)
fur jedes x € K, jedes y € K und jedes € > 0. Fur x’ € U£/2(X) und y’ € Us/z(y) gilt

IXx-x’l<e2undly-y’l<e/2
also

lax,y) -oux’, y)l=x-x"+y-yl=sx-x’l +ly -yl <= e/2 +e/2 =¢,
ax’,y’) e Us(oc(x, y)).

Stetigkeit der Abbildung v:K — K, X b -X,.
Es reicht zu zeigen, das vollstandige Urbild jeder e-Umgebung ist offen. Es gilt

" Die angegebenen Definitionen fur archimedisch und nicht-archimedisch sind als vorlaufing zu
betrachten. Die allgemein uiblischen Definitionen folgen spiter.

' DaB R und p beide sowohl abgeschlossen als auch offen sind, hangt mit der allgemeinen Tatsache
zusammen, daf offene Untergruppen einer topologischen Gruppen auch abgeschlossen sind.
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X € Ue(x) o ixxXl<eehvx) -vX)l<e e vx') e Ug(v(x)),

also
V'I(UE(V(X)) = U ().

Stetigkeit der Abbildung w:KxK — K, (X, y) & Xy.
Sei

(x.y) Ewl(U ().
Wir haben zu zeigen, es gibt eine offene Umgebung von (X, y), die ganz im
vollstandigen Urbild auf der rechten Seite liegt. Indem wir Ug(z) durch eine offene ¢’-

Umgebung von xy ersetzen mit hinreichend kleinem ¢’, reduzieren wir den Beweis
Behauptung auf den Spezialfall
Z = Xy.
1. Fall: x # Oundy # 0.
Wir setzen
€

4elxl

0’ :=min {L, IxI} und & :=
2elyl

Es reicht zu zeigen,
WU, (XU, () & U (xy).

Fur x’ € Ué,(x) und y’E Ué,,(y) gilt

lwx’,y’) - xyl = IX’y’ - xy | = IX’(y’-y) + (X’-x)yl
< [X’lely’-yl + Ix*-XIelyl
<IX’1+Q” + &’elyl
< Ix’[+8” +%

Wegen X’ = Ix’-x + x| = IX*-x| + Ix] = &” + Ix| = 2+IxI folgt

o

lw(x’,y’) - xyl < 2e¢Ixl+d” +% = %+ 5=E€,
d.h. es ist w(x’,y’) € UE(Xy).

2. Fall: x # Ound y =0.
Wir setzen
€

2eIxl

& :=Ixlund §” :=
Es reicht zu zeigen,
(U, (0xUg,(0) S U_(0).

Furx’ € Ué,(x) und y’E Ué,,(O) gilt

€

lw(x’,y’) -0l =IxX’y’ I = IX’lely’l < IX’le 87 = IX’le
wx’,y’) Xy'l=Ixlsly’l = Ix Xl
Wegen IX’| = Ix’-x + x| = IxX’-x| + Ix] = §” + x| = 2+IxI folgt

lw(x’,y’) - Ol < ¢,
d.h. es ist w(x’,y’) € US(O).
3. Fall: x =y =0.
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Wir setzen
o = ’\/; und 0" := '\/;

W(Ug (0)xU,(0) S U, (O).

Es reicht zu zeigen,

Furx’ € Ua,(O) und y’E Ué,,(O) gilt

lu(x’,y’) - 0l = IX’y’l < \/_\/; =,

d.h. es ist u(x’,y’) € US(O).

Die Stetigkeit der Abbildung v:K* —s K*, X 1 x° L.

Sei

ye vl ().

Es reicht zu zeigen, des gibt ein §-Umgebung von y, die ganz im vollstandigen Urbild
auf der rechten Seite liegt. Indem wir Us(x) durch eine €’-Umgebung von i(y) ersetzen

mit hinreichend kleinem ¢’ reduzieren wir den Beweis der Behauptung auf den
Spezialfall

X = ).
Wir setzen
s ey iyl
=min { > 2}.
Es reicht zu zeigen,
W(Ug(y) S U_((y).
Seiy’ € Ué(y). Dann gilt
1 1, ly-y’l d
lu(y’) - l=l=-=I=
W)= g =0T <y

Wegen
yl=ly-y +yl=ly-yl+Ily’l=0+I1y’l = %+ ly’l

gilt il <ly’ lalso |}}—,| < I}%I Damit erhalten wir aus der obigen Abschatzung

29
Luy’) - uy)l < —5 =g,
lyl
d.h.esist (y’) € US(L(y).

QED.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts beschreiben wir einige spater benotigte
Eigenschaften verschiedener Untergruppen von R.

1.4.12 Die Potenzen des Bewertungsideals und der Restklassenkorper

Sei R ein Bewertungsring mit dem Parameter it, dem Bewertungsideal p = R und dem

Restklassenkorper k = R/p. Dann besteht fur jede nicht-negative ganze Zahl n ein
Isomorphismus von k-Moduln

—~

" : pn/pn+1 n+1_

,cmod p r cent mod p
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Beweis. Betrachten wir die Zusammensetzung
n

T
R—>pn—>pn/pn+1 n+1

, T rer mod p

der Multplikation mit 7t mit der naturlichen Abbildung auf den Faktormodul. Dies ist
eine R-lineare Abbildung. Da jede der beiden Teilabbildungen surjektiv ist, gilt dies
auch fur die Zusammensetzung. Ein Element r € R liegt genau dann im Kern der
Zusammensetzung, wenn gilt

rel € pn+1 — n+1R’

d.h. genau dann, wenn r in P = p liegt. Die Zusammensetzung induziert also eine R-

lineare Bijektion

n+1 n n+1'

kK =R/p — p"/p"* !, rmod p - rent™ mod p

QED.

1.4.13 Eine exakte Sequenz fir die Einheiten einer diskreten Bewertung

Sei K ein Korper mit der diskreten Bewerung v: K* — Z, dem Bewertungsring R und

der Gruppe
U:= UV = R*

der Einheiten von v. Dann ist die folgende Sequenz von abelschen Gruppen exakt.
v
] —-U—K*—7Z—0.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition einer diskreten Bewertung und des
zugehorigen Bewertungsrings.
QED.
1.4.14 Die Gruppe der n-Einheiten

Sei K ein Korper mit der diskreten Bewerung v: K* — Z, dem Bewertungsring R und
dem Bewertungsideal p. Dann ist fur jede naturlichen Zahl n die Menge

Un=1+pn
eine offene (und abgeschlossene) Untergruppe der Einheitengruppe U = R*. Sie heif3t

Gruppe der n-Einheiten. "> Weiter gilt:
(1)  Die Untergruppen Un bilden eine Umgebungsbasis der 1 der topologischen

Réaume K und U.
i MU =1
Beweis. Die Menge Un ist eine Teilmenge von U, welche multplikativ abgeschlossen
ist: fur x, y € p" gilt

(1 +x)(1+y) =1+ (X +y+xy)und x +y +xy € p™.

Speziell fury := -(1+x)'lx € p" erhalt man
A+x)(1+y)=1,
d.h. mit jedem Element von Un liegt auch dessen Inverses in Un' Damit ist Un eine

Untergruppe von U.
Wir haben noch die Offenheit von Un zu zeigen. Es gilt

' Genauer, die Gruppe der Einheiten, welche in der n-ten infinitesiamalen Umgebung des Einselements
liegen.
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U ={xERIx-I ephy
={x€ERIv(x-1)=n}
={x&eRIv(x-1)>n-1}
- {(x ERI pV(x—l) < pn—l )
—{xERIdx )<p™1},
d.h. Un ist eine offene Menge. Eine leichte Modifikation der obigen Rechnung zeigt,
U ={xERIdx, D=p"},
d.h. Un ist eine eine abgeschlossene Menge.
Zu (i). Es reicht zu zeigen, jede e-Umgebung von 1 enthalt ein Un' Wir wahlen n € N
derart, daf} gilt
n > log (¢).
gp( )
Fur x € Un giltdannx - 1 € pn, also

v(x-1)=n> logp(s),

also
log (e
Ix-11=p"&D < gp( )=e.
Wir haben gezeigt, ’Un C Us( D).
Zu (ii). Es gilt
AU =N a+pH=1+MNp"=1+{0}={1}.

QED.
Bemerkung

Die erste Aussage bedeutet, die offenen Teilmengen von K* sind gerade die
Vereinigungen der Mengen der Gestalt

X'Un mitx EK*undn €N
(d.h. die Mengen der Gestalt x-UIl bilden eine Topologie-Basis fur K*). Man beachte,

fur jede nicht-leere offene Teilmenge

W C K*
und jeden Punkt
xeEW
ist
x Iw

eine offene Umgebung von 1 (weil die Multiplikationen mit x und x! zueinander
inverse stetige Abbildungen sind). Also gibt es ein n mit

u C xIw,
d.h. mit
X € x-Un C w.
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1.4.15 Faktorgruppen von Einheitengruppen
Sei K ein Korper mit der diskreten Bewertung v: K¥ — 7 , dem Bewertungsring R,

dem Bewertungsideal p, dem Restklassenkorper k, der Einheitengruppe U und der
Gruppe der n-Einheiten Un. Dann gilt:

(1) Die natirliche Abbildung R — « induziert einen Isomorphismus von Gruppen

U/U1 — K*.

(i1) Fur jede naturliche Zahl n gibt es einen Isomorphismus

Un/Un+1 — pn/pn+1, umod U » u-1 mod pn"'1

der multiplikativen Gruppe links mit der additiven Gruppe rechts.
Beweis. Zu (i). Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

R— R/p=xk.
Das vollstandige Urbild von 0 € x ist gerade p. Das vollstaindige Urbild des

Komplementes x* = k - {0} ist gerade R - p = U. Die naturliche Abbildung definiert
somit eine Surjektion

U —» x*, u» umod p.
Der Kern dieser Surjektion besteht aus allen Einheiten u € U mit
u =1 mod p,
d.h. mitu-1€p,dh. mitu& 1 +p. Der Kern ist gleich 1 +p=U
Zu (ii). Nach Definition von Un ist die Abbildung

I

Un—>pn,U|->u—1,

surjektiv. Thre Zusammensetzung o mit der naturlichen Surjektion p" —s» pn/pn-"1 ist

somit auch surjektiv:

oc:Un —» pn/pn+1.

Firx,y € p", dh. 1+x, l+y € Url gilt

a((I+x)(1+y))=o(l + x + y + xy)
:x+y+xym0dpn+1
Wegen n = 1 ist aber xy € pn+n C pn+1. Damit ist

a((1+x)(1+y)) = x + y mod p"*!

= o(1+x) + a(1+y).
Wir haben gezeigt, o ist ein (surjektiver) Homomorphismus der multiplikativen Gruppe
Un/Un+1 mit Werten in der additiven Gruppe pn/pn+1. Berechnen wir den Kern von

a. Es gilt

1 + x € Ker(a) & x mod pn"'1 =Null & prn"'1 & l+xe Un+1'
Die Behauptung folgt jetzt aus dem Homomorphiesatz.
QED.
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1.4.16 Folgerung: die additive Gruppe des Restklassenkorpers als
Faktorgruppe von Einheiten

Sei K ein Korper mit der diskreten Bewertung v: K*¥ — Z , dem Bewertungsring R,

dem Paramter rt, dem Bewertungsideal p, dem Restklassenkorper k und der Gruppe der
n-Einheiten Un' Dann besteht fur jede naturliche Zahl ein Isomorphismus

+ = n
KN — Un/Un+1 ,umod p » I+ urm” mod Un+1

der additiven Gruppe des Restklassenkorpers mit der multiplikativen Gruppe Un/Un+1'
Beweis. Man setze die Isomorphismen von 1.4.12 und 1.4. 15 zusammen.
QED.

1.4.17 Einige Automorphismen der n-Einheitengruppen
Sei K ein Korper mit der diskreten Bewertung v: K¥ — Z , dem Bewertungsring R,
dem Paramter i, dem Bewertungsideal p, dem Restklassenkorper k und der Gruppe der
n-Einheiten Un' Dann gilt:
(1) Istx ein Korper mit Charakteristik p > 0, so gilt fur jede naturliche Zahl n:
p
(Un) < Un+l )
(i) Sei K vollstandig bezuglich der gegebenen Bewertung, und sei m eine zur
Charakteristik von K teilerfremde naturliche Zahl,

ggt( m, char(x)) = 1.

Dann ist fur jede naturliche Zahl n die Abbildung
U —>U . ,up um,
n n
ein Automorphismus der Gruppe Un'

Beweis.Zu (i). Nach Definition der Charakteristik wird der Restklassenkorper k von p
annulliert. Wegen 1.4.16 erhatlen wir, dafl dasselbe fur Un/Un+ 1 gilt. Weil Un ein

multiplikative Gruppe ist, folgt die Behauptung.
Zu (ii). Bezeichne p die Charakteristik des Restklassenkorper k. Im Fall p > 1 gibt es
nach Wahl von m ganze Zahlen p’ und m’ mit

pep’ + mem’ =1.
Die Multiplikation mit m induziert also auf k eine Abbildung, die invers ist zu der durch
m’ induzierten. Insbesondere induziert die Multiplikation mit m eine Bijektion auf k.

Letzteres gilt auf fur den Fall p = 0 (denn dann gilt Z C «, also Q C ).

Auf Grund des Isomorphismus 1.4.16 induziert der Gruppen-Homomorphismus
OLZUn — Un’ up um,

fur jedes q = n auf Uq/Uq+1

eine Bijektion. Damit gilt
Ker(a) C Uq fur jedes q = n,
also nach 1.4.14(ii) sogar

Ker(a) = 1.

Wir haben gezeigt, o ist injektiv.
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Weil o auf Un/Un+ eine Bijektion induziert, gibt es fur jedes

1

uOEUn

Elemente v.€U undu, €U mit
0 n 1 n+1

u. =vhu
0”071
Durch Wiederholen dieser Argumentation finden wir furi =1, 2, 3, ... Elemente

Elemente v.€U .undu. €U . _ mit
1 n+ i+1 n+i+1

u =viu
i1 il
Es folgt
= L] L] m.
g = (V0 Vi) U (D)
Wegen u S5 Un+1 konvergiert die Folge der u, gegen 1,

ui—>1.

Betrachten wir die Folge der Produkte

P, = Vgt tVs
Furi>j gilt

pi/pj - Vj+1.'"°Vi < Un+j+1'Un+J'+2°""Un+i < Un+j+1'
Mit anderen Worten, pi/pj liegt fur 1 und j hinreichend groB in jeder e-Umgebung von
1: fur jedes € > 0 gibt es ein N(¢) mit
I
I pi/pj -1 <3¢ fur i, j = N(e),

d.h.

1
I p; - pj IV < je-ijIV
Alle Glieder der Folge liegen in

Un=1+pn={XEK|V(X—1)2n}={XEK||X—1|Spn}

CxeKIxl=sp"+1} C"{xEKIIxl =2}
Wir erhalten
Ipi—pj IV<sf1'1ri,j2N(8),

d.h. die P, bilden eine Cauchy-Folge. Weil K vollstandig ist, besitzt diese Cauchy-
Folge einen Limes in K,

pi —> P.
Weil Un abgeschlossen ist in K, liegt dieser Limes in Un’

pE Un.

Aus (1) und der Definition von p; erhalten wir

S Mit Ix - 11 < p" gilt IxlI = Ix-1 + 11 < Ix-11 + 11l = p" + 1.
' 1 ist eine naturliche Zahl und p liegt im Einheitsinterval.
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LG URL W
also furi — 0
u,=p" = a(p)
Wir haben gezeigt, jedes uOEUIl liegt im Bild von a, d.h. a ist surjektiv.
QED.
Bemerkung

Bevor wir nun zur Beschreibung der Dedekind-Ringe ubergehen, erinnern wir noch
einige Eigenschaften von Quotientenringen.

1.4.18 Lokalisierungen nach einem Primideal

Seien R ein Integritatsbereich mit dem Quotientenkorper K und p € R ein Primideal
von R. Dann heif3t der Quotientenring

Rp::{%EKIaER,bER—p}
Lokalisierung von R in p. Nach Konstruktion ist jedes Element von Rp, welches nicht
im Ideal

pRp:{%EKIaEp,bER-p}

(welches von p erzeugt wird) liegt, eine Einheit, d.h.

p
ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal pRp. Es gilt:
® p= PRP MR
Gg) J=Q ﬂR)‘Rp fur jedes Ideal J von Rp.18
Beweis. Zu (i). Nach Definition gilt

pngpﬂR-

Beweisen wir die umgekehrt Inklusion. Jedes Element aus dem Durchschnitt auf der
rechten Seite hat die Gestalt

r= %mit a€p und bep.

Insbesondere ist ber € p. Weil b und r in R liegen und p ein Primideal von R ist, folgt
b&E poderr € p.
Das erste ist aber nach Wahl von b nicht der Fall. Also gilt r € p.

Zu (ii). Der Durchschnitt J()R ist eine Teilmenge von J. Als liegt das von dieser
Teilmenge erzeugt Ideal ebenfalls in J,

aJN R)-Rp C .

Beweisen wir, es besteht auch die umgekehrte Inklusion. Jedes Element von J hat die
Gestalt
a

x::BEJmitaER,bER—p.

Insbesondere ist bex = a ein Element von J(|R. Wegen b € R-p ist %E Rp. Es folgt

' Die Identitit bleibt richtig fur Quotientenringe bezuglich beliebiger multiplikativ abgeschlossener
Mengen Der Beweis ist derselbe.
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= L] .—1 L[]
X = (bex) ] € (J[ )R)*R
QED.

1.5 Dedekind-Ringe

1.5.1 Eine Charakterisierung der Dedekind-Ringe

Sei R eine Integritatsbereich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Rist noethersch und normal, und jedes von Null verschiedene Primideal ist
maximal.

(i) R ist noethersch und fur jedes von Null verschiedene Primideal p C R ist Rp ein

diskreter Bewertungsring.
(ii1)) Jedes gebrochene Ideal I von R ist umkehrbar, d.h. es gilt I-I'1 =R.

Ein Integritatsbereich R, der eine dieser dquivalenten Bedingungen erfullt, heif3t
Dedekind-Ring.

Beispiele
(1)  Jeder Hauptidealring ist ein Dedekind-Ring (weil Bedingung (i) erfullt ist).
Insbesondere gilt dies fur Z.
(ii)  Wir werden spiter sehen, fur jeden Dedekind-Ring R mit dem Quotientenkorper
K und jede endliche (separable)'® Korpererweiterung
L/K
ist die ganze AbschlieBung S von R in L ein Dedekind-Ring.

Ko L

U u
RS S

Speziell im Fall R = Z und K = Q bedeutet dies, die von uns als Ersatz fur die
ganzen Zahlen ins Auge gefa3ten Ringe S sind samtlich Dedekind-Ringe.
(ii1) Jeder diskrete Bewertungsring ist ein Dedekind-Ring.

Das ergibt sich aus der obigen Aussage (ii) der Behauptung und der
Charakterisierung der diskreten Bewertungsringe 1.4.10 (iv) (oder auch einfach
aus der Tatsache, daf} diskrete Bewertungsringe Hauptidealringe sind).

Beweis der Aquivalenz der drei Bedingungen.

(1) = (ii). Wir haben zu zeigen, fur jedes von Null verschiedene Primideal p C R ist

R __ein diskreter Bewertungsring. Zum Beweis verwenden wir das Kriterium 1.4.10.

(iv): es reicht zu zeigen,

1. R ist noethersch.
2. R ist normal.
3. Rp besitzt genau ein von Null verschiedenes Primideal.

Zu 1. Sei J ein Ideal von Rp. Nach 1.4.18 (ii) gibt es ein Ideal I C R mit
J=1R
P

" Die Aussage gilt ohne die Voraussetzung der Separabilitit. Wir werden jedoch nur den separablen Fall
behandeln.
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(man setze I = J[ R). Weil R noethersch ist, besitzt I ein endliches Erzeugendensystem
uber R. Dieses Erzeugendensystem ist aber auch ein Erzeugendensystem von J itber R

, d.h. J ist als Ideal von Rp endlich erzeugt.
Zu 2. Sei 0€K = Q(Rp) ein Element des Quotientenkorpers von Rp , welches ganz ist

uber R_. Wir haben zu zeigen, a liegt in Rp. Nach Voraussetzung besteht in K eine

1%
Identitat der Gestalt
n n-1 _ . . .
o +r o +...+r0—0m1triERp fur jedes 1. (1)

Die r sind Quotienten von Elementen aus R, wobei der Nenner nicht p liegt. Bezeichne

bER-p
das Produkt dieser Nenner. Dann kann man jedes der r. in der Gestalt
%
r. = mit a, eR

Wir multiplizieren (1) mit b™ und erhalten eine Identitiit

n . n-1 2, n-2 n_
(ba) +an_1b (ba) +an_2b (bav) +...+a0b =0.

Diese Identitit zeigt, dal ba € K = Q(Rp) = Q(R) ganz ist iber R. Weil R nach

Voraussetzung normal ist, folgt
ba € R.

Wegen b €R - p erhalten wir

o= TE R .
Zu 3. Sei q ein von Null verschiedenes Primideal von Rp. Es reicht zu zeigen, q = pR .

p
Weil jedes Element von Rp - pRp eine Einheit ist, gilt

C pR .
q_Pp

Wir haben zu zeigen, es gilt das Gleichheitszeichen. Wir schneiden mit R und erhalten

aMR S pR (R =p 2)
Das Gleichheitszeichen rechts gilt nach 1.4.18 (i). Weil q ein Primideal von Rp ist, ist

der Durchschnitt links ein Primideal von R. Weil q # 0 ist, gilt auch
0#q(R
(weil nach 1.4.18. (ii) der Durchschnitt q () R das Ideal q in Rp erzeugt). Nun sind

nach Voraussetzung alle von Null verschiedenen Primideale von R maximal.
Insbesondere ist q () R maximal. Mit (2) gilt also sogar

qMR=p.
Wir gehen zu den in Rp erzeugten Idealen uiber und erhalten
q=(qN R)-Rp = p-Rp.
Das Gleichheitszeichen links gilt dabei nach 1.4.18 (ii).
(i) = (iii). Wir haben zu zeigen, jedes gebrochende Ideal I ist umkehrbar, d.h. es gilt
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-1
[-I" =R.
Weil R noethersch ist, besitzt I ein endliches Erzeugendensystem (nach 1.4.5), sagen
wir

I= Ral+...+Ran mit a, € K :=QR).

Fur jedes von Null verschiedene Primideal p C R bezeichnen wir mit
v :K¥ — 7
die Bewertung zum Bewertungsring Rp. Fur jedes fest gewahlte p gibt es ein 1 mit
Vp(ai) = min {Vp(al)’ - Vp(an)}.
Jedes aj ist dann ein Vielfaches von a,

IR =R a +..4R a =R -a.,
: . P pl pn-p1
dh. furj=1,..,nist aj in Rp ein Vielfaches von ai ,
a. X.
J
i
Indem wir die Briiche auf der rechten Seite geeignet erweitern (und jedes yj durch das

X
Jo.

==mitx.ER,undy. ER - p.
y. J yJ P

Produkt der yj ersetzen) erreichen wir

y1 =y2=...=yn=yER—p.
Dann ist

a.
ye a—JE R fur jedes j,
i
also al « I C_R, also
i
Yerl
4
Multiplikation mit a, liefert

yeg4gbﬂ.
Wir haben gezeigt, fur jedes von Null verschiedene Primideal p von R gibt es ein

Elemetn y € R-p, welches im Ideal I-I'! von R liegt. Mit anderen Worten, LI ist in
keinem Primideal von R enthalten (also auch in keinem maximalen Ideal). Es muf}
deshalb
L1l =R

gelten.
(i) = _(1). Wir haben zu zeigen:
1. R ist noethersch.

R ist normal.

2.
3. Jedes von Null verschiedene Primideal ist maximal.
Zu 1. Sei I ein von Null verschiedenes Ideal. Nach Voraussetzung gilt dann

Lrl=Rr

Insbesondere ist 1 € I-I'l, d.h. es gibt Elemente a ol € I und bl""’bn € I'l mit

1

n
El aibi = 1.
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Fiur jedes x € I erhalten wir
n

2 ai(bix) =X
i=1
mit bix erli= R, d.h. x ist R-Linearkombination der a. Wir haben gezeigt,
I= (al,...,an)R.

Da dies fur jedes Ideal I # 0 gilt, ist R noethersch.
Zu 2. Sei x € K := Q(R) ein uber R ganzes Element. Dann ist
S :=R[x] (C K)

ein endlich erzeugter R-Modul (nach 1.3.2 (ii)), also ein gebrochenes Ideal von R (nach
1.4.5). AuBlerdem ist S ein Ring mit 1, d.h. es gilt

SeS =8,
also
S = SR (wegen 1 ER CS)
= sss7! (wegen $S"! =R nach Voraussetzung)
= SS'1 (wegen SS = S, siehe oben)
=R (wegen $S"! =R nach Voraussetzung)

Insbesondere gilt x € S = R. Wir haben gezeigt, R ist ganz abgeschlossen in K, d.h.
normal).
Zu 3. Sei I ein von Null verschiedenes Primideal und p ein maximalen Ideal von R,
welches I enthilt.

0 # 1 C p, I Primideal, p maximal.
Dann gilt

lp ! Cpop ! =R,

d.h. I-p'1 ist ein Ideal von R, und es gilt

(I’p_l)'p = Io(p_lp) =[-R=1
Weil I ein Primideal von R ist, folgt

Iop! Cloderp C1. 3)
Falls die linke Inklusion besteht, erhalten wir durch Multiplikation von !
plcrla=gr,
und durch Multiplikation mit p,
R=pp ! Cp,
also p = R im Widerspruch zur Wahl des maximalen Ideals p. Die erste Inklusion in (3)

ist somit nicht moglich. Es besteht die zweite Inklusion. Wegen der Maximalitat von p
folgt dann aber

I=p,
d.h. I ist maximal.
QED.

1.5.2 Bezeichnungen

Sei R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K. Fur jedes von Null verschiedene
Primideal p von R bezeichne dann

v :K¥ — 7
p
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die diskrete Bewertung von K mit dem Bewertungsring Rp.F'ur jede nicht-leere

Teilmenge I C K setzen wir
Vp(I) :=inf { Vp(X) Ix €1}.
Man beachte, Vp(I) kann den Wert -co haben,

Vp(@) =- 00.

1.5.3 Satz von der Zerlegung in Primfaktoren

Sei R ein Dedekind-Ring. Dann bilden die gebrochenen Ideale von R eine abelsche
Gruppe

F(R)
bezuglich der Multiplikation. Die maximalen Ideale von R bilden ein freies (d.h. Z-
linear unabhéngiges) Erzeugendensystem dieser Gruppe.

Mit anderen Worten, jedes gebrochene Ideal I von R 146t sich in der Gestalt

np 0y
I=(p) ") (1)
mit (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten maximalen Idealen
Psees P
1 r

von R und eindeutig bestimmen ganzen Zahlen

nl, e nr e 7Z - {0}.

Genauer: es gilt
n.=v_(D.
iop
LaBt man in (1) fur die Exponenten auch den Wert O zu, so bekommt die Formel die
Gestalt

9]
p P

I=T] ; 2)

p
wobei das Produkt iiber alle maximalen Ideale p des Rings R zu erstrecken ist.

AuBerdem gilt fur jedes maximale Ideal p von R
V(D
R =(R) p 3)
Beweis. 1. Schritt. Die gebrochenen Ideale bilden eine abelsche Gruppe.
Nach 1.4.4 ist das Produkt gebrochender Ideale eine wohldefinierte Abbildung
F(R) x F(R) — F(R), (I, I”) i I’-I".

Dieses Produkt ist nach 1.4.2 assoziativ. Nach Definition des Produkts von Idealen
spielt dabei das gebrochene Ideal R die Rolle des Einselement. Nach 1.5.1 (iii) gibt es

fur jedes IEF(R) ein inverses Element (namlich I'l). Zusammen sehen wir, F(R) hat

die Struktur einer Gruppe (welches offensichtlich abelsch ist).

2. Schritt. Die maximalen Ideale von R erzeugen die Gruppe F(R).

Wir haben zu zeigen, jedes gebrochene Ideal I von R ist Produkt von maximalen
Idealen.

Sei a €R - {0} ein Element mit
al C R.
Wenn sich aR und al als Produkt maximaler Ideale schreiben lassen, so gilt dasselbe fur
(al)+aR)"! = aR)*I-aR) ! = I
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Es reicht also zu zeigen, jedes von Null verschiedene Ideal
ICR

laBt sich als Produkt maximaler Ideale schreiben.

Angenommen, diese Aussage ist falsch. Dann gibt es in der Menge der Ideale I, fur
welche diese Aussage falsch ist, ein maximales beziglich der Relation “C” maximales
Element. Sei I ein solches Element. Dann ist I echtes Ideal von R,

ICR,

denn I = R ist Produkt von maximalen Idealen (wobei die Anzahl der Faktoren gleich
Null ist).

Es gibt somit ein maximales Ideal p von R mit
I1C p.

Es folgt

1ICIp ! Cppl =k 4)
Die Gleichheit rechts besteht dabei wegen 1.5.1 (iii). Die Inklusion in der Mitte erhalt
man aus I & p durch Multiplikation mit p'1 und die Inklusion links ergibt sich wie
folgt: wegen p C R gilt R = R - p_l. Durch Multiplikation mit T erhélt man die
gesuchte Inklusion.

Man beachte, die linke Inklusion in (4) ist echt, denn andernfalls wiirde wegen der

Gruppeneigenschaft von F(R) gelten p'1 =R,dh.p= R =R im Widerspruch dazu,

daB p ein maximales Ideal sein soll.

ICiplCRr
Wir schreiben jetzt
I=pe(ip™) 5)
Weil I echt enthalten ist in Ip'1 und auf Grund der Maximalitat von I, 146t sich Ip'1 als

Produkt von maximalen Idealen schreiben. Wegen (5) gilt dann aber dasselbe auch fur
I.

3. Schritt. Fur jedes maximale Ideal p (C R hat die Abbildung
f :FR)— FR ), I » IR,
p |y p

die folgenden Eigenschaften.
1. f _ist ein surjetiver Gruppen-Homomorphismus.

2. Die Einschriankung auf die von p erzeugte Untergruppe ist ein Isomorphismus.
3. Ker(fp) wird erzeugt von den maximalen Idealen # p.

Zu 1. Mit I ist auch IRp ungleich Null. Mit al C R gilt aIRp C Rp. Mit anderen
Worten IR ist ein gebrochenes Ideal von Rp und fp ist eine wohldefinierte Abbildung
mit Werten in der Gruppe F(Rp) der gebrochenen Ideale von Rp. Es gilt

f CeI”)=T°I"sR_=TR «I"R_=f (I)f (I"),
d.h. f_istein Gruppgn—Homomorphispmus. g pop g
Nach dem 2. Schritt wird F(Rp) einzigen maximalen Ideal von Rp erzeugt, d.h.

von
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pRp = fp(p). (6)
Da dieser Erzeuger im Bild von f_ liegt, ist f _surjektiv.

Zu 2. Wie gerade erwéhnt besteht F(Rp) aus den Potenzen von (6). Bezeichnet

T € pR
einen Parameter, so lassen sich diese Potenzen in der Gestalt
7R ,n€EZ,
p
schreiben. Da mt keine Einheit in R _ ist (und der Ring nullteilerfrei ist) sind diese
Potenzen paarweise verschieden™, d.h. der Homomorphismus
Z é F(Rp)’ n H (pRp)n )

ist bijektiv und F(Rp) ist eine freie zyklische Gruppe. Der surjektive Homomorphismus

fl c<p>={p"In€Z Y} — FR ), p* — (pR )1,
p<p> <P {p b (p)p (P p)

muf deshalb injektiv sein (andern falls wire das Bild endlich).
Zu 3. Sei q ein von p verschiedenes maximales Ideal von R. Dann gibt es ein Element

aEeq-p.
Dieses Element ist in Rp eine Einheit. Es gilt also
R =R,
1 P P
d.h. fp(q) =1, d.h.
€ Ker(f ).
q ( p)

Der Kern enthalt also die von den q # p erzeugte Untergruppe. Sei umgekehrt I ein
Element aus dem Kern. Wir denken uns I als Produkt von Potenzen von maximalen
Idealen geschrieben, sagen wir

I =p" « (Produkt von maximalen Idealen q # p).
Alle maximalen Ideale q # p gehen bei fp ins neutrale Element iber. Durch Anwenden

von fp erhalten wir somit

1=f M=f_(p".
p( ) p(P )
Wegen der Injektivitatsaussage von 2. folgt n = 0, d.h. I liegt in der von den q # p
erzeugten Untergruppe.

4. Schritt. Das Erzeugendensystem der maximalen Ideale ist linear unabhéngig.

Seien Pyse Py paarweise verschiedene maximale Ideale undn, ..., n_ ganze Zahlen

e
mit
n n
() ee) T=R
Wir haben zu zeigen, alle n sind gleich Null. Zum Beweis wenden wir den

Homomorphismus fp . Aus der Beschreibung des Kerns von fp im 3. Schritt ergibt

i i
sich

0 naRp = anp 2= na'bRp = Rp 2= @b liegt in Rp und ist eine Einheit & a=b.
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£ () i=1
pi((pi) =1
Und aus der Injektivitatsaussage des 3. Schritts folgt
n. =0.
i
5. Schritt. Berechnung der Exponenten einer Zerlegung mit Hilfe der Vp.

Wir haben zu zeigen, fur

I=(p) leop) T

r
gilt
n. = vpi(I).
Wegen
a
IRp ={ FI a€l, beER-p}
gilt
. a
v IR )=inf{v () 1a&€l b&R-
SR ) =inf {v (5) p}
=inf { vp(a) lae]l} (wegen Vp(b) =0)
= Vp(I).
Es reicht also zu zeigen
n.=v (IR ).
i i

Wir wenden auf I die Abbildung fp an. Aus der Beschreibung des Kerns von fp im 3.

i i
Schritt erhalten wir

IR =f =f (p) Hh=@pR )
Py P B i i Pj
Es reicht zu zeigen,

n
v R )=n
pP R
fur jedes maximale Ideal p von R und jede ganze Zahl n. Sei it ein Parameter vom Vp.
Dann gilt
n n
v R =v (w R
p(P p) p( 1D)

=inf { v (") IrER
{ p( ) p}
=inf{n+v (r)IrER
{ p( ) D ¥
=n+inf {v (r)IrER
{ 1D( ) p}
=n.
Es bleibt noch die zusiatzliche Identitat (3) zu beweisen.
v (I
6. Schritt. Es gilt IRp = (pRp) pl)
Wir wenden den Homomorphismus fp auf die Zerlegung

n Ny
=) ') @)
an, wobei wir annehmen, dafl p im Produkt auf der rechten Seite mit dem Exponenten
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n=v_(I)
vorkommt (welcher gleich Null sein kann). Wegen der Aussage zum Kern von fp im 3.
Schritt erhalten wir aus (7) die Identitat
IRp = (pRp)n.
Dies ist aber gerade die gesuchte Identitit.
QED.

1.5.4 Folgerung: Der Wert eines Elements fur verschiedene p
Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und

a e K*,
Dann gilt fur fast alle’’ maximalen Ideale p von R
Vp(a) =0.

Beweis. In der Primfaktorzerlegung von aR kommen nur endlich viele Faktoren mit
einem von 0 verschiedenen Exponenten vor. Fur alle anderen p gilt

0= Vp(aR) = inf {Vp(a) + Vp(r) lrER} = Vp(a).
QED.

1.5.5 Folgerung: direkte Summenzerlegung von F(R)
Fur jeden Dedekind-Ring besteht ein Gruppen-Isomorphismus

F(R) — ® FR ). Tes (£ (D) . (1)
Dabei durchlaufe p auf der rechten Seite alle maximalen Ideale von R und f bezeichne
den Gruppen-Homomorphismus im Beweis des Zerlegungssatzes 1.5.3,
FR) — F(Rp), I » IRp.
Beweis. Wie im 3. Schritt des Beweises von 1.5.3 gezeigt, liegt pRp im Bild von fp.
Also liegt F(Rp) im Bild von (1). Da dies fur jedes p gilt, ist (1) surjektiv.

Liegt

I=(p) loe(p) T

im Kern von f  so muf3
P
n, = 0
gelten (nach dem 3.Schritt im Beweis vn 1.5.3). Liegt I im Kern von (1), so liegt I im
Kern jedes fp. Also mut n, = 0 fur jedes i gelten, d.h. [ = R.

QED.

1.5.6 Folgerung: Rechenregeln fur vp(I)

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K, p C R ein maximales Ideal

von R und I, I’, I’ gebrochene Ideale. Dann gilt
(1) Vp(I’I”) = Vp(I’) + Vp(I”).

(i) vp(r1 )=-v (D).

21 d.h. fur alle mit eventueller Ausnahme von endliche vielen.
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(111) Vp(I’ +I”) =inf {Vp(I’), Vp(I”)}

(iv) Vp(I’ﬂI”) = sup { Vp(I’), Vp(I”) ¥
Beweis. Zu (i) und (ii).Fur jedes gebrochene Ideal I ist Vp(I) der Exponent von p im

der Primfaktorzerlegung von I von R. Aussage (1) ibersetzt sich damit in die Aussage,
daf} sich beim Multiplizieren der Ideale, die Exponenten addieren (was offensichtlich
richtig ist). Analog uibersetzt sich Aussage (i1) in die Aussage, dafl die Exponenten der
Primfaktorzerlegung eines Ideals beim Invertieren in ihr Negatives ubergehen, was
ebenfalls richtig ist.

Zu (iii) und (iv). Fur jedes gebrochene Ideal I von R ist Vp(I) gerade der Exponent n in

der Darstellung
IRp = (pRp)n
von IR als Potenz des maximalen Ideals von Rp. Aussage (iii) Ubersetzt sich damit in

die Aussage, da} der Exponent zu einer Summe von Idealen gleich dem Mininimum der
Exponenten der Ausgangsideale ist. Bezeichne 7 einen Parameter von Vp. Dann gilt

7R +7°R =ndR_+7P®R )=7*R_ (O.B.d.A.a=b)
p p p p p

- ymin{a, b}Rp_
Analog ergibt sich Aussage (iv) aus
naRp N anp - anp (0O.B.d.A. a < b)
_ nmax{a, b}Rp'

QED.
1.6 Moduln uber Dedekind-Ringen (und Bilinearformen)

1.6.1 Vorbemerkung

Unser nachstes Ziel ist der Beweis der Aussage, dal die ganze AbschlieBung eines
Dedekind-Rings in einer endlichen (separablen) Erweiterung des Quotientenkorpers
wieder ein Dedekind-Ring ist.

KCL R Dedekind-Ring mit K:=Q(R)
U U L/K  endliche Korper-Erweiterung
RC S S ganze AbschlieBung von R in L

Auflerdem wollen wir bei dieser Gelegenheit einige wichtige zahlentheoretische Begriffe
wie den der Differente und den der Diskriminante einfuhren.

Zu diesem Zweck mussen wir einige Vorbetrachtungen durchfuhren, fur welche die
Tatsache, da3 L ein Korper ist, keine Rolle spielt: wir werden lediglich verwenden, da3
L ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist. Wir betrachten also zunéchst eine etwas
allgemeinere Situation und driicken dies wie folgt auch durch die Wahl unserer
Bezeichnungen aus.

1.6.2 Die Situation

=~ C =~
S C c
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In diesem Abschnitt 1.6 seien

K ein Korper

U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum

R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R).

T ein R-Teilmodul von U

L,M,N Gitter* in U uiber R, d.h. endlich erzeugte R-Teilmoduln von U, die

eine Basis von U uber K enthalten.

1.6.3 Ein Durchschnittssatz
Seien K, R und T wie in 1.6.2. Dann gilt

T =T
mp

wenn p die Menge maximalen Ideale von R durchlauft und
T =TR ::{%ItET,bER-p}(gU)
die Lokalisierung® von T nach dem Primideal p bezeichnet.

Die Aussagea gilt auch ohne die Annahme, da3 R ein Dedekind-Ring ist.

Beweis. Trivialerweise gilt

TCNT.
Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweiseﬁ. Sei

ue(T..
Wir betrachten die Menge d

Ju::{XERlquT}.
Dies ist ein Ideal von R. Es reicht zu zeigen, Ju =R, d.h. es reicht zu zeigen,
J u liegt in keinem maximalen Ideal von R.

Sei p ein vorgegebenes maximales Ideal. Dann hat u nach Voraussetzung die Gestalt

u=¥mithTundeR—p.

Wegen xeu=w €T giltx € Ju .Wegenx €ER - pist Ju nicht ganz in p enthalten.
QED.

1.6.4 Vergleichslemma fur Gitter
(i)  Seien R ein Integrititsbereich, U ein endlich-dimensionaler Vektorraum uiber

K =Q(R)

und
M,NC U

zwel Gitter von U. Dann gibt es ein Element

acR-{0}
mit

2 genauer: Gitter vom maximalen Rang. Zum Beispiel ist Z' C R™ ein Gitter vom maximalen

Rang tiber Z im R-Vektorraum R".
ZdhT =T®_R
p R p
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aM C N.

(1) Ist R auBerdem ein Dedekind-Ring, so gilt
M = Np
fur fast alle maximalen Ideale p von R.

Beweis. Zu (i). Seien

n1 ) e s nr e N
die Elemente einer Basis von U und

m,..,m €M
1 S

ein Erzeugendensystem von M tuiber R. Es reicht die Existenz eines a € K - {0} zu
beweisen mit

ami & N.

Da die nj eine Basis von U uiber K bilden, konnen wir die m, € M C_ U in der Gestalt

S
m. = Y c...n.mitc.. €K
i = ij ij
schreiben. Wegen K = Q(R) haben die Koeffizienten cij die Gestalt

r..
c..:imitr.., s..€Runds.. #Z 0.
1 S. 1 1] 1]

1
Wir konnen fur a das Produkt der sij wiahlen, denn dann gilt acij € R fur alle i und j,
also
S
am, = 'E (acij)-nj EN
j=1
fur alle i.
Zu (ii). Wegen (i) konnen wir Elemente a, b € K - {0} wahlen mit**
aM C N C bM. (1)

Nach 1.5.4 gibt es nur endlich viele maximale Ideale p mit
Vp(a) # 0 oder Vp(b) #= 0.

Fur alle tibrigen p sind a und b Einheiten von Rp, d.h. mit (1) gilt

M:R_ CN.R CM-R
p p p
dh.M_=N .
p P
QED.

1.6.5 Konstruktion: der Index zweier Gitter
Seien R, K und U wie in 1.6.2 und

M,NC U
zwel Gitter von U uiber R. Wir betrachten zunachst den

Spezialfall. M und N sind frei*.
Dann existiert ein K-linearer Automorphismus

* man wihle b derart, daB %N C M gilt.

» d.h. die Moduln besitzen R-linear unabhéngige Erzeugendensystem. Diese sind automatisch auch
linear unabhénging uiber K, also Vektorraumbasen von U uiber K.
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f:U—U
mit
f(M) =N.

Man kann f zum Beispiel so wihlen, da3 ein vorgegebenes freies Erzeugendensystem
von M in ein vorgegebenes freies Erzeugendensystem von N abgebildet wird. Ist
gU—U

ein weiterer Automorphismus mit

' gM) =N,
so gilt

g M) = M und £ lgN) = N,
d.h. g'lf ist ein Automorphismus von U, welcher die Elemente einer Basis von M in R-
linearkombinationen dieser Basiselemente uiberfuhrt. Insbesondere gilt
det(f)/det(g) = det(g” ) ER.

Analog folgt

det(g)/det(f) = det(f 1g) ER.
Wir haben gezeigt, e = det(f)/det(g) ist eine Einheit von R, d.h.
det(f)R = e<det(g)R = det(g)R.
ist ein von der speziellen Wahl des Automorphismus f unabhingiges gebrochenes Ideal.

Es wird mit
(M:N) :=det(HR

bezeichnet und heif3t Index des Gitters N im Gitter M.

Bemerkungen
(i) Die obige Situation liegt vor, wenn R ein diskreter Bewertungsring ist. Es gilt die
folgende Aussage.

(i) Jedes Gitter M tuiber einem diskreten Bewertungsring R besitzt ein R-linear
unabhiangiges Erzeugendensystem. Genauer gilt:

(iii) Jedes minimale Erzeugendensystem *° eines Gitters iiber einem diskreten
Bewertungsring R ist R-linear unabhangig.

Beweis der Bemerkugnen.

Es reicht, die letzte Aussage zu beweisen. Sei ml, T mr ein minimales
Erzeugendensystem des Gitters M uiber dem diskreten Bewertungsring R mit dem
Parameter m. Angenommen es besteht eine lineare Abhangigkeit, sagen wir

am,+..+am =0,
171 rr

wobei nicht alle Koeffizienten a, € R gleich Null sind. Falls alle a, Nicht-Einheiten

sind, kann man eine Potenz von & ausklammern und wegen M C U kiurzen.”” Wir
kénnen also annehmen, eines der ai ist eine Einheit von R. Dann ist aber mi eine R-
Linearkombination der uibrigen Erzeuger im Widerspruch zur Minimalitat des gewahlten

Erzeugendensystems. Dieser Widerspruch zeigt, die obigen Bemerkungen sind richtig.
QED (Bemerkungen)

Wir behandeln jetzt den allgemeinen Fall von Gittern iiber einem Dedekind-Ring die
nicht notwendig frei sein mussen.

% Ein Erzeugendensystem heiBt minimal, wenn die Eigenschaft, Erzeugendensystem zu sein, beim
Streichen eines beliebigen Elements verlorengeht.
?7 Der Nullvektor von U 4Bt sich mit 1/x multiplizieren und das Produkt ist gleich dem Nullvektor.



55

Der Fall beliebiger Gitter M und N.

Fur jedes maximale Ideal p von R betrachten wir das gebrochene Ideal

(M _:N)vonR .
P P |y

Wegen Mp = Np fur fast alle p gilt

(Mp : Np) = Rp fur fast alle maximalen Ideale p.

Es gibt deshalb ein eindeutig bestimmtes gebrochenes Ideal I von R mit

LR =(M :N).
p P P

Dieses gebrochene Ideal heif3t Index von N in M und wird mit

(M:N)
bezeichnet.
Bemerkungen
(iv) Wir verwenden hier den Satz von der Primfaktorzerlegung 1.5.3: jedes

v)

(vi)

(vii)

gebrochene Ideal I von R hat die Gestalt

n
= 1 pP
p maximal

mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen
n :=v (D=v (IR).
L PP
Umgekehrt kann man die ganzen Zahlen n_ beliebig vorgeben, vorausgesetzt, nur

endlich viele von ihnen sind ungleich Null.
Die obige Definition hat als Formel die Gestalt

v (M,:N
M:N)= ] p p(MpNp)
p maximal
(M:N) ist das eindeutig bestimmte gebrochene Ideal von R mit*®
(M: N)Rp = (Mp: Np).
Im Fall freier R-Moduln M und N stimmt die Definition im Spezialfall mit der fur
den allgemeinen Fall gegebenen uiberein: ist f: U — U ein Automorphismus mit

f(M) = N,
so gilt fur jedes maximale Ideal p auch
f(Mp) = Np’

d.h. es ist
M : N ) =det(f)sR

Das eindeutig bestimmte gebrochene Ideal I mit I-Rp = (Mp: Np) fur jedes p ist
somit gleich I = det(f)R.

(viii) Im Fall R = Z und M D N ist

(M:N)
gerade das Ideal von R, welches vom Index der Untergruppe N von M erzeugt
wird.

Als Z-Teilmoduln von U sind M und N namlich torsionsfrei und damit endlich
erzeugte abelsche Gruppen, d.h.

M=z

* Die Vorgabe des Ideals IsR ist aquivalent zur Vorgabe der ganzen Zahle v (IR ): im ersten Fall gibt
p p P

n . . .
man T R vor und im zweiten die ganze Zahle n.
p
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Bezeichne e, € Z" das n-Tupel mit der n-ten Koordinate 1 und allen anderen

Koordinaten gleich 0, sodal3 wir

M=%Ze. +..+Ze
1 n

schreiben konnen. Nach dem Elementarteilersatz konnen wir dabei das Z-linear
unabhédngige Erzeugendensystgem der e noch so wiahlen, daf} sich der Teilmodul

N in der Gestalt

N=d,Ze, +..+d Ze
1771 n n

schreiben lat mit den Elementarteilern diEN . Der Index von N in M im

Gruppentheoretischen Sinne ist dann gerade

d= dlo...-dn.
Zur Berechnung von (M:N) betrachten wir den (Q-linearen Automorphismus
f: Qn N Qn
mit der Matrix
d 0...0
1
0d,...0
Mp=| 2
0 0...d
n
bezuglich der e.. Dann gilt
f(M) = N,

also
(M:N) = det(f)sZ = d-Z,
wie behauptet.

1.6.6 Eigenschaften des Index
Seien R, K und U wie in 1.6.2 und M, N, L Gitter in U uiber R. Dann gilt:
(1) (M: M) =R.
(ii) (L: M)«(M:N) = (L:N).
(iii)  Im Fall M 2 N ist (M:N) ein ganzes Ideal, d.h.
M: N) CR,

und im Fall (M:N) =R gilt M =N.
Beweis. Nach dem Satz von der Primfaktorzerlegung 1.5.3 sind zwei gebrochene
Ideale I, J genau dann gleich, wenn zu ihnen dieselben Exponenten in der

Primfaktorzerlegung gehoren. Das gilt sowohl fur R als auch fur alle Lokalisierungen
R . Beim Beweis der obigen Relationen konnen wir also alle gebrochenen Ideale durch

deren zugehorige Ideal in den Lokalisierungen Rp von R ersetzen:

[I=]JinR & I-Rp =] -Rp fur jedes maximale Ideal p von R.

Zu (i). Es reicht zu zeigen
(Mp:M )=R

fur jedes maximale Ideal p von R. Zur Berechnund des Index auf der linken Seite
konnen wir die identische Abbildung id: U — U verwenden. Wir erhalten
(M _:M )=det(id)R_=1-R =R .
. , . p P p p P
Zu (11). Es reicht zu zeigen
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L:M )M :N )=(L_:N).
( . p) ( P p) ( . p)
Seien f: U — U und g: U — U Automorphismen mit
f(L)=M undgM )=N .
( p) D &( p) D
Dann gilt (g°f)(Lp) = Np’ also
L :N ) =det(gef)R _=det(g)sdet()R =M :N )+(L :M ).
(pp) (gf)p () (f)p(pp)(pp)
Zu (iii). Mit M D N gilt Mp D) Np. Sei f: U — U ein Automorphismus mit

fM )=N . 1
(p) P (1)

Die Bilder bei f eines freien Erzeugendensystems von M_ liegen somit in N C M ,

konnen also als Rp—Linearkombinationen dieses Erzeugendensystems geschrieben
werden. Also gilt det(f) € Rp , d.h.

(Mp: Np) C Rp fur jedes maximale Ideal p von R.
Die Exponenten der Primfaktorzerlung von (M:N) sind somit samtlich = 0. Also gilt
(M: N) C R.

Sei jetzt (M:N) = R. Dann gilt
M N )=R
p p p

fur jedes maximale Ideal p von R. Der oben fur festes p gewahlte Automorphismus f hat
also als Determinante eine Einheit von Rp’

%k
det(f) € Rp
Das bedeutet, die Matrix von f bezuglich eines freien Erzeugendensystems von Mp

besitzt eine Umkehrung mit Koeffizienten in Rp' Insbesondere induziert £1 eine
Abbildung

£l
Mp — Mp (2)
Nun ist aber die Zusammensetzung
f 1
M SN CM —M
p p p

gerade die identische Abbildung, also surjektiv. Also ist (2) surjektiv. Zusammen mit
(1) erhalten wir, daB die identische Abbildung

£l f
M —M —N
p p p
surjektiv ist, d.h. es ist Mp CN.
Jedes Element von M ist somit Rp-Linearkombination von Element aus N. Mit anderen
Worten,
fur jedes m € M gibt es ein a €ER - p mit am € N.

Weil M endlich erzeugt ist, gibt es dann aber auch ein gemeinsames a fur alle Elemente

aus M: fur jedes maximale Ideal p von R gibt es ein a € R - p mit aM C N, d.h. die
Menge
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{aeRlaM C N}

liegt in keinem maximalen Ideal von R. Nun ist diese Menge ein Ideal von R, d.h. diese
Menge ist gleich R, d.h. 1 liegt in dieser Menge, d.h. es gilt

M C N.

Wir haben gezeigt, im Fall M 2D N, (M:N) =R gilt M =N.
QED.

1.6.7 Invarianz des Index bei Automorphismen

Seien R, K und U wie 1.6.2 und seien M, N Gitter in U uber R. Dann gilt
(M:N) = (f(M):£(N))

fur jeden K-linearen Automorphismus f: U — U.

Beweis. Auf Grund des Satzes von der Zerlegung in Primfaktoren 1.5.3 reicht es zu
zeigen

M : =(f(M ):f
( pr) (f( p) (Np))

fur jedes maximale Ideal p von R, d.h. wir konnen annehmen, R ist ein diskreter
Bewertungsring und M und N sind freie R-Moduln. Sei

e U—U

ein K-linearer Automorphismus mit

_ g(M) = N. (1)
Dann gilt

(f°g°f1)(f(M)) = f(N). (2)

Aus (1) und (2) erhalten wir damit nach Definition des Index

(M:N) =det(g)*R
bzw.

(f(M):f(N)) = det(fegef” 1)-R

= det(f)~det(g)det(f) 1R

=det(g)*R

= (M:N).
QED.
Bemerkung
Wie bereits erwdhnt wollen wir im nachsten Abschnitt endliche separable
Korpererweiteungen L/K unseren Grundkorpers K betrachten. Mit Hilfe einer solchen
Korpererweiterung (genauer mit Hilfe der Spur einer solchen Erweiterung) kann man
eine nicht-entartete symmetrische K-bilineare Abbildung

LxL — K, (X, y) b tr(xy),
konstruieren. Die weiteren Definitionen und Satze dieses Abschnitts hangen von der
Wahl einer solchen Bilinearform ab. Wir wollen deshalb im folgenden eine solche

Bilinearform als vorgegeben ansehen. Die Konstruktion dieser Bilinearform
verschieben wir auf den niachsten Abschnitt 1.7.

1.6.8 Die Situation (Wahl einer Bilinearform)

K U
U U
R T

In diesem Abschnitt 1.6 seien
K ein Korper
U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
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B: UxU — K nicht-entartete symmetrische Bilnearform tiber K.

R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R).
T ein R-Teilmodul von U
LM,N Gitter in U uber R (vgl. 1.6.2).

Das Vorhandensein der fest gewahlten Bilinearform B werden wir gelegentlich auch
dadurch betonen, dal wir sagen, U sei ein euklidischer K-Vektorraum mit dem

Skalarprodukt B.

1.6.9 Das Dual eines Moduls

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und U ein euklidischer K-
Vektorraum (vgl. 1.6.8) Weiter sei

TCU
ein R-Teilmodul von U, welcher eine Basis des K-Vektorraums U enthalt. Dann heil3t
D(T) := DR(T) ={u€UIB@u,T) CR}
Dual von T uiber R.

1.6.10 Das Dual eines freien Gitters

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und U ein euklidischer K-
Vektorraum (vgl. 1.6.8) Weiter sei

M
ein freies Gitter in U Uber R mit dem R-linear unabhiangigen Erzeugendensystem

T (1)
Dann gilt.

(i) D(M) ist ein freies Gitter. Die zu (1) duale Basis*’

~ ~s

u, ,..u .
1° n

ist ein R-linear unabhéngiges Erzeugendensystem von D(M).
(ii) D(DM)) =M.

Beweis. Es genuigt, (i) zu beweisen. Wir schreiben u€U als Linearkombination der u

b

1

u= ? c.u. .
Dann gilt
ueED(M) < BuM)CR
= B(u,uj) € R fur alle j

) ciB(h’i,uj) ER fur alle j
1

= CJ.ER fur alle j,
d.h. DOM) = R-Ii1 +..+Re iin.
QED.

» d.h. die Basis von U uber K mit B(u_ , u) = 9., (Kronecker-Symbol) fur alle i und j.
] 1
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1.6.11 Eigenschaften des Duals
Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und U ein euklidischer K-
Vektorraum (vgl. 1.6.8) Weiter seien
M,NC U

Gitter in U uiber R und p ein maximales Ideal von R. Dann gilt
6] D(M) ist ein Gitter von U.

ii DM)R =D, (M ).
@ DODR, =Dy (M)
@) DM) =N DR (Mp),

wobei der Durchschnitt iiber alle maximalen Ideale p von R erstreckt wird.
(iv) DMDM)) =M.
(v)  (DM):DIN)) = (N:M).
Beweis. Zu (i). Weil M ein Gitter ist, enthalt M eine Basis von U uiber K, also ein
freies Gitter

N C M, N freies Gitter.

AuBerdem gibt es ein cEK* mit
NC MC cN
(nach dem Vergleichslemma fur Gitter 1.6.4). Man beachte, mit N ist auch c*N ein
freies Gitter. Nach Definition des Duals folgt
D(c*N) € D(M) C D(N).
Nun sind D(ceN) und D(N) freie Gitter (nach 1.6.10). Insbesondere ist D(M) als R-

Teilmodul des endlich erzeugten R-Moduls D(N) endlich erzeugt. Au3erdem enthalt mit

D(ceN) auch D(M) eine Basis von U uber K. Wir haben gezeigt, D(M) ist ein Gitter in
U uber R.
Zu (i1). Wir fixieren ein endliches Erzeugendensystem von M uber R, sagen wir

M=Rew, + ... + Rew .
1 n

Beweis von “_”: Sei v € DR (Mp). Dann gilt
P
B(v, M) C B(v, Mp) C Rp

also
a

1.
B(v, Wi) = b—imlt ai ER, bi ER-p.
Durch Erweitern der endlich vielen Briiche erreichen wir,

b, =..=b_=b.
1 n
Dann gilt beB(v, Wi) =a, € R, also
bsB(v, M) C R,
also
B(bv, M) C R,
also
bv € D(M),

alsov € D(M)-%g D(M)-Rp.

Beweis von “C_". Es reicht zu zeigen,



61

DM) & Dy (Mp)
(weil die Menge rechts ein Rp—Modul ist), d.h. zu zeigen ist

B(v, Mp) C Rp fur jecdes v € D(M).
Weil B bilinear ist tiber K, gilt B(v, Mp) = B(v, M-Rp) = B(v, M)-Rp. Es reicht also zu

zeigen
B(v, M) C Rp'

Wegen v € D(M) gilt aber sogar B(v, M) C R.
Zu (iii). Es gilt
ND, M )= NDM)R wegen (ii
R ( p) M) D (wegen (i1))

=DM) (nach 1.6.3).
Zu (1v). Nach (i1) gilt
D(M)) & D(D(M))'Rp =Dp (Op (Mp))

Als endlich erzeugter Rp—Modul ist Mp frei uiber Rp (nach Bemerkung 1.6.5), d.h. wir
konnen 1.6.10 (ii) auf die rechte Seite anwenden. Es folgt
D(MM)) & Mp
fur jedes maximale Ideal p, d.h.
D(M)) € M Mp =M

(nach 1.6.3). Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei v € M. Nach
Definition von D(M) gilt
B(v, w) C R fur jedes w € D(M),

d.h. es ist

B(v, D(M)) C R,
also

v € D(D(M)).
Zu (v). Nach Definition des Index reicht es zu zeigen,
(D(M):D(N))-Rp = (N:M)-Rp

fur jedes maximale Ideal p von R.*® Wegen (ii) ist letzteres Aquivalent zu
D, M )D, (N)=(N_:M
( Rp( p) R ( p)) ( D p)

Der Beweis der Behauptung ist damit auf den Fall R = Rp zuruckgefuhrt, d.h. wir

konnen annehmen,
Ristein diskreter Bewertungsring und M und N sind freie Gitter uiber R.
Wir fixieren ein freies Erzeugendensystem von M uiber R, sagen wir

M =Reu, +...+ Reu
1 n

und bezeichnen die zu den ui duale Basis mit v v,

oV
DM) = R-v1 +..+ R'vn und B(ui, Vj) = 6ij'

% Der Index zweier Gitter ist ein Ideal, welches durch die Ideale definiert ist, die es in den
Lokalisierungen von R bezuiglich der maximalen Ideale von R erzeugt.



62

Nun besitzt auch N ein freies Erzeugendensystem tiber R, und dieses ist eine Basis von
U uber K. Es gibt also einen K-linearen Automorphismus

f: U — U,
welcher die u in dieses freie Erzeugendensystem von N abbildet. Insbesondere gilt

f(M) =N, (1)
und dieses freie Erzeugendensystem besteht aus den Vektoren f(ui),

N = R-f(ul) +..+ Re f(un).
Bezeichne
f**U—U
die zu f bezuiglich B duale Abbildung, d.h. f* sei der K-Automorphismus von U mit

B(f(w), u”) = B(w’, f¥(u™)) fur alle v, u” € U.

Insbesondere ist dann

k -1 — k k -1 — —
d.h. die (f*)'l(vi) bilden gerade die zu den f(uj) duale Basis. Es folgt (nach 1.6.10)

D(N) = R- (f*)'l(vl) +..+Re (f*)'l(vn),
d.h.

" (L dM) = DN,
- ~ PXD(N)) = D(M). N )
Aus (2) und (1) erhalten wir, weil alle beteiligten Moduln frei sind,
(D(N):D(M)) =det(f*)sR

(M:N) =det(f)R
Es reicht also zu zeigen
det(f*) = det(f).

Das ist aber der Fall, weil die Matrix von f* bezuglich der dualen Basis der v, gerade
transponiert ist zur Matrix von f bezuiglich der Basis der u..
QED.

1.6.12 Die Diskriminante eines Gitters

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K, U ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum mit Skalarprodukt’'

B:UxU—K
und M ein R-Gitter in U. Dann heift
O0(M) := d(M/R) := (DR(M) M)

Diskriminante von M uiber R.

1.6.13 Eigenschaften der Diskriminante

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und U ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Fur beliebige R-Gitter

M,NC U
in U gilt dann:

3! d.h. mit nicht-entarteter symmetricher Bilinearform.
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i 8N = 3(M)+(M:N)2,
(i1) 6(Mp/Rp) = f)(M/R)-Rp fur jedes maximale Ideal p von R.
(i)  O(M) = det B(ui , uj)-R
falls M das freie Erzeugendensystem Ups st besitzt,
M = R-u1+...+R’url ,h = d1mK U.

(iv)  ImFallM D N gilt
dM) Id(N)  (d.h. (M) D d(N)).
AuBerdem ist dann
O(M) =08(N) & M =N.

Beweis. Zu (i). Es gilt

O(N) =D N):N) (nach Definition)
= (M:N)s (D (N):M) (nach 1.6.6 (ii))
=(M:N)s (D (N):DM))«(D(M):M)  (nach 1.6.6 (ii))
= (M:N)2- (D(M):M) (nach 1.6.11 (v))
= 5(M)» (M:N)? (nach Definition)
Zu (i1). Fur jedes maximale Ideal p von R gilt
f)(M/R)°Rp = (DR(M) : M)-Rp (nach Definition)
= (DR(M) -Rp : M-Rp) (Bemerkung 1.6.5 (vi))
= (DRp(Mp):Mp) (nach 1.6.11)
= 6(Mp/Rp) (nach Definition).

Zu (iii). Seien V1 Y eee s Vn die zu den ui duale Basis und

fU—U
der K-lineare Automorphismus mit
f(Vi) = ui furi=1, ..., n.
Dann wird D(M) von den A erzeugt, d.h. es gilt f(D(M)) = M, also
O(M) = (D(M):M) = det(f)R.
AuBerdem ist
det B(ui, uj) = det B(ui , f(Vj)) =% det(f)-det B(ui, Vj) =% det (f).

32 Links steht die Determinante der Zusammensetzung der Abbilung
K" — U, c. b f(Vi)
mit der Abbildung
U— K xm» (B(ul, X),y een s B(un, X).
Identifiziert man U mit Hilfe der Basis der Vj mit K", so bekommt die erste Abbildung die

Determinante det(f) und die zweite die Determinante det B(u , v ).
L]

3 B(u,, v.) ist nach Definition der v. die Einheitsmatrix.
1 ]
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Zu (iv). Im Fall M 2 N ist (M:N) ein Ideal von R (nach 1.6.6 (iii)). Der erste Teil der

Behauptung folgt damit aus ().
Ebenfalls nach (i) ist

dM)=0(N) & (M:N)=R.
Nach 1.6.6 (iii) ist aber die Identitat rechts aquivalent zu M = N.
QED.

1.6.14 Verhalten bei direkten Summen

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und U ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Weiter sei

U= U1 @ U2
eine Zerlegung in orthogonale K-lineare Unterraume. Fur beliebige R-Gitter
Mi , Nig Ui i=12)

sind dann
M:= M1®M2 und N := NI@NZ

R-Gitter von U mit

@) (M:N) = (Mlle)-(M2:N2)
(ii) DM) = D(M1)+D(M2)
(iii) oM) = 6(M1)-6(M2).

Aussage (1) gilt auch ohne die Annahme der Orthogonalitat der Zerlegung von U.
Beweis. Zu (i). Wir konnen annehmen, R ist ein diskreter Bewertungsring und die
auftretenden Gitter sind sind frei. Wir wahlen Automorphismen

f.U. —U.
i i
mit
f.M.)=N.furi=1,2.
1 1 1
Fur den Automorphismus f: U — U mit den Koordinatenfunktionen f r f2 gilt dann
det(f) = det(f 1)-det(f2),

also ist
(M:N) =det(H)R = det(f1 )R-det(fz)R = (M1 :N 1)-(M2:N2).

Zu (ii). Sei Bi die Einschrankung der Bilinearform B auf Ui' Fur
u= (ul, u2), V= (Vl, V2) € U1 ©) U2 =U

gilt dann wegen der Orthogonalitat der Zerlegung von U:
B(u, v) = B(ul, Vl) + B(u2, V2)

also
Bu, M) = B(ul, Ml) + B(uz, M2).
Es folgt
BuM)C R = B(ul, Ml) C Rund B(u2, M2) CR,
d.h.
ueEDM) & U € D(Ml) und Uy € D(M2).

dM) =(DM)M)
= (D(Ml) + D(MZ) M 1t M2) (nach (i1))
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= (DM 1):Ml) . (D(Mz):Mz) (nach (1))
= 6(M1)’6(M2)
QED.

1.6.15 Verhalten bei Erweiterungen

Seien R C R’ ineinanderliegende Dedekind-Ringe mit den Quotientenkorpern
K =Q(R)und K’ =Q(R").
Weiter sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
U =U®_ K’
K
(1) Fir beliebige R-Gitter M, N C U sind MR’ NR’ C U’ Gitter iiber R’ mit
(MR’ : NR’) = (M:N)R".

Sei weiter B: U x U — K ein Skalarprodukt und B’: U’xU” — K’ dessen bilineare
Fortsetzung auf U’. Dann gilt

(i) DR,(MR )= DR(M)R .

(i) OMR’/R’) =d(M/R)R’.

Beweis. Es genugt, die Identititen lokal in den maximalen Idealen p’ von R’ zu
uberpriifen. Ist p’MR maximal in R, so reduziert dies die Behauptung auf den Fall, daf3
R und R’ diskrete Bewertungsringe und M,N freie R-Moduln sind. Ist p := p’MR nicht
maximal, so ist R_ ein Korper, also MRp = NRp = U und die zu beweisenden lokalen

Identitaten sind trivial:

o In (i) steht auf beiden Seiten R’.
o In (i1) steht auf beiden Seiten UR’
o In (iii) steht auf beiden Seiten (UR’:UR’) =R’.

Damit genugt es, die Behauptung fur freie Moduln M und N uber einem diskreten
Bewertungsring R zu beweisen. In diesem Fall ergeben sich aber die Identititen aus der
jeweiligen expliziten Beschreibung der beteiligten Moduln:

o In (i) steht auf beiden Seiten das gebrochene Ideal von R’, welches von der
Determinante eines Automorphismus f: U — U mit f(M) = N erzeugt wird.

. In (ii) steht auf beiden Seiten der (freie) R’-Modul, welcher von der dualen Basis
eines freien Erzeugendensystems von M tiber R erzeugt wird.

. In (iii) steht auf beiden Seiten das Ideal von R’, welches von der Determinante

eines Automorphismus f: U — U erzeugt wird, welcher die duale Basis eines

freien Erzeugendensystem in dieses Erzeugendensystem abbildet.
QED.

1.7 Norm und Spur

1.7.1 Der Endomorphismenring eines freien Moduls
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul mit dem linear

unabhidngigen Erzeugendensystem Die Menge der R-linearen

RO
1’7 "n

Endomorphismen von M, d.h. der R-linearen Abbildungen M—M bezeichnen wir mit
EndR(M).
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Dies ist ein im allgemeinen nicht mehr kommutativer Ring, welcher isomorph ist zum
Ring der nxn-Matrizen
ROXN
mit Eintrdgen aus R, und zwar gehort zu jeder Basis von M uiber R ein Isomorphismus.
n
ROXD _, EndR(M), (rij) > (u)i [EY glriju)j).
Der Ring R 1aft sich als Teilring von EndR(M) auffassenjvermittels der Abbildung

R — EndR(M), r» (mp rm).

1.7.2 Definition von Spur und Norm eines Endomorphismus
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul. Fur jedes
AEEndR(M)

betrachten wir das charakteristische Polynom von A,
x(A, x) = det(x'1d - A).**

Wir schreiben

(A, x) = x" - Tr(A)x"1 £ 4+ (1)IN(A).
Die Koeffizienten Tr(A) und N(A) heilen Spur bzw. von Norm von A.
Bemerkung
Identifiziert man den Endomorphismus A mit der zugehorigen nxn-Matrix bezuglich
irgendeines freien Erzeugendensystems von M uber R, sagen wir

a8y,
Ay, Ay, ...4Q
A= 21227 I 2 ER.
a8y
so gilt
NA) =CD"x(A,0)=(-1)"det(- A)
=det (A)
und
11 12 0 P
a,, X-8,,... -Q
Tr(A) = negativer Koeffizient von xn'1 in det 21 22 2n
A A XA
=aj teeta

1.7.3 Eigenschaften von Spur und Norm
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul. Dann gilt:
(1) N(AB) = N(A)N(B) fur A,BEEndR(M).

¥ Wir ziehen hier diese Definition der Variante

(A, x) = det(A - x-1d)
vor, weil auf diese Weise (A, x) ein normiertes Polynom in x wird. Dadurch fallen in einigen Formeln
sonst notige Vorzeichenfaktoren weg.
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(i)  Tr(A+B)=Tr(A) + Tr(B) fur A,BEEnd, (M).

(i)  N(r) = fur rER.
@iv)  Tr(r) = n-r fur rER.
) Tr(rA) = r-'Tr(A) fur r€R und AEEndR(M).

Beweis. Zu (i). N(AB) = det(AB) = det(A)-det(B) = N(A)-N(B).
Zu (ii) und (v). Sei (aij) die Matrix von A beziiglich der Basis ®

Tr(A) = a1 1+...+ann

Dieser Ausdruck ist offensichtlich R-linear in A.

Zu (iii) und (iv). Mit den Bezeichnungen von (ii) erhalten wir im Fall A=rER fur die
zugehorigen Matrix

P u)n. Dann gilt

r 0 ..0
Or...O

@ =1 ...
0 0...r

also Tr(r) = n'r und N(r) = ™.
QED.

1.7.4 Satz von Hamilton-Cayley
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul. Dann gilt
x(A,A) =0 fur jedes AEEndR(M).

. Dann gilt

Beweis. Sei (aij) die Matrix von A bezuglich der Basis W5 s
n
Aw. = Y a..
1 izl ij _]
also
*) 0 E (6 A- a, )cu
j=1

Dabei fassen wir die Ausdriicke 6ijA— aij als Elemente des Rings EndR(M) auf. Genauer

liegen diese Ausdriicke sogar in dem kommutativen Teilring
R[A] C EndR(M).

Wir betrachten die Matrix der bij = 6ijA_aij im Ring der nxn-Matrizen uber R[A].
Bezeichne Bi' die adjungierte Unterdeterminante von (bi') zur Position (i,j). Wir
multiplizieren die i-te Gleichung von (*) mit Bij und bilden die Summe der

0
entstehenden Gleichungen. Wegen

E 5 {det(bij) fur J=i
i=1 1J0 ij 0 sonst
erhalten wir aus (*):
0 =det(d..A-a..)w. .
1) U J
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Da jO beliebig war, ist die Multplikation mit det(éijA- aij) die Nullabbildung des
Endomorphismenrings EndR(M), mit anderen Worten, es gilt

O:det(BijA- aij) =%(AA).
QED.

1.7.5 Das Charakteristische Polynom als Norm

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M ein freier R-Modul. Weiter sei
X

ein Uber dem Ring R transzendentes Element. Dann definieren die nxn-Matrizen mit
Eintrdagen aus R[x] lineare Endomorphismen von M®RR[X], so daB fur solche
Endomorphismen die Norm definiert ist. Es gilt

(-D™N(x-A) = %(Ax)
fur jedes AEEndR(M).

Beweis. Die Elemente W5 O bilden eine linear unabhingiges Erzeugendensystem

von M®RR[X] uber R[x]. Es gilt

n
Aw. = Ya.o.
i izl ijj
also
n
(x-A)coi = .E (6ijx-aij)coj
=1
also
N(x-A) = det(éijx—aij) = (—1)nx(A,x).
QED.
Bemerkung

Die eben bewiesene Identitat bleibt guiltig, wenn man fur t ein Element von R einsetzt.

1.7.6 Die Norm eines Polynoms mit Koeffizienten aus End(M)

Seien Al""’A ZEEndR(M) und x ein Uber R transzendentes Element. Dann gilt

N(xZ+Alx€'1+...+A€) = rl-xne'1+...+rné

mit gewissen Elementen riER. Insbesondere ist

rlzTr(Al) und rne = N(Af)'
Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wie bei der vorhergehenden Aussage. Fur
v=1,...,¢ haben wir Identititen

Also ist

also
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C, A £-1 _ 14 (-1
N(t +A1t +...+Aé) _det(éijt +a1ijt +...+a i.).

Daraus ergibt sich die erste Identitét. Die letzte Idenitéit erhidlt man daraus, indem man x
=0 setzt.
Zum Beweis der verbleibenden Identiit beachte man, die Summanden, die Beitrage zum

Koeffizienten I liefern, sind Produkte aus einem Faktor des Grades ¢ - 1 und lauter

Faktoren des Grades ¢. Die Faktoren des Grades ¢ kommen von Eintrigen der
Hauptdiagonalen (nur dort befinden sich Polynome des Grades ¢) Der einzige Faktor

des Grades ¢ - 1 mu} dann aber auch aus der Hauptdiagonalen kommen.
QED.

1.7.7 Komposition von Spuren und von Normen
Seien R und S kommutative Ringe mit Eins und

M
ein freier S-Modul endlichen Rangs. Weiter sei
RCS
und S sei als R-Modul ebenfalls frei und vom endlichem Rang. Fur jedes AEEndS(M)
C EndR(M) gilt dann
T pr®) = Trg p(Try g (A))
NMR = Ngr M5

AuBerdem ist

Xg(As 0 = Ng o (g (A, )
wobei XR(A, t) und XS(A, t) die charakteristischen Polynome von A bezeichnen sollen,
wobei man einmal A als Element von EndR(M) und einmal als Element von EndS(M)
auffal3t.

Bemerkung
Die ersten beiden Identitaten besagen, dal} folgende Diagramme kommutativ sind.
Trvys Nmys
EndS(M) — S EndS(M) S
I - J’TrS/R l N ‘|’NS/R
M/R M/R
EndS M) ——— R EndS (M) R

Beweis von 1.7.7. 1. Schritt. Beweis der Formel fur die Norm.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der linear unabhangigen
Erzeugenden des freien S-Moduls M. Im Fall eines Erzeugendensystems der Lange 1
gilt M=S, TrM /S:NM /5= Id und die Behauptung ist trivial. Sei jetzt n>1 und w

ein linear unabhangiges Erzeugendensystem von M tiber S,

1%

M=S. 031+...+S-00n (freies Erzeugendensystem).

Fur vorgegebenes AEEndS(M) schreiben wir

n
Aw. = Y a.w.mita. ES.
1 izl ij ] ij
Wir betrachten das Element BEEndS(M) mit
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Bw, = a
1 2 IJ ] o
B(;)i ::allwi ,
d.h.
1 0 0 ... 0
%k
a11 0 ... 0
%k
B = 0 all.. 0
ES
0 O ...a11

Bei der Zusammensetzung C := BA werden die Basiselemente von M wie folgt
abgebildet.

n n n
W, b Ea w.pa (o ->Ya.0)+ >a.a 0.=a
1 J1JJ 111j=21JJ j_21_]11_] 1171
n n n
w, HJEIaJwJHal ( g a 03)+ Ealj 110)J—a1(01+J2201J coJ
mit c1J —aJ aj-ay a1J Mit anderen Worten, es gllt
Cu)1=alloo1
n 2)
Cooi: 1® +20Jo)J (fur i>1)
J=1
d.h.
* ok *
1
C: O k% k

Die Matrix dieser Abbildung hat in der ersten Spalte als einzigen eventuell von Null
verschiedenen Eintrag das Element a, in der ersten Position. Deshalb gilt nach dem

Entwicklungssatz
Nmys(© =21 Ny s ©):

Dabei seit M’:= Soo2 +...Soon und C’ bezeichne die S-lineare Abbildung

n
C:M —-M ,ooi g jgz cij ooj (i=2,..,n).
Damit gilt
Ng/r(Npys(©) =Ny p(@y ) Ng g (N g (C0).

Den Ausdruck ganz rechts konnen wir jetzt nach Induktionsvoraussetzung berechnen.
Es folgt

Ng/r(Npys©) =Ny p@y ) Ny (€0 G)
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Sei jetzt s eensS ein R-linearer unabhangiges Erzeugendensystem des R-Moduls S,

1

S =Re S et Re S (freies Erzeugendensystem).

Dann bilden die Produkte Si(Dj eine lineare unabhédngiges Erzeugendensystem des R-

Moduls M und die Matrizen der Abbildungen B und C bezuglich der siwj lassen sich

aus (1) und (2) gewinnen, indem man diese Identititen auf alle moglichen Weisen mit
einem s, multipliziert. Die entstehenden Matrizen zerfallen in Blocke, wobei fur jedes

Paar (i,j) der zugehorige Block zu den SM(Di und sij (mit festem 1 und jund v, u =

1,..., m) gehort.

Da in der Matrix von C tiber R nach (2) in der linken oberen Ecke der Block zur
Multiplikation mit a11 steht und unter diesem Block lauter Nullen stehen, folgt nach

dem Entwicklungssatz

Nyr©  =Ngra PpNye g (©)

also mit (3):

Nur© =Ny Ny (©): ¥

Dies ist die gesuchte Formel fur die Norm nur mit C = BA anstelle von A. Auf Grund
der sehr speziellen Gestalt der Matrizen von B uiber R bzw. S (vgl. Formel (1)) erhalten
wir in analoger Weise die entsprechende Formel fur B,

Nyr® = Ng Ny pg(B)
l

)n-l

Ng/r@11 5)

I
n-1
Ngr@11)

Da die Norm multiplikativ ist, ergibt sich daraus die Behauptung zumindest in dem Fall,
dal NS /R( alll_ll) eine Einheit ist. Im allgemeinen Fall mussen wir einen etwas kunstlich
wirkenden Trick anwenden.

Sei t ein Uiber S transzendentes Element (eine Unbestimmte). Wir bezeichnen mit At’ Bt

und Ct die Matrizen, welche man aus A, B und C erhilt, indem man das Element a

11
durch a, 1+t ersetzt. Die obigen Betrachtungen sind dann naturlich auch fur At’ Bt und
C ¢ anstelle von A, B und C gultig (mit S[t] anstelle von S). Die Identitét (4) mit

C=By

anstelle von C kann man dann in der folgenden Gestalt schreiben.
n-1 _ n-1
NsR( 21170 Nyr(A = Ngr( 2707 N p(INyy(AY)
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(wegen (5)). Dies ist eine Identitat von Polynomen aus R[t]. Der hochste Koeffizient
des Polynoms NS /R( a11+t) ist Eins (z.B. nach 1.7.5). Deshalb ist dieses Polynom in

R[t] kein Nullteiler’®, d.h. es gilt
NMR A =Ny NyysAy)
Wir setzen t=0 und erhalten die Behauptung des ersten Schritts.

2. Schritt. Beweis der beiden anderen Formeln.
Nach Lemma 1.7.5 gilt

T ) P
XM/S (A,) =(-1) NM/S (t-A) mitn : rkS(M)
=Nyys (A0
und analog
_ (_1ynm, _ P
XM/R (At) =(-1) NM/R (t-A) mit m : rkR(S)
=Nyyr A-0

Aus der eben bewiesenen Formel fur die Norm ergibt sich damit

=Ng/r(NpygA-D)

= Ng Og(A )
Die noch verbleibende Formel fur die Spur ergibt sich jetzt durch

Koeffizientenvergleich: der negative Koeffizient von ¢mn-1

TrM/R(A)
(nach Definition der Spurt) und derselbe negative Koeffizient auf der rechten Seite ist
TrgrRMMyys)

in XM/R (A,t) ist gerade

(nach Lemma 1.7.6 angewandt auf das Polynom XS(A, t) und mit r 1= TrM /S(A)).
QED.

1.7.8 Der Fall einer endlichen Korpererweiterung

Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und €K ein Element mit dem
Minimalpolynom f(x) tiber k. Dann gilt

(1) deg f(x) | [K:k]

.. . K:k
)  x(o, x)= f(x)z mit {:= % )
(iii)  Try , (o) = é-(a1+...+am)
14

(iv) NK/k(OL) = (al-...-am)

Dabei seien n = [K:k], m=deg f und a o die (mit ihren algebraischen

1
Vielfachheiten aufgelisteten) Nullstellen von f in irgendeiner Erweiterung von K.
Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall

K=k(a).
Wegen x(a, a)=0 gilt fly und wegen [K:k] = deg f muf} dann sogar (o, x) = f(x)
sein. Damit gilt (i1) (mit ¢ =1) und insbesondere (i).

3 Man betrachte den hochsten Koeffizienten des Produkts.



73

Wir schreiben
x(a, x) = f(x) = (x-(xl)-...-(x-(xm),
Wir fuhren die Multiplikationen auf der rechten Seite aus und erhalten
5 (o, x) = x™ - (a1+...+am)-xm'1 * .+ (DM(aa ).

Nach Definiton von Spur und Norm gelten damit auch die Aussagen (iii) und (iv) (mit 14
= 1). Damit sind die Behauptungen im Fall K = k(o) bewiesen.

Im allgemeinen Fall betrachten wie den Korperturm
kC k(o) EK

und wenden 1.7.7 an.

QED.

1.8 Separabilitat

1.8.1 Die Zahl der Einbettungen eines Erweiterungskorpers
Seien K/k und L/k endliche Korpererweiterungen. Dann gibt es hochstens [K:k]
Einbettungen

K—L,
welche den Korper k elementsweise festlassen.
Beweis. Im Fall K=k(a) ist das trivial, da Nullstellen des Minimalpolynoms von o in
Nullstellen des Minimalpolynoms uibergehen miissen. Im allgemeinen Fall betrachtet
man einen Korperturm

k=K A CK C...CKj:K

0 1
aus einfachen Erweiterungen Ki = Ki_l(oci) und fuhrt den Beweis durch Induktion nach
J-
QED.

1.8.2 Definition der Separabilitat

Eine endliche Korpererweiterung K/k heifit separabel, wenn es eine endliche

Erweiterung L/k gibt mit der Eigenschaft, daf} die Zahl der verschiedenen Einbettungen
K—L,

welche k elementeweise festlassen, gleich [K:k] ist.

1.8.3 Separabilitat von Teilerweiterungen
Seien K/k und L/K endliche Korpererweiterungen. Dann besteht folgende Implikation.
L/k separabel = K/k und L/K separabel.
Beweis. Nach 1.8.1 gibt es hochstens [K:k] verschiedene Einbettungen
K—M
in irgendeine endiche Erweiterung M/k. Nach demselben Lemma lat sich jede von

diesen Einbettungen auf hochstens [L:K] verschiedene Weisen fortsetzen zu einer
Einbettung

L—M.
Wenn man also insgesamt [L:k] = [L:K]-[K:k] Einbettungen L—=M erhilt, so muf} in

jedem Teilschritt bereits die maximal erreichbare Anzahl von Einbettungen moglich sein.
QED.
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1.8.4 Separabilitait und das Fehlen mehrfacher Nullstellen
Seien K/k eine endliche separable Erweiterung vom Grad n und
. K—=M
die n verschiedenen k-Einbettungen in einer (hinreichend groBen) endlichen

Erweiterung M/k. Weiter seien aEK ein Element und o .,ocmEM die paarweise

1
verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms f(x) von a tiber k in M. Dann gilt

1 fx)= (x-(xl)'...'(x-(xm)

. .. . n
(1) {al,...,ocm}—{ol(oc),...,on((x)}, wobei in der Folge oi(a) jedes der (xj genau —

mal angenommen wird.
Beweis. Jede der Nullstellen ocj definiert eine k-Einbettung

k((x)—>M.0L|->oci.

Die Zahl dieser Einbettungen ist nach 1.8.3 gleich m = [k(a):k] = deg(f), d.h. es gilt

(). Jede dieser Einbettungen 14t sich auf [K:k(a)] = % verschiedene Weisen fortsetzen

zu einem der Oi. Also kommt jedes der aj in % - facher Weise in der Gestalt Gi(a) Vor.
QED.

1.8.5 Die Spurabbildung
Seien K/k eine endliche separable Erweiterung vom Grad n und
o K—M

die n verschiedenen k-Einbettungen in eine endliche Erweiterung M/k. Dann gilt
n
TrK /k((x) = iEloi(oc)

fur jedes aEK.
Beweis. Dies folgt aus 1.8.4 und 1.7.8.
QED.

1.8.6 Zusammensetzung separabler Erweiterungen

Seien K/k und L/K endliche separable Korpererweiterungen. Dann ist auch L/k
separabel.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es paarweise verschiedene k-Einbettungen

oi:K — U, i=1,...,[K:k]
und paarweise verschiedene K-Einbettungen

ri:L -V, i=1,...,]L:K].
Durch geeignetes Vergroern von U konnen wir erreichen, dafl die o, sich zu k-
Einbettungen

O'iZL —-U

fortsetzen lassen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen LEV
(man identifiziere L mit seinem Bild bei einem der ‘ci). Wir setzen die Oi zu k-

Einbettungen
oi:V —-U
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fort (bei eventueller VergroBerung von U). Nach Konstruktion sind die
Einschrankungen der Oirj auf L paarweise verschieden:

Gi'cj = oi,'cj, auf L = Oi = O'i, auf K (da die T K-Einbettungen sind)
= i=i’
= Tj = ‘cj, auf L (da die o injektiv sind)

= J=’.

Die Anzahl der oir.l ist gleich [L:K]-[K:k] = [L:k]

JL
QED.

1.8.7 Separabilitat in der Charakteristik Null
Jede endliche Erweiterung K/k eines Korpers der Charakteristik Null ist separabel.
Beweis. Auf Grund von 1.8.6 genuigt es, den Fall einer einfachen Korpererweiterung
zu betrachten,

K = k(o).
Sei

f(x) = (X—al)-...-(x—ocm)
das Minimalpolynom von a., wobei die o einer geeigneten endlichen Erweiterung M

von K entnommen seien. Es reicht zu zeigen, dall es m verschiedene k-Einbettungen

K—M gibt. Dazu wiederum genuigt es zu zeigen, die Nullstellen von f sind paarweise
verschieden. Hitte f eine mehrfache Nullstelle, so hatte der groite gemeinsame Teiler
g = GCD({, )

von f und der Ableitung von f einen positiven Grad. Mit anderen Worten f hitte einen

echten Teiler, im Widerspruch zur Wahl von f.

QED.

Bemerkungen

(i)  Wir benutzen beim Beweis den Tatsache, daf3 in der Charakteristik Null die
Ableitung eines von Null verschiedenen Polynoms ungleich Null ist.

(i)) Die obige Argumentation zeigt, ein irreduzibles Polynom f(x) hat genau dann
mehrfache Nullstellen, wenn {*(x)=0 gilt.

(iii)) Wir zeigen jetzt, daB jede endliche separable Erweitungen einfach ist. Die
umgekehrte Aussage gilt naturlich nicht.

1.8.8 Separabilitait und mehrfache Nullstellen

Eine eine einfache algebraischen Erweiterung K=k(a) ist genau dann separabel, wenn
das Minimalpolynom fE€k(x) von a keine mehrfachen Nullstellen besitzt (d.h. wenn f

separabel ist bzw. wenn a iiber k separabel ist).

Beweis. Besitze f keine mehrfache Nullstellen. Jede Nullstelle von f liefert dann eine
andere Einbettung von K in eine hinreichend grofle Erweiterung von k, d.h. die
Erweiterung K/k ist separabel. Die umgekehrte Implikation ergibt sich aus 1.8.4.
QED.

1.8.9 Satz vom primitiven Element

Jede endliche separable Erweiterung K/k ist einfach.
Beweisskitze. 1. Fall: k ist endlich.

Dann ist auch K endlich, d.h. die Einheitengruppe K* ist zyklisch. Sei § ein
erzeugendes Element dieser Einheitengruppe. Dann enthélt k(C) alle von Null
verschiedenen Elemente von K, d.h. es ist K=k(Q).
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2. Fall: k ist unendlich und K=k(a.,p).
Seien

oi: K — M, i=1,...,n := [K,k]
die paarweise verschiedenen k-Einbettungen von K in eine geeignete endliche

Korpererweiterung M von k. Dann gilt fur je zwei 1,JE{1,...,n} jewelils eine der beiden
Ungleichungen

Oi(OL) = oj(a) oder Oi(B) = oj(ﬁ).

Weil k unendlich ist, gibt es Elemente a,b€k mit*°
2(0}(@) - 0,(@)) + b(0,(B) - 0,(B) = 0
fur beliebige i,jE{1,...,n} mit i=j. Wir setzen y := a-a + b-. Dann gilt
o.(Y) - oj(v) = 0.
Insbesondere sind die k-Einbettungen Oil : k(y) = M paarweise verschieden. Nach

k(y)
1.b.1 gilt deshalb
[k(y):k] = n = [K:k].
Wegen k(y)&K muf} dann aber K=k(y) gelten, d.h. K/k ist einfach.
3. Fall: k ist unendlich und K/k beliebig.
Es gilt K=k(a1,...,an).

Nach dem zweiten Fall kann man n solange verkleinern bis n=1 gilt.
QED.

1.8.10 Separabilitat und das Nichtentarten der Killingform
Sei K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann ist die Abbildung

Tr: KxK —= k, (a,b) » Tr(a,b) := TrK /k(ab).

eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform uiber k.
Beweis. Lediglich die Aussage, da3 die Form nicht-entartet ist, bedarf eines Beweises.

Wir wihlen ein primitiven Element yEK, d.h. ein Element mit
K = k(y).
Wir betrachten die Vektorraumbasis
— _ _.n-1 1
u)l—l,ooz—y, u)n—y , n = [K:k]
von K tiber k und die Determinante

D= det(Tr(wimj)).

Wir haben zu zeigen D = 0. Dazu wihlen wir n paarweise verschiedene Einbettungen
oy K =M, ¢=1,...n,

in einen geeigneten Oberkorper M von K und betrachten wir die (Vandermondesche)
Determinante

A = det(0 o) = det(o,r™) = T (07 - 0) (= 0),
1<
Es gilt !

36 Man setze a = 1 und betrachte b als Unbestimmte. Man erhilt so endlich viele lienare Polynome in b,
von denen keines das Nullpolynom ist. Nun wihle man fur b ein Element, welches von den endlich
vielen Nullstellen dieser endlich vielen Polynome verschieden ist.
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0 = A2 = det(o /o) det(© ij)T
n
=det( Y 0,0.0,0.)
) il

n
=det( Y oy(w.0.))

é:l Z 1]
=det(Tr(0)iwj)) (vgl. 1.8.5)

=D.
QED.

1.8.11 Erhaltung der Separabilitat bei Basiswechsel

Seien K/k eine beliebige und k(a)/k eine endliche separable Korpererweiterung. Dann
ist K(a)/K separabel.
Beweis. Nach Voraussetzung hat das Minimalpolynom f von a uiber k keine

mehrfachen Nullstellen. Das Minimalpolynom F von o uiber K ist aber ein Teiler von f.
QED.

1.8.12 Separabilitait von Erweiterungen und von Elementen

Sei K/k eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Kk ist separabel.

(i) Jedes Element oK ist separabel tiber k (d.h. das Minimalpolynom von a uiber k
hat keine mehrfachen Nullstellen).

Beweis. (i) = (ii). Nach 1.8.3 ist k(a)/k fur jedes aEK separabel, also ist o nach
1.8.8 separabel uiber k.

(i1) = (i). Wir zerlegen die Erweiterung K/k in eine endliche Folge einfacher
Erweiterungen

k=K, CK C..CK =K.
0 1 t

Nach 1.8.6 reicht es zu zeigen, jede der Erweiterungen Ki/Ki- ist separabel. Jedes

1
OLEKi ist nach Voraussetzung separabel uiber k, also erst recht uiber Ki T Da die
Erweiterung
K./K.
1 -1
einfach ist, ist sie damit nach 1.8.8 separabel.
QED.

1.8.13 Das Entarten der Killingform im inseparablen Fall
Sei K/k eine endliche inseparable Korpererweitung. Dann gilt

TrK /k(oc) =0

fur jedes aEK.
Beweis. 1. Fall: K=k(a) mit a{k, oP€k, p:= char(k)>0.
Wir betrachten die folgende Vektorraumbasis von K uiber k.

— - — o2 _ p-1
ml—l,mz—oz,oo3—a ,...,mp-oz

Firf=b, +bya+..+ bpocp'l mit b.€k schreiben wir
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p
B-wi = E bijo)j mit bijEk'
=1
Mit b:= aPEk erhalten wir

=P = p_l
§ Bml b1 +b20c+...+bpoc

. —h p-1
§ w, bbp+b1a+...+bp_loc

Koeffizientenvergleich fur i=1,...,p liefert
b..=b
i U

d.h. es gilt TrK/k(B) = p-b1 =0.

2.Fall: K/k beliebig.
Bezeichne p die Charakteristik von k. Nach 1.8.7 gilt p>0. Nach 1.8.12 gibt es ein

Element BEK, welches nicht separabel uiber k ist. Sei
f(x)=a,+a x+a x2+...+a xn'1+xn6k[x]

0 1 2 n-1
das Minimalpolynom von f3 iber k. Dann gilt nach Bemerkung (ii) von 1.8.7
0=x)= a + 2a2x + ...+ (n-l)an_lxn'2 + nxn_l,

d.h. i-ai = 0 fur alle i, d.h. p + i oder ai:O. Mit anderen Worten, man kann f in der
Gestalt

S
f(x) = g(xp ) mit g&k[x] und s=1
schreiben. Indem man s so grofl wie mogliche wihlt, erreicht man, dafl das Polynom g

eine von Null verschiedene Ableitung besitzt. Die Erweiterung kCk(f) zerfallt damit in
eine Folge

S
k C k>:=k(BP ) Ck(P)
S
von Erweiterungen. Das Minimalpolynom h von pP uiber k ist ein Teiler von g. Wegen

[k(B):k] = deg f = deg g-p° = deg h -pS=[k’:k]-[k(B):k’T*’

muf} sogar h=g gelten. Die Erweiterung k’/k ist linkd somit separabel. Also ist die
Erweiterung rechts echt (und inseparabel). Insbesondere gilt

0
P =B & k.
. . . . . t t+1 . t .
Sei t die kleinste natiirliche Zahl mit (BP )P = P €k’. Wir setzen o := pP . Dann ist
die Erweiterung k”=k’(a) von k” von der im 1.Fall betrachteten Gestalt, d.h. es gilt

Trk,, K= 0. Aus dem Korperturm

kCk’Ck”CK
und den Formeln von 1.7.7 ergibt sich TrK K= 0.
QED.
Bemerkung

S S
3 Es gilt p°= [k(B):k’] weil p Nullstelle des Polynoms xP - P € k’[x] ist.
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Wir kehren jetzt zu dem Problem zurick, welches uns eigentlich interessierte: wir
wollen zeigen, dal die ganze AbschlieBung von Z in einer endlichen Erweiterungen von
Q ein Dedekind-Ring ist.

1.9 Ganze AbschlieBungen in endlichen Korpererweiterungen

1.9.1 Die Situation

KCL R Dedekind-Ring mit K:=Q(R)
U U L/K  endliche separable Korper-Erweiterung
RC S S ganze AbschlieBung von R in L

Dabei denken wir uns den K-Vektorraum L mit der nicht-entarteten symmetrischen
Bilinearform

B:LxL—K, (X,y) » TrL/K(xy),
versehen, d.h. L wird als euklidischer K-Vektorraum im Sinne von 1.6.8 angesehen
(vgl. 1.8.10).

Bemerkungen

(i)  Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dal} in dieser Situation S ein Dedekind-
Ring mit dem Quotientenkorper L ist.

(i) Die Forderung der Separabilitit ist dafur eigentlich nicht notwendig (siehe Zaristki
und Samuel [1], Kapitel V, Theorem 19 oder Serre [1], Kapitel II, Proposition
3). Da in der uns interessierenden Situation keine inseparablen Erweiterungen L/K
auftreten und der Beweis in der allgemeinen Situation etwas technisch ist,
beschranken wir uns hier auf den angegebenen Spezialfall.

(i) Wir beginnen mit einer vorbereitenden Aussage, nach welcher die beschriebene
Situation mit Lokalisierungen vertraglich ist.

1.9.2 Vertraglichkeit mit Lokalisierungen
In der Situation von 1.9.1 ist fur jedes Primideal p von R der Rp—Teilmodul

SeR
p
von L gerade die ganze Abschliefung von Rp in L.

Beweis. Jedes Element von S-Rp hat die Gestalt

S.or. +...+s or mits.€ESundr. ER .
11 n n 1 1

Insbesondere sind die s, ganz uber R also auch uiber Rp , d.h. sie liegen in der ganzen
Abschliefung

R
P

von Rp inL. Da ﬁp ein Ring ist (vgl. 1.3.4), folgt
S.R CR
P p
Sei jetzt umgekehrt ein Element x € Rp’ d.h. x liege in L und sei ganz uiber Rp ,d.h. es

besteht eine Ganzheitsgleichung
a

x0 41 -xn'1+...+r :Omitr.:—IER , a.ER, b.€ER - p.
1 n i bi p’ i i

Wir konnen annehmen



Wir multiplizieren die Ganzheitsgleichung mit b und sehen so, daB bx € L ganz ist
uber R, d.h. es gilt

bx € S,
also

X E S-%g SeR .
p

QED.

1.9.3 Die ganze AbschlieBung von Dedekind-Ringen in endlichen
separablen Erweiterungen

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R), L/K eine endliche
separable Korpererweiterung und S die ganze AbschlieBung von R in L.

KCL

U u
RC S

Dann gilt:
@) S ist als R-Modul endlich erzeugt.
(i1) Der von S uiber K erzeugte Vektorraum ist gleich L,

L =S-K.
(i) S ist ein Dedekind-Ring.
(iv)  Jedes maximale Ideal q von S liegt tiber einem maximalen Ideal [ R von R.

(v) Jedes maximale Ideal p von R liegt in einem maximalen Ideal q von S.
Beweis. Zu (ii). Trivialerweise gilt

S.KC L.

Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Jedes Element o € L ist nach Voraussetzung
algebraisch uiber K, d.h. es besteht eine Identitat

a.
a® + ¢ (xn'l +..+cC :Omitc.:—IEK,a.ER,b.ER—{O}.
1 n i bi i i
Wir konnen dabei annehmen, b1 = b2 =..= bn =: b. Wir multiplizieren diese Identitat

mit b™ und erhalten auf diese Weise eine Ganzheitsgleichung fur bo uber R.
Insbesondere gilt

bag S,

also
= s%g S<K.

Zu (1). Wegen S<K = L gibt es eine Basis von L uber K aus Elementen, die ganz in S
liegen, d.h. S enthilt ein freies R-Gitter

MCS.
Wir gehen zum dualen R-Moduln (vgl. 1.6.9) tiber und erhalten

D(S) := {xEL I B(x, S) C R} C D(M)

Es reicht zu zeigen,

S € D(S), (1)

denn dann liegt S im Gitter D(M) und ist damit als Teilmodul eines endlich erzeugten R-
Moduls selbst endlich erzeugt uber R.
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Zum Beweis von (1) mussen wir zeigen, fur jedes Element €S gilt
B(a, S) C R,
d.h. fur je zwei Elemente o, € S gilt

Tr,  (0*B) = B(ct, ) ER.

Mit o, BES gilt auch a-BES. Es reicht also zu zeigen,

L /K(a) € R fur jedes aES.

Wegen Tr, . (o) € K reicht es zu zeigen,

L/K

L /K(a) ist ganz iber R fur jedes aES.

Nun ist TrL /K(oc) nach 1.7.8 (iii) gerade eine Summe von Konjugierten von .. Diese

Summe ist zu bilden in irgendeiner endlichen Erweiterung von K, zum Beispiel im
Zerféallungskorper E des Minimalpolynoms von o uiber K, sagen wir
E :=Zerfallungskorper des Minimalpolynoms von a uiber K.
Da die Summe ganzer Elemente ganz ist, reicht es zu zeigen, die Konjugierten von aES
sind ganz uber K. Sei
o €E
ein iber K zu o konjugiertes Element. Weil E/K ein Galois-Erweiterung ist, gibt es
einen K-Automorphismus
0: E — E mit o(a) =

Wir wenden o auf eine Ganzheitsgleichung von o €S uiber R an, sagen wir auf

ol + rlocn'1 + ...+ rn = (0 mit ri e R.

Weil o die Elemente von R C K invariant 1aBt, erhalten wir

n n-1
o +ra +..+r =0.
11 n

Dies ist eine Ganzheitsgleichung fur a uber R. Insbesondere ist 0. ganz uber R.

Zu_(iii). Als endlich erzeugter R-Modul tiber dem noetherschen Ring R ist S selbst
noethersch. Nach Konstruktion ist S ganz abgeschlossen in L und nach (ii) ist L der
Quotientenkorper von S:

L=S-KC Q) C QL)=L.
Mit anderen Worten S ist normal. Es reicht also zu zeigen (vgl. 1.5.1):

Jedes von Null verschiedene Primideal q von S ist maximal. 2)
Nach Voraussetzung gibt es ein Element a&q - {0}. Wir betrachten eine
Ganzheitgleichung von a uber R, sagen wir
ol +r o™y 4r =0mitr. ER.
1 n 1
Weil S C L ein Integritatsbereich ist, konnen wir annehmen,

r #0
n
(andernfalls lieBe sich eine Potenz von a wegkiirzen). Wegen a&q gilt
r €pi=q MR
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Insbesondere ist p ein von Null verschiedenes Primideal, also maximal (weil R ein
Dedekind-Ring ist).

Bemerkung: wir haben damit Aussage (iv) der Behauptung bewiesen.

Nach Wahl von p gilt ¢ 2 pS. Also wird der R-Modul

S/q
von p annulliert und ist somit ein Modul uiber R/p, d.h. ein Vektorraum uiber R/p. Weil
S als R-Modul endlich erzeugt ist, gilt dasselbe fur S/q uber R/p, d.h.

dimR p S/q < oo.

Weil q ein Primideal ist, ist S/q auer dem eine nullteilerfreie R/p-Algebra, also ein
Korper. Wir haben gezeigt, q ist ein maximales Ideal.

Zu (iv). siehe den obigen Beweis von (iii).

Zu (v). Sei p ein von Null verschiedenes Primideal von R. Angenommen die
Behauptung ist falsch. Dann gilt

pS =S,
also
pls=ples) =@ ps=Rs =5,
also
p-l g SmK 38 R,

also

pDRI=R,
was im Widerspruch dazu steht, da3 p ein Primideal sein soll.
QED.
Bemerkung
Aus dem Beweis von (1) ergibt sich insbesondere,

TrL /K(S) CR.

1.9.4 Folgerung: die gebrochenen Ideale von R und S

Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K = Q(R), L/K eine endliche
separable Korpererweiterung und S die ganze AbschlieBung von R in L.

KC L

U U
RC S
Dann ist die Abbildung
FR) — F(S), I » IS,

ein injektiver Gruppen-Homomorphismus.
Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich ein Gruppen-Homomorphismus:

IeI”S ='S-I"S.
Sei I € F(R) im Kern dieses Homomorphismus, d.h.
IS =S.
Wir haben zu zeigen I = R. Wir schreiben I in der Gestalt
b ”_1
I[=TD-I

mit ganzen Idealen I’, I” C R. Wir konnen dabei annehmen, daB es keine maximales
Ideal gibt, welches in der Faktorzerlegung beider Ideale wirklich vorkommt.*”

3 Alle uiber R ganzen Elemente von K liegen in R.



83

Mit anderen Worten, es gibt kein maximales Ideal p von R mit
' CpundI” C p.
Dann gilt aber#
I'+I”=R,
also
IrSs+1s=S=.
Es gibt deshalb kein maximales Ideal von S, welches in den Faktorzerlegungen der
beider ganzer Ideale I'S und I”’S von S wirklich vorkommt. Nun ist aber
S=IS =181 ls,
d.h. multiplikation mit I’ ergibt
I’S=1rS.1"-I” 'I)S =I'S+«(RS)=T'R.
Mit andern Worten, die beiden ganzen Ideale I'S und I” sind gleich, besitzen aber
keinen gemeinsamen Primfaktor. Das ist nur moglich im Fall

rs=1r’s=S=S.
Dann konnen aber I’ und I’ keine echten Ideale von R sind (wegen 1.9.3(v)). Also gilt
I'=1"=R.
Dann ist aber auch
=11 =R

QED.

1.9.5 Bemerkung zum weiteren Verlauf der Vorlesung
Damit ist die grundlegende Aussage, dal} fur die ganzen AbschlieBungen S von Z in
den endlichen Erweiterungen K von (Q der Satz von der Primfaktorzerlegung gilt.

QCK

U U [K:Q] < o0
Z C S
Wir setzen

OK := S = ganze Abschlieung von Z in K

und nennen OK den Ring der ganzen Zahlen von K.

Wir wissen, iiber jedem maximalen Ideal pZ liegt mindestesns ein maxmales Ideal q
von (‘)K und dieses kommt damit in der Primfaktorzerlegung von pOK VOr.

Das bedeudet aber, es gibt hochstens endlich viele solche maximalen Ideale, sagen wir
qq> -4 - OK maximal mit pZ C q;

und es ist

1

pOK=q1

e
... ( I mite. = 1,
r i

Die nachste naheliegende Frage wire nun, herauszufinden wie grof3 die Anzahl r dieser
Ideale q, ist und mit welchen Exponenten diese vorkommen konnen (und wie die Zahlen

r und e zu berechnen sind).

Um dieser Frage nachgehen zu konnen, brauchen wir Aussagen uiber die Fortsetzbarkeit
diskreter Bewertunen. Diese Aussagen lassen sich am besten mit Hilfe der zugehorigen
multiplikativen Bewertungen beweisen (durch topologische Argumente). Wir wenden

¥ Wir betrachten die Faktorzerlegung von I und sammeln in I’ die Primidealpotenzen mit positiven und
in I’ die Primidealpotenzen mit negativen Exponenten.
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uns deshalb zuniachst einer allgemeinen Untersuchung von multiplikativen Bewertungen
zu.

2. Multiplikative Bewertungen

2.1 Definition und Beispiele

Wir beschranken uns hier auf den Fall sogenannter Bewertungen des Ranges 1. Der
Begriff (multiplikative) Bewertung soll also stets (multiplikative) “Bewertung des
Ranges 1” bedeuten.

2.1.1 Definition
Sei k ein Korper. Eine_multiplikative Bewertung von k ist eine Abbildung

17k — R, o » lal,
mit folgenden Eigenschaften.

1. lal = 0 und lal = 0 & a =0 fur aEk.

2. lopl = laleIfl fur o, p € k.

3. Es gibt eine reelle Zahl C mit lo+11 < C fur jedes o€k mit lal < 1.
Bemerkungen

(1)  Anstelle der dritten Bedingung wiirde man normalerweise die aus der Analysis
gewohnte Dreieckungleichung erwarten. Wir werden bald sehen, daf} diese
Bedingung im wesentlichen dquivalent zur Dreiecksungleichung ist. Die hat den
Vorteil, etwas besser an die im vorigen Abschnitt auftretenden Beispiele der
Gestalt

7= pY?
angepasst zu sein.
(i)  Die multiplikative Bewertung mit
lol = 1 fur alle o€k

heif3t triviale Bewertung von k. Die trivialen Bewertungen werden wir oft aus
unseren Betrachtungen ausschliefen.

2.1.2 Erste Eigenschaften

Seien k ein Korper und 171: k —» R eine multiplikative Bewertung. Dann gilt:
1 =1
(i) lol=1 fur jedes a&k mit o = 1 fur ein n €N.
(i) |-al=1olfur jedes aEk.
(iv) Fur jede reelle Zahl ¢ > 0 ist auch
171k — R, o p lal

eine multiplikative Bewertung von k.
Beweis. Zu (i). Nach Axiom 2 gilt

[Tle[11 =11l

und nach Axiom 1 ist I1] # 0. Division durch die reelle Zahl |11 liefert die Behauptung.
Zu (ii). Nach Axiom 2 gilt

lo™ = 1.
Die einzige nicht-negative reelle Zahl, die dieser Bedingung genugt, ist lol = 1.
Zu (iii). Nach Axiom 2 gilt
l-al=I-1l<lal,

und wegen (—1)2 =1 und Aussage (ii) gilt |- 1 1=1.
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Zu (iv). Die Axiome 1 und 2 sind offensichtlich auch fur 12I€ erfullt. Betrachten wir
Axiom 3. Sei |OL|C < 1. Dann gilt auch lal < 1%, also nach Axiom 3 la+ 1 1< C, wobei

C eine positive reelle Zahl ist, welche nicht von der speziellen Wahl von o abhéngt.
Dann ist aber

la+11°<C*

fur jedes oo € k mit lal < 1.
QED.

2.1.3 Aquivalenz von Bewertungen

Zwei multiplikative Bewertungen 17| r 121 > k — R eines Korpers k heiflen dquivalent,
wenn es eine reelle Zahl ¢ >0 gibt mit

|a|2:|a|‘1’

fur jedes a € k.

2.1.4 Aquivalenz und Dreiecksungleichung

Sei k ein Koper. Dann gelten folgende Aussagen.
(1)  Jede Bewertung von k ist d4quivalent zu einer Bewertung, fur welche die reelle
Zahl C in Axiom 3 gleich 2 ist.

(i)  Fur jede multiplikative Bewertung |?l: k — R mit C = 2 in Axiom 3 gilt die
Dreiecksungleichung:
lo+ P I =<lal+ Bl fur beliebige a, f € k.
(iti) Fur jede multiplikative Bewertung |?I: k — R mit C = 2 in Axiom 3 gilt
ol - 1Bl T=lo- B I fur beliebige a, B € k.

Beweis. Zu (i). Seien I7l: k — R eine multiplikative Bewertung und C wie in Axiom
3 von 2.1.1, d.h. es gelte

1+ ol =< C fur jedes o€k mit lal < 1.
Fur jede positive reelle Zahl ¢ gilt dann

11+ oI < CC fur jedes o€k mit lal < 1.
Fir c — 0 gilt Cct — 1, d.h. fur hinreichend kleines c ist C° < 2. Dann gilt also

|1+ ol <2 fur jedes o€k mit lol < 1.

Zu (ii). 1. Schritt. | oo + p | = 2emax { lal , Il }
Zum Beweis konnen wir annehmen,

lal = 1Bl > 0.
Wir setzen y := B/a.. Dann gilt Iyl = Bl / lal < 1, also
B

a

+1l=ly+11=C=2.

Wir multiplizieren mit lol und erhalten

“ Wegen ¢ > 0 1aBt sich ¢ durch Quotienten natiirlicher Zahlen approximieren. Die Aussage folgt aus
der Tatsache, dafl das Erheben in eine Potenz (mit einer naturlichen Zahl als Exponenten) eine monotone
Operation ist.
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loa+P1<2¢lol=2emax {lal, Ipl }.
21‘
. r
2. Schritt. | jgl ocj | <2« max {al, s oczr}
Der Fall r = 1 ist gerade die Aussage des ersten Schritts. Der allgemeine Fall ergibt sich
durch Induktion nachr :

of r-1 T
Sa.=(Yy a)+( Y a.)
=1 1 = ot )
J J j=2"141
or-1 or-1
=(Yyoa)+(ya 1)
j=1 j j=1 J+21‘ 1
n
3. Schritt. | Y ocj | = 2ne max {ocl, s ocn} fur jede naturliche Zahl n.
=1
Sei r die eindeutig bestimmte naturliche Zahl mit
ol cn<ol,
Wir fugen zu den 0(1, s an noch 2! - n Summanden hinzu, die alle gleich Null sind.
Dann gilt auf Grund der Ungleichung des zweiten Schritts
n
r.
| 2 a.l =2 max {ocl, - ocn}
=1
Wegen 2° 1 <1 < 2% ist auBerdem 27 < 2n, d.h. es gilt die Behauptung des 3. Schritts.

4. Schritt. Beweis der Aussage von (ii).
Wir setzen in der Ungleichung des dritten Schritts alle Summanden gleich 1 und
erhalten

Inl < 2n « [1] fur jedes n € N.
Damit ist
n n . .
low+ pIM =S (.)aIp™I
=0
< 2(n+1)emax { |(‘J?)aJ[3n‘J| :j=0, ..., n} nach dem 3. Schritt.

= 2(n+1)emax { (I;) ol 1B =0, ..., n}

n . .
< 2m+l)e S (o) lad 1B (alle Summanden sind = 0)
=0 !
=4(mn+1)e (lal + Ip1H™
Wir ziehen die n-te Wurzel und erhalten

low+ B < VA1) « (lod + 1B
= V& Voo N D/ne(lad + 1B

Fir n — oo erhalten wir die Behauptung von (ii).
Zu (iii1). Nach (i1) gilt

lal=la-B+Pl=sla-PI+IpBI
also
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lol - 1Bl =lTa-BI.
Dasselbe Argument mit o und 8 vertauscht liefert
Bl -lal<Ip-al=la-pL

Zusammen erhalten wir die Behauptung von (iii).
QED.

2.1.5 Diskrete Bewertungen

Eine multiplikative Bewertung 1?I: k — R des Korpers k heif3t diskret, wenn es eine
reelle Zahl
0>0

gibt mit der Eigenschaft, daf fur jedes a€k mit
1-d<lal<1+0

gilt lal = 1.
Bemerkungen
(i)  Mit anderen Worten, die Bewertung ist genau dann diskret, wenn die Menge

{Icl: c €k}

ihrer Werte eine diskrete Untergruppe der multiplikativen Gruppe der von Null
verschiedenen reellen Zahlen ist.

(i) Ist 1?7I: k — R eine diskrete nicht-triviale Bewertung, so besteht die Menge der

von Null verschiedenen Werte von |7l aus den ganzzahligen Potenzen einer
eindeutig bestimmten reellen Zahl ¢ < 1,

{xI:x Ek*}={c"InEZ}
(iii) In der Situation von (ii) schreibt man
ord(at) =m
fur ein Element a€k - {0}, falls lal = c™ gilt und nennt m die Ordnung von o
bezuglich der gegebenen diskreten Bewertung |1?1. Aulerdem setzt man

ord(0) = co.
Nach Definition gilt

1. ord(a) € Z und ord(a) = 00 & a = 0.
2. ord(af) = ord(a) + ord(P) fur a,p € k*.
Beweis. Zu (i). Es gilt die folgende allgemeinere Aussage.

Lemma
Seien G eine topologische Gruppe und H & G eine Untergruppe. Dann sind folgende
Ausagen aquivalent.

1 H ist eine diskrete Untergruppe, d.h. fur jedes x € H gibt es eine offene
Umgebung U mit

HMU = {x}.
(i)  Es gibt eine offene Umgebung U von e € H mit H( U = {e}.
Beweis des Lemmas. (i) = (ii). trivial.
(i1) = _(1). Sei U eine offene Umgebung wie in (ii). Die Multiplikation mit x ist ein
Homoomorphismus

G—G,gp xg
Also ist xU eine offene Umgebung von x, und es gilt
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g€EH N xU & x'lg ex!H N xIxu
(:)x'lgEHﬂU (wegen x € H).
o x'lg € {e} (nach Wahl von U)
& g=x

Es gilt also H () xU = {x}.
QED (Lemma).

Zu (i1)). Da die Bewertung nicht-trivial sein soll, gibt es einen von O und 1

verschiedenen Wert. Da die Werte eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe R*
bilden (d.h. mit jeder reellen Zahl ist auch deren inverses ein Wert), gibt es einen von
Null verschiedenen Wert < 1. Insbesondere ist die Menge

{xeERI0<x<1,x=lal fur ein a&k*}
nicht leer. Wir setzen

c:=sup{xERI0<x<1,x=lal fur ein a&k*}.

Nach Konstruktion gilt
O<cs=l.

Wire ¢ kein Wert von |71, so wiirde es nach Definition des Supremums ein a&Ek* geben
mit 0 < lal < 1 und lal beliebig nahe bei ¢, sagen wir

c-lal <.
Dabei konnen wir fur § die positive reelle Zahl mit

Us(ON Im 121 = {1}

wahlen. Wegen ¢ < 1 und lal < 1 folgt 0 < 1 - lal < d, also

lol € Ué(l)ﬂ Im 1?21 = {1}
also lal = 1 im Widerspruch zu lal < 1. Dieser Widerspruch zeigt, es gibt ein o, dessen
Wert gleich c ist,

c=lolfurein o Ek mit 0 <lal < 1.
Insbesondere ist ¢ < 1.

Fur jedes pEk* gibt es somit eine ganze Zahl m mit

0<IplecM<1
Ebenfalls wegen ¢ < 1 gilt IBlsc™c™ —s oo fir n —s co. Wir konnen deshalb die
ganze Zahl m aulerdem noch so wihlen, daf} gilt

| < Blec™1
Zusammen ist

0<Ipa™i<1=lpamly
Nach Wahl von ¢ = lal ist auBerdem
0<Ipa™islol<1=lpa™ly
Aus der zweiten Ungleichung erhalten wir durch Multiplikation mit ol ! die
Ungleichung | ﬁam'l | < 1, zusammen mit der Ungleichung rechts also

g™ =1,
also
1Bl =l "M = c1-m
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Wir haben gezeigt, der Wert jedes BEk™ ist eine ganzzahlige Potenz von c.

Zu (iii). Die Aussagen folgen direkt aus den Definitionen.
QED.

2.1.6 Archimedische und nicht-archimedishe Bewertungen

Seien k ein Korper und |7I: k — R eine multiplikative Bewertung von k. Diese

Bewertung heil nicht-archimedisch, wenn Axiom 3 von 2.1.1 mit C =1 gilt.

Andernfalls heiflt die Bewertung archimedisch.

Bemerkungen

(i) Eine Bewertung ist genau dann nicht-archimedisch, wenn eine (bzw. alle) zur ihr
aquivalente Bewertung(en) nicht-archimedisch sind.

(i) Eine Bewertung 1?7l des Korpers ist genau dann nicht-archimedisch, wenn gilt

lo+pBl=max {{al,|pI} fur beliebige a, f E k.

Beweis. Zu (i). Wenn fur |?I das dritte Axiom mit C =1 gilt,
loo+ 1l < 1 furlal < 1,

so ist das auch der Fall fur 121 mit ¢ > 0.

Zu (ii). Falls die Ungleichung besteht, so gilt insbesondere

lo+ ll=max {lal,1}=<1furlal=<1,
d.h. die Bewertung ist nicht-archimedisch. Sei umgekehrt 17 nicht-archimedisch. Wir
haben zu zeigen

lao+PBl=max {lal,IBI}.
Zum Beweis konnen wir annehmen lal < Ifl. Dann gilt lo/fl < 1, also - da I?I nicht-
archimedisch ist,
la/Bp+11=<1.
Durch Multiplikation mit Ipl erhalten wir

la+Bl<Ipl=max {lal,Ipl}.
QED.

2.1.7 Eigenschaften nicht-archimedischer Bewertungen

Seien k ein Korper und |?I: k — R eine nicht-archimedische Bewertung. Dann gelten
folgende Aussagen.
(1)  Nicht-archimedische Dreiecksungleichung.Fur beliebige a, § € k gilt
la+Bl=max{lal,IpI},
wobei im Fall | o | # | 3 | sogar das Gleichheitszeichen gilt.
(i)) Die Menge
O:={a€kllal=s1}

ist ein Teilring von k. Dieser hei3t Ring der ganzen Elemente von k bezuglich I71.

(iii)) Seien I?I1 und |7 ’ zweli nicht-archimedische Bewertungen des Korpers k. Dann

sind folgenden Aussagen aquivalent.

1. I?I1 und I?I2 sind dquivalent.

2. Fur beliebige a, € k gilt Iod1 < I[:’)I1 & Iozl2 < IBIZ.
3. Die zu |7, und I?I2 gehorigen Ringe der ganzen Elemente sind gleich.

1
(iv) Die Menge
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p={aE€Ekllal<1}

ist das einzige maximale Ideal des Rings O der ganzen Elemente. Es besteht
gerade aus den Nicht-Einheiten von O.
(v) Die Bewertung |7l ist genau dann diskret, wenn g ein Hauptideal ist.

Beweis. Zu (i). Die Ungleichung besteht auf Grund der Bemerkung v on 2.1.6. Seien
jetzt die beiden Werte von a und {3 verschieden, sagen wir

lol < IBI. (1)
Dann gilt

1Bl = I(a+P) - al = max { | a+ Bl , lal}.
Wegen (1) kann das Maximum rechts nicht gleich lal sein, also ist es gleich la+fl,
IBl <= | a+ Bl

Die linke Seite ist wegen (1) gleichmax {la |, |},

max {lal,Ipl} =< lo+pl
Zusammen mit Bemerkung 2.1.6 ist das gerade die Behauptung von (i).
Zu (ii). Nach (i) ist die Summe zweier Elemente von O wieder in O. Fur das Produkt ist
dies ohnehin der Fall. Man beachte, wegen I-11 =111 =1 gilt

1 e0.

Zu (iii). 1 = 2. Wegen |71, = I?I(I: fur ein ¢ > 0 ist die Bedingung 2 trivialerweise erfullt.

2

2 = 3. Aus der Bedingung ergibt sich, daf} auch die unechten Ungleichungen fur die
beiden Bewertungten dquivalent sind.

IocI1 < I|3I1 o Iocl2 < I[3I2.
Speziell mit 3 = 1 ergibt sich
lal, =1 e lal, < 1.

Also stimmen die beiden Ringe der ggnzen Elemﬁnte uberein.
3 = 2. Wegen

ol < 1Bl & |oq3'1|i <leapleo
gilt

Iocl1 < IBI1 & Iod2 < I[Slz.
Damit gilt aber auch links das Gleichheitszeichen, wenn es rechts gilt, d.h. es ist
Iocl1 < IBI1 RN Iocl2 < I[3I2.

2= 1.Seiy:= oMpM. Nach Voraussetzung gilt Iyl1 =1l & Iyl2 = 1. Wir gehen zu den
Logarithmen uiber und erhalten
m « log lal

+ nelog I[SI1 =0 < m - log lal, + nelog I[:’)I2 =0.

1
Das Skalarprodukt aller Vektoren

2

() e)

mit ganzzahligen Koordinaten mit den beiden Vektoren
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log lal log lal
1 2
und (3)
log IBI1 log I|3I2
hat stets dasselbe Vorzeichen, d.h. die Vektoren (2) liegen stets in derselben durch (2)
definierten Halbebene. Das ist nur moglich, wenn die beiden Vektoren dieselben
Richtung haben, d.h. es gilt

log Iocll/log |OL|2 =log Iﬁll/log I[:’)I2 .
Wir haben gezeigt,
c:=log Iall/log Ial2 ER

ist unabhédngig von der speziellen Wahl von ack. Damit gilt

loglaly  celog laly
=e

lal, =e = Iocl(i fur jedes o€k,

2
d.h. die beiden Bewertungen sind dquivalent.

Zu (iv). Wegen lofl = laleIfl und lo+f1 = max {lal, IBl} ist g ein Ideal von O. Es gilt
a€0-p & lal =1 & a ist Einheit von O.

Also ist g das einzige maximale Ideal von O.
Zu (v). Sei p ein Hauptideal, sagen wir

p =n0.
Dann hat jedes Element von O die Gestalt
o = us!
mit einer Einheit u von O und einer nicht-negativen ganzen Zahl n. Fur die Elemente o

aus k - O gilt lal > 1, also Ioc‘ll < 1, also a'leo. Damit hat jedes Element von k die
Gestalt

o = uent”! mit n EZ.
Die Werte dieser Elemente sind damit Potenzen von Irntl, d.h.die Bewertung ist diskret.

Sei jetzt umgekehrt |7l eine nicht-triviale diskrete Bewertung. Nach Bemerkung 2.1.5
(ii) sind besteht die Menge der von Null verschiedenen Werte von 1?1 aus den Potenzen

einer reellen Zahl ¢ < 1. Sei n€k ein Element mit
Inl = c.
Dann gibt es fur jedes Element a€k* eine ganze Zahl n mit
loul = Il
Es gilt dann lo/n™ = 1, d.h. u := a/n" ist eine Einheit von O. Jedes Element von k* hat
die Gestalt
o = uet
mit einer Einheit u von O und einer ganzen Zahl n. Dieses Element liegt genau dann in O
wenn n = 0 ist und genau dann in p wenn n > 0 ist. Insbesondere ist
p =m0
ein Hauptideal.
QED.

2.1.8 Kriterium fur nicht-archimedische Bewertungen

Seien k ein Korper und I17I: k — R eine multiplikative Bewertung. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
@) [?1 ist nicht-archimedisch.
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(i1) I n-lk | <1 fur jede ganze Zahl n.

Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gilt

Inolklsllkl=1

fur jedes n €Z.
(1) = _(1). Wir konnen [?l durch eine dquivalente Bewertung ersetzten und auf Grund

von 2.1.4 annehmen, fur |7 gilt die Dreiecksungleichung. Fur lal < 1 gilt dann

n .
lo+1 M=o+ DM =< S (r.l) o | (Dreiecksungleichung)
=0
n .
= > lad| (wegen Bedingung (ii))
j=0
n
=3y 1 (wegen lal < 1)
i=0
=n
Wir gehen zu den n-ten Wurzeln tiber und erhalten

n
lo+ 11 < h.
Fur n — oo erhalten wir

loao+11 =<1

fur beliebige a mit lal < 1. Mit anderen Worten, die Bewertung ist nicht-archimedisch.
QED.

2.1.9 Kriterium fur archimedische Bewertungen

Seien k ein Korper und I7I: k — R eine multiplikative Bewertung. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
6)) 1?1 ist archimedisch.

(ii) Fur jede reelle Zahl B € R gibt es eine natiirliche Zahl n mit
B =< In-lkl.

Beweis. (ii) = _(i). Nach Voraussetzung gibt es ein n mit 2 < In-lkl. Auf Grund von

2.1.8 muf} 1?1 archimedisch sein.
(i) = _(ii). Nach 2.1.8 gibt es ein m € N mit

1< Im-lkl.

Die Folge { Ims lkli}i—l ) geht dann gegen Unendlich. Insbesondere gibt es ein 1 mit

° 1= io
B=<Im lkl | m lk

Die geforderte Bedingung ist somit fur n = m erfullt.
QED.

2.1.10 Folgerung: der Fall positiver Charakteristik

Sei k ein Korper der Charakteristik > 0. Dann ist jede Bewertung von k nicht-
archimedisch.
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Beweis. Der Primkorper F von k ist dann endlich. Sei q die Anzahl seiner Elemente.

F* ist dann eine multiplikative Gruppe der Ordnung g-1. Fur jedes Element a€F ist
dann

ocq'l =1.
Fur jede multiplikative Bewertung 17| ist damit

lol = 1 fur jedes a€F*,
also
lol < 1 fur jedes a€F.
Die ganzzahligen Vielfachen von 1k liegen aber samtlich in F, d.h. die Bedingung

2.1.8(i1) ist erfullt, d.h. k ist nicht-archimedisch.
QED.

2.1.11 Beispiel: die komplexen Zahlen
Der Korper der komplexen Zahlen hat bezuiglich des gewohnlichen Absolutbetrags
lI: C — R>O

die Struktur eines (archimedisch) bewerteten Korpers. Dasselbe gilt fur jeden Teilkorper

von C.
Problem: man finde weitere Beispiele fur archimedische Bewertungen.

2.1.12 Beispiel: die rationalen Zahlen
Jede Primzahl p definiert wie folgt eine (nicht-archimedische diskrete) Bewertung

721 : R
I)@—+

auf dem Korper QQ der rationalen Zahlen. Seien r € Q - {0} eine rationale Zahl,

e e

r= p1 -...-prr
deren Zerlegung in ein Produkt von paarweise teilerfremden Primzahlpotenzen (mit
ganzzahligen Exponenten) und e der Exponent, mit welchem die gegebene Primzahl p in
dieser Zerlegung vorkommt (wir setzen e = 0 falls p nicht vorkommt). Dann sei

le
Irl =(=
D @
Weiter sei IOIp :=0. Dann ist I?Ip ein nicht-archimedische Bewertung von Q, genauer,

_ v, ()
I?Ip—(p) p

ist die multiplikative Bewertung zur diskreten Bewertung

Vo Q* — Z,
welche zum Primideal pZ des Dedekind-Rings Z gehort (vgl. 1.5.2).
Problem: Man finde weitere nicht-archimedische Bewertungen von Q.

2.1.13 Beispiel: die rationalen Funktionenkorper
Seien k ein Korper, t eine Unbestimmte uiber k, K:= k(t), p(t)Ek|t] ein irreduzibles
Polynom und p eine reelle Zahl mit

O<p<l

Zum Beispiel kann man p := 2—deg P getzen oder, falls k endlich ist,
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p = K[V (p) .

Jedes Element f(t) € K* IaBt sich dann in der Gestalt

f = n 4
= p v
mit zu p(t) teilerfremden Polynomen u und v. Wir setzen.
If(t) |p = ph
Die so definierte Abbildung
LI : k(t)* =R
P )

ist eine multiplikative Bewertung von k(t) und heilit p-adische Bewertung oder auch
Bewertung zur Stelle p. Es ist dann

v (?)
1?21 =p P
P P

2

d.h. I?Ip ist die multiplikative Bewertung zur diskreten Bewertung

v k(t)y* — Z,
welche zum Primideal pk[t] des Dedekind-Rings k[t] gehort.

Fur beliebige von Null verschiedenen Polynome u,vEk([t] und
u

=c
setzen wir weiter
If1_ = cdeg(v)-deg(u)

Auf diese Weise ist ebenfalls eine Bewertung von k(t) definiert. Ersetzt man in der

obigen Definition von K=k(t) die Unbestimmte t durch s := 1 5o ist dies gerade die
Bewertung zur Stelle s. Man nennt diese Bewertung auch die Bewertung zur Stelle
t=0. Wie im endlichen Fall ist

Ve

21_=p

die multiplikative Bewertung zur diskreten Bewertung Vo k(t) — Z , welche zum
Primideal sk[s] des Dedekind-Rings k[s] gehort.

2.1.14 Die multiplikativen Bewertungen uber einem Dedekind-Ring
Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenkorper K und
171: K— R
eine nicht-triviale multiplikative Bewertung mit
Irl < 1 fur jedes r € R.

Dann gibt es eine reelle Zahl p&(0, 1) C R und ein maximales Ideal p C R mit

V,4(X
Ixl=p pt) fir jedes x € K.
Beweis. Wegen

Irl < 1 fur jedes r € R.

muf} die Bewertung |7l nicht-archimedisch sein. Es gilt also sogar die verschirfte
Dreiecksungleichung
Ix + yl = max {Ixl, lyl}. (1)

Sei
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p={reRI Irl<1}
Dann ist p ein Ideal von R:

XER,yEpP=XyED (wegen der Multiplikativitat von |?1).
X, YEp=>xXyED (wegen (1))

Dieses Ideal ist echt:

1&p (wegen [11=1).

a

Sei jetzt x € K - {0} ein Element mit x| # 1. Wir schreiben x = b

mit a, b €E R - {0}.
Dann haben a und b verschiedene Werte,
lal # Ibl,

die beide # O sind. Es gilt also lal # 1 oder Ibl # 1 und wegen a, b € R sogar

lal < 1 oder Ibl < 1.
Es folgt

aEpoderbEp.
Wir haben gezeigt, p ist von Null verschieden,
p #= 0.

Weiter ist p ein Primideal: fur x, y € R mit xy € p gilt
Ixlelyl =Ixyl < 1,Ixl<1,lyl< 1.
Die Elemente x und y konnen dann nicht beide den Wert 1 haben, d.h. es gilt x € p
oder y € p. Wir haben gezeigt, p ist ein von Null verschiedenes Primideal.
Insbesondere ist
R

ein diskreter Bewertungsring von K, d.h.
R ={xeKlv x)z0}={xeKIxl =1
o= ()20 ={ L =1

p
Damit besteht die Implikation

-1
xEK-R =x"€pR . 2
b p b ()

. : -1
furx EK-R istv (x)<0,alsov (x')=-v (x)>0).
( P p() p( ) p() )

Jedes Blement x €R_hat die Gestalt x = smitaERundb ER -p, dh.
IxI = lal/Ibl = lal/1 = lal < 1.
Es gilt also
RPQ{XEKI IxI<1}=:8S.
Nach Definition von p ergibt sich damit
pRpg{xEKI IxI<1}.

Wire x € S ein Element, welches nicht in Rp liegt, so ware wegen (2) das Inverse x1

ein Element von pRp, d.h. Ix'll <1, d.h. IxI> 1, was im Widerspruch zur Wahl von x

(und der Definition von S) steht. Es gilt also
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Rp:{xEKIIxIsl} 3)
Weiter ist
pRp:{xEKI IxI < 1} “)

Die Inklusion “C_” haben wir oben gerade bewiesen. Beweisen wir die umgekehrte
Inklusion. Sei x ein Element aus der Menge auf der rechten Seite. Wegen (3) gilt dann

XERP. Nun ist aber x wegen Ix| < 1 keine Einheit von Rp (denn x1 liegt wegen (3)

nicht in Rp). Also gilt x € pRp.

Sel jetzt € pRp ein Parameter des Bewertungsrings Rp. Dann ist

p=Inl€0,1) C R,
(wegen it # 0 ist Iztl >0 und wegen (4) ist Izl < 1). AuBerdem I46t sich jedes Element
xEK™* in der Gestalt

k
X = uent! mitu € RP und n = Vp(x)
schreiben. Es folgt

I = lulel = p = P,
v
Firx=0istlxl=0=p® =p p(X).
QED.

2.1.15 Satz von Ostrovskij: die Bewertungen der rationalen Zahlen

Jede nicht-triviale multiplikative Bewertung des Korpers Q der rationalen Zahlen ist
aquivalent zu einer der p-adischen Bewertungen I?Ip zum gewohnlichen

Absolutbetrag.

Beweis. Sei |7l eine nicht-triviale Bewertung von K:=Q. O.B.d.A. gelte fur |7l die
Dreiecksungleichung. Sei

a€EZ und a>1.

Dann kann man jede nicht-negative ganze bEZ im Zahlensystem zur Basis a darstellen,
sagen wir
b=b a™+b_ a4 b
m m-1 0
mit O< bj < a fur jedes j und*' m =< log(b)/log(a). Die Dreiecksungleichung liefert*?

Ibl < M-(%+ 1).max(1’|a|10g(b)/10g(a))

M:= max{ldl : d=0,...,a-1}
Speziell fur b=c™ und durch Ziehen der n-ten Wurzel erhalten wir*?

mit

* Die nachfolgende Ungleichung gilt, weil m die groBte ganze Zahl ist mit a™ < Ibl.
“2 Der erste Faktor rechts schatzt die Werte der Koeffizienten b, ab, der zweite die Anzahl der
i

Summanden und der dritte die Werten der Potenzen von a.
# Wir ziehen den n-te Wurzel aus dem Maximum rechts, indem wir aus jedem Glied unter dem
Maximum die Wurzel ziehen.
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ol < VM +\/ne iggg smax {1, lall08(c/10g(@)

Fur n — « folgt
lel < max{1,lal08(C)/1og(a)y (1)

1.Fall: Es gibt ein cEZ mit Icl>1.
Dann giltc # 0, +1, -1. O.B.d.A. sei ¢ > 1. Dann gilt (1) fur dieses ¢ und jedes a > 1

(denn a € Z war beliebig gewahlt mit a > 1).
Bedingung (1) bekommt fur Icl > 1 die Gestalt

|C|1/log(c) < |a|1/10g(a)_
Aus Symmetriegrunden muf} sogar das Gleichheitszeichen gelten,

|C|1/log(c) _ |a|1/log(a).
Durch Auflosen nach lal sehen wir, lal ist bis auf Aquivalenz der gewoOhnliche
Absolutbetrag:

lal = |c/log(@)/log(c)

2. Fall: Es gilt Icl < 1 fur jedes cEZ.

Nach dem Kriterium fur nicht-archimedische Bewertungen 2.1.8 ist |7l eine nicht-
archimedische Bewertung. Da sie nach Voraussetzung nicht-trivial ist, gibt es ganze

Zahlen acZ mit lal<1 und die Menge dieser ganzen Zahlen ist ein Ideal. Wegen labl =

lal-Ibl ist dieses Ideal ein Primideal, welches von einer Primzahl p erzeugt wird. Nach

2.1.14 ist 7] gerade die zur p-adischen Bewertung gehorige multiplikative Bewertung.
QED.

2.1.16 Die Bewertungen eines rationalen Funktionenkorpers
Seien k in Korper und t eine Unbestimmte. Dann ist jede nicht-triviale Bewertung von
k(t), welche auf k trivial ist, dquivalent zu einer p(t)-adischen Bewertung oder einer

solchen zur Stelle t=c. (vgl. 2.1.13).
Beweis. Wegen der Trivialitit auf k ist die Bewertung nicht-archimedisch. Wie im

letzten Teil des Beweises von 2.1.15 (2. Fall) wende man 2.1.14 an.
QED.

2.2 Archimedisch bewertete Korper

Die Ergebnisse dieses Abschnitts stellen eigentlich eine Ablenkung von unseren
zahlentheoretischen Zielstellungen dar. Sie sind aber interessant genug fur die
Einordnung unserer Ergebnisse in einen allgemeineren Zusammenhang, sodall wir diese
Ablenkung in Kauf nehmen. Wir wollen uns hier eine Vorstellung von den
archimedisch bewerteten Korpern verschaffen.

Zunachsts benotigen wir einen vorbereitenten Satz.

2.2.1 Die topologische Gruppenstruktur zu einer reellen Norm
Seien A eine C-Algebra**,
lLI:A—=R

eine reelle Norm*’ des C-Vektorraums A und G := A* die Gruppe der Einheiten der
Algebra A. Es gelte

* Eine Algebra uiber einem kommutativen Ring R mit 1 ist ein kommutativer Ring A mit 1
zusammen mit einem Homomorphismus R — A, dessen Bild im Zentrum von A liegt. Ist R ein

Korper wie im vorliegend Fall, so ist dieser Homomorphismus injektiv, so dal man R mit einem
Teilring von A identifizieren kann.
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Ixyl < IxI-lyl fur x,yEA
und die Algebra A sei vollstandig bezuiglich der Norm .| .
Dann ist G eine topologische Gruppe, d.h. die Multiplikation und der Ubergang zum
Inversen definieren stetige Abbildungen

GXG - G’ (Xay) l_) Xy7

G—G,x b x'l.

Beweis. Die Stetigkeit der Multiplikation ergibt sich aus der folgenden Abschiatzung.
Ixy - abl = Ix(y-b)+(x-a)bl < IxI-ly-bl + Ix-al-Ibl.
Zum Beweis der Stetigkeit der zweiten Abbildung miissen wir den Ausdruck

Il - lI
X a
(mit x,a€G und x nahe bei a) abschitzen. Dazu betrachten wir das Element
u:= % (x-a).
Es gilt
(D) lul < I%Hx-al <1

falls x in einer geeigneten Umgebung von a liegt (namlich falls Ix-al < I§| gilt). Dann ist
aber die Reihe

o0
2) 3wt

n=0
absolut konvergent gegen das Inverse von 1+u. Insbesondere ist 1+u eine Einheit von
A und es gilt

1 1 1

_ _I o _ L 1 N}
@) x a(l+u) a n§0( u” = a a 21( u)
Die Reihe (2) 1aBt sich wie folgt betragmafig abschatzen.
0 0 1
n n_
IS (-u)”l < Y hl” = Tl
n=0 n=0
“4) < + (nach Definition von u).
1—I§|-Ix—al

Insbesondere bleibt die Reihe beschrinkt, wenn x gegen a konvergiert.
Es gilt
11, 12 4
I;-EI = I; 21(-u) I (nach (3))
n=

< Hul O§(-u)“|
Ta
n=0

4 d.h. es gilt
1. x 20 und IxI=0 & x =0.

2. IAx] = IMelx| fur x € A und AEC.
3. Ix + yl = IxI + lyl fur x, y EA.

Ist A nur eine R-Algebra, so fordert man die Giltigkeit von Bedingung 2 nur fur AER.
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o0]
< Ié|2-|x-al‘| MEDR (nach (1)).
n=0
Der Beweis der Behauptung ist damit zuriickgefuhrt auf die Beschranktheit (4) des

letzten Faktors.
QED.

2.2.2 Satz von Gelfand-Mazur
Sei A eine R-Algebra mit folgenden Eigenschaften.
. Es gibtein j€R mit j2=-1.
2. Es gibt eine reelle Norm |?1:A—[R auf A mit Ixyl < IxIlyl.
3. A ist ein Schiefkorper.
Dann gilt A = R-1+R-j. Insbesondere ist A sogar ein Korper.
Beweis. Wir setzen
C:= R-1+R"j.
Die Ungleichung Ixyl < Ixl-lyl impliziert,da3 die Multiplikation von A eine stetige
Abbildung ist. Wir konnen die Algebra A durch ihre Vervollstandigung bez'u%lich der

gegebenen Norm |?] ersetzen und deshalb annehmen, daB A eine Banachalgebra™ ist.
Nach 2.2.1 ist dann auch die Umkehrung

A-{0} = A-{0}, x 1> X,
eine stetige Abbildung.

Angenommen, es gibt ein Element cEA-C. Dann ist die Abbildung
1
f: C —>A, Z = E’
wohldefiniert und stetig. Fur z=0 gilt

1 1
f(z)=— —,

SO |
Z

d.h. fur z—o geht f gegen Null. Insbesondere ist
1
Ifl: (C %RZO, Z |—)| CTZI
eine stetige Abbildung, welche auBerhalb einer hinreichend groBlen Kreisscheibe sehr
kleine Werte annimmt. Insbesondere nimmt Ifl einen Maximalwert M an. Sei
D = {xeC I Ifi(x) = M}
Die Menge D ist abgeschlossen, nicht-leer und beschrankt. Zum Nachweis des
gewiinschten Widerspruchs geniigt es zu zeigen, daB D offen ist.*’
Sei
aeD.
Durch Ausfuhren einer Verschiebung konnen wir erreichen, dal3
a=0
gilt. Zeigen wir, fur r>0 klein, liegt die r-Umgebung von 0 ganz in D,

* d.h. die R-Algebra ist mit einer reellen Norm 12I: A —» R versehen. Zusitzlich wird gefordert, daB
die Ungleichung

Ixyl < Ixl-lyl
besteht und der Vektorraum A bezuglich der durch die Norm definierten Metrik vollstandig ist.

* Weil C zusammenhingend ist, ist jede nicht-leere Teilmenge von C, die gleichzeitig offen und
abgeschlossen ist, gleich der ganzen komplexen Ebene, kann also nicht beschriankt sein.
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Ur(O) CD.

Dazu betrachten wir die Summe
12 1
S(l’l) = H : 2 kK’
k=] C-W er
wobei w eine primitive n-te Einheitswurzel bezeichne (d.h. die Summe wird uiber alle n-
ten Einheitswurzeln erstreckt). Durch Bilden der logarithmischen Ableitung des
Polynoms

n
X0 = I1 (X—Wkor)
k=1
sehen wir, es gilt
ax-loon 1
X 2 X-wker

also
n-1
S(n) = C 1

cn-rn C—I"(lé)n'l
Fur r klein (z.B. fur r<lcl) erhalten wir

lim L _
m S (n)l = I = If(0) = M (1)

Falls in jeder Umgebung von a=0 Elemente aus dem Komplement von D liegen, kann
man ein r<Icl wéihlen und eine komplexe Zahl b vom Betrag 1 mit

1
M > Ifrb)l = I—

In der Néhe von b gibt es dann auf dem Einheitskreis ein Intervall I und ein >0 mit

M-¢ > | LI
c-1C

fur alle Einheitswurzeln CEI. Sei b(n) die Anzahl der n-ten Einheitswurzeln, welche in 1

liegen. Dann ist 2nn « b(n) annihernd gleich die Léange*® des Intervalls 1. Insbesondere
strebt b(n_n) fur n—o0 gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert. Wir schreiben

jetzt IS(n)! in der Gestalt

2w, . . L
8 =—ist die Lange des Intervalls zwischen zwei benachbarten Einheitswurzeln.
n
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1 1 1
Sy =~ (&, —— + & ——),
n 1 I wKep

c—wk-r
wobei die erste Summe Uber alle n-ten Einheitswurzeln aus I und die zweite Summe
uber den Rest erstreckt wird. Die Summanden der ersten Summe haben einen Betrag <

M-¢ und die der zweiten Summe einen Betrag < M. Also gilt

Sl < LbmM-2) + (b =M - 2
Fur n—oo liefert dies den gewiinschten Widerspruch (vgl. (1)).

QED.

2.2.3 Die archimedisch bewerteten Erweiterungen von R
Sei K eine archimedisch bewertete Korpererweiterung von R. Dann ist K isomorph*’ zu
R oder C,

K=R oder K=C
Beweis. Falls CCK gilt, so ist nach dem Satz von Gelfand-Mazur 2.2.2 sogar’™

C =K.
Sei jetzt C nicht in K enthalten. Wir setzen
L := K(j) mit j>=-1.

Wir versehen den R-Vektorraum L mit der Norm

Ix+yjl == IxI + lyl.
Diese Norm hat die in 2.2.2 geforderte Eigenschaft: mit z=x+yj und z’= x’+y’j gilt
namlich

lzz’l  =Ixx’-yy’l + Ixy’+x’yl
< IXFIXI+HyFY’+ Xy 1+x -yl

= (IxI+lyl)-(IX’1+ly’l)

= lzl-lz’|
Nach 2.2.2 erhalten wir L=C. Wegen RCK gilt damit
) ) 1 .. 1 ..
1= dlmR]R < d1mR K= EdlmR =7d1m]R C=1.
Es gilt also tiberall das Gleichheitszeichen, d.h.
R =K.

QED.

2.2.4 Satz von Gelfand-Tornheim

Jeder archimedisch bewertete Korper k ist isomorph (als bewerteter Korper) zu einem
Teilkorper des Korpers der komplexen Zahlen (versehen mit dem gewohnlichen
Absolutbetrag).

Beweis. 1. Schritt. Es gilt char(k) = 0.

Angenommen, die Charakteristik von k ist eine Primzahl p>0. Dann liegt jedes von

Null verschiedene z = n-lk mit n€Z im Primkorper von k, d.h. es gilt nach dem

kleinen Fermatschen Satz
|

also IzIP1 = 1, also Izl = 1. Wir haben gezeigt, es gilt

b

¥ Zunéchst sind dies nur Korper-Isomorphien. Spiter werden wir sehen, es sind Isomorphien bewerteter
Korper.

% Gleichheit als bewertete Korper, wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung auf endliche Erweiterungen,
falls die der Grundkorper vollstandig ist.
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In-lkl < 1 fur n=1,2,3,...

Nach dem Kiriterium fur nicht-archimedische Bewertungen 2.1.8 ist |.| nicht-

archimedisch im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen.

2. Schritt. Abschlufl des Beweises.

Wir wissen nach dem ersten Schritt, daf} k die Charakteristik Null hat, d.h. es gilt
QCk

Die Einschrankung der Bewertung von k auf (Q ist eine archimedische Bewertung von

Q, also nach dem Satz von Ostrovskij 2.1.15 Aaquivivalent zum gewohnlichen

Absolutbetrag. Wir konnen annehmen, |21 ist auf Q gleich dem gewohnlichen
Absolutbetrag. Wir konnen k durch seine Vervollstindigung bezuglich .| ersetzen und
deshalb ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, k ist vollstandig. Dann gilt

aber mit QCk sogar RC k. Nach 2.2.3 erhalten wir k = C oder k = R.

Nach Konstruktion ist I?| auf R dquivalent zum gewohnlichen Absolutbetrag. Wir haben

noch zu zeigen, das is dann auch auf R bzw. C der Fall. Zum Beweis reicht es, die

folgende Aussage tiber die Eindeutigkeit von Fortsetzungen zu beweisen.
QED.

2.2.5 Eindeutigkeitssatz fur die Fortsetzung von Bewertungen
Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und

I?1: k — R eine multiplikative Bewertung.
Wir nehmen weiter an,

k ist vollstandig

beziiglich der gegebenen Bewertung. Dann sind je zwei multiplikative Bewertungen von
K, welche beide die gegebene Bewertung 1?1 von k fortsetzen, dquivalent.

Diese Aussage wird sich als direkte Folgerung einer allgemeineren Aussage des
nachfolgenden Abschnitts ergeben.

2.3 Die Topologie zu einer multiplikativen Bewertung

2.3.1 Umgebungsbasen

Eine Umgebungsbasis eines topologischen Raumes X ist eine Familie von offenen
Mengen von X mit der Eigenschaft, da} jede offene Menge Vereinigung von Mengen
der Familie ist.

Bemerkungen

(1)  Sei I?: k — R eine multiplikative Bewertung. Dann bilden die Mengen der
Gestalt

Ue(oc) ={xEk: x-al<e} mitaEkund 0 <& € R,
welche g¢-Umgebungen der Bewertung hei3ten, eine Umgebungsbasis fur die

durch diese Bewertung definierte Topologie.
(i)  Ersetzt man die gegebene Bewertung 1?1 von k durch eine dquivalente, so bleibt die

zugehorige Menge der e-Umgebungen unverandert, und damit auch die
Topologie.
(ii)) Wahlt man in der Aquivalenzklasse von |7l eine (stets existierende) Bewertung

aus, fur welche die Dreiecksungleichung gilt, so sind die oben beschriebenen ¢-
Umgebungen gerade die e-Umgebungen der zugehorigen Metrik.
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2.3.2 Erste Eigenschaften der Topologie zu einer multiplikativen
Bewertung
(1) Sei I”7: k — R eine multiplikative Bewertung des Korpers k. Dann ist k

beziiglich der durch |7l definierten Topologie ein topologischer Korper, d.h. die
Abbildungen

kxk—k (X,y) » X+,
kxk —k, (x,y) » Xy,
k*—>k*,XI—>%,

sind stetig bezuglich dieser Topologie.

(i) Zwei multiplikative Bewertungen I?I1 und I?I2 sind genau dann aquivalent, wenn

die zugehorigen Topologien ubereinstimmen, d.h.eine Menge ist bezuglich der
einen Bewertung genau dann offen, wenn sie es bezuiglich der anderen Bewertung
ist.

Beweis. Zu (i). Siehe den Beweis von 1.4.11.

Zu (ii) (vgl. den Beweis von 2.1.7 (iii)). Falls die beiden Bewertungen dquivalent sind,
so gehoren zu ihnen dieselben offenen Mengen, d.h. die beiden Topologien stimmen
uberein.

Seien jetzt umgekehrt die beiden Topologien zu I?I1 und I?I2 gleich. Dann bestehen fur

jedes Element ok die folgenden Implikationen:

lal, < 1 = 10™- 01 = lal] —> 0 (fur n gegen oo)

1 1

= o — 0 bezuglich der Topologie zu I?I1

= o — 0 bezuglich der Topologie zu 17| )

=>|an-0|2—>0

= Ioclrzl = |oJ“|2 —0

= Ial2<1

Wir haben gezeigt, fur jedes a&k besteht die Implikation

Iod1 <l => Iozl2 < 1.

Aus Symmetriegrinden muf} dann aber auch

Iod1 <l&e Iozl2 < 1.

gelten.

Damit gilt aber auch
IocI1 = RN Ioclzz 1

Wie beim Beweis der Implikation x = y von 2.1.7 (iii) sehen wir jetzt , da} die beiden
Bewertungen dquivalent sind:

Sei y := a™p™. Dann gilt

I\(I1 zle Iyl2 = 1.
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Wir gehen zu den Logarithmen tiber und erhalten

m « log lal, + nelog IBI1 =0 < m - log lal, + nelog I[:’)I2 =0.

1
Das Skalarprodukt aller Vektoren

2

m
(n) )
mit ganzzahligen Koordinaten mit den beiden Vektoren
log lal log lal
1 2
und (3)
log IBI1 log I|3I2

hat stets dasselbe Vorzeichen, d.h. die Vektoren (2) liegen stets in derselben durch (2)
definierten Halbebene. Das ist nur moglich, wenn die beiden Vektoren dieselben
Richtung haben, d.h. es gilt
log Iocll/log |OL|2 =log I[Sll/log I[:’)I2 .
Wir haben gezeigt,
c:=log Iall/log Ial2 ER

ist unabhédngig von der speziellen Wahl von ack. Damit gilt

log lal celog lal
IocI2=e g 2=e gl

d.h. die beiden Bewertungen sind dquivalent.
QED.

= Iocl(i fur jedes o€k,

2.3.3 Die Vervollstandigung eines bewerteten Korpers
(1)  Sei I?: k — R eine multiplikative Bewertung. Dann ist k Teilkorper eines

vollstandigen bewerteten Korpers k |
kCk
mit folgenden Eigenschaften.

1.  Die gegebene Bewertung von k ist die Einschrankung der Bewertung von k.
2. Der Korper k liegt dicht in k.

Der Korper k ist durch diese beiden Bedingungen bis auf natiirliche k-Isomorphie
eindeutig bestimmt. Er heiflt Vervollstindigung von k bezuiglich der gegebenen
Bewertung.

(i) Jede Einbettung eines bewerteten Korpers k in einen vollstindigen bewerteten
Korper, welche die Bewertungen respektiert, faktorisiert sich auf genau eine

Weise uiber dessen Vervollstandigung k.
(iii) Die Bewertung des Korper k von (i) ist genau dann nicht-archimedisch, wenn es

die von k ist. Die Menge der Werte dieser beiden Bewertungen stimmen in diesem
(nicht-archimedischen) Fall iberein.

Beweis. Zu (i). Existenz von k.

Sei k die Vervollstindigung des metrischen Raums k zu einer Bewertung von k, die
aquivalent ist zu |7 und der Dreiecksungleichung geniigt. Da Additiion, Multiplikation
und Ubergang zum Inversen stetige Abbildungen
kxk—k—k
bzw.
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k* — k* — k¥
sind, besitzen sie eindeutig bestimmte stetige Fortsetzungen zu stetigen Abbildungen
kxk —k
bzw.
k* —s k*
Diese Fortsetzungen definieren auf k die Struktur eines Korpers. Weil R vollstindig ist,
besitzt auch

?:k — R

eine eindeutig bestimmte Fortsetzung auf k. Diese Fortsetzung ist eine multiplikative

Bewertung von k. Daraus ergibt sich die Existenzausage von (i).
Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage, reicht es (i1) zu beweisen, denn fur je zwei
Einbettungen

i""k—k undi” k — k”
wie oben gibt es dann eindeutig bestimmte Fortsetzungen
k' —k’undk” —k’
deren beide Zusammensetzungen gleich der identischen Abbildung sind.
Zu (ii). Sei
k— K
eine Einbettung bewerteter Korper, welche die Bewertungen respektiert, wobei K

vollstandig ist. Dann ist dies eine stetige Abbildung bezuiglich der zugehorigen
Topologien.

Weil K vollstandig ist, gibt es dann eine stetige Fortsetzung auf k. Wegen der Stetigkeit
von Addition und Multiplikation ist diese stetige Fortsetzung ein Homomorphismus von
Ringen mit 1.

Weil k dicht liegt in k, ist die Fortsetzung eindeutig.

Zu (iii). Da das Einselement von k auch das Einselement von k ist, folgt der erste Teil
der Behauptung aus der Charakterisierung der nicht-archimedischen Bewertungen in
2.1.8: die Ungleichungen

In-lkl = 1 fur jedes nEN

bestehen genau dann in k, wenn sie in k bestehen.

Beweisen wir den zweiten Teil. Seien die Bewertungen von k und k nicht-archimedisch

und sei xE€k. Wir haben ein y€Ek zu finden mit Ixl = lyl. Dabei konnen wir annehmen,

daB} x=0, also
[x[>0

ist. Weil k dicht liegt in k, gibt es ein yEk mit

(D Ix-yl < Ixl.

AuBerdem kann man y so wiahlen, daf} der Wert von x-y beliebig nahe bei Null und der
von y beliebig nahe bei x| liegt. Insbesondere kann man

2) Ix-yl < lyl.

erreichen.

Es reicht zu zeigen, aus (1) und (2) folgt Ixl=lyl. Aus (1) ergibt sich, da die Bewertung
nicht-archimedisch ist,
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lyl = I(y-x)+x| = max{Ix-yl, IxI} = IxI.
Analog folgt aus (2)

Ixl = I(x-y) + yl = max{lx-yl, lyl} =yl
Zusammen folgt Ix| = lyl.
QED.

2.3.4 Schwacher Approximationssatz
Seien k ein Korper und

121, ., 12
paarweise nicht-aquivalente Bewertungén von k. 1]\E’ulezeichne
ki
die Vervollstandigung von k bezuiglich der i-ten Bewertung I?Ii und
n J—
ACTI :=il=_[1 ki
das Bild von k bei der Diagonaleinbettung
n
k—)i];[l ki’X P (X, ..., X).

Dann liegt A dicht im Raum IT.

Bemerkungen

(i) Die obige Aussage 4Bt sich etwas weniger theoretisch wie folgt formulieren:
Fur jede Wahl von N Elementen

OLIEKI,...,OLNEKN

und jedes reelle e>0 gibt es ein EEk mit
Iozi—EIi<eﬁ'1ri=1,...,N.
(i) Istk =Q und sind die I?Ii p-adische Bewertungen, so verwandelt sich die obige

Aussage gerade in den chinesichen Restesatz. Letzterer besitzt jedoch noch eine
bessere Verallgemeinerung: den starken Approximationssatz.

Beweis von 2.3.4. Da k dicht liegt in jedem der Ei , d.h. jedes o 146t sich beliebig

genau durch ein Element aus k, konnen wir annehmen,
ociEkfuri= 1,..,N.

1. Schritt: Es reicht zu zeigen, daf es Elemente GiEk gibt mit

[0.1.>1furallei
ii

und
IBin<1ﬁ'1ri # .
Dann gilt namlich
6? | 1 bzgl. der Topologie zu I?Ii
T g" Leg  |0bzgl der Topologie zu 12 mit =i

fur n — oo. Fur hinreichen grofl gewahltes n ist dann aber

N
€=2 MY
=1
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ein Element der gesuchten Art.
2. Schritt. Existenzbeweis fur die Gi.

Aus Symmetriegriinden reicht es die Existenz eines 0 = 61 zu beweisen mit

IE)I1 > 1 und IGIi <lfuri=2,..,N.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach N. Im Fall N =2 gibt es, weil I‘?I1 und |?| )

nicht dquivalent sein sollen ein o€k mit

|0L|1 <1 und Iocl2 =1

und analog ein BEK mit
I[SI1 =1 und I[SI2 <1

Dann ist aber 0 = [30L'1 ein Element der gesuchten Art.

Sei jetzt N > 2. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein ¢Ek mit
I(|)I1 > 1 und I(|)Ii <lfuri=2,..,N-1.

AuBlerdem ergibt sich aus dem Beweis des Induktionsanfangs die Existenz eines )&k
mit

hpl1 > 1 und hpIN <1
Wir setzen
¢ falls |¢|N <1

n, —
0= o™ falls 19l = 1

oMp/(1+9™) falls Iply > 1

Fur n hinreichend grof ist dann 0 ein Element der gesuchten Art. Man beachte, fur n

— oo gilt im letzten Fall bezuiglich der i-ten Topologie

n
®W L 0furi=2, ... N-1
1+¢™
und
1
PV _ W fari=lundi=N.
1+¢"  1+¢™
QED.

2.3.5 Normierte Vektorraume uber bewerteten Korpern
Seien k ein Korper mit der multiplikativen Bewertung
17: k — R.

und V ein k-Vektorraum. Fur die Bewertung gelte die Dreiecksungleichung. Eine Norm
auf V ist eine Abbildung

H21:v—R
mit folgenden Eigenschaften.
(1) Ivil=0 furjedesvEVundllvil=0& v=0.
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(i1) v+ vl < VI + vl far v, v’ € V.
(iii))  loevll = ladellvll fur o€k und vEV.
Zwei Normen II?II1 und [1?ll ) auf V heiflen dquivivalent, wenn es reelle Konstanten c’, ¢”
gibt mit
IIVII1 < c’-IIVII2 und IIVII2 < c”-IIVII1
fur jedes veE V.

2.3.6 Normierte Vektorraume uber vollstindigen Korpern
Seien k ein Korper, welcher vollstandig ist bezuiglich einer multiplikativen Bewertung
?7: k — R,

fur welche die Dreiecksungleichung gilt, und V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum,

dimk V < 0.
Dann sind je zwei Normen auf V dquivalent.
Bemerkung
Wir werden spiter sehen, daf die Forderung der Vollstandigkeit wesentlich ist fur diese
Aussage.
Beweis. Zum Beweis konnen wir annehmen, daf die Bewertung |71 von k der
Dreiecksungleichung geniigt. Wir fixieren eine Basis von V, sagen wir W5y @

V=kew ,+...+kew .
1 n

Wir setzen
n .
Il ;l’giwi ”O :=max { | Ei l:i=1,..,n}.

Auf diese Weise ist auf V eine Norm definiert. Es reicht zu zeigen, jede Norm II?ll von V
ist aquivalent zu dieser Norm. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach

n:= dimk V.

Fur n = 1 ist die Aussage trivial: auf Grund des dritten Axioms sind je zwei Normen auf
einem 1-dimensionalen Vektorraum proportional. Sei also

n> 1.
Dann gilt

n n n n
Il E Eiooi Il < E Il E‘iwi = E IEiI-IIooi l<c’ell E Eiwi II0 (D)
i=1 =1 =1 =1

mit ¢’ := max II(;Ji Il.

Nehmen wir an, es gibt kein ¢” mit

IIVIIO =< cellvll.
n
Fur jedes reelle €0 gibt es danneinv =Y %imi mit
i=1
n .
(IR i215§icn)ill<£-max{I‘%il:1:1,...,n}
(andernfalls konnte man ¢’ = 1/e setzen). Weil die Situation symmetrisch in den

Koordinaten Ei ist, konnen wir annehmen,
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max{IEiI:i:l,...,n}:l‘gnl.

Indem wir die obige Abschiatzung mit 1/ IEnI multiplizieren, erreichen wir

E =1

n

Indem wir € eine Nullfolge durchlaufen lassen finden wir Elemente %i m € k mit

n-1 ’
o<l El‘gi’mwi o I — O fur m — oo, 2)
also auch
n-1
o<l 121@1’“‘ - Ei,é)wi Il — O fur m, ¢ — oo,

Wir konnen jetzt die Induktionsvoraussetzung auf den (n-1)-dimensionalen
Teilvektorraum
kew +...+keo
1 n-1
anwenden und erhalten

lgi,m - Ei,él — 0 fur m, ¢ — 0.

Furi=1, ..., n-1 bilden also die Ei m eine Cauchy-Folge in k. Weil k vollstandig ist,

gibt es Elemente
k)

§ €k
mit
k
IEim—EiI—>0furm,Z—>oo.

]

Wegen (2) und (1) gilt dann

n-1 4 n-1 n-1
[ E Eiwi +o <1l E Ei,mwi o I+ 2 ( Ei - Ei,m)mi II— 0
1:1 1:1 1:1
fur m —s oo, d.h. es ist
n-1 *
[ i§1§iwi+mn||:0

im Widerspruch zum ersten Norm-Axiom.
QED.

2.3.7 Fortsetzung von Bewertungen
Seien K/k eine Korpererweiterung, 1?1 eine multiplikative Bewertung auf k und [1?Il eine
multiplikative Bewertung auf K. Dann heif3t |I?Il Fortsetzung von |?I, wenn gilt

lIxIl = IxI fur jedes x € k.

2.3.8 Existenz und Eindeutigkeit der Fortsetzung im vollstandigen Fall

Seien k ein Korper, welcher vollstandig ist beziiglich einer multiplikativen Bewertung 17|
und
K/k
eine endliche Korpererweiterung des Grades
[K:k] =n < oo.
Dann gibt es genau eine Fortsetung 1?1l von |?I auf K. Diese ist gegeben durch
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_n
Ixll = A [Ny 0.

Dabei bezeichne NK P K — k die Norm der Korpererweiterung K/k.

Beweis. 1. Schritt: Eindeutigkeit.

Zum Beweis konnen wir annehmen, fur |?I gilt die Dreiecksungleichung. Wir betrachten
K als endich-dimensionalen k-Vektorraum. Jede Fortsetzung lI7ll der Bewertung von k
ist dann eine Norm dieses Vektorraums im Sinne von 2.3.5. Weil k vollstanding ist,

sind je zwei Fortsetzungen II?II1 und II?II2 der Bewertung von k als Normen aquivalent

(nach 2.3.6). Insbesondere induzieren die beiden Fortsetzungen auf K dieselbe
Topologie. Nach 2.3.2 sind sie dann aber dquivalent, d.h.

c
II?II2 =171y

Da die beiden Bewertungen dieselbe Bewertung |?l von k fortsetzen, gilt
||OL||2 = ||OL||1

fur jedes a€k. Deshalb ist ¢ = 1 (es sei denn beide Bewertungen sind trivial, so daf}
man ¢ = 1 annehmen kann).

Bemerkung
Die gerade bewiesene Eindeutigkeitsaussage ist gerade die Aussage von 2.2.5. Damit ist

die Lucke im Beweis des Satzes 2.2.4 von Gelfand-Tornheim hinsichtlich des
Vergleichs der Bewertungen geschlossen.

2. Schritt: Existenz.
1. Fall: die Bewertung |7l von k ist nicht-archimedisch.

Wir beschranken uns hier auf den Fall, daf die Bewertung

7 k — R
diskret ist.”' Den Beweis des allgemeinen Falls’* findet man in

E. Artin: Theory of algebraic numbers, Striker, Gottingen 1956
N. Bourbaki: Algebre Commutative, Chapitre 6. Valuations, Hermann, Paris
1964

Sei also 17 eine diskrete nicht-archimedische Bewertung. Dann ist

O:={x&k:xls 1}
ein diskreter Bewertungsring mit dem Bewertungsideal

p ={xEk: Ixl < 1},
welches ein Hauptideal ist,

p =m0
(nach 2.17). Bezeichne
v:k* —» 7
die zugehorige additive Bewertung. Dann gilt nach 2.1.14:
x| = pV(X) fur jedes x €k

! Wir brauchen die Aussage, daB die ganze AbschlieBung in K eines Dedekind-Rings R mit dem
Quotientenkorper k ein Dedekind-Ring S mit dem Quotientenkorper K ist, d.h. wir miissen noch
annehmen, daB die Erweiterung K/k separabel ist (siche 1.9.3 und Bemerkung 1.9.1(ii)).

52 Man muB allgemeinere multiplikative Bewertungen betrachten, deren Werte nicht notwendig in R
liegen bzw. Bewertungsringe, die nicht-notwendig noethersch sind.
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mit p :=Inl (< 1). Sei
SCK

die ganze AbschlieBung von O in K. Dann ist S ein Dedekind-Ring (vgl. 1.9.3 bzw.
Bemerkung 1.9.1 (ii)). Sei
qC S
ein maximales uiber  liegendes Ideal von S. Dann ist
0, =S
K q
ein diskreter Bewertungsring. Fur die zugehorige additive Bewertung

ES
VKK —»7

gilt
VK(X) = e*v(x) fur jedes x €Kk,

wenn e den Verzweigungsindex von v, iber v bezeichnet (d.h. wenn sich der Paramter

K
7t von v in der Gestalt
e
U= U
schreiben la3t mit einer Einheit u von OK und einem Parameter m,, von v .. Wir

K K
betrachten die folgende multiplikative Bewertung von K.

1 Vi (X)
it = pe K 2o X

Fur jedes xEk gilt

i ()
Ixll = pe K7 = p¥®) = x|
d.h. lI?ll ist die gesuchte Fortsetzung von |7I.

b

2. Fall: die Bewertung |7l ist archimedisch.
Nach dem Satz von Gelfand-Tornheim 2.2.4 ist k ein Teilkorper von C,

kC C
und 1?2 ist die Einschrankung des Absolutbetrags auf k. Weil C algebraisch

abgeschlossen ist, konnen wir K mit einem Teilkorper von C identifizieren (als Korper
uber k),

kCKCC

Die Einschrankung des Absolutbetrags von C auf K liefert dann die gesuchte
Fortsetzung von |71

3. Schritt: Beweis der Formel fur die Fortsetzung.

Sei L/k eine normale Korpererweiterung von k, welche den Korper K als Teilkorper
enthalt und seien

Oi: K—L,i=1,..,n:=[KK],
die k-Einbettungen von K in L (mit geeigneten Vielfachheiten gezéhlt). Dann gilt
NK/k(X) = Ol(x)-...-on(x),
Fur die Fortsetzung [I1?lll von lI?ll gilt dann

I NK/k(X) =1l NK/k(x) =1l Gl(x) Ile...o IIIG[K:k](x)III.

Weil L/k normal ist, lassen sich die Einbettungen o, auf L fortsetzen und damit als k-

Automorphismen von L aufffassen. Die Komposition von o, mit 72l ist eine
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multiplikative Bewertung von L, welche 71 fortsetzt. Wegen der obigen
Eindeutigkeitsaussage stimmt diese Komposition mit llI?lll itberein. Insbesondere gilt

Il o, (x) lll=1x Il fur jedes x € L.
Einsetzen in die obige Identitat liefert
_ n_ 0

I NK/k(x) =1 x 117 = 1IxI1™,

also
_n
lIxIl = | ,NK/k(X)

QED.

2.3.9 Folgerung: Vergleich mit der Maximum-Bewertung
Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und |?| eine Bewertung von K. Der Korper
k sei vollstandig bezuglich der Einschrankung von |17 auf k. Weiter sei

0, ,.,0 €K
1 n

eine Vektorraumbasis von K uber k.

Dann gibt es nicht-negative reelle Konstanten
C’ , C”
mit

n
| oa.m. |
E 11
, =1

c' =< =C
max {IoziI: i=1,...,n}

2

fur beliebige o € k, die nicht samtlich gleich Null sind.

Beweis. Durch
n
I ¥ o.w. lund max {la.l :1=1, ..., n}
Sy i
sind zwei Normen des k-Vektorraums K gegeben. Weil k vollstandig ist, sind diese

beiden Normen aquivalent (nach 2.3.6).
QED.

2.3.10 Folgerung: Vollstandigkeit der Erweiterung

Seien k ein vollstandiger bewerteter Korper und K/k eine endliche Korpererweiterung.
Dann ist K vollstandig bezuglich der eindeutig bestimmten Bewertung, welche die von
k fortsetzt.

Beweis. Auf Grund der vorangehenden Aussage 2.3.9 besitzt K die Topologie eines
endlich-dimensionalen Vektorraums uiber k , d.h. Konvergenz bedeutet
koodinatenweise Konvergenz.

QED.

Bemerkung

Wir haben damit die Frage nach der Fortsetzbarkeit multiplikativer Bewertungen im Fall
vollstandiger Bewertungen abgehandelt. Im Rest dieses Abschnitts wollen wir uns mit
der Frage beschiftigen, wie die Situation im Fall nicht notwendig vollstandiger Korper
ist, d.h. wir betrachten eine endliche separable Korpererweiterung K/k eines bewerteten
Korpers k und fragen nach den Fortsetzung der Bewertung auf K. Zur Beantwortung

der Frage fuhren wir die Vervollstindigung k von k ein und miissen zunéchst das
Tensorprodukt

K®kk

betrachten.
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2.3.11 Das Tensorprodukt von Korpererweiterungen

Seien K/k eine endliche separable und L/k eine beliebige Korpererweiterung. Dann ist
das Tensorprodukt

K®kL
ein kommutativer Ring mit 1, welcher in ein direktes Produkt von endlichen
Korpererweiterungen von L zerfillt, sagen wir’

K®kL = le"'XLr .
Als Korper uiber k und L sind die Li paarweise isomorph und gleich dem Kompositum
von Kund L,
Li = K- L.
Fur a €K bezeichne
X, € KIxIL %, € Lilx]

2

das Charakteristische Polynom™ von a. bezuglich K/k bzw. L./L. Dann gilt

Xoc - Xl,a."'. Xr,a'

Insbesondere gilt fur Norm und Spur
r
N @ = TINy (@)
1=l 1
und

r
TrK /k(oc) = ElTrLi /L(cx)

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element ist K/k als separable
Korpererweiterung einfach, d.h. es gilt

K =k(p)
fur ein BEK. Sei
f € K[x], f(B) =0,
das Minimalpolynom von a uiber k. Wir betrachten die Zerlegung von f in irreduzible
Faktoren uiber L , sagen wir
f= (gl)el-...-(gr)er mit g € L[x] normiert und irreduzibel.

Man beachte, weil der hochste Koeffizient von f gleich 1 ist, konnen wir dasselbe auch
von den g annehmen. Weil K/k nach Voraussetzung separabel ist, d.h. f besitzt keine

mehrfachen Nullstellen, erhalten wir

elz...zerzl.

Weil die g nach Konstruktion teilerfremd sind, gilt

K®kL = k[x]/(f)@kL (nach Definition von o und f)

33 Auf der rechten Seite stehe die direkte Summe der L-Moduln L. , welche mit der koordinatenweisen
i

Multiplikation versehen sei. Die Anzahl der direkten Summanden muf} endlich sein, weil auf der linken
Seite ein endlich-dimensionaler L-Vektorraum steht.

> d.h. das charakteristische Polynom der Multiplikation mit Ot beziiglich der Vektorraume K bzw. L
i

iber k bzw. L.
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= L[x]/(f) ( ® kommutiert mit @)
= LIx}/(g *.og)
= L[x]/(gl) X ... X L[X]/(gr) (Chinesischer Restesatz)
= L1 X...XLr
mit Li = L[x]/(gi). Dies ist ein Isomorphismus von L-Algebren, wenn man L als
Teilkorper der Tensorprodukts bezuiglich der natuirlichen Einbettung
L—>K®kL ,c P 1®c,
auffaBt’. Analog konnen wir auch K beziiglich der Einbettung
K—>K®kL,c pc® 1,
als Teilkorper des Tensorprodukts auffassen. Entsprechend sind die Li auch

Korpererweiterungen von K.

Bezeichne

die Restklasse von x in Li' Dann ist der obige Isomorphismus von L-Algebren gegeben
durch

K® L= k[x)/(f) — L x.xL_

1
B=Pp®1 » x mod (f) » (x mod g s X mod gr) = ([31 s e s Br).

Man beachte, als Algebra tiber L wird das Tensorprodukt von = B®1 erzeugt. Die

Abbildung ist somit durch das Bild von a bereits festgelegt. Die Zusammensetzung
K®kL — Li

mit der Projektion auf den i-ten Faktor ist bis auf Isomorphie gerade die natirliche

Abbildung L[x]/(f) —» L[x]/(gi) und ist als solche surjektiv. Damit ist

L. = Bild von K&®, L
1 k

:{Blldvon§ci®dilciEK,diEL}

={Bildvon2cidiIciEK,diEL}
i

=KeL (Kompositum von K und L)

Es bleibt noch die Aussage hinsichtlich der charakteristischen Polynome von a€K zu
beweisen. Dazu fixieren wir eine Basis von K uber k, sagen wir

K =kew +...+k°(Dn ,n=dim, K.

1 k
Mit
n
asw. = ¥ a..m.
i =l ij ]
gilt dann

> Dies ist ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Weil L ein Korper ist, ist dieser
injektiv.
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X = det(x-6ij - aij)

(vgl. 1.7.2). Nun bilden die u)i®1 aber auch eine Basis von K®kL tiber L und es ist

n
on.®l = Ya.0®l1,
i ol VI
=1
d.h. Xy ist auch das charakteristische Polynom von o beziglich des L-Vektorraums

K®kL' Wir betrachten K als Teilkorper von K&®L =L X...XLr und schreiben

1

OL:(OLI,...,OLr)mItOLiELi

Die Multiplikation mit o stimmt fur Elemente von Li mit der Multiplikation von o
uiberein, d.h.
Xi g =X

1,00 o.
i

Die Matrix M(ct) der Multiplikation mit o auf LIX"'XLr hat somit die Gestalt
M(a 1) O .. O

0 M(az) ... 0
M(o) =

0 0o ... M((xr)

bezuglich einer Basis, die mit der Zerlegung K&®L = L X...XLr vertraglich ist. Damit

1
gilt

r r r
X = det(xeId - M(a)) = i]__[ldet(x'Id - M(ai)) = iljl Xai = i]__[l Xi,oc .

QED.

2.3.12 Die Fortsetzung von Bewertungen auf endliche separable
Erweiterungen

Sei K/k eine endliche separable Korpererweiterung des (nicht notwendig vollstandigen)
bewerteten Korpers k des Grades
n := [K:k].
Dann gibt es (mindestens eine und) hochstens n Fortsetzungen der Bewertung 171 von k
auf K, sagen wir
II?II1 s e s II?IIr :K— R (r=n).
Seien

k,K,,..,K
1 r

die Vervollstiandigungen von k und K bezuglich [?l bzw. 17l , ... , II?IIr. Dann besteht

1
ein Isomorphismus

K®kk = KIX"'XKr ,

welcher sowohl ein Isomorphismus im allgebraischen Sinne™ ist als auch einer im
topologischen Sinne”’.

% d.h. ein Isomorphismus von kommutativen Ringen mit 1.
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Beweis. Wir bezeichnen die eindeutig bestimmte Fortsetzung der Bewertung |17l von k
auf die Vervollstindigung k ebenfalls mit 171,
1”2k — R.

Nach 2.3.11 wissen wir, es gilt

K@kE =L x...er (1)

1
mit endlichen Korpererweiterungen Li von k. Weil k vollstandig ist, gibt es fur jedes i

genau eine Bewertung
II?IIi: Li —R )

welche die gegebene Bewertung 1?1 von k fortsetzt. Nun konnen wir wegen (1) den
Korper K mit einem Teilkorper von Li identifizieren. Die Einschrankung von (2) auf K

liefert eine Bewertung von K, welche wir ebenfalls mit II?IIi bezeichnen,

2K — R 3)
Weil k dicht liegt in k, liegt auch K = K®, k dicht in K@kE =L, x..xL_, also liegt K
erst recht dicht in Li (fur jedes 1). Mit anderen Worten,

L=K
ist gerade die Vervollstandigung von K bezuglich der Bewertung II?IIi von K. Wir haben

noch zu zeigen, dafl die Bewertungen II?IIi paarweise verschieden sind und daf sie die

einzigen Fortsetzungen von 12| auf K sind.”®

Sei
17 K — R 4)

irgendeine Fortsetzung der Bewertung 17l von k auf K. Wir konnen annehmen, daf fur
sie die Dreiecksungleichung gilt. >

Weil K = K®kk dicht liegt in K®kE konnen wir die stetige Funktion (4) auf genau eine

Weise fortsetzen zu einer stetigen Funktion auf K®kE. Wir bezeichnen diese
Fortsetzung ebenfalls mit I1?Il,
121: K® k —> Z.
Fur diese Fortsetzung gilt dann
|Ix+y||s|Ix||+||y||f1'1rx,yEK®kE

IFxey Il =1IxIl « llyll fur x, y € K®kE

37 d.h. ein Isomorphismus von topologischen Raumen. Dabei werde das Tensorprodukt links als
normierter Vektorraum uiber dem bewerteten Korper k angesehen (mit der zugehorigen und eindeutig
bestimmten Topologie, die zum Beispiel von der Maximumsnorm beziuiglich irgendeiner Basis kommt).
Der Vektorraum rechts werde mit der Produkt-Topologie versehen.

% Die Gleichheit der Topologien von K® kE und le...XLr ergibt sich aus der Aquivalenz von je zwei

Normen dieser endlich-dimensionalen k -Vektorriume iiber dem vollstandigen Korper k (vgl. 2.3.6).
% Durch Ersetzung von |2| und lI?Il durch die c-ten Potenzen fur ein geignetes c. Spater konnen wir dann
wieder zu den urspriinglicnen Potenzen iibergehen.
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Wir betrachten die Einschrankung von lI7l auf einen der Korper L.. Wie wir gerade
bemerkt haben, gentigt die Funktion lI?ll auf L. zweien der drei Axiome fur eine
multiplikative Bewertung auf Lj (vgl. 2.1.1). Untersuchen wir, wie es sich mit dem

verbleibenden Axiom verhalt.
Falls es ein OLELj gibt mit llall #= 0, so gilt fur jedes BELJ. - {0}

llodl = IIOLB'III-IIBII,
d.h. es ist lIpll # O fur jedes von Null verschiedene {3 aus LJ.. Wir haben gezeigt,
Il 7 1l ist entweder identisch Null auf L. oder eine Bewertung auf L.
Nach Konstruktion ist Il 7 Il auf mindestens einem L. nicht identisch Null (weil lI?ll nicht
identisch Null ist auf dem Tensorprodukt)ﬁo, also eine Bewertung auf Lj , welche nach
Konstruktion die Bewertung 17| fortsetzt. Alsoist Il ? Il =1l ? Il. auf Lj' Wir haben gezeigt,

jede Fortsetzung von 1?7l auf K stimmt mit einem der II?IIj uberein.

Wir haben nocht zu zeigen, die lI?ll. sind paarweise verschieden. Man beachte, II?IIj ist
eine Fortsetzung, die auf L. nicht identisch Null ist. Es reicht somit zu zeigen, die

Fortsetzung lI?ll der eben betrachteten allgemeinen Bewertung kann nicht auf zwei
verschiedenen Faktoren Lj ungleich Null sein.®! Angenommen [I?ll ist auf Lj’ und Lj”

nicht identisch Null (mitj” # j”). Fur o’ € Lj’ -{0} und oc”ELj,, - {0} gilt dann

0 #= lla’llello”ll = llo el

= 11(0...,0,a’,0,...)+(0,...,0,a,0,..)lI
=211 (0, ..., 0)ll
=0,

ein Widerspruch.

QED.

% Ware 11?1 identisch Null auf jedem L, so wire wegen Il x + y Il < lIxIl + llyll, d.h.
J

r
II(xl,...,x)IIs EII(O, w5 0,x.,0,..,0)1
r 1
i=1

die Funktion l1?Il identisch Null auf dem direkten Produkt der L ..
J

% Wenn zwei der 1?1l auf K uibereinstimmen, sagen wir lI7l_ und II?Il_, , so liefern deren eindeutig
] ] ]

bestimmte Fortsetzungen auf das Tensorprodukt eine Funktion, die auf mindestens zwei verschiedenen
L. nicht identisch Null sind. Man beachte durch
J

M(x ,..,x)ll:=max {lIx Il ,lx_]I_}
1 r yiou
ist dann eine stetige Funktion gegeben, welche lI?ll: K — R fortsetzt, auf L, gleich lI?ll | und auf L,
] ] J

gleich lI?ll_ ist, d.h. dies ist die eindeutig bestimmte Fortsetzung.
J

%2 die beiden von Null verschiedenen Koordinaten befinden sich an unterschiedlichen Positionen. Das
Produkt beziiglich der koordinatenweisen Multiplikation liefert somit in allen Positionen die Null.
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2.3.13 Ganze AbschlieBung diskreter Bewertungsringe im vollstandigen
Fall

Seien R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K und
L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist die ganze AbschlieBung S von
R in L ein diskreter Bewertungsring (mit dem Quotientenkorper L).

Beweis. Jedenfalls ist S ein Dedekindring (nach 1.9.3). Jedes maximale Ideal von S
liegt uber dem einzigen maximalen Ideal von R (ebenfalls nach 1.9.3). Je zwei dieser
Ideale definieren paarweise verschiedene Fortsetzungen der Bewertung von K auf L.
Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung (nach 2.3.8) besitzt S nur ein maximales

Ideal. Dann stimmt aber S mit der Lokalisierung beziiglich dieses maximalen Ideals
uberein, d.h. S ist ein diskreter Bewertungsring.

QED.

Bemerkung

Wir haben damit die Beweise aller Aussagen, die wir uber die Fortsetzung von
Bewertungen beweisen wollten, abgeschlossen. Bevor wir uns wieder der Frage nach
dem Verhalten einer Primzahl beim Ubergang in einen groBeren Ring von ganzen
Zahlen zuwenden, wollen wir hier noch einen Fall von besonderen Interessen
untersuchen, namlich den Fall von bewerteten Korpern, deren Bewertungsringe einen
endlichen Restklassenkorper besitzten. Man beachte, im Fall

k =Q
I = p-adische Bewertung (p prim)
ist der Bewertungsring gleich
Z
P ,
das Bewertungsideal gleich
P2

und der Restklassenkorper gleich
Z, Ip Z, .= ZI(p),
@) iy = 2P

d.h. letzterer ist endlich. Dasselbe gilt, wenn man k = @Q durch eine endliche
Korpererweiterung von Q ersetzt.

2.4 Bewertete Korper mit endlichem Restklassenkorper

2.4.1. Lokale Kompaktheit im vollstiandigen Fall
Sei k ein Korper mit einer nicht-archimedischen diskreten Bewertung
17: k — R.
Weil die Bewertung nicht-archimedisch ist, ist der Ring der ganzen Elemente
O:Ok::{xekzlxlsl}
ein wohldefinierter kommuativer Ring mit 1 (vgl. 2.1.7 (ii)). Sein einziges maximales
Ideal ist das Bewertungsideal

p={a€kllal<l1}
(vgl. 2.1.7 (iv)). Weil die Bewertung diskret ist, ist diese ein Hauptideal,

p =m0
(vgl. 2.1.7 (v))®. Wir nehmen jetzt zusatzlich an, der Restklassenring
K:=0/p
ist endlich,
#K <00,

% d.h. O ist ein diskreter Bewertungsring (auf Grund des Krullschen
Durchschnittssatzes).
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Falls in der beschriebenen Situation der Korper k vollstindig ist bezuglich der
gegebenen Bewertung, so ist der Ring der ganzen Zahlen
O kompakt,
d.h. der Korper k ist lokal kompakt.®*
Beweis.
1. Schritt:  Der Ring der ganzen Zahlen O besteht gerade aus denjenigen Elementen
o0&k, die sich in der Gestalt

o) .
a= S a.mx
=0
als Reihe darstellen lassen, wobei die (xj in einem vorgegebenen
Reprisentantensystem
CO0

von K = O/p liegen.

Jede der Reihen konvergiert gegen ein Element von O:

N . N .
Wegen Y a.ml =a > ozj_mnj € n"0O lassen sich die Partialsummen fur n hinreichend
j=n =0

grof} beliebig klein machen, d.h. die Reihen der angebenen Gestalt konvergieren in k.
Weil die Partialsummen in O liegen, d.h. einen Betrag < 1 haben, gilt dasselbe fur deren
Limites.

Jedes Element von O ist Limes einer Reihe der angegebenen Gestalt:

Fur vorgegebenes ac0 gibt es genau ein OLOEZ mit

Ia-ocol<1.

d.h. mita - % € ntO. Es folgt

S P
a’:=m (a (xO)EO,

d.h. es gibt genau ein o, EX mit

1
la’ - al <1,
d.h.a’ - o € n0, d.h.
a-0oy-0 = (a’ - al)-ﬂ: S n2(9.
Durch Wiederholen der Argumentation erhalten wir eine Folge von Elementen
o. €2
i
mit
n . |
a- Sax ea"o
A
1=0
o9 .
fur jedes n. Fir n —» 00 erhalten wira = Y ainl.
i=0

2. Schritt: O ist kompakt.

% d.h. jedes Element x € k besitzt die relativ kompakte Umgebung x + O.
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Sei {U eine offene Uberdeckung von O. Wir miussen zeigen, es gibt eine

Maea
ic:nclilliche Teilfamilie, welche O ebenfalls uberdeckt. Angenommen, dies ist nicht der
all.
Sei
=CO0
ein Repriasentantensystem von K = O/nO. Weil k nach Voraussetzung endlich ist, ist Z
ebenfalls endlich. Nach Wahl von X ist O Vereinigung der endlich vielen Mengen

a+m0 mita € X. (D)
Dann wird mindestens eine dieser Mengen, sagen wir

a, + 7m0, o EX, (2)
nicht von endlich vielen der U}\ uberdeckt. Wir multiplikzieren (1) mit rt, addieren %
und sehen s0®, die Menge (2) ist Vereinigung der endlich vielen Mengen

% + am + nzo mit a € 2. 3)
Mindestens eine von ihnen kann nicht von endlich vielen der U7¥ iberdeckt werden,
sagen wir

2 .
Oy + 0 T+ Omltalez.

Wir konnen jetzt (1) mit 2 multiplizieren und Oy + 0 addieren. Wiederholen der
Argumentation liefert eine eine Folge von ineinanderliegenden Mengen

n-1 .

i, ._n .

Eoocin + O mit ociEZ, “4)

welche nicht von endlich vielen der U)\ uberdeckt werden. Sei
S A
o= E 0L €0

1=0
Dann gilt OLEUX fur mindestens ein A. Weil U)» offen ist, gibt es eine ganze e-
Umgebung von a, welche ganz in U}\ liegt, d.h.

o+ 10 C U,

Das steht aber im Widerspruch zu der Tatsache, dall die Menge (4) nach Konstruktion
nicht von endlich vielen der U, iiberdeckt werden kann.

A
QED.

2.4.2 Charatkerisierung der lokal kompakten bewerteten Korper
(i) Die Umkehrung der eben bewiesenen Aussage ist ebenfalls richtig:

Ist k ein lokal kompakter Korper bezuiglich einer nicht-archimedischen Bewertung
von k, so gilt

—

k ist vollstandig.
2.  Der Restklassenkorper des Bewertungsrings ist endlich.

% Die a + O uiberdecken O. Also iiberdecken die a +an+ 720 die Menge o+ 70.
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3. Die Bewertung ist diskret.
4. O ist kompakt.

(ii))  Ist k lokal kompakt beziiglich einer archimedischen Bewertung von k so ist k = R
oder k = C und 1?I ist Aquivalent zum Absolutbetrag.

Beweis. Zu (i). Sei U C k eine relativ kompakte Umgebung der Null. Dann enthélt U

eine e-Umgebung der Null. Fur ein von Null verschiedenes Element x € p - {0} aus
dem Bewertungsideal gilt dann

x'OCU
fur hinreichend groBes v. Nun ist die Menge

xX'O={yEk:lyx'I=1}={yEk:lyl < xI'}

abgeschlossen, also als Teilmenge der kompakten Mengen U komakt. Also ist

O kompakt,
d.h. es gilt 4. Weil die Topologie von k von einer Metrik kommt, ist O insbesondere

Folgen-kompakt, d.h. jede Cauchy-Folge in O ist konvergent.*®

Sei jetzt {Xn}n=1,2,.. eine Cauchy-Folge in k. Dann gibt es ein Ny mit

IXx -x I<l1furallen=n
non,
ist eine Cauchy-Folge in O und als solch konvergent.

0
dh {x - }

n Xn n=n +1
o 00 v

Dann ist aber auch {xn}n_1 ’ konvergent. Wir haben gezeigt, k ist vollstandig, d.h.

es es gilt die Aussage 1.

Sei {a}\}K cA ein Reprasentantensystem von kK = O/g in O. Betrachten wir die
Zerlegung
0=U, @ +) )
von O in die paarweise disjunkten Mengen
ax+p:{xekzlx-a)\l<l}.

Dies ist eine Zerlegung in offene Teilmengen, wobei man keine der Mengen weglassen
kann. Weil O kompakt ist, muf} die Zahl der offenen Mengen endlich sein, d.h. die

Indexmenge A ist endlich, d.h.

#K =#A < 0.
Damit ist Aussage 2 bewiesen. Wir haben noch zu zeigen, dafl die Bewertung diskret
ist.

Wie wir gerade gesehen haben, ist die Zerlegung (1) eine (endliche) Zerlegung in
paarweise disjunkte offene Teilmengen. Insbesondere ist das Ideal p (welches in dieser
Zerlegung vorkommt) das Komplement in O der Vereinigung von offenen Mengen.
Also ist p eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge O, also ist

» kompakt.
Wir setzen

% Es reicht zu zeigen, jede nicht-stationare Cauchy-Folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt. Sei
{x } eine nicht-stationare Cauchy-Folge von O ohne Haufungspunkt. Jeder Punkt x€0O besitzt dann
n

eine Umgebung U C0, die nur endlich viele x enthélt. Endlich viele der U tuberdecken O. Also gibt
X n X

es nur endlich viele paarweise verschiedene x . Die Folge ist stationar.
n
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1
Srl ={x€k:Ixl<l _ﬁ}'
Die Mengen Sn mit n = 2, 3, ... bilden eine offene Uberdeckung von p. Weil g

kompakt ist, gibt es ein n mit
p=S5

n
Fur x € O mit
Ix - 1|<l
n
gilt also
1-|x|=|1|-|x|s|1-x|<l
n
d.h.

Lo
n

d.h. x liegt nicht in g, d.h. x ist Einheit und es gilt Ixl = 1. Wir haben gezeigt, die
Bewertung ist diskret (vgl. 2.1.5), d.h. es gilt Aussage 3.

Zu (ii). Nach dem Satz von Gelfand-Tornheim ist k ein Teilkorper von C. Insbesondere
ist der Primkorper von k der Korper der rationalen Zahlen,

QC k.
Weil k vollstandig ist, folgt
R C k.

Nach 2.2.3 folgt k = R oder k = C.
QED.

2.4.3 Normalisierte Bewerungen
Sei k ein Korper mit einer diskreten multiplikativen Bewertung
7: k — R,
wobei der zugehorige Restklasenkorper endlich sei,
q:=#K< o0,
Kk=0/p, 0 :={xEk:Ixl= 1}, p := {xEk : IxI < 1} = x0.

Dann heif3t die Bewertung |?l normalisiert, wenn

InI:l
q

gilt.

2.4.4 Normalisierte Bewertungen und Haarsches Mal
Sei k ein vollstandiger Korper beziiglich der normalisierten (diskreten) Bewertung
17: k — RR.
Nach 2.4.1 ist dann k lokal kompakt, besitzt also ein bis auf den Ubergang zu
Vielfachen eindeutig bestimmtes Haarsches Ma®’

u.
Wir legen dieses MaB dadurch eindeutig fest, indem wir fordern®®

7 d.h. ein MaB, welches bei den Translationen
k—k, X X+c,
(c € k) invariant ist. Ein solches existiert auf jeder lokal kompakten kommutativen Gruppe.

% Weil die Bewertung diskret ist, ist die Menge O = {x € k : Ix| = 1} nicht nur abgeschlossen, sondern
auch offen, also meB3bar. Weil O kompakt ist, ist das Mal} von O endlich.
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wO) = 1.
Dann gilt fur beliebige a, BEk

w(o + BO) =1BI.
Beweis. Bezeichne m einen Parameter von |1?I, d.h. einen Erzeuger des maximalen
Ideals p des Bewertungsring O von |?I. Nach Definition von w ist die Zahl

— n
u, = w(a+ - 0)

fur jedes n unabhangig von a€k. Sei

S ={a,,.,a rCO0O

1 s q —
ein Reprasentantensystem von K = O/g, d.h.
q=#Z=#x (< ).
Denn laBt sich O in q Nebenklassen modulo p zerlegen,
0=U. a. + m0.
U 7=1,...q9 7]

Multiplikation mit 7t und Addition von o (beide Operationen sind Homoomorphismen
von k) liefert eine Zerlegung
n n_ _n+l
a+m O0=1. at+a.m +m 0.
UJ=1 q ]

PEREEY

Weil u ein MaB ist, folgt

R MR
d.h. fur jedes n gilt
_ n,
w o =1/ e,
= It Yo (weil 1?7l normiert ist)

= 7" W(©)  (Definition von MO)
= Ix"| (Wahl von ).
Wir haben gezeigt
u(a + 0)=Ixn
Nun 148t sich jedes BEk-{0} in der Gestalt f = ue " schreiben mit einer Einheit u und

1

einer ganzen Zahl n. Insbesondere ist dann O = xO und Ipl = | oI, d.h. die obige
Identitét laBt sich in der Gestalt

u(a+pO)=1p1
schreiben. Fur § = 0 gilt die Identitét trivialerweise.
QED.

Bemerkungen
(i) Es ist nicht schwer zu zeigen, da3 es genau ein Haarsches Mall u auf der

additiven topologischen Gruppe ' gibt mit w(a + BO) =14 I.
(i)) Das obige Ergebnis laflt sich fur Haarsche Malle w auf k%, die nicht notwendig
durch die Bedingung w(O) = 1 normalisiert sind, wie folgt formulieren.*’

% Bezeichne Ko das Haarsche Mal} mit MO(O) = 1. Dann sind p und 4, proportional, d.h.
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Fur jedes €k - {0} ist durch
mg(E) == u(BELEC KT,

ein weiteres Haarsches Mal} definiert. Da je zwei Haarsche Mafle auf k*
proportional sind, gibt es eine nur von 3 abhangige reelle Zahl f, mit

B
W(p-E) = MB(E) = fﬁ'M(E)- (1

Diese Zahl f, ist gerade der Wert von 3 bezuglich der normalisierten Bewertung

B

von k,
f B = IBI.
In der Theorie der lokal kompakten topologischen Gruppen betrachtet man die zu

k™ duale Gruppe (die Gruppe der Charaktere, Fourier-Analyse). Es erweist sich,

dal} diese isomorph ist zu kt. wir benotigen diese Aussage hier nicht, und
werden sie deshalb nicht beweisen. Einen Beweis dieser Aussage und
Anwendungen findet man in

S. Lang: Algebraic numbers, Addison Wesley 1964.
Verallgemeinerungen dieser Aussage findet man in

A. Weil: Adeles and algebraic groups, Inst. Adv. Studies, Princeton 1961.
R. Godement: Seminaire Bourbaki Exp. 171, 172.

Die Frage nach der Bestimmung der Charaktergruppe von k* ist Gegenstand der
Klassenkorpertheorie.

Wir schlieBBen diesen Abschnitt ab mit einigen Aussagen iber Einheitengruppen.
Dazu benotigen wir das folgende Henselsche Lemma, welches in der
Zahlentheorie die Rolle des Auflosungssatzes spielt (vgl. Kurke, Pfister, Roczen:
Henselsche Ringe).

2.4.5 Henselsches Lemma

Seien k ein Korper, welcher vollstandig ist bezuglich der nicht-archimedischen
Bewertung

?7: k — R.

Bezeichne

O={x€k:xl=<1}

W= Aeuy

mit einer reellen Zahl A. Einsetzen in (1) liefert

also

R g (BE) = figehe o (B).

Mo(BE) = fB'MO(E)-

Fur E = O erhalten wir

fg =g 1t(0) = 1 (B=0) = IBl.
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den Ring der ganzen Zahlen von k. Weiter seien

f(X) € 9[X] (D
ein Polynom und
ao €0
ein Element mit
et < |f’(a0)|2. )

Dann gibt es ein Element o €0 mit
f(a) =0 und low — ocol = If(aO)I/If’(aO)I. 3)

Spezialfall:"® sei f(X) € O[X] und o, € O ein Element mit
f(oco) mod g =0 und f’(ao) mod p # 0.

Dabei sei p = {x €k : Ix| < 1} das Bewertungsideal. Dann gibt es ein o0 mit

f(a) =0 und o mod p = o, mod .

0
Spezialfall (des Spezialfalls):

Sei g(X)EO[X] ein normiertes Polynom mit der Eigenschaft, da3 das zugehorige
Polynom

2(X) E[X]

separabel ist, und sei o .Ek eine Nullstelle von g. Dann gibt es in © genau ein Element

0
o mit
g(a) =0 und o= -

Beweis des Henselschen Lemmas.
Wir betrachten die Taylor-Entwicklung

4) f(X+Y) = f(X) + f1 (X)Y+...+fj(X)Yj

von f an der Stelle X. Man beachte es gilt f 1 (X) = 1’(X). Das Element BOEO sei so
gewihlt, daB gilt”'

(5) f(a0)+f1(0c0)'[50 =0.

Es reicht zu zeigen, es gilt

" Es gilt dann, wenn q die Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers bezeichnet und mt einen
Parameter,

1 2
If I=sltl==—<1=If 1=,
(@)= 1 (@)
d.h. die Bedingung des Lemmas ist erfullt. Fur das auf Grund des Lemmas existierende o gilt also
f(oc):OundIOL—ocOI< l,d.h.oc—OLOEp.
"' Wegen (2) ist f’(ao) # 0, d.h. Gleichung (5) besitzt eine Losung [30. Wegen
IB I = )f l<If I=1
[30 (Oto) 1(Oto) = 1(a0) =
liegt diese automatisch in O. Man beachte, die erste Abschatzung besteht wegen (2), die zweite, weil ocO

, also auch fl((xo), in O liegt.
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(6) If(on0 + [SO)I < If(oco)l

7 Ifl(ocO + [SO)I = Ifl(ao)l

(8) IBOI < If(ono)/fl(oco)l

Wegen (6) und (7) ist dann namlich Bedingung (2) auch mit 0 =0 + BO anstelle von

% erfullt. Man kann deshalb die eben durchgefithrte Konstruktion mit a 1 anstelle von

% wiederholen und erhilt eine Folge

{a.}

1
von Elementen aus © mit’?

9 Iozi_|_1 - ocil = If(oci)/fl(oci)l < If(ai_l)/fl(oci_l)l <..< If(ao)/fl(ao)l.

Insbesondere ist diese Folge konvergent’,

oci—>aink.

Weil die o in O liegen, gilt dasselbe fur o..”* Wegen (6) ist die Folge der ’f(oci ) eine

Nullfolge, d.h. es gilt

f(a) = 0.
Die Abschiatzung (3) ergibt sich aus (9) (und der verscharften Variante der
Dreiecksungleichung).

Beweis von (8). Folgt aus der Definition von [30 (vgl. (5)). Es gilt sogar das

Gleichheitszeichen.

Beweis von (6). Wir setzen in der Taylor-Entwicklung (4) die Werte X = ao und Y =

BO ein. Wegen (5) wird dann die Summe der ersten beiden Glieder rechts gleich Null.
Es folgt

Jor.
If(a0+[30)l < max {Ifj.(a())BO l:j=2}
< max {IB} | : j=2}
(wegen fj(oco) € 0). Die Norm von |30 ist kleiner als 1,
— 75 76
IBOI = If(oco)/fl(ao)l < Ifl(oco)l <" 1.

2 Die erste Ungleichung ergibt sich aus (8) mit Bi =a - anstelle von [30. Die iibrigen
i i

Abschitzungen folgten aus (6) und (7): die Zahler werden mit wachsenden i immer kleiner, die Nenner

bleiben konstant.

7 Die zugehorige Folge der additiven Bewerturngen log la'+1 - a. | ist echt aufsteigend, geht also gegen
i i

oo, d.h. die Folge der |OL,+1 - a.| geht gegen Null. Dann ist aber {a.} eine Cauchy-Folge (wegen der
i i i

verscharften Variante der der Dreiecksungleichung):

la, -al=smax (o,  -al ..o -, |
i+n 1 i+1 1 i+n  i+n-1
@ = {xEk | x| = 1} ist abgeschlossen in k.

" wegen (2).
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Deshalb ist das Maximum rechts gleich der Norm der niedrigsten Potenz,
2
If(ao)l
(et +B )l < |f30|2 =—
If. (o)l
"0
< If(oco)l (nach (2)).

Beweis von (7).

Wir verwenden die Tayler-Entwicklung von f. =f' anstelle der von f,

1
fl(X+Y) = fl(X) +f 'l(X)Y+...+f ‘j(X)Yj .

Wie oben setzen wir X = % und Y = [50 und erhalten

fl((x0+[30) - fl(oco) =f ‘l(ao)[30+...+f 'j(ao)(ﬁo)J

also wie oben '
If, (0t +B ) - F(ex)l - < max {If 'j(aO)BJO 1 j=1}

< Iﬁol

= I’f(oco)/f1 (aO)I

< Ifl((xo)l (nach (2)).
Damit ist aber

Ifl(oco + |30)I = max{lfl(oco+|30) - fl(oco)l, Ifl(oco)l} = Ifl(oco)l.

QED.

2.4.6 Einheitengruppen
Sei k ein Korper mit der normalisierten diskreten Bewertung
17: k — R.

Wie im Fall additiver Berwertungen kann man dann verschiedene Gruppen von
Einheiten definieren (die mit den Gruppen zur zugehOrigen additiven Bewertung
ubereinstimmen). Wir setzen

U ={x€k:Ixl=1}  Gruppe der Einheiten von k bezuglich I?I
U1 ={x€k:Ix-1l<1} Gruppe der 1-Einheiten von k bezuglich |?|
Bemerkungen

(i) Weil die Bewertung diskret ist, sind die Untergruppen U und U1 der

topologischen Gruppe k* sowohl offen als auch abgeschlossen in k.
(ii) Weil sich jedes Element von k* in der Gestalt x = usnt” schreiben 1Bt mit einer
Einheit u und einem Parameter m, ist die Abbildung
k¥/U — Z¥,7"U » n,
wohldefiniert und ein Isomorphismus mit Werten in der additiven Gruppe Z% der
ganzen Zahlen. Versieht man die Gruppe links mit der Faktorraum-Topologie’’

und die Gruppe rechts mit der diskreten Topologie, so ist dies ein Isomorphismus
topologischer Gruppen.

6 weil e also auch f | (OLO) in O liegt.

7 Dies ist die stiarkste Topologie des Faktorraums, fur welche die natiirliche Abbildung auf den
Faktorraum stetig ist.
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(i) Bezeichne x = O/g den Restklassenkorper zur Bewertung 1?7l von k. Dann besteht
wie im Fall additiver Bewertungen ein Isomorphismus

U/U1 — K*, X-U1 X+,
mit der multiplikativen Gruppe des Restklassenkorpers. Dies ist ein
Isomorphismus topologischer Gruppen, wenn man die linke Gruppe mit der

Faktorraum-Topologie und die rechte Gruppe mit der diskreten Topologie
versieht.

Fur die nachfolgenden drei Aussagen nehmen wir zusétzlich an, der Korper

k ist vollstandig.

(iv) Bezeichne q die Ordnung des Restklassenkorpers k. Dann gilt
k* = ZXZ/(q—l)ZXU1
Die beiden ersten Faktoren rechts sind dabei mit der diskreten Topolgie zu
versehen.

(v) Das Haarsche Mal} von k* ist invariant bei der Multiplikation mit Elementen aus
U, ,”® induziert also ein Haarsches MaB auf U und damit (wegen (iii)) auf k*.

1’ 1
(vi) Im Fall char(k) = O sind die Gruppen k* und k* lokal isomorph, denn die
Exponentialabbildung
0 N
exp:k+—>k*,a|-> D T
n=0

ist fur hinreichend kleine a definiert, und die Umkehrung
o (. 1 n, .. 1 m
log: k* — kT, o D (+oc)
n=1
ist fur o nahe genug bei 1 definiert.

Beweis von (iv). Die multiplikative Gruppe x* des Restklassenkorpers ist eine
zyklische Gruppe der Ordnung g-1,

K* = {1’ E’ Ez’ A Eq-l}
mit einer primitiven (q-1)-ten Einheitswurzel f (in der Charakteristik von k). Nun ist E
eine Nullstelle von
xa1 g
und keine Nullstelle der Ableitung dieses (separablen) Polynoms. Nach dem
Henselschen Lemma gibt es ein Element

ceo
mit der Restklasse T , dessen (g-1)-te Potenz gleich 1 ist, d.h. die Menge
(,ge? e

ist ein Repréasentantensystem von k* in O. Jedes Element a&k™ 1at sich auf genau eine
Weise in der Gestalt

o =ntMeu mit n € Z, m € Z/(q-1)Z, u € Ul

® Nach Bemerkung 2.4.4 (ii) ist

(BE) = (E) = fou(®) mit £, = 1B,

Fur B € U1 ist der Faktor fB somit gleich I/= max {Ip-11, 111} =111 = 1.
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schreiben.
QED.

2.4.7 Zusammenhang
Sei k ein Korper mit der normalisierten diskreten Bewertung

17: k — R.
Dann sind k* und k™ sind vollstandig unzusammenhangend, d.h. alle

Zusammenhangskomponenten bestehen aus nur einem Punkt.
Beweis. Wir konnen annehmen, k ist vollstandig. Wir haben zu zeigen, je zwei

Elemente, sagen wir o und 3 liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten.
Durch eine Verschiebung um a , welches ein Homodomorphismus ist, erreichen wir

a=0.
Durch eine Multiplikation mit einer Potenz eines Parameters, welches ein
Homoomorphismus ist, erreichen wir

B&O.
nun ist aber O eine offene und abgeschlossene Teilmenge von k. Die
Zusammenhangskomponente  C(ar) liegt also ganz in O und die
Zusammenhangskomponente C(f) liegt ganz im Komplement von O. Also sind C(a)

und C(B) disjunkt, d.h. o und f liegen in  verschiedenen
Zusammenhangskomponenten.

QED.
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