Torische Varietaten
Vorlesung im Wintersemester 2007

Bezeichnungen

[D]

A
o

B n
CaDiv(X)
CaP(X)

D(f)
dmo

der Weil-Divisor zum Cartier-Divisor D, vgl. A2.4.3.
=C [So] Koordinatenring der affinen torischen Varietit zum Kegel o, vgl.
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der n-dimensionale affine Raum, vgl. A1.1.1

die Gruppe der Cartier-Divisorenvon X, vgl. A2.4.3

die Gruppe der Cartier-Divisoren von X, welche Hauptdivisoren sind, vgl.
A2.4.3.

offene Hauptmenge zur reguldren Funktion f, vgl. A1.1.2.

Dimension desKegelso, vgl. 1.1.2.

Dom(r) Definitionsbereich der rationalen Funktion r (vgl. A1.2.2) bzw. der rationalen
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Abbildung r (vgl. A1.2.3).

der Triger des Fichers A, vgl. 1.3.1.

ein Ficher im Gitter N, vgl. 1.3.1.

der Komorphismus, der durch die regulére oder rationale Abbildung f auf

den Koordinatenringen bzw. rationale Funktionenkorpern induziert wird,
vgl. A1.1.4 bzw. A1.2.3.

a-te Hirzebruch-Fliche, vgl. 1.3.12.
das |deal der Menge X im afinen Raum, vgl. A1.1.1
Bild der rationalen Abbildung f, vgl. A1.2.3.

ein algebraisch abgeschlossener Korper, auer im Anhang is k = T der
Korper der komplexen Zahlen, vgl. A1.1.1

Koordinatenring der iiber k definierten algebraischen Menge X, vgl. A1.1.3.
Korper der rationalen Funktionen auf der irreduziblen affinen algebraischen
Menge X, vgl. 1.2.2.

das maximale Ideal deslokalen Rings ©

ein Gitter, vgl. 1.1.2.
der Rang des Gitters N, vgl. 1.1.2.

lokaler Ring von X entlang dem Primdivisor Y, vgl. A2.4.2.

die Picrad-Gruppevon X, vgl. A2.4.3.

n-dimensionaer projektiver Raum, vgl. O.

der vom Kegel o erzeugte IR -lineare Unterraum von V, vgl. 1.1.2.

die endlich erzeugte Halbgruppe zum rationalen konvexen polyedralen
Kegd o, vgl. 1.1.10

ein Kegel von V, meistens konvex, polyedral und rational, vgl. 1.1.2.
Dua desKegelso, vgl. 1.1.2.

XY vgl. A2.4.2.

Spec k[ X] Menge der Primideale des Koordinatenrings k[ X] der algebraischen Menge

u.
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X, vgl. A133. )
i-te offene Menge der Standard-Uberdeckung des projektiven Raums, vgl. 0.

der von Gitter N erzeugte reelle Vektorraum, vgl. 1.1.2.

die durch die Polynom-Menge definierte agebraische Menge, vgl. A1.1.1
Dual desredlen VektorraumsV, vgl. 1.1.2

die torische Varietidt zum Ficher A, vgl. 1.3.2

Menge der Punkte der algebraischen Menge X mit Koordinaten in der
AlgebraR, vgl. A1.3.2.



X die Menge der Punkte der affinen algebraischen Varietét X, in denen die

regulédre Funktion f ungleich Null ist, vgl. Bemerkung 1.1.4(viii).

0. Zum Gegenstand der Vorlesung
Der n-dimensionale komplexe projektive Raum
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der Geraden
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Man kann sich den P" als das Ergebnis eines Verheftungsprozesses der von gewissen
affinen Rdumen ausgeht und gewissen Punkte dieser Rdume miteinander identifiziert.
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Konstruktionen dieser Art sind in der Mathematik weit verbreitet: Mannigfaltigkeiten
entstehen auf diese Weise aus offenen Teilmengen affiner Rdume.

Wir wollen hier eine Konstruktion beschreiben, welche auf diese Weise algebraische
Varietiten aus affinen algebraischen Varietiten gewinnt, sogenannte torische Varietiten
(welche in der frithen Theorie dieser Varietidten auch Toruseinbettungen genannt
werden).

Torischen Varietdten werden aus affinen Varietiten durch Verheftung mit Hilfe gewisser
kombinartorischer Daten gewonnen. Sie sind wichtige Testobjekte in ganz
unterschiedlichen Gebieten der Mathematik bei der Uberpriifung von allgemeinen
Vermutungen. Sie zeichnen dadurch aus, dal3 man fast ale Berechnungenim
Zusammenhang mit diesen Varietiten explizit ausfiihren.

Wir beginnen mit der Beschreibung der kombinatorischen Daten, durch welche diese
Varietiten definiert sind.

1. Definitionen und Beispiele
1.1 Konvexe polyedrale Kegel

1.1.1 Vorbemerkung

Wir geben hier einige grundlegende Eigenschaften konvexer polyedraler Kegel an, die
wir benotigen werden. Diese Ergebnisse kann man in ihrer natiirlichen Allgemeinheit in
jedem Buch iiber Konvexittit finden, die Beweis im polyedralen Fall sind jedoch so
einfach, dal3 es fast genau so leicht ist, Sie zu beweisen wie sie zu zitieren. Wir geben
auch deshalbb die Beweise an, wel diese zeigen, wie man die Erzeuger der
Halbgrupppen finden kann, was wir fiir die wirklichen Berechnungen brauchen.



1.1.2 Definition: konvexer polyedraler Kegel

Sel
N

ein Gitter, d.h. eine endlich erzeugte freie abesche Gruppe. Mit anderen Worten, N soll

isomorph sein zu einer einer direkten Summe von Exemplaren von Z. Die Anzahl dieser

Exemplare heil3 Rang des Gitters und wird mit
rk N
bezeichnet. Weiter sai

V= NIR = N®Z]R
der vom Gitter N erzeugte reelle Vektorraum und
V = HomIR(V, R)

der zugehorige duale Vektorraum.

Ein konvexer polyedraler Kegel ist eine Menge der Gestalt

oz{rlv + .. rsvse V]| r= 0}

1

mit endlich viden Vektoren Vi o
Manchmal spricht man auch von den aus den positiven Vidfachen der v; bestehenden

Strahlen als von den Erzeugern des Kegels. Die Dimension des linearen Unterraums,
der von den Vektoren von o erzeugt wird, heif3t auch Dimension von ¢ und wird mit

dmo = dimIR R-o= dimIR o+ (-0).

'V € V, welche Erzeuger des Kegels V heil3en.

bezeichnet.

Fiir jede Teilmenge o C V heif% die Menge
o ={u€&V } |<u,v>=0 fiir jedes vE€o }

Dua von o. Die Elemente des Duals heil3en auch Stiitzhyperebenen von o. Eine Seite
einesKegelso ist definiert als eine Menge der Gestalt

oﬂul:{vE0|<u,v>:0},



d.h. als Durchschnitt von ¢ mit einer Stiitzhyperebene. Der Kegel selbst ist eine Seite
von sich selbst. Alle iibrigen Seiten heilRen echte Seiten des Kegels. Eine Fasette ist
definiert al's eine Seite der Kodimension 1.2

Bemerkungen

()  Man beachte, jeder ganz im Kegel o liegende lineare Unterraumliegt auch ganz in
jeder Seitevon .

(i)  Wir werden bald eine duale Beschrelbung dieser Kegel als Durchschnitt von
Halbrdumen kennenlernen.

(i)  Alle nachfolgenden Betrachtungen basieren auf der folgenden Tatsache aus der
Theorie der konvexen Mengen.

Beispiel

Im zwe-dimensonaen Fal wird jeder Kegd, der keine Gerade enthilt von zwe

Vektoren erzeugt: seien

N=2Z®Z,
d.h.
V=R
und
oCV
ein Kegel, der keine Gerade enthilt. Fiir je drei Erzeugende Vi \/J und v vono besteht
dann eine Relation

oV, + ﬁ-vj vV = Omita, B,y ER.

Falls die Koeffizienten simtlich dasselbe Vorzeichen besitzen, ist das Negative eines der
Erzeugenden eine nicht-negative Linearkombination der beiden anderen, d.h. eine ganze
Gerade liegt in o im Widerspruch zur Annahme. Also treten unter den Koeffizienten
unterschiedliche Vorzeichen auf. Damit besteht eine Relation der Gestalt

v, :oc-vj + B-Vk mito=0und p =0,

eines der Erzeugenden kann weggel assen werden.

1.1.3 Eine grundlegende Eigenschaft der konvexen polyedralen Kegel
Selen o ein konvexer polyedraler Kegel und v ein Punkt, der nicht in o liegt. Dann gibt
es einen Punkt uEc mit <u, v><O0.

Wir wollen diese Aussage hier nicht beweisen. Sie ist ene Konsequenz der
allgemeineren Aussage der konvexen Geometrie, dal? es fiir je zwel digunkte konvexe
Mengen eine Hyperebene gibt mit der Eigenschaft, dald die eine konvexe Menge ganz
auf der einen und die andere konvexe Menge ganz auf der anderen Seite der
Hyperebenen liegt. Siehe zum Beispiel [Berger, Tell 3, Kapitel 11, Folgerung 11.4.4]

Wir geben hier einige Konsequenzen dieses Ergebnisses an.

IMitu=0.
2 Jede echte Seite wird durch eine Stiitzhyperebene u = O definiert, liegt also ganz in einem linearen
Unterraum der Kodimension 1. Eine Fasette ist somit eine echte Seite maximaler Dimension.

* Sdien W C o ein linearer Unterraum und t = oNu™ eine Seite von o. Fiir jedes w&W gilt dann
<uw>=z=0
(weil win o liegt und u Stiitzhyperebene ist). Nun liegt aber auch -w in W, d.h. es besteht auch die
umgekehrte Ungleichung. Also gilt
<u w>=0,

dh.we onut =1.



1.1.4 Folgerungen
()  Dualititssatz: Jeder konvexe polyedrale Kegdl o ist gleich seinem doppelten Dual:
o = 0.

(i) Jede Setet = oNut eines konvexen polyedralen Kegels o ist ebenfalls en
konvexer polyedraler Kegel. Sie wird as Kegel erzeugt von denjenigen v, aus

einer Erzeugermenge von o, die der Bedingung
<u, v. >=0

geniigen. Insbesondere ist die Anzahl der Seiten von o endlich.

(iii)  Jeder Durchschnitt von Seiten ist eine Seite.

(iv) Jede Seitet einer Seitet des konvexe polyedralen Kegels o ist eine Seite von o.

(V) Jede echte Seite liegt ganz in einer Fasette. Jede Seite der Kodimension 2 ist
Durchschnitt von genau zwel Fasetten.

(vi) Jedeechte Seite ist gleich dem Durchschnitt aler Fasetten, in denen sie enthalten
ist.

(vii) Der Rand (des Inneren) eines Kegels o, der den Vektorraum V aufspannt ist
gleich der Vereinigung seiner echten Seiten (oder Fasetten).

(viii) Sei o ein Kegd, der den Vektorraum V aufspannt. Fiir jede Fasette T von o ist
dann die Stiitzhyperebene u mit

t=onut
bis auf pogtive redlle Vidfache eindeutig bestimmt. Wir bezeichnene eine dieser
Stiitzhyperebenen mit
u =u.

Der Durchschnitt aller zugehorigen Halbrdume

H ={veV]|<u ,v>=0},
T T

waobei T die Fasetten von o durchliuft, ist gleich o.
(ix) Das Dua eines konvexen polyedralen Kegels o ist wieder ein konvexer
polyedraler Kegel.

Im Fall IR-o = V bilden die Stiitzhyperebenen u_zu den Fasetten T von o en

Erzeugendensystem des dualen Kegels c.

Beweis. Zu (i). Unmittelbar aus der Definition des Duals folgt
ocCo
Angenommen die Enthaltenseinsrelation ist echt, d.h. esgibt ein
VEG -o.
Nach 1.2.2 gibt esdanneinu & o mit
<u,v> <0.
Dann kan aber v nicht im Dual von o liegen.
Zu (ii). Sel Vs Vg eine Menge von Erzeugenden des Kegels 6. Dann gilt

<u,v.>= 0
fiir jedes i. Fiir nicht-negative reelle Koeffizienten Tpoenlg gilt deshab
<u, r1v1+ LT VS> O= r =0 fiir jedes i mit<u Vi >x=0.

Jeder Punkt vont = oNu ist deshalb ni cht-negative Linearkombination der v; mit<u,
v. > = 0. Umgekehrt liegt jede solche Linearkombination trivialerweisein t. Deshab ist t
ein Kegel mit der beschriebenen Erzeugendenmenge.



Zu (iii). Wir konnen uns auf die Betrachtung von zwel Seiten beschréinken, da deren
Anzahl endlichist. Seien

t=onut undv =oN
zwei Seiten. Dann gilt

u’J',u, UE o

TNt = oﬂ(u+u’)'L,
d.h. wir erhaten wieder eine Saite.

Zu (iv). Seien

t=onut undv =tNUu L mitu€E o unduer .
Wir fixieren eine Menge Vs e Vg VON Erzeugenden von o. Aus

<u, vi >=0
folgt dann Vi et,dso<u, Vi > = (. Damit besteht fiir jedes i die Implikation
<u’,vi ><O=><u,vi >>0.

Es gibt deshab eine (hinreichend grof3e) positive reelle Zahl p mit
<u +pu,vi >=0fiirjedesi=1,... s

und
<u +pu,vi >>0fiirjedesimit<u’,vi ><0.

Mit anderen Worten, u’ + pu liegt fiir grof3e reelle p in o . Dannist aber
onN(u +pu)l =onutnut=tnut=vr
eine Seitevon o.

Zu (v). Sel
r=oﬂul,u60v,

eine Seite des Kegels o einer Kodimension > 1, Es reicht zu zeigen, dal3 dann t in ener
groBeren Seite liegt.*

Wir kdnnen den Vektorraum V durch den von o erzeugten linearen Unterraum ersetzen
und somit annehmen, o erzeugt V.
Seien VeV Erzeugende des Kegels o und sai

w

der von t erzeugte lineare Unterraum von V. Wir fiithren auf V en postiv definites
Skalarprodukt ein und betrachten die zugehdrige orthogonale Zerlegung

V=waew
Dann liegen die Bilder
Vi = p(v;)
der v, bei der zugehdrigen orthogonalen Projektion

p:V —wt
im durch u definierten Halbraum:®

* Aus der Beschreibung der Erzeugenden einer Seite in (ii) ergibt sich, daB diese groBere Seite
automatisch auch eine groflere Dimension besitzt: jedes hinzukommende Erzeugende liegt auflerhalb des
von den alten Erzeugenden aufgespannten linearen Unterraums.



(1) <u,Vi>:<u,vi>20fﬁri=1,...,s.

Wir betrachten die Einschrinkung u von u auf w+ as Punkt von (W'L) und bewegen

diesen Punkt auf der Sphire mit dem Mittelpunkt im Ursprung. Wenn wir u in den
gegeniiberliegenden Punkt auf der Sphire bewegen, kehren sich ale Ungleichungen (1)

um, d.h. auf einem beliebigen Weg von u zum gegeniiberliegen Punkt auf der Sphire,
wird jedes der Skalarprodukte (1) einmal Null. Es gibt aso einen Punkt von

u e Wwh) -{o
fiir welchen alle Ungleichungen (1) nach wie vor bestehen (mit u’ anstelle von u), wobel
jedoch eines der Skalarprodukte (1) Null wird, welches vorher ungleich Null war. Wir

setzen die Linearform u’ auf V fort, indem wir sie auf W gleich Null setzen. Wir
erhalten so einen Punkt

uEeo
mit
tcwcut
wobel esaul¥erdem ein v, gibt mit
<u,vi>>0und<ﬁ’,vi >=0.

Diedurch u’ definierte Seite von o enthilt somit T und ist echt groBer ast. Damit ist
der erste Teil der Behauptung bewiesen.

st T von der Kodimension 2 in o, so hat W die Dimension 2. Der von den T/i erzeugte

Kegel wird bereits von zwel Vektoren erzeugt, d.h. es gibt fir U’ genau zwei
Moglichkeiten.® Daraus ergibt sich die zweite Aussage der Behauptung.

u

p(o)

Zu (vi). Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach der Kodimension der echten
Sate t. Hat t die Kodimension 1, so ist nichts zu beweisen: echt ineinander liegende
Seiten haben unterschiedliche Kodimension (wegen (ii)). Hat t die Kodimension 2, so
wurde die Aussage bereits bewiesen (vgl. (v)). Sel jetzt T von einer Kodimension > 2.
Nach (v) liegt Tt ganz in einer Fasette, sagen wir

5 Vi und vi underscheiden sich um einen Vektor aus W. DaW von t erzeugt wird, gilt W C ut, dh.

das Skalarprodukt von u mit diesem Vektor ist Null.

® p(o) liegt in der durch u definierten Halbebene von wt = ]RZ, ist aber von dieser Halbebene
verschieden (da einige der vi nicht in < liegen).



tCo.
Als Seite von o hat t eine kleinere Kodimension. Nach Induktionsvoraussetzung ist ©
Durchschnitt der Fasetten von o, in denen t vollstindig enthalten ist. Jede dieser
Fasetten ist ihrersetis (nach (v)) Durchschnitt von je zwel Fasetten des Ausgangskegels.
Also ist T Durchschnitt von Fasetten.
Zu (vii). Es reicht, die Aussage hinsichtlich der Seiten zu beweisen. Die entsprechende
Aussage hinsichtlich der Fasetten ergibt sich dann aus (v).

Sel v ein Punkt auf einer echten Seite von o, sagen wir
veEonut.

Dann gibt es in beliebiger Nidhe von v Punkte, die nicht auf der Stiitzhyperebene ut
liegen, d.h. es gibt in beliebiger Nihe Punkte des Komplements. Also ist der Punkt v ein
Randpunkt des Kegels o.

Zeigen wir, er ist auch ein Randpunkt des Innern von o. Weil der Kegel o den

Vektorraum V erzeugt, besitzt er innere Punkte.” Sei Vo ein solcher innerer Punkt. Dann

ist aber auch jeder Punkt auf der offenen Strecke VVO ein innerer Punkt, d.h. es gibt in
beliebiger Nihe von v innere Punkte von o. Insbesondere ist v ein Randpunkt des
Inneren von o.

Sel jetzt umgekehrt v ein Randpunkt von v. Dann gibt es eine Folge

{w)
von Punkten

Wi eEV-o
mit
2 W, =V,

Nach 1.1.3 gibt es fiir jedes i eine Stiitzhyperebene u, Ec mit
(3) <uLw> <0.
Wir konnen annehmen, die Vektoren U liegen auf einer Sphire um den Ursprung, d.h.
auf einer kompakten Menge. Eine Teilfolge der u konvergiert. Wir kénnen annehmen,
dal3 die Folge der u sellbst schon konvergiert, sagen wir

U —u.

Weil o~ abgeschlossen ist, ist u eine Stiitzhyperebene,

ueco .
Wegen (2) und (3) gilt
<uv>=<0.
Well v ein Punkt von o i<, gilt dann aber sogar das Gleichheitszeichen, d.h. v liegt auf
der echten Seiten

onut.
Zu (viii). Die Eindeutigkeitsaussage beziiglich u folgt aus der Tatsache, dali3 jede Fasette

einen linearen Unterraum der Kodimension 1 erzeugt. Die Gleichungen dieses
Unterraums sind bis aufs Vorzeichen gerade die zugehorigen Stiitzhyperebenen.

Beweisen wir die behauptete Identitiit

7 Jede positive Linearkombination der Erzeuger ist €in innerer Punkt.



0= m‘l: Fasettevon o H‘C )

Da jedes u nach Definition eine Stiitzhyperebene von o i, gilt “C”. Angenommen

diese Ungleichung wire echt. Dann gibt es einen Punkt
ven Hr - O.

Wir fixieren einen Punkt aus dem Inneren von o, sagen wir
vV Elnto,
und bewegen uns auf der Strecke von v’ nach v. Bezeichne
weEo,w=av+pV,a>0 und >0,
den letzten Punkt auf dieser Strecke, der noch in o liegt. Dannist w ein Randpunkt, liegt
also auf einer Fasette, sagen wir T,

weaon (ur)l.
Wil v’ im Innern von o liegt, gilt
< u, V'>>0,
und nach Konstruktion ist < ut ,w>=0. Also muR
<u ,v><0
T

gelten. Das steht aber im Widerspruch dazu, dal3 v im Halbrauch Hr liegen soll.

Zu (ix). Sei o ein konvexer polyedraler Kegel. Wir behandeln zunéchst den Fall, dald o
den Vektorraum V erzeugt,

1. Fl. R-c = V. Es reicht zu zeigen, o " wird von den Stiitzhyperebenen u erzeugt,
wobei T die Fasetten von o durchlaufe. Trividerweise gilt

o D{ S hou |h =0}
T Fasettevon o
Angenommen, diese Inklusion ist echt. Wir wihlen ein Element aus dem Dual
uco ,

welches nicht in der Menge rechts liegt. Die Menge rechts ist ein konvexer polyedraler
Kegel. Nach 1.1.3 gibt esdeshalb einv € V mit

< ur ,v>=0
fiir jede Fasette T von o und mit
<u,v><0.
Die ersten Ungleichungen bedeuten (nach (viii)), da3v in o liegt,
VEo.

Dann kann aber die letzte Ungleichung nicht gelten (da u eine Stiitzhyperebene sein
soll). Dieser Widerspruch zeigt, dal3 die obige Inklusion nicht echt sein kann, d.h. dai3
die Behauptung gilt.

2. Fal. Wir haben noch den Fall zu betrachten, dal3 ¢ einen echten linearen Unterraum
vonV erzeugt,

W:=R-o,dmW<dmV.
Dannwird o erzeugt von den u und dem orthogonalen Komplement W< von W in

V . Um das einzusehen, beachten wir zundchst, daf} trivialerweise

@ o 2{ 3 Aou | =0 +WE
1 Fasettevon o
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gilt. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sel

uEo CV =W ewl
beliebig. Wir schrinken die Linearform u: V —IR auf den Unterraum W ein. Nach dem
ersten Fall ist diese Einschriankung eine nicht-negative Linearkombination der (auf W

eingeschrinkten) u. Das Element u selbst ist somit bis auf Elemente aus W+ eine
nicht-negative Linearkombination der u, d.h. ein Element der rechten Menge von (4).
QED.

1.1.5 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Erzeugenden des Duals
Sal 0 C V ein konvexer polyedraler Kegel der Dimension n mit den Erzeugenden

Ve Vo
1" ’s

Fiir je n-1 linear unabhingige Elemente der Menge der vi wihle man eénu € V',
welches in diesen Elementen Null ist. Hat u in alen iibrigen Vi, in denen es ungleich

Null ist, dasselbe Vorzeichen, so nehme man uin die Menge der gesuchten Erzeuger von
o auf, andernfalls nicht. Dabei dndere man, falls notig, das Vorzeichen von u so &b,
dal3 gilt

ue o .
Schliefdich fiige man zu der konstruierten Menge noch en Erzeugendensystem
einschliefdich  der Negativen dieses Erzeugendensystems des orthogonaen
Komplementsvon E-cinV " hinzu. Die so entstehende Menge erzeugt den Kegel o "

Beweis. Auf Grund der Beschreibung eines Erzeugendensystems von o " im Beweis
von 1.1.4 (ix) genligt es zu zeigen, daf3 die oben beschriebenen Orthogonalen zu je n-1
linear unabhéngigen Erzeugenden Vi gerade die zu den Fasetten T von o gehdrigen

Stiitzhyperebenen u sind.
Wegen 1.1 4 (ii) enthilt jede Fasette T von o jeweils n-1 linear unabhinge der Vi und die

zu diesen v, orthogonalen Vektoren geniigen der im Algorithmus beschriebenen

V orzeichenbedingung. Wir erhalten also auf diese Weise dle Erzeugenden von o "

Umgekehrt liegen alle im Algorithmus konstruierten Vektoren trivialerweise in o "
QED.

1.1.6 Eine duale Beschreibung der konvexen polyedralen Kegel

Ein konvexer polyedraler Kegel ist dasselbe wie ein Durchschnitt von endlich vielen
Halbrdumen.

Bewels. Sai o ein konvexer polyedraler Kegel. Dannist o nach 1.1.4 (viii) Durchschnitt
von endlich vielen Halbrdumen.
Sel 0 umgekehrt Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen,

o={veV |< Uy, v>= orN..Nn{veVv |< Ug,v>= 0}

8 Die Einschriinkung auf W definiert eine Surjektion V " — W’ mit dem Kern W Wir fixieren einen
Schnitt dieser Surjektion und erhalten so eine direkte Zerlegung.
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mit Up sy use V . Dannist o das Dua desvon den u erzeugten Kegels, also nach
1.1.4 (ix) selbst ein Kegel.
QED.

1.1.7 Summe und Dur chschnitt von Kegeln

() Der Durchschnitt von endlich vielen konvexen polyedralen Kegelnist ein
konvexer polyedraler Kegel.
(i) Die Summe zweler Kegdl. Seien v’ und t” zwe konvexe polyedrale Kegd des
Vektorraums'V. Dann heify
T+t" ={Vv+V' |vEr und viEeT"}
Summe der beiden Kegd t" und t”. Dies ist offensichtlich wieder ein konvexer
polyedraler Kegel. Aul¥erdem gilt

(T+) =@) N (")

und 3 5 3
(‘clmrn) :(‘E’) +(‘c”)
Beweis. Zu (i). Folgt unmittelbar aus 1.1.6.
Zu (ii). Weil T +t” ein Kegel ist, folgt nach 1.1.4 (ix):
'C,+T” :(‘C,+T”)
Nun ist eine Linearform u genau dann eine Stiitzhyperebenen von t'+t”, wenn sie eine
vont' und einevont” ist, d.h. esgilt
(v+t") =(') N@")).

Dies ist gerade die erste der zu beweisenden Identitéten. Durch Dualisieren erhélt man
1) T+ = () N(")) .

Die Identitit (1) bleibt richtig, wenn man die Kegel v und t” durch deren Duale ersetzt.

Auf diese Weise erhalt man die zweite zu beweisende Identitiit.
QED.

1.1.8 Definition: rationale Kegel

Ein konvexer polyedraler Kegel o vonV = N®., IR heil3 rationa, wenn er ein

z
Erzeugendensystem besitzt, dessen Vektoren sdmtlich im Gitter N liegen.

1.1.9 Das Dual einesrationalen Kegels
Das Dual eines rationalen Kegels ist wieder ein rationaler Kegel (beziiglich des dualen
GittersM = Hom(N, £)).

Beweis. Wir verwenden die Tasache, da3 die Losungen eines linearen
Gleichungssystems mit Koeffizienten aus einem Korper K Linearkombinationen von
Vektoren sind mit Koordinaten aus diesem Korper. Wir fixieren dazu eine Basis von V,

welche gleichzeitig Basis des Gitters N ist. Der Raum V wird dadurch mit einem R
identifiziert und das Gitter mit der Menge der V ektoren mit ganzzahligen Koordinaten.

Nach 1.1.5 kann man fiir den dualen Kegel Erzeuger finden, die as Losungen von
homogenen Gleichungssystem auftreten, deren Koeffizienent gerade die Koordinaten
der Erzeuger des Ausgangskegel sind, d.h. man hat ganzzahlige Koeffizienten. Die
gesuchten Losungen haben damit rationde Koordinaten. Durch Ubergang zu
ganzzahligen Vielfachen erhilt man wieder ganzzahlge Vektoren.

QED.

1.1.10 Lemma von Gordon
Sei o einrationaer konvexer polyedraler Kegel. Dann ist
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S0 =c NM
eine endlich erzeugte Halbgruppe.

Bewels. Wir wihlen ein System von Erzeugern

u,..,u Ec NM
1 S

desduaen Kegelso ", die séimlich im Gitter M = Hom (N, Z) liegen. Dannist die
Menge

K:={ ? tiui |Osti <1}
kompakt. Weil M diskret i, ist damit
K N M endlich.
Erst recht ist damit auch

o NKNM
endlich. Esreicht zu zeigen, diese Menge erzeugt zusammen mit den u die Halbgruppe

o NM.
SduE€o N M. Dann kann man u as nicht-negative redle Linearkombination der u

schreiben. Indem wir u modolo ener nicht-negativen ganzzahligen Linearkombination
der ui abdndern, erreichen wir, da} die Koeffizienten zwischen Null und Eins liegen, also

uenElementvons N K N M ist.
QED.

1.1.11 Existenz innerer Gitterpunkte

Wir werden oft vor der Aufgabe stehen, einen Punkt im relativen Innern eines Kegels o
zu finden, d.h. im Innern von o in Bezug auf den von o erzeugten linearen Unterraum

IR-0. Man erhilt einen solchen Punkt, indem man ein Erzeugendensystem von o fixiert,
unter den Erzeugern dim(o) linear unabhingige auswihlt und von diesen eine positive
Linearkombination bildet.

Ist der Kegel rational, so kann man insbesondere einen inneren Punkt finden, der ein
Gitterpunkt ist.

1.1.12 Die Seitenrelationen beim Dualisieren

Selen o ein konvexer polyedraler Kegel von V und t eine Seite von . Dann ist
o Ntt

eine Seitevono mit

dim (x) + dim (o Ntt)=dimV.
Die Abbildung

(1) { Seitenvon o} — { Seitenvono }rac N,

ist eine selbstinverse Bijektion, welche die Halbordnung “C” umkehrt. Die kleinste
Seitevon o ist

o N (-o).

Beweis. 1. Schritt: Die Abbildung (1) ist wohldefiniert.
Fiir jede Seite T von o gilt

*

tCo=0 |,
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d.h. T besteht aus Stiitzhyperebenen von o, d.h. o Nt ist Durchschnitt von Seiten

von o , also Seite von oy(nach 1.1.4 (iii)). Die Abbildung (1) ist somit wohldefiniert,
d.h. sie bildet die angegebenen Mengen ineinander ab.

2. Schritt: die Abbildung (1) ist surjektiv.
Die Seitenvon o sind gerade die Kegel der Gestalt

o Nvimitves =o.
Betrachten wir jetzt o as digunkte Vereinigung der relaiven Inneren der Seiten von o
(vgl. 1.1.4 (vii)). Sei T die Seite von o, die den Punkt v as rdativ innneren Punkt besitzt.

Dann gilt mit T € o auch o Ct,d
cnvi=ocnt nNvit=2cntt.

Damit hat jede Seite von o die Gestalt 6 N © *. Mit anderen Worten, die Abbildung
(2) ist surjektiv.

3. Schritt. Die Abbildung (1) ist injektiv und selbstinvers.
Die Abbildung (1) kehrt offensichtlich die Enthaltenseinsrel ationen um. Wir schreiben

™ =0 Nrt.
Dann gilt*
2 T %,
alsov* 2 t***. Die umgekehrte Inklusion besteht aber auch (sie ist ein Speziadfal von
(2)). Also gilt sogar

T*F = pF**,

Dadie Abbildung (1) nach dem zweiten Schritt surjektiv ist,** folgt T = ©v** fiir jedes t.
Damit ist die Abbildung aber auch injektiv (und surjektiv und zu sich selbst invers).
4. Schritt. Beweis der Dimensionsformel.
Da die Abbildung (1) bijektiv und ordnungsumkehrend und selbstinvers i, ist die
kleinste Seite von o gerade gleich

c*=c No+=2¢<=BsnN(-0).
Damit ist
dim(cN(-0)) + dim(o ) = dim(c 1)+ dim(c ) =dim V.

Mit anderen Worten, die Dimensionsformel der Behauptung ist richtig fiir die kleinste
Seitet = 0 N (-0) von o. und damit auch fiir die groBte Seite o von o.*

° Die Elemente der linken Seite bestehen aus Hyperebenengleichungen, die= 0 sind auf t und = 0in
einen inneren Punkt (ndmlich in v). Sie miissen deshalb gleich Null sein auf ganz t (da der innere

Punkt positive Linearkombination der Erzeugenden ist), also in ot liegen.

10+ pestent aus allen Hyperebenengleichungen von 0,’ die auf t identisch Null ist. Letztere sind auf t
gleich Null, d.h. die Punkte von T liegen in t**.
1 Jede Seitet’ von o ist von der Gestalt v, d.h. es gilt

T =T**
fiir jede Seite T von o . Durch Ubergang zum Dual folgt T = t#* fiir jede Seite T von o.
2 Die erste Menge links besteht aus allen Punkten, in denen gewisse Hyperebenengleichungen = 0 sind,
und die zweite Menge besteht aus den Punkten, in denen dieselben Gleichungen = 0 sind.

12 5L bestent aus den Punkten von o, in denen alle Stiittzhyperebenen = 0 sind, also aus allen
Punkten x, fiir welche gilt H(x) = 0 und H(/X) < O fiir jede Stiitzhyperebene HEG . Mit anderen
Worten,

GX'L:cs”ﬂ(-ox x)zoﬂ(-o).
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Die Forme fiir algemeines t ergibt sich daraus, indem man t in ene maximae Kette

von Seiten von o einbettet und diese mit der duden Kettein o vergleicht.™
QED.

Bemerkung

Ist o ein Kegel mit der Seite

T= OOV'L ,V 60',
und t* C o digenige Seite von ¢ , welche den Punkt v&o in ihrem rdativen Innern
enthilt, so gilt*®

T= Gﬂ(r*)l undt* =o Ntt

1.1.13 Das Dual einer Seite

Sei o ein konvexer polyedraler Kegel mit der Seitet = onut , uEs . Dann gilt
T =0 + R_y(-u.
Beweis. Auf beiden Seiten der zu beweisenden Identidt stehen konvexe polyedrae

Kegdl. Es reicht deshalb zu zeigen, dal3 diese Kegel dasselbe Dua besitzen. Das Dual
der Linken Seiteist t. Das Dual der Rechten Seiteist

o N (R_ (W) Zonut =t
QED.

1.1.14 Die Seiten der rationalen konvexen polyedralen Kegel
Seien o enrationaer konvexer polyedraler Kegel und u ein Element von
S =oNM.
o
Dannist die Seite

ti=onut
ein rationaer konvexer polyedraler Kegd, und jede Seite von o hat diese Gedtalt.
AulRerdem gilt

S =S +Z__(-u).
T O =0
Beweis. Sei t eine Seite von o. Dann gilt nach 1.1.12

1 =oNt* L mitv =0 Ntt.
Ist die Hyperflichengleichung u aus dem relativen Innern von t*, so ist u ene
Linearkombination der Erzeuger von t*, wobe simtliche Koeffizienten postiv sind.
Deshalb ist u in einem Punkt von o genau dann gleich Null, wenn dle diese Erzeuger in
in diesem Punkt gleich Null sind:

4 Die Dimensionsformeln in diesen beiden extremen Fillen sind identisch: bei der Abbildungta t*
geht die grofite Seite in die kleinste und die kleinste Seite in die grofte iiber.

> Eine VergroBerung der Dimension in der Ausgangskette entspricht eine Verkleinerung der Dimension
in der dualen Kette (dadie Abbildung (1) ordnungsumkehrende ist). Benachbarte Glieder in jeder der
beiden Ketten unterscheiden sich in der Dimension um 1 (da Abbildung (1) bijektiv und selbstinvers
ist).

18 Die erste Identitiit ist gerade die im 2.Schritt bewiesene Aussage in dualer Formulierung. Die zweite
ergibt sich aus der Tatsache, dal3 diein 1.1.12 konstruierte Abbildung selbstinversist.

'Wegenu e o ist uin alen Punkten von o nicht-negativ. Die Forderung < 0 zu sein ist deshalb
dquivalent zu Forderung = 0 zu sein.
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onut=onwt=x
fiir jedes u aus dem relativen Innern von t*. Nun ist mit ¢ auch o rationa (vgl. 1.1.9).

Dann ist aber auch die Seitet* von o rational (nach 1.1.4 (ii)). Deshalb kann man fiir
das innere Element u einen Gitterpunkt wihlen. Damit hat jede Seite von ¢ die in der
Behauptung beschriebene Gestalt.'®

Wir haben noch die Identitit am Ende der Behauptung zu beweisen. Trivialerweise gilt'®
OS + (-
S17 2 So ZZO (-u).
Sel umgekehrt ]
w ESr =t N M.

Wie wir gesehen haben ist T von der Gestalt t = o N ut mitu € S, = oNM. Istw

auf einem Erzeuger von o negativ, so liegt dieser Erzeuger nicht in T (wegen WE’I:Y), d.h.
die Stiitzhyperebene u ist auf diesem Erzeuger = 0, also positiv. Deshalb nimmt

W + pu
fiir grofie reelle p auf jedem Erzeuger von o Werte= 0 an, d.h. esgilt

W+ pue o fiir p gro8.
Wiihlt man p auBerdem ganzzahlig, so erhalten wir

W+pu60YﬂM :SG,
aso
S SO + 220-(-u).
QED.

1.1.15 Die definierenden Stiitzhyperebenen einer Seite

Fiir jeden konvexen polyedraen Kegel o, jede Seite T von ¢ und jedes u aus dem
relativen Inneren von

™ =0 Nt
gilt
t=ont*t =onut.

Das folgt aus dem Beweis 1.1.14 (vgl. auch den 2. Schritt des Beweises von 1.1.13)
ergibt.

1.1.16 Gemeinsame Stiitzhyperebenen fiir gemeinsame Seiten
Seien o und o’ zwel konvexe polyedrale Kegel, deren Durchschnitt eine Seite

T=0N0o
von beiden Kegelnist. Dann gibt esein §
ueoc N (o)

mit

v =onut =o' Nut.

8 Die Seiten der Gestalt T := o N u™ sind rational, weil jede Seite eines rationalen Kegels rational ist
(nach 1.1.4 (ii)).

19 \Wegen tCo giltt Do , dso S 2S . Wegenue v = o Nt ist uidentisch Null auf T, also

is+uET NM =S
T
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Sind o und o’ rational, so kann man u sogar aus dem Gitter M wihlen,
UEG N(-0’) N M.
Beweis. Wir betrachten den Kegel
Yy:=0-0 =0+ (-0).
Nach 1.1.15 gilt fiir u aus dem relativen Inneren von yy:

(1) ynut =yN(y)t =y N () = (0-6')N(0' - 0).

Man beachte, sind o und o’ rationa, so ist auch y rationd, d.h. man kann fiir enen
Punkt aus dem Gitter M wihlen.

Es reicht zu zeigen, das so gewihlte Element u hat die in 1.1.16 angegebene
Eigenschaften.

Wegen o C vy gilt
ucy Co .
Analog folgt aus-o' C y auch u EYY C (-0") ", zusammen also
UEo N (-0’)Y.

WegentC o N o gilttCy N (+y), dso nach (1) auch T C yNut, also auch
1 Conut.

Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir v € onut (€ yﬂul) gilt nach (1) auch
VEO -0,
d.h., v hat die Gestalt
V=W -wmitw €0o undw E o.
Die Summe
V+W=wW
liegt deshalb im Durchschnitt 6 N ¢' = t. Nun liegt eine Summe von Kegel-Elementen
genau dann auf einer Seite, wenn jeder der Summanden auf der Seite liegt. Insbesondere

gilt
Wir haben gezeigt

VET.

T =onut.

Dieselbe Argumentation wie oben mit -u anstelle von u liefert
T=onut.

QED.

1.1.17 Die Halbgruppe 81: fiir eine gemeinsame Seite t

Selen o und o’ zwel rationale konvexe polyedrale Kegel, deren Durchschnitt
T:=0No
Seite von beiden Kegelnist. Dann gilt
S =S +S .
T O O
Beweis. Wegent C o giltt 20 ,dso Sr 2 SG. Analog folgt St 2 SG, ,aso
S 2SS +S ..
T o o©
Zum Beweis der umgekehrten Inklusion wihlen wir ein Element
ueoc N(-o') NM
mit

tzoﬂulzo’ ﬂuJ'

2 nach 1.1.12 steht sowohl rechts als auch links die kleinste Seite von y.
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(das ist moglich auf Grund von 1.1.16). Nach 1.1.14 gilt
Sr = S0 + ZZO-(-U).
Wegen-uc€o "M =S ,folgtS €S +S .
o T o O
QED.

1.1.18 Charakterisierung der streng konvexen K egel
Sel o ein konvexer polyedraler Kegel. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

()  on(o)={0}.

(i) o enthilt keinen linearen Unterraum positiver Dimension.

(i)  Es gibt eine Stiitzhyperebeneu €c mito N ut = {0}.
(iv), o ezeugtV .
Beweis. (i) < (ii). Die Bedingungen sind dquivalent, weil o N (-0) der grofte lineare
Unterraum von 'V ist, der ganzin o liegt.?
(i) = (iii). Die Bedingungen sind dquivalent, weil o N (-o) diekleinste Seite von o ist
(nach 1.1.12).
(i) = (iv). Die Bedingungen sind dquivalent wegen
dim (cN(-0)) +dim (o ) =dimV
(nach 1.1.12).
QED.

1.1.19 Definition: streng konvexer Kegel

Ein konverser polyedraler Kegel heildt streng konvex, wenn er den dquivalenten
Bedingungen von 1.1.18 geniigt.

1.1.20 Minimale Erzeuger von streng konvexen Kegeln

Jeder konvexe polyedrae Kegel wird von einer minimaen Menge von Erzeugern
erzeugt. Ist der Kegel streng konvex, so sind die Stahlen zu den Erzeugern einer solchen
minimalen Erzeugermenge gerade die 1-dimensionalen Seiten des Kegels.

Bewels. Seien o ein streng konvexer polyedraler Kegel und

V., e,V
1’7" ’s
ein minmales Erzeugendensystem von o. Fiir jedes i ist dann der von
Voo, Vo 2y Ve, V
1 -1 i+ s

erzeugte Kegel ein echt kleinerer Kegel as o. Insbesondere kann der Vektor v, nicht in

diesem Kegel liegen. Nach 1.1.3 gibt eseinu & V' mit
<u,vi><0und<u,vj>20fiirjedesj¢i.

Weil der Kegel o streng konvex ist, gibt es nach 1.1.18 (iii) auRerdemeinu’ €V mit
< u',vj >>0filirj=1,..8.

Dann kann man aber eine positive reelle Zahl p so wihlen, daf} die Hyperebene
w:=u +pu
den folgenden Bedingungen geniigt:
W,V >:0und<w,vj > > 0 fiir jedes j = 1.

2 5N (-0) ist €inlinearer Unterraum von V: die Summe zweier Elemente des Durchschnitts liegt
wieder im Durchschnitt und ale reellen Vielfachen eines Durchschnittelementsist wieder ein
Durchschnittelement.

Umgekehrt liegt jeder lineare Unterraum von ¢ in ¢ N (-0) : das negative eines Unterraumel ements ist
wieder ein Unterraumel ement.
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Mit anderen Worten, w ist eine Stiitzhyperebene von ¢ und die zugehorige Seite ist
gerade der von v, erzeugte Strahl. Wir haben gezeigt jeder von einem minimaen

Erzeuger erzeugte Strahl ist eine 1-dimensionae Seite von o.
Sei umgekehrt

t=onut
irgendeine 1-dimensionale Seite von ¢. Dann wird T nach 1.1.4(ii) von denjenigen vi

erzeugt, die ganz in ul liegen. Da die Dimension des von diesen vi erzeugten
Vektorraums nach Voraussetzung gleich 1 sein soll, kann es nur ein vi geben, welches
dieser Bedingung geniigt (andernfals wiren 2zwe vi proportional, d.h.das

Erzeugersystem wire nicht minimal bzw. der Kegel wire nicht streng konvex - je nach
dem Vorzeichen des Proportionalititsfaktors). Mit anderen Worten, die Seite T ist gerade
der von einem v, erzeugte Strahl.

QED.

1.1.21 Faktorkegel

Seien t eine Seite des konvexen polyedralen Kegelsy und W = R -t der von t erzeugte
lineare Unterraum. Dann ist

o := (o + W)W
ein konverxer polyedraler Kegel (der rationd igt, fals o esist), und die Seiten von o sind
gerade die Kegel der Gestalt
Y= (y + W)W,
wobel y die Seiten von o duirchliuft, die die Seite T enthaten.
Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus den folgenden Fakten:

1. Die Restklassen der Erzeuger von ¢ erzeugeno.

2. Das natiirliche Bild von N in V/W ist ein Gitter (weil dieses Bild torsionsfrei ist, also
eine freie abel schen Gruppe).

3. Die definierenden Stiitzhyperebenen fiir y faktorisieren sich iiber V/W und induzieren

so definierende Stiitzhyperebenen fiir y.
QED.

1.1.22 Charakterisierung der inneren Punkte eines Kegels

Seien o ein konvexer polyedraler Kegel und veo ein Punkt. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.
0] v liegt im relativen Inneren von o.

(i) <u,v> >Ofijrjedesu€0'-0'l'.

iy o Nvi=ot.

(ivy o+ 1R>O-(-v) =R-o.

(V) Fiir jedes xE0o gibt eseine positivereelle Zahl pund einyEo mitpv=x+y.
Beweis.(i) = (ii). Wegen u€ o gilt <u, v> = 0. Wegen u# o ist u auf mindestens
einem Erzeuger von ¢ positiv. Dav im Innern von o liegt, folgt< u, v >> 0.

(ii) = (iii). DieInklusion 2 besteht trivialerweise fiir jedes vEo. Die umgekehrte
Inklusion besteht wegen (ii).
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(iii) = (iv). Esreicht zu zeigen, die dualen Kegel der beiden Seiten sind gleich. Das
Dual der linken Seiteist o N v-. Das Dual der rechten Seiteist 0.

(iv)=(v). Seix€ o.Danngilt-xE o + IRZO'(-V), d.h.esgibteiny € cund ein
positivesredlespmit-x =y - pv,d.h.pv=x +Yy.

W= ().Seio= <v1 ) e vn > mit n minimal. Angenommen, v liegt nicht im realtiven
Innern von o. Dann liegt v auf einer echten Seitet C o, dieeinesder v; nicht enthilt,

sagen wir
vetCog, vn¢1:.

Nach Voraussetzung gibt es ein positives reglles p und ein yEo mit

pv =V +y.
Insbesondere liegt die Summe rechts auf Seiter,

Vrl +tyEet
Dann mul3 aber jeder der beiden Summanden auf dieser Seite liegen. Insbesondere ist

vV €1
n

im Widerspruch zur Wahl von t.
QED.

1.1.23 Charakterisierung der Seiten eines Kegels

Seien o en konvexer polyedraler Kegel, T eine Seite von o und
X,yeo
zwel Punkte von o. Man zeige,
X +Yy €t < XEt und yEr.
Umgekehrt ist jede konvexe Tellmenge t eines Kegels o, die dieser Bedingung geniigt,
ist eine Seite von o.

Beweis. Sei v’ die kleinste Seite von o mit tCt'. Esreicht zu zeigen,
T Cr.

1. Schritt: Ein Punkt von T liegt im relativen Innernvont'.
Angenommen, dasist nicht der Fall. Dann liegt T auf der Vereinigung der Fasetten von
t'. Wegen der Minimalitit von t' kann t nicht ganz in einer Fasette von t’ liegen. Zu
jeder Fassette von v’ kénnen wir somit einen Punkt von t wihlen, der nicht auf dieser
Fasette liegt. Die Summe dieser Punkte liegt in ¢, dso auf einer Fasette von t'. Dann
liegt aber jeder Summand auf dieser Fasette, im Widerspruch zu Wahl der Punkte.
2. Schritt: Bewels der behaupteten Inklusion.
Sel x € T'. Wir wihlen einen nach dem ersten Schritt existierenden Punkt ve&e, der im
relativen Innern vont’ liegt. Nach Aufgabe 1.2.16 (V) gibt es eine positive redle Zahl p
und ein yet’ mit

pv =X +y.
Insbesondere gilt x + y € t. Als Punkte der Seitet’ liegen nun x und y beide in . Auf
Grund der angenommenen Eigenschaft der Menget gilt dann aber x&r.
QED.

1.1.24 Vereinbarung zur Bezeichnung “Kegel”
Wir werden oft sagen,
“oistein Kegel in N”

und meinen damit, dal3 ¢ ein streng konvexer rationaler polyedraler Kegel in NIR sein

soll.
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Die Relation
“t<o” bzw. “o > 1"
soll bedeuten, t ist eine Seite des Kegels o.

Ein Kegel heil3 smplizial oder auch Simplex, wenn er von einem System linear
unabhingiger Vektoren erzeugt wird.

1.1.25 Aufgabe
Der vom Kegel o erzeugte lineare Unterraum sai gleich N]R' Haben dann o und &
diesabe Anzahl minimaer Erzeuger ?

1.2. Afine torische Varietéiten

Zwischenbemerkung:

Affine algebraische Mengen und ihr Koordinatenring.

Die Zariski-Topologie.

Punkte und Primideale.

Reguldre und rationale Abbildungen.

Isomorphie und Isomorphie und Isomorphie der Koordinatenringe.
Birationale Isomorphie und Isomorphie der rationalen Funktionenkdrper.
Die Garbe der regulidren Funktionen.

1.2.1 Definition: Gruppenring einer Halbgruppe
Jede Halbgruppe S definiert einen “ Gruppen-Ring”
T[S].
Dieser ist eine kommutative C-Algebra. Alskomplexer Vektorraum hat er eine Basis aus
Symbolen

xY mit ues,
wobei die Multiplikation definiert ist durch die Relationen

XU‘XU, = XU+U’ firu,u’ € S.
Das Einselement von L[] ist

1= XO.
Bemerkungen
0] Se
o
ein streng konvexer rationaler polyedraler Kegel. Dann ist die Halbgruppe
SG =0 NM

endlich erzeugt (nach 1.1.10).

u.
(i) Ist {ui} eine Familie von Erzeugern der Halbgruppe S, so hilden die y ' ein

Erzeugendensystem der C-Algebra C[S).

(i)  Jede endlich erzeugte T-Algebra®A definiert eine komplexe affine Varietiit,
welche mit
| o SpA) . |
bezeichnet wird. Wir wiederholen hier diese Konstruktion und die
entsprechenden Bezeichnungen.
(iv)  Fixiert man Erzeuger der Algebra A, so erhilt man eine Darstellung

A= (E[Xl, s Xm]/I
mit einem Ideal |. Die Varietit Spec (A) kann dann identifiziert werden mit der

Tellmenge
V()



v)

(i)

(i)

(vii)

(ix)

)

21

des affinen Raums C™, die aus den gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus
| besteht.
Wie in der modernen Mathematik iiblich, ist es jedoch bequemer ene
Beschreibung von Spec (A) zu verwenden, die unabhéngig ist von der speziellen
Wahl von Koordinaten.
In unseren Anwendungen wird A ein Integrititsbereich sein, so dal Spec(A) eine
irreduzible Varietdt ist. Obwohl Spec(A) aus Primidedlen besteht (die den
Teilvarietiten von V(I) entsprechen) werden wir, wenn wir von Punkten von
Spec(A) sprechen, gewohnliche Punkte im Auge haben, die zu den maximalen
Idealen von A gehoren - wenn nicht explizit anders erwihnt. Die Menge dieser
abgeschl ossenen Punkte bezeichnen wir mit
Specm(A).

Jeder Homomorphismus von (L-Algebren

A—B
definiert einen Morphismus

Spec(B) — Spec(A)

von Varietiten. Insbesondere gehoren die abgeschlossenen Punkte von A zu T-
Algebra-Homomorphismen

A— (.
Ist X = Spec(A) und fEA, so gehort die offene Hauptmenge

Xf = Spec(Af) C X = Spec(A)
zum L okalisierungshomomorphismus A — Af..
Ist die T-Algebra A gerade
A=C[9

der Gruppenring einer Halbgruppe S, so kann man die Punkte von Spec(A) we
folgt beschreiben: sie lassen sich gerade mit den Homomorphismen

S—1(C
von Semigruppen identitizieren, wobel hier

C=C*U{0}

als abelsche Halbgruppe beziiglich der gewohnlichen komplexen Multiplikation
angesehen wird:

Specm(TL[S]) = Hom (S, T).

Halbgruppen
Sind

X:S— 1T
ein Halbgruppen-Homomorphismus und ueS, so ist der Wert der reguldren

Funktion Xu im zu x gehorigen Punkt von Spec(A) gerade gleich
%) = x(u).

1.2.2 Definition: affine torische Varieiten

I st

S=S
o

die Halbgruppe zu einem streng konvexen rationalen polyedralen Kegel, so setzen wir

und

A0 = tIZ[SO]

UO = Spec(AO).

Die affine Variett U0 heil3 die zu o gehorige affine torische Varietit.

Bemerkungen
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()  Allediese hier betrachteten Halbgruppen SO sind Unterhal bgruppen der Gruppe

S, 7 =M =Hom(N, Z).
(o =M = Hom(®. 2)
Ist €1 € eineBassvonNundey, ..., &, die zugehdrige duae Basis, so hat M

als Halbgruppe die Erzeugenden ieI, . iq:, d.h. wir erhaten den Ring

1 -1, _

e X XE] =T Xelx X
der Laurent-Polynome in n Unbestimmten. Die zugehorige affine torische Varietit
ist

CIM] = C[X,, X4

Urgy = Spec T[M] = T*x..xC*

ein affiner algebraischer Torus. Wir verwenden fiir diesen Torus auch die
Bezeichnung

TN = U{O}'

Vereinbarung: Wir werden T, oft mit der Menge seiner (abgeschlossenen)

N
Punkten identifizieren:

TN = Specm(T[M]) = Hom(M, T*) = N®Z(I:*

(i)  Alle unsere Halbgruppen S werden Untergruppen des Gitters M sain. Damit ist
C[S] ene Teildgebra von T[M]. Insbesondere ist L[S] en Integrititsbereich.
Wurde wie oben eine Basisvon M fixiert, so schreiben wir die Elemente von C[S]
gewohnlich als Laurent-Polynome in den entsprechenden Unbestimmten Xi :

(@il)) Man beachte dle diese Algebren T[S] werden von Potenzprodukten in den Xi
erzeugt.

1.2.3 Beispiel

Seien el,...,en eine Basis des Gitters N und o der von den ersten k dieser Vektoren
erzeugte Kegd,
o—<e1, ek>

Bezeichnete, , ..., g, dieduaeBasis, so gilt

S0 = Zzo-e,l + .. +220-ek +Zgqt 28,
aso
A =CT[X X X, X X x'l]
0,_ 1! L | k! k+1l k+11 LR | n! n )
aso
u_ = K (@)K mit k = dim o.
Mit anderen Worten, wird der Kegel o von einem Tell einer Gitterbasis erzeugt, so ist
U0 das direkte Produkt von k := dim o Exemplaren der komplexen Ebene und n-k

Exemplaren des agebraischen Torus T*. Alle torischen Varietiten dieser Gestalt sind
nicht-singulir.
1.2.4 Beispiel

Betrachten wir als néchstes ein singulédres Beispiel. Seien N ein Gitter vom Rang 3 und
o der von vier Vektoren erzeugte Kegel,
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O= V12V V3o Vg™
wobel wir annehmen, dal? diese V ektoren das Gitter erzeugen und der Relation

V1+V3:V2+V4

geniigen. Die Varietit U0 ist dann ein Kegel iiber einer quadratischen Fléche, eine

Varietit, welche man bei der Untersuchung von Singularitéten oft antrifft. Genauer, ist
N=23=2Ze, +2e,+2Ze,,

2 3
s0 kann man
v.=efiri=1,2,3
und
Vp=€ 8378
Setzen.

Dann wird SO von den Vektoren
* * * * * *
€63, €16, 6+e;3
erzeugt, d.h.

A= CIX, X g X X0 XX = C[W, X, Y, ZJ(WZ - XY).

’1x3’ 12
Deshabist UO die Hyperebeneim €4 mit der Gleichung WZ = XY.

1.2.5 Der Morphismus zu einer Inklusion von Kegeln
Jeder Homomorphismus S — S’ von Halbgruppen induziert eine Homomorphismus
C[S] — C[S]
von L-Algebren, also einen Morphismus von affinen Varietiten
Spec T[S'] — Spec T[S)].
Sind insbesondere
tCo
ineinander enthatene Kegel, so ist S0 eine Unterhabgruppe von St, und wir erhalten

einen Morphismus
Uu —-uU .
T ()

Speziell der Torus TN =U (0 148t sich in jedes U0 abbilden.

1.2.6 Lemma: der Morphismuszu einer Seitevon o
Ist T eine Seite des Kegels o, so identifiziert die Abbildung

Ut — Uo.
die affine Varietit UT mit einer offenen Hauptmenge von UG.
Beweis. Wir wihlen ein uES(j mit

T= Gﬂul
und

S =S +Z__(-u)
T O >0
(vgl. 1.1.14). Jedes der Erzeugenden x!Y von A_=([S ] hat somit die Gestalt
g = o WPU = o W0 Uy it WES_und peZ_,,
d.h. esqilt
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AT = (AO) u-
X
Diesist gerade eine algebraische Version der geforderten Aussage.
QED.
1.2.7 Aufgabe

Seient C o ineinander enthaltene Kegel mit der Eigenschaft, daB} die zugehorige

Abbildung
UT — UO

eine offene Einbettung ist. Man zeige, dannist t eine Seite von o.

Literaturhinweis: Zum Beweis siehe [KKMS, Chapter |, 81, Theorem 3]. Der dortige
Beweis benutzt Eigenschaften der Limespunkte von 1-Parameter-Untergruppen? des

Torus TN'

1.2.8 Der Morphismus zu einem Gitterhomomor phismus.
Seien
@:N' = N
ein Gitterhomomorphismus und
0CN'®E , cCN®R
zwe (rationae streng konvexe polyedrale) Kegd, die bei der durch ¢ induzierten IE-

linearen Abbildung ineinander iiberfiihrt werden. Man sagt in dieser Stuation, ¢ ist mit
den beiden Kegeln vertréiglich. Die duale Abbildung

o:M—-=M
tiberfiihrt dann So in SO, und bestimmt auf diese Weise enen (L-Algebra

Homomorphismus
A —A
O O

also auch einen Morphismus affiner Varietéiten
Ug, — UO .

1.2.9 Birationalitit von Morphismus zu Inklusionen von Halbgruppen
Seien SC S ineinander enthatene Unterhalbgruppen des Gitters M. Dann ist der
induzierte Morphismus

Spec C[S] — Spec C[S]

ist genau dann birational, wenn Sund S’ dieselbe Untergruppe von M erzeugen.
Bewels. FalsSund S dieselbe Untergruppe erzeugen, gilt
S CS+ (-5,
aso
C[S]C C[SH-S)] C C[ " /Y |u, wes C T(S),
aso
T(S) C T(9).
Die umgekehrte Inklusion besteht aus Symmetriegriinden, d.h. der obige Morphismus
ist birational.

Sei der Morphismus umgekehrt birational, d.h.

T(S) =T(9).
Fiir jedes ueS' gilt dann

2 welche zu den Seiten von o gehéren.
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I ET(S),
d.h. esgibt
Upseensll s Vi ey vse Sund TR i b1 bSE(I: - {0}
mit
Uug Uy -u_ , V1 Vs
(alx totay Y = blx +"'+bSX ,
d.h.
uq U vVitu Vgtu.
ax “retay = blx +"'+bsX in C[M].

Dabei konnen wir annehmen, die u, sind paarwei se verschieden und ebenfalls die vj . Da

die Elementemente von M eine Vektorraumbasis von (L[M] definieren, folgt r = sund
{ul,...,ur} = {v1+u vr+u} .

Es gibt somit Indizesi, j mit

%:%+u
d.h. esist
u=u, -vj €S+ (-9).
Wir haben gezeigt
S CS+ (-5,
aso

S +(-S)C S+ (-9).
Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus Symmetriegriinden.
QED.

1.2.10 Eigenschaften der Teilmonoide der Gestalt S0

Die durch einen Kegdl o definierten Teilmonoide S(j von M sind in vieler Hinsicht sehr

speziell. So sind sie zum Beispiel saturiert, d.h. esgilt
p'UESG,UEM, peI§I:>u€S0 .

st der Kegel o streng konvex, so wird das duale Gitter M von o erzeugt (vgl. 1.1.18),
d.h. SG erzeugt M als Gruppe:

M=S_+(-S).

1.2.11 Charakterisierung der Teilmonoide der Gestalt So

Jede endlich erzeugtes Teilmonoid S des Gitters M, welches M a's Gruppe erzeugt und
saturiert ist, hat die Gestalt i

S0 =0 NM
mit einem eindeutig bestimmten streng konvexen rationalen polyedralen Kegel o von N.
Beweis. Sei t der von S erzeugte rationale konvexe Kegd,

T= IRZO-S.

Weil Sendlich erzeugt i, ist t polyedral und weil Sganzim Gitter M liegt, istt streng
konvex. Also ist das Dual

o= ‘Cy
ein streng konvexer rationaler polyedraler Kegel mit
T=0
Nach Konstruktion gilt
SCtNM.
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Esreicht zu zeigen, dal3 auch die umgekehrte Inklusion besteht. Sei
uet N M,
d.h. uist ein Gitterelement der Gestalt

Q) u= klul +..+ xrur mit uiES und kiEIRZO

Falsdie u linear abhingig iiber IR sind, kann man die linearen Relationen benutzen, um

fiir jedes 1.

die Zahl der u . die auf der rechten Seite wirklich vorkommen, zu verkleinern.?® Wir

konnen deshalb annehmen,

ul,...,ur sind IE-linear unabhéngig.

Die Koeffizienten in der obigen Darstellung von u sind deshalb eindeutig bestimmt.
Da u und die ui Elemente des Gitters M sind, kann man anstelle der )‘i auch

K oeffizienente aus @ wihlen, sodaf3 (1) auch mit den neuen (nicht notwendig positiven)
K oeffizienten gilt.** Wegen der Eindeutigkeit der A in (1) folgt

Xi € IRZOH(D = (DZO fiir jedes 1i.

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner und erhdten, ein Vidfaches von u ist
ganzzahlige positive Linearkombination der U, d.h.

k-ue S fireink € H.
Well S saturiert sein soll, folgt ues.
QED.

Bemerkung
Die nachfolgende Aufgabe zeigt, affine torische Varietiten sind durch monomiale
Gleichungen definiert.

1.2.12 Monomialitit der definierenden Gleichungen affiner torischer Varietiten

Sei Uy peenslly ein Erzeugendensystem der Halbgruppe SO. Wir schreiben

U

_ ug
A0 =Ty ~nx

in der Gestalt
A=Y e Y

Man zeige, das Idea | wird von Polynomen der Gestalt

b b
(1) o A IR
1 t 1 t

erzeugt. Dabel seien - 9 bl’ . bt nicht-negative ganze Zahlen mit

alu1+ ot atut , = b1u1+ ot btut

% Man addiere Null so zur rechten Seite von (1), daf? alle K oeffizienten = 0 bleiben, aber einer = 0 wird.
% Die Identitit besagt, u ist ein von den u, linear abhéngiger Vektor von M®IR. Fixiert man eine Basis

von M, d.h. einen Isomorphismus M = Zn, so bedeutet dies gewisse Determinanten mit ganzzahligen
Eintrdgen sind Null. Letzteres bedeutet aber, u ist ein von den ui liner abhinggiger Vektor von M®Q.



27

Beweis. Die Gruppenringstruktur von AG definiert auf dieser Algebra die Struktur eines

graduierten Rings, wobei die Elemente Xu mit uES0 homogen vom Grad u sind.

Versieht man den Polynomring
(E[Yl, ’Yt]
mit der graduierten Struktur, bel welcher Yi homogen vom Grad u ist, sowird der

natiirliche Homomorphismus

CY 3, Y] = A

1!
ein Homomorphismus graduierter C-Algebren. Sei Kern ist deshalb ein homogenes
Idedd, d.h. ein Ided, welches von homogenen Elementen erzeugt wird, d.h. von
Polynomen, wel che € -Linearkombinationen von Potenzprodukten

Y1yl
1 t

sind mit au t .. +au = const. Ein solches Polynom liegt genau dann im Kern, wenn

die Summe seiner Koeffizienten gleich Null i, d.h. wenn es T-Linearkombination von
Polynomen der Gestalt (1) ist.
QED.

1.2.13 Die Torus-Operation

Sei o ein Kegd im Gitter N. Dann operiert der Torus T, wie folgt auf der affinen

N
Varietit U _:
o
TN X U0 — UO (t, x) a tx: ua t(ux(u).
Dabel identifizieren wir die Punkte tETI\I mit den Hal bgruppen-Homomorphismen
t:N—C*

und die Punkte xeu0 mit den Halbgruppen-Homomorphismen
X: S0 — C*U{0},

wobei die Bilder al's multiplikative Halbgruppen aufgefaldt werden.
Bemerkungen
()  Der durch diese Operation induzierte Komorphismus ist wie folgt definiert,

_ U, . Ux U

II[SO] II[SG]®(]:(L"[M], X ay @y (UESG)'
(i) ImFall o= {0} ist dies das iibliche Produkt auf der algebraischen Gruppe TN'
(iii) Die oben definierten Operationen sind vertriglich mit den Einbettungen der Seiten

in einen Torus. Insbesondere setzen sie die Operation des Torus auf sich selbst
fort.

1.2.14 Aufgabe: Produkte affiner torischer Varietiten
Seien o ein Kegel im Gitter N und o’ ein Kegel im Gitter N'. Man zeige, oxo’ ist ein
Kegel im Gitter N®N’ und es gilt

U ,=U xU |
OXO (6] (6]

Hinwels. Man verwende die Tatsache, dal3 fiir kommutative Ringe A mit 1 und A-

Algebren B und C gilt
Spec (B®AC) = Spec B x

SpecASpe(:C

Bemerkung
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Mit Ausnahme der nachfolgenden Aufgaben werden wir uns nicht mit algemeineren
Halbgruppen beschiftigen, obwohl diese von betrichtlichem Interesse fiir Algebraiker
sind.

1.2.15 Beispiel
Sai SCZ dasvon 2 und 3 erzeugte Teillmonoid,

S= 220-2 + 220-2.
Dann gilt

T[] = T[X2 X3 =5 C[Y, Z/(Z2- Y3
Alsoist Spec C[S] dierationale Kurve mit einem Knoten (die semikubische Parabel).

1.2.16 Aufgabe: affine Varietiten zu Teilmonoiden von Z

@ Man bestimme L[], wenn S die Halbgruppe i, die von zwe teilerfremden
natiirlchen Zahlen erzeugt wird.

(b) Man bestimme die Erzeugenden und Relationen fiir die Halbgruppe, die von 3, 5
und 7 erzeugt wird und beschreibe die zugehorige affine torische Varietit.

1.2.17 Aufgabe: ein nicht-rationaler Kegel

Sd 6 C R2 der Kegel, welcher erzeugt wird von

&, und )vel -8,
mit einer irrationalen Zahl A. Man zeige:
() o N(Z? ig nicht endlich erzeugt.

(i)  T[o N(Z?3] is nicht noethersch.
1.2.18 Beispiel: ein Kegel der Dimension 2
Sei o der Kegel
0=<2e1-e2,e2>
im Gitter Z2. Die Hal bgruppe S(j wird dann erzeugt von

* * * * *
€. +te und el+2e2.

% Nach 1.2.12 sind die definierenden Gleichungen von der Gestalt
v37P €79 it 28+ 3b = 2 + 34,
d.h. 2(a-c) = 3(d-b). Damit gilt 2|d-b und 3Ja-c. Wir schreiben das Polynom in der Gestalt
Ymi n(a,c)zmin(b,d) (Y&min(a,c)zb—min(b,d) ) Yc—min(a,c)zd—min(b,d))
Der zweite Faktor ist eine Differenz aus einer Potenz einer dritten Potenz von Y und einer Potenz des
Quadratsvon Z,
+ ymin@c)zmin(b,d) 72k 3y it 0.3 = 3.0k d.h k= 4.
Damit mit das Ideal der Varietit von den Polynomen der Gestalt
ZZk i Y3k

Diese sind aber Vielfache von ZZ-Y3.
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o o °

O 0. O

Y

Damit ist
T[S ] = C[X, XY, XY?] = T[U, V, W]/(VZ-UW).
Mit anderen Worten, UO ist ein quadratischer Kegel iiber einem Kegelschnitt.

1.3 Facher und torische Varietidten

1.3.1 Definition: Ficher

Ein Ficher A in N ist eine Menge von rationalen streng konvexen polyedrischen Kegeln
oin NIR mit folgenden beiden Eigenschaften.

Q) Jede Seite eine Kegelsvon A ist ein Kegel vonA.
(2 Der Durchschnitt von zwel Kegelnin A ist Seite von beiden Kegeln.

Fiir jeden Ficher A bezeichne
A := er x
den Triger von A, d.h. die Vereinigung der Kegel vor.
Vereinbarung
Der Einfachheit halber werden wir hier stets annehmen - wenn nicht explizit anders
angegeben , dal? Ficher endlich sind, d.h. aus ener endlichen Mengen von Kegeln
bestehen.
Bemerkung

Dies Forderung wird sicherstellen, da3 unsere torischen Varietiten endlichen Typs sind,
und nicht nur lokal vom endlichen Typ.



30

Vereinbarung
Vonjetzt an sel ein Kegel stetsein rationaler streng konvexer polyedraler Kegel, es sel
denn, wir fordern explizit etwas anderes.

1.3.2 Konstruktion: die torische Varietit zu einem Ficher

Die torische Varietit zu einem Ficher A wird mit

X(A)
bezeichnet und ist definiert als die disjunkte Vereinigung der affinen torischen Varietéten
U0 mit o aus A , wobei fiir zwei Kegel o und t die Varietiten U0 und U1: entlang der

gemeinsamen offenen Hauptmenge UG e verheftet werden,
X(A) = erA U0/~.

Bemerkungen

(i) DieTatsache, dal? die beschriebenen Identifikationen miteinander vertriglich sind,
folgt unmittelbar aus der ordnungserhaltenden Natur der Korrespondenz zwischen
den Kegeln und den affinen Varietiten.

(i) Die Tatsache, dal3 die sich ergebende komplexe Varietit hausdoffsch (oder die
algebraische Varietit separiert - oder das sich ergebende Priaschema ein Schema)
ist, ergibt sich aus dem nachfolgenden Lemma

1.3.3 Separabilitiit

Seien o und T zwel Kegdl, die sich in einer gemeinsamen Seite schneiden. Dannist die
Diagonalabbildung
U —- U xU
oMt o T
eine abgeschlossene Einbettung.
Beweis. Das ist dquivalent zu der Aussage, daf die vom Produkt induzierte Abbildung
A ®A —A
o T ot
surjektiv ist?®. Dies folgt aber aus der Identitt
S =S +S
oNt o T
von 1.2.17 dieihrerseits eine Konsequenz des “ Separationsemmas” 1.2.16 ist.
QED.

Bemerkungen
(i)  Fiir je zwei Kegel o und T eines Fichers A, dal3
U nNu =u
o T on
ist.?’

% Der Kern dieser Abbildung ist dann gerade das Ideal einer abgeschlossenen Teilmenge des direkten

Produkts, die isomorph ist zu U .
oMt

# ' Wegen oNt C o und oNt C 7 gilt

U CU undU cu
oNt o ot T

aso
U CU NU .
oNt o T
Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen.

Weil oMt gemeinsame Seite von ¢ und T ist, gibt es nach 1.1.16 ein
*) ue cfﬂ(—r)yﬂM

mit oNt = oNut und oNe = TNut. Wegen (*) gilt
(**) ue S0 und -u € ST.

Deshabist nach 1.1.14
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(i) IstoenKege im Gitter N und besteht A aus den Seiten von o (einschliefdlich o
selbst), soist A ein Ficher und X(A) ist die affine torische Varietiit U0 ;

—_ 28
X(4) = U’t Seitevon o U’t B UG

Wir werden spiter sehen, dies sind die einzigen torischen Varietiten, welche affin

sind.
1.3.4 Beispidl: die projektive Gerade
Seien N das Gitter

N=2Z
und A der Ficher
A={R_o R_, {0}
Die drei Kegel gehoren zu den affinen torischen Varietiten
@ = Spec T[X], T = Spec C[X"}] und T* = Spec T[X, X 1.

Die Varietit, die durch Verheften der beiden ersten entlang der dritten entsteht
CoOC*CT
wobei der V erheftungsisomorphismus die Abbildung

zazl
ist, ist gerade die projektive Gerade:

rl=x().

1.3.5 Beispiel: die Dimension 1
Die einzigen 1-dimensionalen Kegel im Gitter N = Z sind die positive und die negative
Halbgerade und der Ursprung,

RzO’ IRSO’ {0}.

Wir kennen damit die moglichen Ficher. Die zu den Kegeln gehorigen affinen torischen
Varietiten sind

C=Spec T[X], T=Spec T[X 1], T*=Spec T[X, X"Yj.

Die moglichen torischen Varietéten sind
€, C* und PL.

S r:SO+ZZO(-u) :ST+ ZZO(+u),

on
aso
Aoﬂt - (Ao)xu und Aoﬂr - (A‘E)X'u
also
*ok ok — u - -u
(***) Uoﬂ-c {XEU0|X (x) = 0} {XEU_C|X (x) = O}.

Ist x € Uoﬁu‘c' Dann sind %" und %" wegen (**) in x regulire Funktionen. Da sie zueinander

invers sind, miissen sie beide in x von Null verschieden sein. Nach (***) folgt

xeu .
oNt

BAlleU sindinU enthaten.
T (e}
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1.3.6 Beispiel zur Dimension 2
Um einfache 2-dimensionale Beispiele zu erhalten, betrachten wir einige Fécher in

N =22
Zum Ficher, der aus dem ersten und zweiten Quadranten besteht

M

AN

gehoren zwe Exemplare des 032, welche den Algebren C[X,Y] und (E[X'l, Y]
entsprechen. Durch Verheften erhalten wir rlc.

N

1.3.7 Beispiel zur Dimension 2

Zum Ficher aus allen vier Quadranten

AN
//,

gehoren vier Exemplare des (Ez, welche den Algebren

cxy], oxL vy, ey, el vy
ensprechen. Sie verheften sich zum direkten Produkt

plpl

N

1.3.8 Aufgabe: das Produkt torischer Varietiiten

Seien A ein Ficher im Gitter N und A’ ein Ficher im Gitter N’. Man zeige, die
Produkt-Mengen
Oox0’
mit c€EN und o’ €N’ bilden einen Ficher in N®N’ und es gilt
X(AxA) = X(A)xX(A").

Die nachfolgend Aufgabe verallgemeinert die Konstruktion des P2
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1.3.9 Beispidl: der projektive Raum

Sel N ein Gitter vom Rang n mit dem Erzeugendensystemv ., ..., Viy Esgdte

o

v0+ ot vn =0.

Weiter sai A der Ficher, dessen Kegel die von den echten Teilmengen von
{v, .., vn}
0
erzeugten Kegel sind. Dann besteht ein 1somorphismus

X(A) = BN
mit dem n-dimensionalen projektiven Raum.
Bewels. Wir betrachten die natiirliche Surjektion

021 N, eav. (i=0,..,n),
welche den i-ten Standard-Einheitsvektor e in den Erzeuger v; von N abbildet. Auf diese
Weise wird das Gitter N mit dem Faktor

N=2"1a, 1)z
identifiziert. Wir betrachten den Kegel

0. =<V, .. \I/\ v >inN
[ 0 [ n
Die zugehorige affine torische Varietéten ist
(] -— —29 = &N
Ui = U0 == Spec (II[XO,..., xi-l’ Xi+1, T Xn] = A\

i
Wir identifizieren diese Varietéit mit der offeen Teilmenge
U = {[xgX ] € P x. = 0}
des projektiven Raums vermittels des | somorphismus
Q) ni:Ui — Ui , (XO""’Xi-l’ Xi+1’ ,xn) a [XO""’Xi-l’l’ Xi+1’ ’Xn]'
Man beachte, die Umkehrabbildung
X X. . X
0 -1 i+l n
[XO,...,Xn] a ( ?, ,X—i,x—i, ,?)
ist wohldefiniert und regulir auf Ui . Esreicht zu zeigen,

1. Die Abbildungen sind in dem Sinne vertrédglich, da8 sie sich zu einer Abbildung

X(A) — PN,
# Der natiirliche Homomorphismus p: 2™ _. N identifiziert das Dual M von N mit den Z-linearen
Abbildungen
Zn+1 -2,
welche an der Stelle (1, ..., 1) gleich Null sind. Die zu VO’ \//\I vn duale Basis besteht dann aus
den Vektoren
* * *
vj :ej -e mitj =0, ..., i-1, i+1, ... ,n,

denn esgilt

X % 1 fiir j’=j

e -e)e)=q . .

| I O fiir j=j,i

und

* *
(eJ -e )(e0+el+...+en) =0.
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2. Die Abbildung von 1. ist ein Isomorphimus algebraischer Varietiten.

Zu 1. Betrachten wir den Durchschnitt
U NU. =U~ NU~ =U~ _~
| | O. O. o

1 2 |1 |2 Il |2
und schreiben
T:=0. NG, =<V, o Ve Ve it Ve o Ve VS,
|1 |2 0 |1-1 |1+1 |2-1 |2+1 n
Dann gilt
- * * * * *
T =<V a VgV, V>
0 |11 |1+1 n |2
. * _ * *
mltvj =§ -ell,also
_ -1
Ur —Spec(I:[XO,...,Xi -1’Xi +1’""Xn’ Xi ]
1 1 2
- — &N
—{(xo,...,xi 15 41 ...,xn)EUG_ = A |xi = 0}.
1 1 iy 2
Zur analogen Beschreibung von UT as Tellmenge von Uo verwenden wir die
i
2
entsprechende Beschreibung t al's Seite von o und erhalten
- * * * * *
T = <Wpeeo W W W, =W >
0 |21 |2+1 n |1
. * _ * *
mltwj =9 -eiz,also
-1
U =SpecC[Y e Yo Y Y Y]
T 0 |2-1 |2-1 n I1
- — &N
—{(yo,...,yi 1Y 41 ...,yn)EUG_ =& |yi = 0}.
2 2 i 1

Wegen

* * * d * * *
W, =V -V, undvi =W - W
I ) Y

bestehen zwischen den beiden Koordinatensystemen fiir Ur die Relationen
Y. = XJ./Xi und X. :Yj/Yi

J 2 1
Der Punkt
X = (XO""’Xi 1K e ,xn)EUG_
1 1 |1
beschreibt denselben Punkt von X (A) wie der Punkt
xS N1 X
_,0 2 2 n
= (?,...,—Xi X ,?) € UG_ :
2 2.2 2 '2

YOBdA. seii <i .
15
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Wir haben zu zeigen,

n (9= )
1 2
d.h.
X0 % 2—1 % 2—1 X
[Xoa"'vxil_lala Xi1+11 ey Xn] = [T,,T;l, XI y e ,T]
2 2 2 2

Letztere Identitit besteht aber tatsdchlich, da proportionale Koordinaten denselben Punkt
des projektiven Raums beschreiben.
Zu 2. Die Abbildung

) X(A) — BN
ist surjektiv, well die Ui den projektiven Raum iiberdecken. Die Abbildung ist regulir,
well die Gi die Varietit X(A) tiberdecken und m auf Gi reguldr ist.
Die Umkehrabbildungen
mit U — 0. C X(8)

sind ebenfalls regulir und wie im Beweis von 1. sieht man, dai ni'l und ni' L auf dem
1 2
Durchschnitt Ui ﬂUi tibereinstimmen. Sie definieren also eine regulidre Abbildung
1 2
PN — X(A).
Nach Konstruktion ist diese invers zur Abbildung (2).
QED.
Bemerkung
In der obigen Situation kann man die Vektoren
VeV
1 n

ds Standardbasise,, ... .. & desGittersN = Z" ansehen mit

Vo= - €€

Dies entspricht der Konstruktion des P als AbschlieBung des € durch Hinzfiigen
einer Fernhyperebene. Bei der obigen symmetrischeren Beschreibung des ]Prl wird die

Einbettung des Torus
Ty = (@)™ e
in die torischen Varietit
x() = P"=¢"1 oy

durch die natiirliche Einbettung

(C*) - c™-{0}
induziert.
1.3.10 Aufgaben

Man bestimmte die torischen Varietéiten zu den folgenden drei Fichern im Z2.
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¥

AN

——
-

—
-

1.3.11 Beispiel: Aufblasung der affinen Ebene im Ursprung

Betrachten wir im 2-dimensionalen Fall den Ficher A der aus den beiden 2-
dimensionalen Kegeln
o.=<e, e te >

0 2271 2
0, =<€te,e>

und deren Seiten besteht.

T

\ \\\\\

06:<e1,%-ei>undcs'l:<e;,ei-e’;>,
d.h.

- Spec T[X . X2X1]]

-1
= Spec TX 5, X, X5 ]

Q
o

Die sich ergebende torische Varietit ist die Aufblasung des €2 im Ursprung. Um das
einzusehen, realisieren wir diese Aufblasung als Teilvarietit
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— ) 2. mwl
X =V(X T, X, T) CCoP
Dabei sollen T1 und T2 die projektiven Koordinaten des P bezeichnen. Die Varietit X

hat eine Uberdeckung

X=U1UU2

durch affine offene Teilmengen
Ui ={xeX lTi(X) = 0},

die beide isomorph zum €2 snd:*
— 2 i =
Ui T ,(xl, Xop tl’ t2) a (Xl’ x2) (i=1,2).
Auf Ulsind

X1 und T2/T1: lexl
affine Koordinaten und auf U2 analog
X2 und Tlfl'zlelx2
Die Verheftung von U1 und U2 zur Aufblasung X stimmt also gerade mit der

Konstruktion der torisichen Varietdt X(A) iiberein.

1.3.12 Beispiel: Hirzebruch-Flichen

Ein interessanteres Beispiel ist das folgende. Im 2-dimensionalen Fall betrachten wir den
Fécher, der aus den Kegeln

017 =€ 8> 0T =€) 8 0376y B T 0y =6 T, 6%
und deren Seiten besteht.

3 Auf Grund der Gleichung ist t N t 2) proportional zu (x X 2) und definiert damit einen eindeutig
bestimmten Punkt der projektiven Greaden.
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94
-el+ ae 2
91
09
O, O
3
€1
O
@)
-e
, 2

Die zugehorigen affinen Varietédten sind
U_ =SpecC[X,Y]
°1
U_ =SpecC[X, Y]
%2
U =SpecC[x L x a7
3
U_ =SpecT[xL X3
%4
Alle vier sind isomorph zum C2. Die Verheftung der U0 erfolgt, indem man zum
i
Beispiel den Punkt
xy)eu
o1
identifiziert mit den Punkten
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(x,y'l)euoz,(x'l,x'ay'l)euos,(x'l, xay)EU04,32
U s xHd) <— (xy) €U
. P

lg-a, Ly eyl
Uo, ? XY <= (xy ™) U,
Projiziert man die beiden vertikalen Verheftungsvorschriften auf die zweite Koordinate,
so erhilt man
Cay «<— y'lett,
d.h. zwel Exemplare der komplexen Geraden werden zur projektiven Geraden verheftet,.
Wir erhalten
U  Uu_ =CxPpl
1 2
und analog
U uu_ =cxpl
0'3 (54
Aulerdem induzieren die Projektionen auf die erste Koordinate ebenfalls diese
Verheftungsvorschrift, d.h. die beiden Projektionen
U uu_ =txPlsc, @zpaz
o (8]
1 2
U uu_ = txPl >, (zpaz
3 4

% Genauer: die natiirlichen Einbettungen

C[X.Y] - CX.Y X LyY
Cx, v — oy XLy
ol x &Y - oy x Ly Y

CxLx®] - X,y x Ly}
induzieren die Projektionen
T =VXS-1YT-)C > a2=u_, (xy, xtyha xy),
i

T =VXS-LYT)C T4 a2=U_ (xy.xLyDaxy™D,
|

Ty =VXS-1YT-nC et > a2=u_, (xy,xyhatxdy,
i

Ty = V(XS-1,YT-1)C 4 a2= U, x Ly lya x1xdy,
[
Dies liefert die angegebenen Identifikationen zumindest auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge. Das
reicht aber aus, denn zwei reguldre Funktionen auf einer irreduziblen ‘Varietit, die auf einer nicht-leeren

offenen Teilmenge gleich sind, sind iiberall gleich.
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sind vertriaglich mit den Verheftungen der U0 , wenn man die beiden Exemplare der
[
komplexen Ebene zu einer projektiven Geraden zusammenklebt. Wir erhaten so einen
Morphismus
X(A) — PL

dessen Fasern isomorph zum Pl snd (genauer: ein lPl—Biindel). Die so konstruierte
rationale Regelfliche wird auch mit

IFa = X(A)
bezeichnet und heif¥ a-te Hirzebruch-Fliche.

1.3.13 Die Hirzebruch-Flichen als projektivierte Vektorraumbiindel
Das eben konstruierte Biindel

F_ P!
ist bis auf Isomorphie gerade das projektive Geradenbiindel
P(O(@®0),
d.h. die Projektivierung der direkten Summe aus 9 (a) und dem trivialen Geradenbiindel
auf PL.
Beweis. Wir schreiben

1_ : — 1
P —UOU UlmltUi .—{[xo,xl]E]P |xi;=0}.

Das Biindel ©(a) ist durch die Ubergangsfunktion
: T a
guoul. UOﬁU1 C*, [XO’ Xl] a (xO/xl)

gegeben. Die Ubergangsfunktion des Biindels ©(a)®® von Yo nach U, ist damit die
Abbildung

UODU1 — GL(2, k), [XO’ Xl] a

\
Mit anderen Worten, die trivialen Biindel

2 2
on(E und le(E

werden verklebt, indem den Punkt
(EREH RN
des linken Biindels indentifiziert mit dem Punkt
(X Xl (fx)rg, V)
des rechten Biindels. Geht man zu den Projektivierungen der Fasern iiber, SO erhélt man
die Biindel

a
(xolxl) 0 .
0 1

1 1
on]P und lelP ,

die dadurch verklebt werden, dal3 man den Punkt
(X X1 vy Vo)
des linken Biindels indentifiziert mit dem Punkt
(X X1, [ gfx )R, V)
des rechten Biindels. In affinen Koordinaten bekommt diese Verheftungsvorschrifte (je
nach Wahl der Koodinaten auf dem zweiten direkten Faktor) die Gestalt:
x,v) a (XL, x&) bzw. (x, v) a (x L, x' ).
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Dasist dieselbe Verheftungsvorschriff wiein 1.3.12, mit der dort die Mengen
u_ uu_ = CxPL und u_uu_ = CxPpl
1 2 3 4
zur Fliche IFaverkIebt werden (bis auf die Reihenfolge der direkten Faktoren).
QED.

Wieder holung

Garben von -Moduln

Kohirente Garben

Lokal freie Garben und Vektorraumbiindel
Die Projektivierung eines Vektorraumbiindels
Umkehrbare Garben und Divisoren

Die umkehrbaren Garben des IP": die tautologischen Biindel.

1.3.14 Einige Divisoren auf den Hirzebruch-Flichen

Jede der vier Kanten t (= 1-dimensionale Seiten) der Kegel von 1.3.12 definiert wie
folgt eine Kurve

D
T

auf der Hirzebruch-Fliche
IFa = X(A).
Diese Kurveliegt ganz in der Vereinigung der beiden U0 , fiir welche o eine Seitevont

ist, wobei der Durchschnitt
D NU =C

T O
fiir jedes dieser beiden o zur komplexen Ebene isomorph ist und sich die beiden
Teilstiicke der Kurve zu einer projektiven Geraden verheften,

D =Pl

=P

Wir definieren Dt , indem ene definierende Gleichung dieser Kurve fiir jedes der
beiden

U sﬂ:z
o

angeben: essal

— /(U i

D‘cﬁU0 =V(x)in U0 ,

wobei u e S(j derjenige der beiden Erzeuger von So sa, der nicht identisch Null auf ©
ist.
Beispiel:

=6,
Die beiden o mit der Kantet sind dann

01 = <e2, el> und 04 =< -e1 + a(-:-2 , e2>.

Die beiden duaen Kegel sind

oi:<ez,el> undcs;f:<-el + 86, , 6)>.
Die Kantevon 01 ,dienicht Null ist auf Tist & und die von 04 ist e, + ae. Damit ist
Dt definiert durch die Gleichung
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Y=0 afU_ =Spect(X,Y]

1
X8 =0afU_ = Spec cx-L xav).
4
(af U _ = Spec C[X, Y} und U = Spec c[x L, X @Y liefern diese Gleichungen
2 3

Einheiten der Koordinatenringe).

1.3.15 Aufgabe
Man zeige, Dr ist isomorph zum Pl Man zeige auBlerdem, das Normalenbiindel von Dr

in IFa ist das Geradenbiindel ©(a). Die Selbstschnittzahl des Divisors D = Dr Ist
deshab
(D-D) =-a
Man berechne die Selbstschnittzahlen fiir die anderen drei Kanten t.
Wieder holung

Schnittzahlen von Divisoren auf Flachen

Das Normalenbiindel
Die Selbstschnittzahl

1.3.16 Funktorialitit
Seien @: N’ — N ein Homomorphismus von Gittern, A ein Ficher in N und A’ ein
Fécher in N’, wobei die folgende Bedingung erfiillt sei.,

Fiir jeden Kegel " von A’ gibt es einen Kegel o von A mit ¢(0’) C o.

Wir sagen in dieser Situation, der Gitterhomomorphismus ¢ ist mit den Fichern A’ und
A vertréglich.

Wiewir in 1.3.5 gesehen haben, induziert ¢ einen Morphismus

UG, — U0 C X(A)
fiir je zwei Kegel 0’€A’ und o€A mit ¢(0’) C o. Der zugehérige Morphismus
Uo’ — X(A)

ist unabhingig von der spezidlen Wahl von o. Durchlduft o’ die Kegel von A’ so

verheften sich die zugehorigen Morphismen zu einem Morphismus
@ = X(9): X(A) = X(A).

1.3.17 Beispiel
Se IFadie Hirzebruch-Fliche von 1.3.12 zusammen mit der dort konstruierten
Projektion
F, P!
Letztere ist gerade der Morphismus zum Gitterhomomorphismus

22 Z,(xy)ax.
Man beachte, die Projektion auf den zweiten Faktor ist nicht mit den entsprechenden
Fachern vertriglich.

1.3.18 Aufgabe
Man zeige, fiir jede ganze Zahl m definiert der Gitterhomomorphismus
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Z — 22, za (z, m2),
einen Schnitt P1 — F, der Projektion F _ — pl

1.3.19 Die Torus-Operation auf den Varietiten der Gestalt X(A)
Die Operationen des Torus TN auf den Varietiten U0 , welche wir in 1.3.12 beschrieben

haben, sind mit den Verheftungsisomorphismen eines Féchers A vertraglich. Sie
definieren deshalb eine Operation
TN x X(A) — X(A)

von TN auf X(A). Diese Operation setzt die Operation des Torus auf sich selbst fort
(d.h. sie setzt die Multiplikation der al gebrai schen Gruppe TN fort): wir erhaten ein

kommuitatives Diagramm
TN x X(A) = X(A)

I U
TN X TN — TN
Bemerkungen
()  Die Umkehrung ist ebenfalls richtig: jede (separierte normale) Varietiit X, die einen

Torus TN als dichte offene Teilmenge enthilt, der wie oben in vertrdglicher Weise

auf X operiert, kann as ene torische Varietit X(A) redisert werden mit einem
eindeutig bestimmten Ficher in N. Wir haben keine Verwendung fiir diese
Aussage und werden deshalb den Bewels nicht diskutieren.

(i) Obwohl wir hier nur komplexe torische Varietiten betrachten, sollte der
interessierte Lese keine Probleme haben, dieselben Konstruktionen iiber
irgendeinem anderen Grundkorper (oder Grundring) durchzufiihren.

1.4 Torische Varietédten zu Polytopen

1.4.1 Definition: konvexes Polytop

Ein konvexes Polytop K in eéinem endlich-dimensionalen redllen Vektorraum E ist

definiert als die konvexe Hiille einer endlichen Punktmenge von E. Eine echte Seite F

von K ist der Durchschnitt mit einer affinen Stiitzhyperebene, d.h.
F={veK|<uv>=r}

mit
uee* = Hom]R(E, E)udre R
derart, dal3
<uV>=r
gilt fiir jedes vEK.
Bemerkungen
(i) Das Polytop K selbst wird gewohnlich ebenfalls als (unechte) Seite von K

betrachtet.

(i)  Vereinbarung: Wir werden im folgenden der Einfachheit halber annehmen, dal?
das Polytop K den Ursprung als inneren Punkt enthélt. Insbesondere hat es dann
dieselbe Dimension

dmK=n=dmE
wie der einbettende Raum.

(iii)  Unter einer Fasette von K versteht man eine Seite der Dimension n-1. Unter einer
Ecke eine O-dimensionale Seite. Ist I C E ein Gitter maximalen Rangsin E, so
heitf3t das Polytop K rationa beziiglich T, falsdie Eckenvon K in I" liegen.
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(iv) DieErgebnissevon 1.1 lassen sich verwenden zum Beweis von analogen
Aussagen zu den Seiten eines konvexen Polytops. Dazu betrachte man den Kegel
o

tiber Kx1im Vektorraum ExIE (mit der Spitze im Ursprung). Die Seiten von o
entsprechen dann gerade den Seiten von K (wobel die Seite {0} der leeren Seite
von K entspricht). Daraus ergibt sich, dal3 die Seiten von K die zu 1.1.3(ii) -
1.1.3(vii) analogen Eigenschaften besitzen:

Jede Seite eine konvexen Polytopsist ein konvexes Polytop.

Jeder Durchschnitt von Seiten ist eine Seite.

Jede Seite einer Seiteist eine Seite.

Jede echte Seite liegt ganz in einer Fasette. Jede Seite der Kodimension 2 ist
Durchschnitt von genau zwel Fasetten.

Jede echte Seite ist gleich dem Durchschnitt aler Fasetten, in denen sie enthalten
ist.

Der Rand (des Inneren) eines konvexen Polytops, der den Vektorraum V
aufspannt ist gleich der Vereinigung seiner echten Seiten (oder Fasetten).

o g ~wdhp

1.4.2 Die Polarenmenge eines Polytops
Sei K ein konvexes Polytop im Vektorraum E. Dann heif3t

Ko:={ u€ E*l<u,v °> = -1 fiir jedes vEK}
Polarenmenge oder auch einfach Polare von K.
Bemerkung
Oft definiert man

-Ko:={ u€E*I<u,v° <1 fiir jedes vEK}
alsdie Polare von K. Das hat aber keinen Einfluf auf die Ergebnisse.

1.4.2 Beispiel

Sel K das Oktaeder mit den Ecken (1, 0, 0), (O, £1, 0) und (O, O, #1). Die Polare von K
ist dann der Kubus mit den Ecken (+1, 1, +1).

1.4.3 Die Dualitiit zwischen einem Polytop und seiner Polaren
Sel K ein konvexes Polytop im endlich-dimensionalen reellen Vektorraum E. Dann gilt:
() DiePolareK°von K ist ein konvexes Polytop mit der Polaren K.
(i) IstFeineSetevonK, soist
F*={u€eK°’l<u,v>=-1firveK}
eine Seite von K° mit
dmF+dmF =dmE- 1.
(iii) Die Abbildung
{ Seitenvon K} — { Seitenvon K%, Fa F*,

ist bijektiv, selbst-invers und ordnungsumkehrend.
(iv) Ist K rational beziiglich eines Gitters, so ist K° rational beziiglich des dualen

Gitters.

Beweis. Se
[(e)

der Kegel iiber Kx1. Man beachte, beim Ubergang zu diesem Kegel verwandeln sich die
Formeln, mit denen K°und F* definiert werden in Formeln, welche den dualen Kegel
bzw. die duale Seite definieren (zumindest fiir Punkte mit der letzten Koordinate 1).

DasDua o von o besteht aus den Punkten der Gestalt
(ur) € E*xR
mit
<, r),(v,)>=<u,v>+r=0
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fir jedes v € K.*®* Da nach Vereinbarung (Bemerkung 1.4.1 (ii)) Polytope den
Ursprung as inneren Punkt enthalten sollen, enthilt dieses Dual auf3er dem Ursprung
keine Punkte (u, r) mit r = 0.3 Der Kegel o , wird also von Punkten der Gestalt (u , 1)
erzeugt und ist damit der Kegel iiber
KOx 1

im Raum E*x IR. Die Behauptungen sind jetzt direkte Konsequenzen der
entsprechenden Aussagen iiber Kegel (vgl. 1.1.4 - 1.1.12). Die Dualtiit

(K9° =K
folgt zum Beispiel aus der Dualtidt (0 ) = o. Ist F eine Saite von K und t der Kegel
tiber Fx1, so ist dessen Dual

o Nt
gerade der Kegel iiber F*x1:

Dual (Kegel iiber Fx1) = Kegel iiber F*x 1.
Daraus erhilt man die Dualitit zwischen den Seiten von K und K°.
QED.
Bemerkung
Mit den Bezeichnungen des Beweises erhalten wir fiir jede Seite F des Polytops K:

Kegel iiber F*x1 = o Nt

={(uneke*xRk|<(r),((V,1)>=0firvve Kund < (u,r), (v, 1)>=0 fir veF }
={(uneExR |0=<(u,r1),(v,1)> << (u,1), (v, 1)> fiir vvE K und vEF}
={(unekEexk|-r=<uv> <<u,v’ > firvve KundveF}.

Da der Ursprung ein innerer Punkt von K ist, konnen wir diesen Kegel mit einem Kegel
von E* mit der Spitze im Ursprung identifizieren und erhalten:

Kegel iiber F*={ UEE* |[<u,v> =<u, Vv’ > fiirvveE Kund vEF}.

1.4.4 Aufgabe: konvexe Polyeder und konvexe Polytope

Sal K elne konvexes Polyeder im endlich-dimensionaen redllen Vektorraum E, d.h. eine
Menge der Gestalt
K—{VEE|<u1,v>z-al,...,<ur,v>z-ar}

mit Linearformen Ups ooy U € E* und reellen Zahlen a, 8. Man zeige, die Menge K
ist genau dann beschrinkt, wenn sie die konvexe Hiille einer endlichen Punktmenge ist.

1.4.5 Der Ficher zu einem rationalen konvexen Polytop
Ein rationales konvexes Polytop K in NIR definiert einen Ficher A, dessen Kegel gerade

die Kegel iiber den echten Seiten von K sind.*®

Bemerkungen

(i) Da wir stets annehmen, dal K den Urprung als inneren Punkt enthilt, ist die
Vereinigung aller Kegel von A gleich NIR'

(i)  Alle Ficher, denen wir bisher begegnet sind und deren Kegel den Raum NIR

iiberdecken, sind von dieser Gestalt.

% der Kegel iiber Kx1 wird von den Vektoren der Gestalt (v, 1) mit veK erzeugt.
% Fiir solche Punkte miifte < u, v > = 0 gelte fiir jedes vEK, also
A<u, E>=0,
daK den ganzen Raum E as Kegel erzeugt.
* mit der Spitze in einem fest gewihlten inneren Punkt von K.
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1.4.6 Der Ficher zu einer Unterteilung
Sel K ein konvexes Polytop im endlich-dimensionalen Vektorraum E. Bezeiche K’ eine
Unterteilung des Randes von K, d.h. K’ ist eine Menge von konvexen Polytopen, deren
Vereinigung gleich dem Rand von K i,

UK’ = 9K,
wobei der Durchschnitt von je zwei Polytopen aus K’ ein Polytop aus K’ sei. Dann
bilden die Kegel iiber den Polytopen von K’ einen Ficher. Hier sind einige Beispiele:

5

Man beachte, das zweite Beispiel kann nach Aufen gestiilpt werden, d.h. der zugehorige
Fécher ist der Féacher iiber einem konvexen Polytop. Beim dritten geht das nicht.

Es gibt vide Ficher, die nicht von einem konvexen Polytop kommen, ob man es
unterteilt oder auch nicht. Um einen solchen zu sehen, gehen wir vom Ficher tiber den

Seiten des Kubus mit den Ecken (1, #1, #1) in Z3 aus. Séi A der Ficher mit den
Kegeln, die durch dieselben Erzeugendensystme aufgespannt werden, ausgenommen die
Ecke (1,1,1), die durch die Ecke (1,2,3) ersetzt werde. Es ist unmdglich, acht Punkte zu
finden, wobel jeder auf einem der acht positiven Strahlen durch die Ecken liegt, so dal3
fiir jeden der sechs Kegd, die von jewells vier dieser Ecken erzeugt werden, die
zugehorigen vier Punkte in derselben affinen Ebene liegen:

1.4.7 Aufgabe: ein Ficher, der nicht von einem Polyeder kommt
Angenommen, fiir jede der acht Ecken v gibt es eine reelle Zahl I, und fiir jeden der

sechs grof3en Kegel o gibt es einen Vektor Us inM_ =R3 derart, dal3 gilt

R
<u_,v>=r
o Vv
mmwummemwﬂmxMmm@e%@d%mdmmWMmueMRmH
<uv>=r
Y
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fiir jede der acht Kanten v des Fichers. Insbesondere konnen die vier der den sechs
Seiten des Wiirfels entsprechenden Punkte

p :i.v
\' I’V

stetsin einer Ebeneliegen, es sai denn alle acht Punkte sind koplanar.

Bemerkung
Eine besonders wichtige Konstruktion torischer Varietdten geht von einem rationalen
Polytop P im dualen Raum MIR aus.

1.4.8 Konstruktion: der Féicher zu einem rationalen konvexen Polytop im
dualen Raum

Sei P ein rationaes Polytop im dualen Raum M, = Hom_, (N

_ _ E E
Dimension

n=dimMIR

wie der umgebende Raum hat, jedoch nicht unbedingt den Urprung enthalten mul3. Dann
kann man mit Hilfe von P einen Ficher

R IR), welches dieselbe

Ap

wie folgt kontruieren.

Fiir jede Seite Q von P bezeichne OQ den Kegel
GQ ={ve N]R |<u,v>=<u’,v>fir jedes ueQ und jedes u' €P} .
Mit anderen Worten, OQ ist das Dua der Vektoren, die von einem Vektor von Q

ausgehend auf einen Vektor von P zeigen. Das Dual
(o

wird erzeugt von den Vektoren der Gestalt

u -umit yeEPundue Q.
Bemerkung
Esist nicht schwer in direkter Weise einzusehen, dal3 die Kegel OQ einen Ficher bilden.
Es ist jedoch lehrreich, den Ficher als einen Fécher iiber dem “dualen Polytop” in N
zuredisieren.

R

1.4.9 Proposition

Sel P ein rationales Polytop im dualen Raum M]R’ welches dieselbe Dimension wie
M R hat aber nicht notwendig den Ursprung enthilt. Dann bilden die Kegel

o

Q

A, .
P
Enthilt P den Ursprung a's innereen Punkt, so besteht A
des polaren Polytops F°.
Beweis. Ist der Ursprung ein innerer Punkt von P, so ist OQ nach Bemerkung 1.5.3 der

zu den Seiten Q von P einen Ficher

p aus Kegeln iiber den Seiten

Kegel iiber der dualen Seite Q* von P°. Damit gilt der zweite Teil der Behauptung.
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Auf Grund der Definition der Kegel OQ bleibt AP unverindert, wenn man P ener

Verschiebung mit eéinem Element des Gitters M oder einer Streckung mit ener
natiirlichen Zahl unterwirft:

AmP+u = AP fiir mEN undu € M.

Durch eine solche Transformation kann man aber jeden Kegel, der den ganzen
Vektorraum M R e7eugt in einen Kegel iiberfiihren, der den Ursprung als inneren Punkt

enthilt.3® Der erster Teil der Behauptung folgt damit aus dem zweiten.
QED.

1.4.10 Folgerung
Sei K ein konvexes rationale Polytop in NIR (welches den Ursprung als einen inneren

Punkt enthélt). Dann ist der Ficher der Seiten von K gleich AP , wobel P das polare
Polytop P = K° bezeichne. Die torische Varietét X(AP) wird manchmal auch mit

XP = X(AP)
bezeichnet.
Beweis. Die Aussage ergibt sich aus 1.5.9 durch Dualisieren.
QED.

1.4.11 Beispiel (1)
Sei P das Simplex im R " dessen Ecken

0, el, ...,en

der Ursprung und die (Endpunkte der) Standardeinheitsvektoren sind. Dann ist AP mit

der Ficher, welchen man zur Konstruktion des IP M als torische Varietit verwendet:*’

xmﬁgpﬂ

1.4.12 Beispiel (2)

Sai P der Kubusim RS mit den Ecken (1, 1, +1). Dann ist Ap der Ficher iber den

Seiten des Oktaeders mit den Ecken (21, 0, 0), (0, 1, 0), (O, 0, 1) (vg. 1.5.2). Esfolgt
xm&:mkpkm¥

1.4.13 Beispiel (3)

Sei P das Oktaeder im R 3 mit den Ecken (¥1,0,0),(0, ¥1,0), (0,0, £1). Dannist AP

der Ficher iiber den Seiten des Kubus mit den Ecken (1, £1, +1) (nach 1.5.2).
Verwendet man as Gitter N die Punkte

(x,y,z)eZsmithyszmodZ,

% Indem man m hinreichend groB wihlt kann man das Polytop so stark vergroBern, daB es Gitterpunkte
in seinen Innern enthélt. Einen solchen Gitterpunkt kann man durch Verschieben zum Ursprung
machen.
% Nach Multiplikation von P mit 2 und verschieben um -e e erhilt man das Simplex
-e-..-e ,e ,.,e .

1 n 1 n
Letzteres liefert aber gerade den P", vgl. 1.4.7.
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SO erzeugen je drel der vier Ecken einer Seite ¢ des Kubus das Gitter N und die
Summen entgegengesetzter Ecken sind gleich. Jede der sechs zugehorigen torischen
Teilvarietiten U(j hat einen singuldren Punkt und ist isomorph zum affinen Kegdl iiber

einer quadratischen Fliche wie in 1.3.4 . Wir werden auf dieses Beispiel spiter
zuriickkommen.

Anhang:

Al. Affine algebraische Mengen
A1.1 Regulére Abbildungen

A1.1.1 Algebraische Mengen
Seien
k

ein algebraisch abgeschlossner Koérper und
K[T] = k[Tl’ ey T N]

ein Polynomring in N Unbestimmten und
M C K[T]
eine beliebige Tellmemge.

Eine affine algebraische Menge iiber k ist eine Menge der Gestalt

V(M) :={x € k"l f(x) = 0 fiir jedes fEM},

d.h. die Menge der gemeinsamen Nullstellen einer Menge von Polynomen mit
Koefffizienten ausk. Mit anderen Worten, es ist die Losungsmenge eine polynomialen
Gleichungssystems.

Bemerkunge

() IstM = dieleere Menge, so schreibt man auch

N_ N
FoN —A‘:.k

anstelle von V(M) und nennt dies Menge N-dimensionalen affinen Raum {iber k.
(i) Sindfl, ,fr € K[T] beliebige Polynome, welche auf V(M) identisch Null sind,

so gilt dasselbe auch fiir jede Linearkombination dieser Polyne mit Koeffizienten
aus k[T]. Insbesondere @ndert sich die Menge V(M) nicht,

V(M) =V(M-k[T])
wenn man M durch dasvon M erzeugte Idedl ersetzt,
M-K[T] = {f1m1+ +frmr |fiek[T], miEM, r=123,..}.

(i) Da der Polynomring K[T] noethersch ist, d.h. jedes Ided von k[T] ist endlich
erzeugt, hat jede algebraische Menge die Gestalt
V(ml, s ms) =V(M)

mit elner endlichen Menge
M :{ml, s ms}.

(iv) Fiir jede Teilmenge X C & N bezeichnen wir mit
I(X) := {f EK[T] | f(x) = O fiir x € X}
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die Menge der Polynome, welchein alen Punkten von X Null sind. Diese Menge
ist ein ldeal von k[ T] und heifdt Ideal von X. Ist X eine agebraische Menge, so gilt
X =V((X)).

A1.1.2 Die Zariski-Topologie
Sei

X =V(M)C &N
eine affine algebraische Menge. Die in X enthaltenen agebraischen Mengen bilden die
abgeschlossenen Mengen eine Topologie, welche Zariski-Topologie heild. Genauer, es
gilt

0] Vi) uv(a”)=vanrI)=Vv('I) fir je zwei Ideale I’, I’ von k[T].
(i) ﬂa A V(Ia) =V( 3 Ia) fiir jede Familie von Idealen Ia von K[T].

aEA
@iy  v({1)=2.
Bemerkungen
(i) DieMengen der Gestalt
D(f) :={ xe X |f(X) =0} mitf € K[T].
sind offen in der Zariski-Topolgie. Sie bilden ene Topologie-Basis dieser
Topologie und heif3en offene Hauptmengen.
(i)  Jede offene Uberdeckung ener affine algebraischen Menge besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung. Man sagt, affine algebraische Mengen sind quasi-kompakt.*®
(i) Die Zariski-Topologie ist weit davon entfernt Hausdorffsch zu sein. Die offenen

Tellmengen der affinen Geraden &1 sind auler der leeren Menge gerade die
Komplemente der endlichen Tellmengen.

A1.1.3 Der affine Koordinatenring
Se

X =V(M)C &N
eine affine agebraische Menge. Die Abbildungen der Gestalt

X =k, xaf(x),

mit einem Polyn fEK[T] heil3en regulire Funktionen auf X. Die regulédren Funktionen

auf X bilden einen Ring, welcher mit
K[X]
bezeichnet wird und affiner Koordinatenring von X heilit.
Bemerkungen
(i) Der Koordinatenring des affinen N-dimensionalen Raumsist gerade

K[ N] = k[T]

der Polynomring in N Unbestimmten {iber k.
(i) Die Einschriankungsabbildung

N%
aN-xfafl

% Den Terminus “quasi” verwendet man, weil die Zariski-Topologie nicht Hausdorffsch ist.
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ist nach Definition gerade surjektiv und hat den Kern 1(X). Man kann den
Koordinatenring von X also mit dem Faktorraum
K[X] = K[T]/1(X)
identifizieren.
(i) Die Einschrinkungen der Koordinatenfunktionen

Ti.ﬁh K, X (Xl’ - xN) a Ti(x) xi ,

entsprechen bel der Beschreibung von k[X] as Faktorring von k[T] gerade den
Restklassen
ti :Ti |x :Ti mod 1(X)

der Unbestimmten des Polynomrings k[ T]. Diese Funktionen ti nennen wir auch

K oordinatenfunktionen auf X. Sie erzeugen den Koordinatenring als Algebra iiber
K.

A1.1.4 Regulire Abbildungen, Isomorphie
Seien
x C &NundxcaN
affine algebraische Mengen. Eine Abbildung
f.X—=X",xa (fl(x), ,fN,(x)),

heifit regulér, wenn deren K oordinatenfunktionen

fi:X—>k

regulir sind, d.h. wenn gilt
fi ek[X] firi=1,...,N".

Die regulidre Abbildung f heifit somorphismus von affinen agebraischen Mengen, wenn
es eine reguldre Abbildung

g X =X
gibt, fiir welche die beiden mdoglichen Zusammensetzungen mit f die identischen
Abbildungen sind,

feg= |dx, und gef = |dx .

Bemerkungen
()  Fiir jede reguldre Funktion
¢ E K[X']
auf X’ ist die Verpflanzung
* () = @ef: X — X', x a @(f(x))
entlang der regulidren Abbildung eine regulire Funktion auf X,
* () € K[X].*

(i) Umgekeht ist jede Abbildung

X=X
mit der Eigenschaft, daB fiir jedes regulére
¢ EK[X']
die Verpflanzung regulér ist,
(@) € KIX],

% weil man durch Einssetzen von Polynomen in die Argumente eines Polynoms wieder ein Polynom
erhilt.
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eine regulire Abbildung.*°
(iii)  Fiir jede affine algebraische Menge X ist die identische Abbildung

id= idx X=X
eine reguldre Abbildung.

(iv) Die Zusammensetzung reguldrer Abbildungen ist regulér.

(v) Die durch eine regulidre Abbildung f: X — X’ definierte Verflanzungsabbildung
f*: k[X'] = Kk[X]
ist ein Homomorphismus von k-Algebren.

(vi) Die Verflanzungsabbildungen definieren eine Aquivalenz von Kategorien

k-Algebren ohne
nilpotente Elemente
X a K[X],

f f
X — X’ a k[X']— K[X]

affine algebraische Mengen Y0P .
und regulédre Abbildungen

endlich erzeugte ]

vom Dual der Kategorie der affinen algebraischen Mengen und reguliren
Abbildungen in die Kategorie der endlich erzeugten k-Algebren ohne nilpotente
Elemente.
(vi) Insbesondere ist eine regulidre Abbildun
f. X=X
genau dann ein Isomorphismus, wenn die V erflanzungsabbildung
f*: K[X'] = K[X]
ein Isomorphismus von k-Algebren ist.
(vii) Auf Grund von (vi) kommt jeder k-Algebra-Homomorphismus
K[X'] = k[X]
zwischen zwel Koordinaten-Ringen von einer eindeutig bestimmten regulidren
Abbildung
X —=X".
(viii) Insbesondere ist fiir jede affine algebraische Menge X und jede reguldre Funktion
fek[X]
diek-Algebra

u
KIX]; = {f—nl uek[X],neNU{G}} (= k[X][%] )
endlich erzeugt, hat also die Gestalt eines Koordinatenrings,
KIX], = k[X,],

und die natiirliche Abbildung in den Quotientenring

KIX] - K[X];,ua ‘T,

kommt von einer reguldren Abbildung

(1) X = X.

Esist leicht zu sehen, dal3 man X, mit der Menge

f

“0 Die Verpflanzungen der Koordinatenfunktionen auf X’ sind gerade die K oordinatenfunktionen von f.
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X ={x € X |f(x) = O} = D(f)

identifizieren kann. Die Abbildung (1) ist dann gerade die natiirliche Einbettung
D(f)c X
der offenen Hauptmenge in die Menge X.

Al.2 Rationale Abbildungen

Al1.2.1 Irreduzible algebraische Mengen, Komponenten
Eine affine algebraische Menge

X =v()C &N

heil reduzibel, wenn sie Vereinigung von zwel echten abgeschlossenen Teilmengen ist,

X=X UX", X=X, X" =X, X" und X" abgeschlossen.

Andernfalls heif die Menge irreduzibel .
Bemerkungen

(i)

(if)

(iii)

Jede affine algebraische Menge X ist Vereinigung von endlich vielen irreduziblen,

X= Xl Uu..u Xr mit Xi irreduzibel fiir jede 1.

Wiihlt man die Zahl r minimal, so sind die Xi durch X bis auf die Reihenfolge

eindeutig festgelegt. Sie heil3en dann irreduzible Komponenten von X.

Fiir eine affine algebraische Menge X C A N sind die folgenden Bedingungen

dquivalent.

(@ X istirreduzibel.

(b) Dasldedl I(X) von X ist ein Primideal.

(c) Jede nicht-leere offene Teilmenge liegt dicht in X.

(c) Je zwei nicht-leere offene Teilmengen von X haben einen nicht-leeren
Durchschnitt.

Zwei regulidre Funktionen

f,og X —=Kk
auf einer irreduziblen algebraischen Menge, die auf einer nicht-leeren offenen
Teilmenge von X {iibereinstimmen, sind gleich.

A1.2.2 Der rationale Funktionenkorper
Se X C aN eineirreduzible algebraische Menge. Dannist 1(X) ein Primideal, also

K[X] = K[TI/I(X)

ein Integritétsbereich. Der volle Quotientenring

k(X) = Q(k[X]) = {é |f, g€ k[X]|g=0}

des Koordinatenrings von X ist deshalb ein Korper (der Quotientenkorper von k[X]). Er
heif¥ rationaler Funktionenkorper von X oder auch Korper der rationalen Funktionen
auf X. Die Elemente von k(X) hell3en rationale Funktionen auf X.

Bemerkungen

(i)

D

Die Elemente von k(X) kann man al's Funktionen auffassen. Sie sind jedoch im
allgemeinen nicht auf ganz X definiert. So kann man vom Element

ri= ée k(X)
zunichst nur sagen, da} es als Funktion auf der offenen Hauptmenge D(g)
definiert ist. Es definiert dort die Funktion

- T =1
D(g) = k,xa g(x)_g(x)'



)

©)

(4)

(if)

(iii)

(iv)

Lt sich das Element é ink(X) auch in der Gestalt

f_Fr

97 g

schreiben, so erhilt man eine zweite Funktion
, f* = F (X
- D(g) =k, xa g—,(X)—m
und es gilt
fg =fg
auf X, d.h.

fX)g (x) = f'(x)a(x)

fiir jedem Punkt x € X. Die beiden Funktionen (1) und (3) stimmen also in dlen
Punkten, in denen beide definiert sind, iiberein. Die Funktionen der Gestalt (3), fiir
welche die Bedingung (2) erfiillt ist, sind also miteinander vertrdglich und
definieren eine Abbildung,
D(r) = k
welche auf der Vereinigung
Dom(r) = U D(g’)
dler Mengen D(g’') definiert ist. Man sagt in dieser Situation auch, (4) ist die
maximale Fortsetzung von (1) oder auch die durch r € k(X) definierte rationade
Funktion und bezei chnet sie durch denselben Budchstabenr,
r: Dom(r) — k.

Die Menge

Dom(r)
heil% Definitionsbereich von r oder auch Menge der reguliren Punkte der
rationalen Funktion r. Das Komplement

X - Dom(r)

heil Menge der Fundamentalpunkte von r. Oft vermeidet man die explizite
Angabe des Definitionsbereichs von r und schreibt
rX———Kk

anstellevonr: D(r) — k.
Eine ratonale Abbildung auf X kann man auch als Aquivalenzklasse von reguliren
Abbildungen
U-—k
auf nicht-leeren offenen Tellmengen U von X auffassen, wobel zwe solche
Abbildungen as dquivalent angesehen werden, wenn sie auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen.
Man sagt auch, die rationale Funktion y
rX———
ist regulédr im Punkt x € X, wenn x im Definitionsbereich vonrr liegt,
x € Dom(r).
Eine Funktion
f:U—Kk,
die auf einer offenen Tellmenge U C X einer affinen agebraischen Menge X
definiert ist, heifl3t regulér im Punkt
xeu,
wenn es Elemente u, v € k[ X] gibt mit der Eigenschaft, dal3

f(x) = god
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gilt fiir dle Punkte x’ aus einer Umgebung von X. Die Funktion f hell¥ regulir,
wenn sie in allen Punkten von U regulir ist.
(v) EineFunktion
f: X =Kk,
die in alen Punkten von X regulir i, ist ein Element von k[X]. Im Fall U = X
simmt also die in (iv) gegebene Definition der reguldren Funktion mit der
tirspriinglichen Defintion iiberein.

A1.2.3 Rationale Abbildungen
Selen
x C &Nundxcal

zwei irreduzible affine algebraische Mengen. Eine rationale Abbildung

f:X—— =X’

auf X mit Werten in X’ ist eine Aquivalenzklasse regulirer Abbildungen

f.U—=X
die auf nicht-leeren offenen Teilmengen U von X definiert sind, wobei man zwel solche
Abbildungen als dquivalent angesehen werden, wenn auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche iibereinstimmen.

Bemerkungen
()  Nach Definition verheften sich die reguldren Abbildungen, die zur selben
rationalen Abbildung f: X — — — X’ gehoren zu einer reguldren Abbildung
Q) U-—X
mit einer offenen Tellmenge U C X, wobei jede regulidre Abbildung

gV -—=X
mit V C X offen, diein der Umgebung irgendeines Punktes von YV mit (1)
tibereinstimmt, eine Einschriankung von (1) ist (insbesondere ist V C U). Diese
regulidre Abbildung (1) heiflit auch maximale Fortsetzung von f und wird oft mit
demselben Symbol bezeichnet:

f:U—X.
Die offene Menge U heif3t Definitionsbereich von f und wird mit

Dom(f)

Im(f) := f(Dom(f))
heif3 Bild der rationalen Abbildung f.

bezeichnet. Die Menge

Analog zum Fall rationaler Funktionen kann man die rationalen Abbildungen mit
den maximal fortgesetzten reguldaren Abbildungen identifizieren.

(i) Seen
ff X—— =X udf: X' —— = X"
dominante rationale Abbildungen, d.h die Bilder von f und f* sollen dicht liegenin
X’ bzw. X”. Dann hat Im(f) Punkte gemeinsam mit der offenen Menge Dom(f’),

d.h. es gibt Punkte von X, in denen die Zusammensetzung f’ «f definiert ist, und in
allen solchen Punkten sind die K oordinatenfunktionen dieser Zusammensetzung
lokal von der Gestalt

u

\'
mit regulidren Funktionen u und v, wobei v in den betrachteten Punkten ungleich

Null ist. Die Menge der Punkte, in denen f’ =f definiert ist, ist somit offen und
nicht leer, d.h. diese Komposition definiert eine rationale Abbildung

flof: X— — — X",
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die wir ebenfalls mit f’ «f bezeichnen und Komposition von f und f* nennen.
ImFall X” =X heiffenf und f' inverse zueinander, falls
fof = idx und fof" = idx,

gilt. Eine dominante rationale Abbildung f heil3t birationaler Isomorphismus, falls
es eine rationale Abbildung gibt, die invers ist zu f. Fiir jede dominante rationale

Abbildung

ffX—— =X
induzierte einen k-Algebra-Homomorphismus
f*: kK[X'] = k(X), ua uef.
Wegen der Dominanz von f ist dieser injektiv und induziert damit einen
(injektiven) k-Algebra-Homomorphismus
f*: k(X") = k(X),
den wir ebenfalls mit f* bezeichnen.

(iif) Eine affine Hyperfléche ist eine agebraische Menge der Gestalt
X =V(f)C &N
d.h. X ist im affinen Raum durch nur eine Gleichung definiert.

(iv) Jede irreduzible affine algebraische Menge ist zu einer irreduziblen Hyperfldche
isomorph.**

(v) Dieirreduziblen affinen algebraischen Mengen bilden zusammen mit den
dominanten rationalen Abildungen eine Kategorie.

(vi) Der Ubergang zum rationalen Funktionenkorper definiert eine Aquivalenz von

Kategorien
irreduzibel agebraische Mengen Yop endlich erzeugte
iiber k und dominante — Korpererweiterungen , X a K[X].
rationale Abbildungen und k-Algebra-Homomorphismen
Insbesondereist f: X — — — X’ genau dann ein birationaler |somorphismus,
wenn

f*: k(X") = k(X)
ein Isomorphismusist.
(vii) Einerationale Abbildung
P X—— =X
ist genau dann ein birationaler Isomorphismus, wenn es nicht-leere offene
Teilmengen
UC Xund UCX’
gibt, auf denen f enen Isomorphismus induziert.

Beispiel: Aufblasund des affinen Raums in einem Punkt
Sai X C & "x P definiert durch die Gleichungen
X: Xiyj - iji =0,1,j=1,...n.
Dabel seien die X, die affinen Koordinaten des & und die yj die projektiven

Koordinaten des PL. Die Gleichungen besagen, fiir die Punkte (x,y) auf X sollen die
affinen Koordinaten von x und die projektiven Koordinaten von y proportional sein.

Die Projektion auf den ersten Faktor definiert eine regulédre Abbildung

“ Diese Satz ist im wesentlichen eine Variante des Satzes vom primitiven Element.
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X — AN (xy)ax

Fiir den Ursprung 0 & gilt

o) ={gxpMlpnL
Fiir jeden weiteren Punkt des & besteht n'l(x) aus genau einem Punkt, d.h. die
Einschriankung

X - 1(0) > &N-{0}
von mt ist bijektiv. Die Abbildung

Aoy =X -7X0) xa (x,[x])

ist wohldefiniert, reguldr und invers zu it . Wir haben gezeigt, 7' ist ein |somorphismus.
Dannist aber &t ein birationaler 1somorphismus.

Man kann sich X dadurch entstanden denken, dal? man aus dem £." einen Punkt
entfernt und dafiir einen projektive Hyperebene hinzu fiigt. Der Morphismus xt heil3

Aufblasung des & " im Punkt 0.

A1.2.4 Die Garbe der reguliren Funktionen
Seien X eine irreduzible affine algebraische Menge. Fiir jede offene Teilmenge U C X
Setzen wir

UX(U) :={sU — k| s regulir in jedem Punkt von U}.

Dann ist auf diese Weise eine Garbe von kommutativen Ringen mit 1 auf dem dem
topologischen Raum X definiert. Es gilt

() Oy (X;) = KIX], fiir jedes FEK[X].

T _42 e .
(i) DX,X = k[X]X fiir jedes xEX.

Al1.3 Allgemeine Punkte

A1.3.1 Hilbertscher Nullstellensatz
Seien (wie bisher) k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und
f,f ., .., €EK[T]=KT ""'Tn]
1 r 1
endlich viele Polynome. Aul3erdem gelte
f(x)=0
fiir jeden Punkt des affinen Raumes mit
fl(x) = f2(x) =..= fr(x) =0.

Dann ist eine Potenz von f eine Linearkombination der fi , sagen wir
S_
| f —a1f1+...+arfr
mit al,...,ar e K[T].
Bemerkungen (dquivalente Formulierungen).
(i) Sea V()= firein Ideal | € K[T]. Dann gilt | = K[T].

(i) Jedesmaximale Ideal m C k[T] hat die Gestalt

m = (Tl-c1 ey Tn-cn) mit €y e k.

(i) Sei X C & eine affine algebraische Menge. Fiir jeden Punkt
xeX

2 Links steht der Halm der Strukturgarbe im Punkt x, rechts die L okalisierung des K oordinatenrings
K[X] im Primideal x.
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bezeichne
¢, KT =k pa p(x),
die Auswertung an der Stelle x. Dann ist die Abbildung
X — {maximale Ideale von k[X]}, x a Ker(cpx),

wohldefiniert und bijektiv.

A1.3.2 Punkte mit Werten in k-Algebren, Punkte-Funktoren
Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper,

X Cay

eine algebraische Menge iiber k und R eine k-Algebra. Dann bezeichne

X(R) :={ x€R" | £(x) = 0 fiir jedes fEI(X) }

die Menge aller n-Tupel mit Koordinaten aus R, die den Gleichungen von X geniigen.
Die Elemente von dieser Menge hei3en R-wertige Punkte von X oder auch R-rationale
Punkte oder auch Punkt mit Koordinatenin R.

Bemerkung

(i)

(i)

(iii)

Ein k-Algebra-Homomorphismus k[ T] — R des Polynomrings k[ T] ist durch
dessen Werte in den Unbestimmten bereits festgelegt, wobei diese Werte beliebig
vorgegeben werden konnen, d.h. die Abbildung

Homy a1 K(T1 R — R fa (f(Ty, ... {(T )

ist bijektiv. Die R-wertigen Punkte des affinen Raums £x" werden so mit den k-
Algebra-Homomorphismen
K[T] =R

des Koordinaten-Rings von & identifiziert. Dem “Punkt” x € RM entspricht
dabei gerade die Auswertungsabbildng an der Stelle x.
Die natiirliche Surjektion
K[T] = K[T]N(X) =k[X]
induziert eine Injektion

Hom, Alg(k[X], R) > Hom, Alg(k['l’], R)=R".

Die Auswertungsabbildung
- K[T] = R, faf(x)

eines Punktes xER" kommt dabei von der kleineren Hom-M enge, wenn sie sich
tiber

K[X] = K[T]/1(X)

faktorisert, d.h. wenn sie die Elemente von 1(X) in die Null abbildet. Letzteres
bedeutet aber gerade, x ist ein R-wertiger Punkt von X. Wir haben damit eine
I dentifikation

X(R) = Homk_ Alg(k[x]’ R)

der R-wertigen Punkte von X mit den k-Algebra-Homomorphismen k[X] — R
gewonnen. Dem R-wertigen Punkt x von X entspricht dabel die
Auswertungsabbildung an der Stelle x. Man beachte, die Hom-Menge rechts
beschreibt X(R) in koordinaten-unabhéngiger Weise.

Zu jeder algebraischen Menge X C &M gehort somit ein Funktor
(k-Algebren) — Ens,Ra Homk_ Alg(k[X], R),

auf der Kategorie der k-Algebren mit Werten in der Kategorie der Mengen. Er
hei % Punkte-Funktor von X.
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(iv) Esistleicht zu sehen, isomorphe Koordinaten-Ringe liefern isomorphe Funktoren.
Umgekehrt miissen aber auch die Koordinaten-Ringe zu isomorphen Punkte-
Funktoren isomorph sein. Da der Koordinaten-Ring die algebraische Menge
festlegt (nach dem Nullstellensatz A1.3.1(iii)), ist die dgebraische Menge X durch
ihren Punkte-Funktor bis auf (natiirliche) Isomorphie festgelegt. Wir werden oft
keinen Unterschied zwischen der algebraischen Menge X und dem zugehorigen
Punkte-Funktor machen.

(v) Die Abbildung, welche jeder agebraischen Menge X deren Punkte-Funktor
zuordnet definiert einen vollig treuen Funktor

(algebraische Menge iiber k)P — (Funktoren k-Algebren — Ens)

auf dem Dual der Kategorie der algebraischen Mengen iiber k mit Werten in der
Kategorie der Funktoren

(k-Algebren) — Ens
(die Y oneda-Einbettung).

A1.3.3. Punkte mit Koordinaten in einem Erweiterungskorper

Seien X C A&Neine algebraische Menge iiber k und K/k eine Korpererweiterung. Dann
gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Fiir jeden Punkt
x € X(K)
ist der Kern der Auswertungsabbildung
k[X] — K, faf(x),

ein Primidea von k[X].

(i)  Fiir jedes Primideal
p C k[X]
sind die Bilder
X; e K[X]/p

der Unbestimmten Ti bei der Komposition natiirlicher Abbildungen
1) K[T] — K[X] = k[X]/p

die Koordinaten eines Punktes

X = (Xl""’xn)

von X mit Koordinaten im Quotientenkédrper K := Q(k[X]/p).*® Der Korper
k(x) := Q(K[X]/p)

heif3t Definitionskorper von x. Er wird von den Koordinaten von x iiber k erzeugt,
k(x) = k(xl,...,xn)

und ist der kleinste Erweiterungskorper von k, der diese Koordinaten enthlt.

(ili)  Zwe Punkte von X mit Koordinaten in einem Erweiterungskorper von kK gehoren
genau dann zum selben Primideal, wenn es einen k-Automorphismus gibt, der die
Koordinaten der Punkte ineinander iiberfiihrt, d.h. wenn die Punkte konjugiert
sind iiber k.** Wir haben damit eine Beschreibung der Menge

3 Man beachte, (1) ist gerade die Auswertungsabbildung zu diesem Punkt, und der Kern von (1) enthilt
das Ideal 1(X), d.h. jedes Element von I(X) ist Null im Punkt x.

“ Wenn die Auswertungsabbildungen

K[X] = k(x) und kK[ X] — k(y)
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Spec k[X]
der Primideale von k[ X] gewonnen: esist gerade die Menge der Punkte von X mit
Koordinaten in irgendeinem Erweiterungskodrper von k, wobei iiber k konjugerte
Punkte al's gleich angesehen werden.

A1.3.4 Allgemeine Punkte

Seien X C A& eine algebraische Menge iiber dem Korper k und
K/k
eine Korpererweiterung von k. Ein Punkt
x € X(K)
hei (¥ algemeiner Punkt von X, wenn gilt

(D) 1(X) = { fEK[T] [(x) =0},

d.h. ein Polynom mit Koeffizienten aus k ist genau dann Null auf ganz X, wenn esim

Punkt x Null ist.

Bemerkungen

() Dierechte Seitevon (1) ist gerade der Kern der Auswertungsabbildung von x, also
ein Primideal. Falls X einen allgemeinen Punkt besitzt, so mul3 also X notwendig
irreduzibel sein.

(i)  Umgekehrt besitzt jede irreduzible algebraische Menge X einen algmeinem Punkt:
man nehme die natiirlichen Abbildung

K[T] — k[X]

als Auswertungsabbildung zu diesen Punkt und die natiirlichen Bilder der

Unbestimmten Ti € K[T] a's dessen Koordinaten.

Beispiel
Seien
X =V(T3-T5) C &2
die Semikubische Parabel, t eine Unbestimmte und
£=(t% 5 e k()

ein allgemeiner Punkt von X mit dem Definitionsk&rper k(t).

zu den Punkten x und y denselben Kern p haben, so sind die Definitionskorper k(x) und k(y) beide
isomorph zum Quotientenkérper von k[X]/p.
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A1.3.5 Spezialisierungen und Generalisierungen von Punkten
Al.4 Die Kategorie der affinen Spektren

Al1.4.1 Affine Spektren

Al1.4.2 Die Zariski-Topologie

A1.4.3 Regulire Funktionen

A2 Projektive algebraische Mengen
A2.1 Algebraische Schemata

A2.1.1 Geometrische Riume

A2.1.2 Algebraische Schemata

A2.1.3 Verheftung von Schemata

A2.1.4 Produkte von algebraische Schemata
A2.1.5 Separabilitiit

A2.2 Projektive Schemata

A2.2.1 Der n-dimensionale projektive Raum

A2.3 Vektorraumbiindel

A2.3.1 Definition: Vektorraumbiindel
Ein Morphismus
f:B—=X
heiOt Vektorraumbiindel vom Rang n (mit der Basis X und dem Biindelraum B), wenn
es zu jedem Punkt x&X eine offene Umgebung U von x gibt,
xeuCX,

und einen Isomorphismus
ch:f'l(U) — Uxk",
fiir welchen das folgende Diagramm kommutativ ist.
LUy —PU, yukn

fl  «p
U
Dabei bezeichne Py die Projktion (uyv) a u auf den ersten Faktor. Die Fasern der

1

Abbildung Py sind isomorph zu k" und definieren auf Fasern von f iiber den Punkten
von U die Struktur eines k-V ektorraums.
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Der Morphismus Py heil} lokale Trividiserung. von f iiber U. Fiir je zwe
Trivialisierungen Py und P mit UNU’ = O ist die Zusammensetzung (pU,u(pijL auf
(unu) x k" definiert, reguldr und von der Gestalt
@20 (UNU') x KM == (UNU") x K, (U, v) @ (u, g (V).
mit einer reguldren Abbildung
Py YNV — k",

Als Bestandteil der Definiton eines Vektorraumbiindels wird gefordert,, dal3 man die
Trivialisierungen so wihlen kann, daf} gilt

oL (V) =gy WV
mit einer nxn-Matrix duu’ (u) mit Eintrdgen aus K. Genauer, man fordert, es soll eine
Familie

() {o U=k,

vong, geben, fiir welche die offenen Mengen U das Schema X iiberdecken, wobel fiir

je zwei dieser offenen Mengen U die angegebene Vertriglichkeitsbedingung erfiillt ist.
Sind f: B — X und f': B® — X zwe@ Vektorraumbiindel, so verseht unter einer
Biindelabbildung einen Morphismus

g:B—PB,
fiir welchen das Diagramm

g

B B’

T4

X
kommutativ ist (sodal3 g fiir jeden Punkt x&X die Fasern iiber X ineinander abbildet)
und welcher auf dlen Faser k-lineare Abbildungen fiir die zugehorigen
Vektorraumstrukturen induziert.

Bemerkungen

(i) Die Familie (1) ist Bestandteil der Definition. Genauer: die Struktur eines
Vektoraumbiindels auf f: B — X ist nichts anderes als eine Famitlie (1), die den
angegebenen Vertriglichkeitsbedingungen geniigt und die maxima ist (d.h. man
kann kein weiteres Gy o Familie hinzufiigen, ohne dal} de

Vertriglichkeitsbedingungen verletzt werden. Zwei verschiedene maximae Familie
fiir denselben Morphismus f werden als verschiede Vektorraumbiindel angesehen.
Nur diecpU , welche zu der betrachteten maximaen Familie gehorigen, nennt man

(lokale) Trivialisierungen des Vektorraumbiindels.
(i)  Jede Familie (1), fiir welche die U die Menge X iiberdecken, ist in einer eindeutig
bestimmten maximalen Familie enthalten.

(iii) Dach,ucp-L:JL und chocp'Ul, auf (UNU’) x k" zueinander inverse | somorphismen
sand, ist gUU,(u) fiir jedesu € UNU’ ene umkehrbare Matrix, d.h. die duu’

sind regulidre Abbildungen
Juu' unu’ — GL(n, k).

Sie heiRen Ubergangsfunktionen des Biindels. |hre Existenz stellt sicher, daR die
Vektorraumstrukturen, die auf den Fasern von f vermittes der Trivialisierungen Py

definiert sind, nicht von der Wahl der speziellen Trivialisierung abhéngen.
(iv) Fiir je drei Trivialisierungen Py P und Py gilt
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. Pyrutfur T Puur
Fiir die Ubergangsfunktionen bedeutet das, es gilt

gU’U”DgUU’ :gUU"
wobei ‘=’ fiir die Matrizenmultiplikation steht. Diese Bedingungen heif3t Kozykel-
Bedingungen.

(V)  Umgekehrt definiert jede Familie von Abbildungen (iii) zu je zwel Mengen U, U’
einer offenen Uberdeckung, fiir welche die Kozykel Bedingungen fiir je dre
solcher Mengen erfiillt sind, ein Vektorraumbiindel.*®

(vi) Ersetzt man die Uberdeckung zu eéinem System von Ubergangsfunktionen durch
eine Verfeinerung und die Ubergangsfunktlonen durch die entsprechenden
Einschriinkungen, so erhilt man wieder ein System von Ubergangsfunktionen, fiir
welche die Kozykel-Bedingungen erfiillt sind. Das zugehorge Biindel ist zum
Ausgangsbiindel isomorph.

(vii) Sind {g U,} und {g’ UU,} zwel Systeme von Ubergangsfunktionen zur selben

Uberdeckung®, so sind die zugehérigen Biindel genau dann isomorph, wenn es
eine Familie von regulidren Abbildungen

g, :U—>GL(nK
gibt mit
(idxg,)e o, =o'
d.h.
, -1 -1 -1
@ ye@ Y = 0dxgy)e @ eeye(idx gy)
d.h.

: _ -1
Yuu T 9% 9yudu
(viii) Die Vektorraumbiindel auf einem gegebenen Schema X bilden zusammen mit den
Biindelabbildungen eine Kategorie.
Beispiel 1: Tangentialbiindel

Das Tangentialbiindel T>< an en glattes Schema X iiber einem agebraisch

abgeschlossenen Korper k, dessen Komponenten siamtliche die Dimension n besitzen,
ist ein Vektorraumbiindel vom Rang n.
Beispiel 2: Normalenbiindel
Seien X ein glattes Schema iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper und
YCX
ein glattes Teilschema. Dann gibt es eine exakte Sequenz von Vektorraumbiindeln

0—Ty, = Tyh =Ny =0,

Y Y/X

tiber Y, d.h. fiir jeden Punkt y€Y bilden die Fasern iiber y eine exakte Sequenz von
Vektorrdumen. Dabei besteht die Einschriankung

Ty

“ Fiir U = U’ = U” hat die Kozykel-Bedingung die Gestalt gy .. Dadie Matrix 9uu (u)

uu ~ YU
fiir jedes u umkehrbar sein soll, muf also gUU’ (u) fiir jedes u die Einheitsmatrix sein

TCE

“6 Im Fall von zwei solchen Systemen zu unterschiedlichen Uberdeckungen kann man zu einer
gemeinsamen Verfeinerung iibergehen ohne daf sich die Biindel &dndern.
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von TX auf Y aus den Tangentialvektoren an X mit Angriffspunkt in den Punkten von Y.
Die Fasern des Biindels

N
YIX

besteht aus den Tangentialvektoren an X mit Angriffspunkt in den Punkten von Y, wobei
zwe Vektoren, die sich um enen Tangentiavektor an Y unterscheiden, as gleich
angesehen werden. Man kann sie sich als Vektoren vorgtelen, die orthogonal zu Y sind,
vorstellen. Das Biindel heift deshalb auch Normalenbiindel von'Y in X.
Beispiel 3: Vektorraumoperationen
Die iiblichen Konstruktionen in Kontext von Vektorrdumen wie die direkte Summe, das
direkte Produkt, den dualen Vektorraum, das Tensorprodukt, die duBeren Potenzen,
Hom-Mengen usw. kann man auch im Kontext von Vektorraumbiindeln ausfiihren,
indem man sie fiir jede Faser ausfiihrt und dann die faserweise erhaltenen Vektorriume
zu Biindeln zusammenklebt.
Beispiel 4: Diffenrialformen
Das Dua des Tangentialvektorraums T

i an X ist das Biindel QX der reguldren 1-

Formen auf X. Die r-te du3ere Potenz dieses Biindels ist gerade das Biindel
Q) = Aoy
der reguliren r-Formen auf X.
Beispiel 5: tautologisches Biindel des P"
Seien X = P":= (k™1.{0})/k* der n-dimensionale projektive Raum und
m PN kMl pN(x v)ax,
das triviale Biindel vom Rang n+1 auf [P N Im Biindelraum betrachten wir die Teilmenge
Taut := {([v], v) |[vE KT L{0} U PN x {0}
Dann ist die Einschrinkung von 5t auf Taut,
' Taut — PN
ein Vektorraumbiindel vom Rang 1 (ein Geradenbiindel). Die Faser iiber dem Punkt

xEP" kann man mit x selbst identifizieren, aufgefal als Teilmenge des Teilmenge des
kn*1.

7 1) = {(x,v) | v=0o0der [v] =x} = {(x.) | v EX}.
Das Biindel heiBt deshalb (erstes) tautologisches Biindel des P". Uber der Menge
U, :={ [x]e]Pn|xi =0}
besitzt das Biindel als Trivialisierung, zum Beispiel die Umkehrabbildung zu

U xk— n"l(Ui), (Ix], ) a ([x], Xﬁ X).
|

Die Ubergangsfunktion von Ui nach Uj ist die Abbildung
"]
gUin: UiﬁUj — GL(1, k) =k*,[x] a X—|

Beispiel 6: zweites tautologisches Biindel des P
Statt den Punkt [v] € X = P s eine Gerade im k1 aufzufassen, kann man ihn auch

mit der Hyperebene identifizieren, deren Gleichung as Koeffizienten gerade die
Koordinaten von v hat, d.h. [v] wird mit der Hyperebene
<v,x>=0

identifiziert. Dann kann man die analoge Konstruktion wie eben ausfiihren und
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Taut =7 {([v],x) € P"x k™1 |<v, x>=0}

=8 {([v], x) € PN x kML |1y
= P" x k™ Taut
Man erhiilt ein weiteres tautologisches Biindel (vom Rang n)
n": Taut — P,
Die Faser iiber x € P" kann man mit der Menge x identifizieren, wenn x als

Hyperebeneim kN1 ansieht. Dieses Biindel nennen wir zweites tautol ogisches Biindel
des projektiven Raums. Aus den Definitionen der beiden tautologischen Biindel erhélt

man eine kurze exakte Biindelsequenz

0— Taut — PN x k™1 = Tar -0,

Bemerkung
Taut @Taut L = Tpn-
A2.3.2 Modulgarben

Selen X ein topologischer Raum und A eine Garbe von kommutativen Ringen mit 1. Ein

A-Modul ist eine Garbe JIl. von abelschen Gruppen auf X mit der Eigenschaft, dal fiir

jede offene Menge
UcX

die Menge der Schnitte JIl. (U) sogar die Struktur eines .4 (U)-Moduls besitzt und fiir je

zwel offene Teilmengen
UVCXmtucVv
das folgende Diagramm kommutativ ist.

ANVIx (V) — (V)
! \
AU Ix (U) — . (U)
Dabei sollen die horizontalen Abbildungen von der Modul-Multiplikation kommen und
die vertikalen von den Garben-Restriktionen. Die Kommutativitit dieser Diagramme

bedeutet geraden, die Modulstrukturen sind mit den Garben-Restriktionen vertréglich.
Beispiel 1: freie Moduln

Seien X ein Schemaund JL. die Garbe der reguldren Abbildungen auf X mit Werten im
kN, Die k-Vektorraumstruktur des k" impliziert, dal3 jede Abbildung

g:U— K"
kann mit mit den reguldren Abbildungen U — k, d.h. den Schnitten von [’JX(U)

multipliziert werden kann. Die Menge JIL.(U) ist beziiglich dieser Muiltiplikation einer

4 <, > soll hier das Standard-Skalarprodukt des k™ bezeichnen,
%\ bezeichne das orthogonale Komplement von v beziiglich des Standard-Skalarprodukts.

9 Wir identifizieren hier das orthogonal e Komplement v mit dem Faktorraum kn+1/k-v.
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UX(U) -Modul und die so definierten Modulstrukturen machen JI. zur einer Garbe von
UX-M oduln. Da ein Schnitt von JIl. gerade ein n-Tupel von Schnitten von UX zerfallt
0. in einer direkte Summe

_ _ @i
n = OX@..@OX =0y
von n Exemplaren von OX. Ein Ox-ModuI dieser Gestalt heil auch freier OX-ModuI

vom Rang n.
Beispiel 2: lokal freie Moduln
Seien X ein Schema und f: B — X ein Vektorraum-Biindel vom Rang n iiber X. Die

Garbe Ff der reguldren Schnitte von f,

Ff(U) ={ s U— Blsregulirund fes= idU}

ist dann en OX-ModuI: die Vektorraumnstrukturen der Fasern von f erlauben es, die

Schnitte von f mit reguldren Funktionen zu multiplizieren. Ist U C X eine offene Menge,
iiber welcher das Biindel eine Trivialisierung besitzt, so 146t sich das Biindel iiber dieser
offenen Menge mit dem trivialen Biindel

Uxk"

identifizieren. Die Garbe der reguldren Schnitte dieses Biindel ist aber frel vom Rang n,
d.h. fiir die Garbe gilt

_wh
ﬁb-@u
Man sagt in dieser Situation, die Garbe Ff ist lokal frei vom Rang n.

A2.3.3 Lokal freie Garben und Vektorraumbiindel

Sei X ein Schema iiber den Korper k. Dann definiert der Ubergang zur Garbe der

reguldren Schnitte eine Aquivalenz von Kategorien:
Vektorraumbondel N lokal freie Garben BLX AT
vom Rang n iiber X vom Rang nauf X J’ f

Zur Konstruktion des quasi-inversen Funktors. Sei F eine lokal freie Garbe vom Rang n

auf X. Dann gibt es ene offene Uberdeckung U von X und fiir jedes UEU einen

| somorphismus

@U:Hu—aoﬁ.
Fiir je zwei offene Mengen U, U’ aus dieser Uberdeckung mit nicht-leeren Durchschnitt
erhélt man so einen Isomorphismus
_ -1 Un . n
Suu = %y°Pu Punu ~ Punu
Dieser Isomorphismusist durch eine nxn-Matrix von reguldren Funktionen UNU’ —k
gegeben. Fiir jeden Punkt x€UNU’ ist die zugehorigen Matrix der Werte in diesem
Punkt umkehrbar, d.h. dieser Isomorphismus 146t sich auch als regulidre Abbildung
gUU,:UﬂU’ — GL(n, k)
ansehen. Nach Konstruktion geniigen die uu’ der Kozyke-Bedingung, definieren
also ein Vektroraumbiindel. Es ist nicht schwer zu sehen, dal3 die zu diesem Biindel
gehorige Garbe der Schnitte gerade F ist (bis auf natiirliche Isomorphie).

Bemerkung )
Ist das Vektorraumbiindel B — X durch die Ubergangsfunktionen
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g : UiﬂU. — GL(n,k)
U, J
gegeben, wobel die Ui eine offene Uberdeckung von X hilden, so ist ein regulirer

Schnitt dieses Biindels gegeben durch eine Familie von regulidren Funktionen
s: U, — K"
mit
g 'S =s auf UiﬂU.
vu ' J

)
fiir beliebige i und j.

A2.4 Geradenbiindel und Divisoren

A2.4.1 Well-Divisoren

Sei X ein Schema iiber k, welches in jedem Punkt die Dimension n hat. Ein Primdivisor
auf X ist ein reduziertes irreduzibles abgeschl ossnenes Teilschema

YCX
der Dimension n-1. Die Gruppe

Div(X)
der Welil-Divisoren von X ist die von den Primdivisoren auf X erzeugte freie abelsche
Gruppe. Ein Well-Divisor

D € Div(X)
ist somit eine formale endliche Linearkombination von Primdivisoren mit K oeffizienten
aus Z,
I : o
D= % nY, mtnez und Y, Primdivisor.
i=1

DieYi mit n = 0 heif3en Komponenten von D. Digjenigen mit n. > 0 heif3en Nullstellen-
Komponenten von D, digjenigen mit n. < 0 Polstellen-Komponenten. Sind ale n. = 0, so

heif3 der Divisor D effektiv.
Im Fall dim X =1 heilé ganze Zahl

deg(D) := 3 n
i=1

heil%t Grad von D. Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, dal3
deg: Div(X) — Z

ein Gruppen-Homomorphismus ist.>

Beispiel 1

Seien X = IPé die Riemannsche Zahlenkugel und
fPX———=1C

eine meromorphe Funktion = 0. Dann ist f eine rationale Funktion mit endlich vielen
Nullenstellen

pl, ...,pr

% |m Fall dim X > 1 sollten Primdivisoren im allgemeinen einen Grad > 1 besitzen. Zum Beispiel
sollte der Grad einer irreduziblen projektiven Varietit gleich der Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer
Geraden in “allgemeiner” Lage sein. Ist der Grundkorper nicht algebraisch abgeschlossen, so ist selbst
der Grad von Punken im allgemeinen > 1.
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der Ordnungen

1 r
und endlich vielen Polstellen
Qg Gg
der Ordnungen
n,,..,Nn.
1 S

Die Funktion f defini ert_also einen Divisor
div(f) = m1p1+...+mrpr -Ny0q - - NG,
den Nullstellen-Polstellen-Divisor.

Beispiel 2
Sei X = IP". Ein Primdivisor von X ist dasselbe wie eine irreduzible Hyperfldache

Y=V({F),Fe k[TO’ .y Tn] homogen und irreduzibel.

Die effektiven Divisoren kann man mit den Hyperfldachen

F=0
identifizieren, die durch irgendein homogenes nicht notwendig irreduzibles Polynom F
gegeben sind. Die Zerlegung von F

n n
F=(F) (P T
in irreduzible Faktoren Fi entspricht dann gerade der Darstellung des zugehorigen
Divisors
dv(H)= 3 n V(F)
. i i
=1
als Linearkombination von Primdivisoren. Jeder Divisor des P ist eine Differenz von
zwei solchen effektiven Divisoren.

A2.4.2 Der Divisor zu einer rationalen Funktion

Seien X ein Schema iiber, welches in jedem Punkt die Dimension n hat und welches
regulér in der Kodimension 1 ist, d.h. der singuldre Ort von X hat eine Dimension < n-2,
und

fiX—— —k
einerationale Funktion. Jeder Primdivisor Y C X hat dann mindestens einen nicht-
singulidren Punkt mit X gemeinsam. Deshalt ist der lokale Ring™*

0
XY
von X im (nicht-abgeschlossenen) Punkt Y von X en diskreter Bewertungsring.
| nsbesondere wird das maximale Ideal von einem Element erzeugt®?,

! besteht aus Quotienten
XY Q

ulv
von reguldren Funktionen
u, v: U — Kk,
welche auf eine offenen Menge U C X definiert sind, die mit Y gemeinsame Punkte besitzt, wobei der
Nenner v nicht identisch Null sein soll auf UNY . Dabei sollen u und v als Schnitte von [’JX Nicht-

Nullteiler sein. Funktionen, die auf irgendeiner offenen Menge U der beschriebenen Art
iibereinstimmen, werden dabei als gleich angesehen.

°2'Y wird in den nicht-singuldren Punkten von X lokal durch eine Gleichung definiert. Das Element
ist der Keim einer solchen Gleichung.
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My =xy
und jedes von Null verschiedene Element aus dem Quotientenkorper von hat die

XY
Gedtalt

en’

mit n€Z und einer Einheit e von [ﬁx v Insbesondere hat das durch f definierte
Element diese Gestalt™®, ’

f=en".
Wir sagen in dieser Situation, f hat entlang Y die Ordnung n und schreiben

ordY(f) =n.

Im Fall n= 0 sagn wir auch f hat entlang Y dieNullstellen-Ordnung nund im Fall n< O,
f hat entlang Y die Polstellen-Ordnung |n|.
Bemerkungen
(i) Ist X aulerdem ein Noethersches Schema, d.h. X besitzt eine endliche
Uberdeckung durch Schemata der Gestalt
SpecA,
wobel A ein noethercher Ring ist, so ist die Anzahl der Primdivisoren mit

ordY(f) =0
endlich und

div(f) .= D ordY(f)-Y
Y Primdivisor von X

ist ein Well-Divisor von X. Die Divisoren dieser Gestalt heif3en Hauptdivisoren

und bilden eine eine Untergruppe der Gruppe der Weil-Divisoren,
P(X) C Div(X).

Der Hauptdivisor div(f) heif3 auch Polstellen-Nullstellen-Divisor von f.

Die Faktorgruppe

Cl(X) := Div(X)/P(X)
heil¥ Divisorklassengruppe.
(i) Ist X en 1-dimensionalens glattes projektives Schema, d.h. ein (durch ene

Idealgarbe definiertes) abgeschlossenes Teilschema eines P", o ist der Grad
jedes Hauptdivisors gleich Null,
deg D =0 fiir D € P(X).

Im Fdl X = IPé entspricht dies gerade der Aussage, da3 die

Polstellengesamtordnung  einer meromorphen  Funktion  gleich  ihrer
Nullstellengesamtordnung ist.

Allgemein hat man aso
P(X) C Ker(deg),

d.h. der Grad-Homomorphismus faktorisiert sich iiber die Divisorklassengruppe
und definiert so eilnen Homomorphismus

¥ Man kann sich die Zerlegung

f=en"

als eine Art Primfaktor-Zerlegung von f vorstellen, wobei die zu & teilerfremden Faktorenin e
zusammengefaldt sind.
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deg: CI(X) — 2.

(iii) Well-Divisoren sind die Objekte, dieleicht zu definieren aber schwer zu verstehen
sind. Wir definieren nachfolgend eine Variante des Divisor-Begriffs, deren
Definition komplizierter ist, die aber vide schone Eigenschaften het, die dem
Begriff des Weil-Divisors fehlen. In viden Situationen stimmen die beiden
Divisorbegriffe iiberein. Zum Beispidl ist dies der Fal, wenn das Schema X glait
ist.

A2.4.3 Cartier-Divisoren

Sei X ein Schema iiber k. Ein Cartier-Divisor ist etwas, was lokal durch einerationae
Funktion definiert ist, welche man loka e Gleichung des Divisors nennt. Die konkreten
lokalen Gleichungen des Divisors werden dabei al's unwesentlich angesehen: lokale
Gleichungen mit demselben Nullstellen-Pol stellen-V erhaten sollen denselben Divisor
beschreiben.

Genauer: ein Cartier-Divisor auf X ist gegeben durch eine offene Uberdeckung

X=U._ U.

el i
von X und fiir jedes i€l durch einen Nicht-Nullteiler™
r. € Q0 (U))
aus dem vollen Quotientenring von UX(Ui). Fiir je zwe Indizes i, ] €l sei dabel der
Quotient
*
(1) ri/rj € [‘.’JX(UiﬂUj)
eine Einheit iiber U, ﬂUj >°
Zwei durch die Daten
{U )l baw- LV}, S)bigy

gegebene Cartier-Divisoren werden als gleich angesehen, wenn fiir jedes i€l und jedes
JEJ der Quotient

qﬁeokqmw)
eine Einheit von OX(UiﬂVj) ist (falls Uiﬂvj = ).

Die rationale Funktion ri heil3 lokae Gleichung auf Ui des Cartier-Divisors.

Cartier-Divisoren lassen sich addieren, indem man deren lokale Gleichungen
multipliziert. Sie bilden eine abel sche Gruppe, die wir mit

CaDiv(X)
bezeichnen.

Ein Cartier-Divsisor heil effiektiv, wenn er ein Systsem von lokalen Gleichungen
besitzt, die regulire Funktionen sind. Sind D’ und D" Cartier-Divisoren, so schreiben
wir

% Nullteiler sind Funktionen, die auf einer ganzen Komponente von X Null sind. Divisoren sollten aber
Objekte der Kodimension 1 sein.
% Der Quotient soll also eine Funktion sein, die weder Pole noch Nullstellen hat auf UiﬂUj. Mit

anderen Worten, ri und rj sollen auf UiﬂUj dieselben Pole und Nullstellen und das sogar mit denselben

Vielfachheiten haben.
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D' =D",
wenn die Differenz D’-D” ein effektiver Divisor ist.
Beispiel 1
Sei X = P". Der Divisor

div(F)

zum homogenen Polynom F des Grades d ist ein Cartier-Divisor, welcher auf der
offenen Menge

u ::{XEIPn|xi¢O}

dielokale Gleichung

f = FIX;

besitzt. Man beachte, auf UiﬁUj ist
f./f. = X-d/X-CI
i )
eine regulire Funktion ohne Nullstellen oder Pole, aso eine Einheit von OX(UiﬂUj).

Die Cartier-Divisoren dieser Gestalt wollen wir effektive Cartier-Divisoren des P!

nennen. Jeder Cartier-Divisor des P" ist Differenz von zwe Divisoren effektiven
Cartier-Divisoren.

Beispiel 2
Sel X en projektives Schema, d.h. en abgeschlossenes Tellschema des projektiven
Raumes, sagen wir

X C PN

Durch Einschriinken der lokalen Gleichungen der effektiven Cartier-Divisoren des P
erhélt man Cartier-Divisoren von X. Divisoren, die auf diese Weise zustandekommen
(beziiglich irgendeiner Einbettung von X in enen projektiven Raum) heil3en
Hyperfldchenschnitte oder auch sehr ample. Divisoren, welche ein Vielfaches besitzen,
welches sehr ampleist, heiRen ample. Man kann zeigen, jeder Divisor

D € CaDiv(X)
auf einem projektiven Schemaist Differenz von zwei sehr amplen Divisoren,
D=D-D" mitD’, D" sehr ample,

genauer: esgibt zwei Einbettungen
X o PMundX ., B"

in einen projektiven Raum, einen Hyperfldchenschnitt D’ beziiglich der einen Einbetung,
einen Hyperfliachenschnitt D” beziiglich der anderen Einbettung, so daRD =D’ -D”
ist.

Bemerkungen



(ii)

(iii)

(iv)

v)
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Sel ‘Rx die Garbe der rationaden Funktionen auf X (d.h. Garbe der vallen

Quotientenring von U, . Betrachten wir die exakte Sequenz

Y

X
* * * *

von Garben multiplikativer abelscher Gruppen. Die enen Cartier-Divisor
definierenden Daten
U i

*
bestimmen eine Familie von lokalen Schnitten von iPLX und damit eine Familie von

lokalen Schnitten der Faktorgarbe

Ry /Oy
Die Bedingungen (1) bedeuten gerade, dal3 sich diese letztere Familie zu einem
globalen Schnitt dieser Faktorgarbe verheften lassen. Zwei Familien, die denselben
Cartier-Divisor definieren, bestimmen dabel denselben globalen Schnitt dieser

Faktorgarbe.
Ist umgekehrt

* *
re (X, By/Oy)
ein globaler Schnitt, so gibt es eine offene Uberdeckung

X=Yia Y
und fiir jedes i€l einen Schnitt

r S ‘ZPLX(Ui)
mit

)=l -

Well die Bilder bei y von r und rj iber UiﬂUj beide gleich r|U AU sind, liegt der
]
Quotient der beiden Schnitt im Kernvonyy,
ri/rj S Ker(y)(UiﬂUj) = UX(UiﬂUj).
Die Familie der r definiert also einen Cartier-Divisor.
Wir haben gezeigt, Cartier-Divisoren sind nichts anderes als die globaen Schnitte
* *

der Faktorgarbe F.y /Oy . Esgilt also

* *
CaDiv(X) = I'(X, Ry /Oy)
Ein Cartier-Divisor, der von einer global definierten rationalen Funktion
rer(X, ‘RX),

d.h. durch die einelementige Familie { (X, r) } gegebenist, heifd Hauptdivisor. Die
Menge der Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe
CaP(X) € CaDiv(X)

der Gruppe aller Cartier-Divisoren. Die zugehdrige Faktorgruppe

Pic(X) := CaDiv(X)/CaP(X)
heif3 Picard-Gruppe von X.
Die Konstruktion von Bemerkung A2.4.2(i), welche einer rationadlen Funktion ein
Element von P(X) zuordnet, gestattet es, jedem Cartier-Divisor

D € CaDiv(X)

einen Well-Divisor zuzuordnen: man definiere die Ordnung
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ordY(D) EZ

mit Hilfe der lokalen Gleichungen von D (stait eine globa definierte rationae
Funktion zu verwenden). Die Relationen zwischen den lokalen Gleichungen von D
sorgen dann gerade dafiir, da die Definition der Ordnung nicht von der Speziellen
Wahl der lokalen Gleichung abhingt.>® Mit Hilfe der Ordnungsfunktionen
definiert man dann den zu D gehorigen Weil-Divisor als

[D] := D ordY(D)-Y
Y Primdivisor
Inverse Bilder. Selenf: X — Y ein Morphismus von Schemata und D ein durch
{(Ui’ fi)}iEI gegebener Cartier-Divisor mit der Eigenschaft, dal3 die

Verpflanzungen

f* (fi) = fiof
wohldefiniert sind (d.h. das Bild von f soll nicht ganz aus “Polstellen” von D
bestehen). Dann ist durch {(f'l(U), f*(f))} il ein Divisor

f*D € CaDiv(X)
definiert. Er heif¥ inverses Bild von D bei D. Dieselbe Konstruktion kann man auf
die Ubergangsfunktionen eines Vektorraumbiindels

mB—=Y

anwenden. Da die Ubergangsfunktionen keine Pole haben, ist die Konstruktion
ohne jede Einschrinkung an das Biindel immer moglich. Man erhilt auf diese
Weise ein Vektorraumbiindel

f*(r): f*(B) — X,
welchesinverses Bild des Biindels t: B — Y entlang f heil3t.

Anmerkungen zur Garben-Theorie

(i)

(1)

(i)

Sel

¥ —§
ein Morphimus vom Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum
X. Dann existiert der Kern von f, und fiir jede offene Menge U C X ist

I(U, Ker(f)) = Ker(f : F (U) = §(U)).

AulRerdem existiert der Kokern von f. Dieser 148t sich aber nicht auf so einfache
Weise definieren. Die durch

P(U) := Koker(fU: F (V) — §))
definierte Pragarbe ist namlich im allgemeinen keine Garbe. Zu jeder Prigarbe P
gibt es aber eine Garbe P und einen Morphismus
P—P
mit der Eigenschaft, dal3 sich jederPM _0>r[|33|”1i smus
von Prigarben mit Werten in einer Garbe P in eindeutiger Weise iiber P — P
faktorisiert. Die Garbe P heifdt die zu P assoziierte Garbe. Ist P durch (1) definiert,

soistP gerade der Kokern von f in der Kategorie der Garben abelscher Gruppen.
Eine Sequenz

F -3 -3

% Man muB jedoch solche lokalen Gleichungen (Ui’ fi) verwenden, fiir die UiﬂY nicht leer ist.
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von Garben abelscher Gruppen auf X ist genau dann exakt, wenn fiir jeden Punkt
XEX die zugehdrige Sequenz der Halme

T -F -3
X X X
exakt ist.
(i) Beispiel
SeenX = IP1 die Riemannsche Zahlenkugel und

T
Y ={x,y} €X
eine Teilmenge aus zwei verschiedenen Punkten. Fiir jede offene Tellmenge U C
X setzen wir

8(U) := { Menge der reguliren Funktionen UNY —k }.

Auf diese Weise ist eine Garbe § von abelschen Gruppen definiert, und die
Einschrinkung auf Y definiert einen Garben-Homomorphismus

(04
@0y — g,u
Der Kern dieses Morphismusist gerade die Idealgarbe ZIY vonY,
= O}

ca uny “Huny o

JY(U) ={s€& UX(U) | SlUﬂY

Setzt man

P(V) := UX(U)/JY(U)
fiir jede offene Menge U C X, so erhilt man eine Prigarbe, die keine Garbe ist.
Das kann man wie folgt einsehen. Da ZTY der Kernvon g ist, faktorisiert sich ¢ als

Priagarbenhomomorphismus iiber P, d.h. fiir jede offene Mengen U haben wir
einen injektiven Homomorphismus von abel schen Gruppen

P(U) — §(U), smod ZIY(U) a SlYﬂU :

der mit den Garben-Restriktionen vertriglich ist. Auf diese Welse ist somit &n
injektiver Homomorphismus von Préigarben

) P—9
definiert. Aulerdem gibt es fiir jeden Punkt XEX, eine offene offenen Umgebung

von x mit der Eigenschaften, dal? jeder Schnitt s=%(U) Einschrinkung eines

Schnittes von Ux ist.>” Insbesondere liegt dann s im Bild von (2). Wire P eine

Garbe, so wiirde sich aus dem Garben-Axiomen ergeben, dal3 (2) en
Isomorphimus ist. Dann ist aber nicht der Fall, denn es gilt
P(X) =k

weil jede auf ganz X reguldre Funktion konstant ist und

&(X) = kek,
weil eine regulidre Funktion auf einer zweipunktigen Menge zwei beliebig wihlbare
Werte annehmen kann. Man kann zeigen, § ist die assoziierte Garbe zu P. Sie
entsteht aus P durch zusammenkleben lokaler Schnitte von P.

A2.44 Linear dquivalente Cartier-Divisoren und Schnitte mit Kurven

Zwe Cartier-Divisoren D und D’ auf X heifdten linear dquivalent, wenn ihre Differenz
ein Hauptdivisor ist. Man schreibt dann

* Man wihle U so klein, daB UNY aus genau einen Punkt besteht. Die Schnitte von (U) sind dann
konstante Funktionen, entstehen also durch Einschrinkung konstanter Funktionen auf X.
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D~D' < D- D’ = div(f) fiir ein f € Ry (X).

Beispiel

Zwe effektive Divisoren im P" sind genau dann linear #quivalent, wenn die
definierenden homogenen Polynome denselben Grad haben.

Bemerkungen

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Sal CC X eine Kurve von X, die sich mit den Komponenten von D in nur endlich
viden Punkten schneidet. Durch Einschriankung der lokalen Gleichungen von D

auf C erhalt man dann einen Cartier-Divisor
D|C € CaDiv(C),

welcher Einschriankung von D auf C heifit. Schneiden sich auch die Komponenten

von D’ in nur endlich vielen Punkten, so gilt dasselbe fiir die Komponenten von
div(f)=D-D’,

d.h. die Einschrinkung von f auf C ist eine wohldefinierte rationale Funktion auf

Cundesgilt .
DlC -D |C - le(flC),

d.h. die Einschrinkung linear dquivalenter Divisoren sind linear dquivalent.

Selen X en projektives Schemaund C C X eine in X abgeschlossene Kurve. Aus
der Darstellung der Divisoren auf X as Differenz sehr ampler Divisoren ergibt
sich, dal es zu jedem Divisor auf X einen linear dquivalenten gibt, der C nur in
endliche viden Punkten schneidet. Die Einschrinkung auf C definiert deshalb
einen Gruppen-Homomorphismus™®

Pic(X) = Pic(C), [D] a [D]|~ = [DI] -
Die ganze Zahl*®
(D-C) := deg [D]|~

ist damit fiir jeden Cartier-Divisor auf X definiert, hangt nur von dessen linearer
Aquivalenzklasse ab und heifit Schnitt-Vielfachheit von D mit C oder auch Schnitt-
Index von D mit C. Nach Konstruktion gilt

(D’ + D"-C) = (D’-C) + (D”-C).

Der Schnitt-Index (D-C) bleibt sogar unveridndert, wenn man D durch ene
algebraisch dquivalenten Divisor ersetzt. Genauer: ist

f:X—=D
en surjektiver Morphismus mit Werten in einer glatten zusammenhingenden
Kurve D, so gilt fiir je zwei Punkte

p.p"ED
(aufgefaldt als Divisoren auf D),

(fp"-C) = (f*p"-C).

Die Definition des Schnitt-Index gestattet es, den Unterschied zwischen Weil- und
Cartier-Divisoren niher zu beleuchten. Wir wissen bereits, Cartier-Divisoren
lassen sich im algemeinen als Weil-Divisoren interpretieren. Die Umkehrung
dieser Aussage ist falsch. Betrachten wir den Kreiskegel

% Zur Berechnung des Bildes der Restklasse [D] von D wiihle man in dieser Aquivalenzklasse einen
Divisor, der C in nur endlich vielen Punkten schneidet.

% Eigentlich haben wir den Grad-Homomorphismus nur fiir den Fall glatter Schemata und den Fall von
Weil-Divisoren. Wir konnen jedoch den Reprisentanten in der linearen Aquivalenzklasse [D] so wihlen,
daB er die Kurve C nur in (endlich vielen) Punkten schneiden, in denen die Kurve nicht-singular ist.
Dann kann man den zugehorigen Weil-Divisor und dessen Grad in der iiblichen Weisen definieren (und
der Grad hingt nach wie vor nur von der linearen Aquivalenzklasse ab).
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X :=V(X%+Y2.72C &3
mit der Spitze im Ursprung und dessen Abschlief3ung im projektiven Raum
X cp3
Die Summevon je zwei Mantellinien

—_ 1 | 1 3
£1+€2—H IX HCP
dieses Kegd ist ein Hyperebnenschnitt, also ein Cartier-Divisor, der linear
dquivalent jeder Ellipse

8 +8,~E= Hg K CP3,
die durch Schneiden des Kegels mit irgendwelchen Hyperebenen H”  entstehen.
Die Hyperebene H’ kann man auch so wihlen, dal3 die beiden Mantellinien éi

zusammenfallen,
20 =Hlg H CP3

Jede Mantellinie schneidet nun aber jede Ellipse E (transversal) in genau einem
Punkt, d.h. es gilt

1=(E -8)=(2¢,9).
Wire € ein Cartier-Divisor, so miifite aber die Selbstschnittzahl von € ein ganze
Zahl sein mit

1=2(£,92),
was offensichtlich nicht moglich ist.

A2.4.5 Das Geradenbiindel zu einem Cartier-Divisor

Seien X ein Schema iiber k und D ein Cartier-Divisor mit den lokalen Gleichungen
{(U, £}

Fiir je zwe Indizesi, | € | definieren dann die lokalen Gleichungen fi, fj eine regulire

Funktion®

f.(%)

" —_ * = J—
gUin.UiﬁUj k* =GL(1, k), xa fi(X)

Nach Konstruktion geniigen die Funktionen gU.U den Kozykel-Bedingungen und sind
U,

daher die Ubergangsfunktionen eines Geradenbiindels, welches mit
0,(D)

bezeichnet wird.®*

Bemerkungen

(i)  Bildet man die Summe zweier Cartier-Divisoren D’ und D”, d.h. multipliziert man
deren lokale Gleichungen, so erhilt man die Ubergangsfunktionen zum Biindel

© >((D’+D"),
indem man die Ubergangsfunktionen zu [fJX(D’) und [CIX(D”) miteinander
multipliziert. Mit anderen Worten, es gilt

% Man konnte genuusogut fi/fj anstelle von f_/fi wihlen konnen. Unsere Wahl des Quotienten

entspricht den klassischen Konventionen.
8 Wir wiihlen ab jetzt dieselben Bezeichnungen fiir das Geradenbiindel und die Garbe von dessen
reguldren Schnitten.
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OX(D +D") = UX(D ) ® [fJX(D ).
(i) DieAbbildung
CaDiv(X) — {Isomorphie-Klassen von Geradenbiindeln}, D a [f)x(D).

ist ein Gruppen-Homomorphismus, wenn man die Gruppe rechts mit dem
Tensorprodukt as Gruppen-Operation versent. Die Gruppen-Axiome fiir die
Menge rechts ergibt sich aus den algemeinen Eigenschaften des Tensorprodukts.

Das trividle Biindel (ﬂx spielt dabel die Rolle des Einsdlements. Das inverse

Elemente erhilt man, indem man die Ubergangsfunktionen des Ausgangsbiindels
invertiert.
(i) Die Existenz des Inversen in der Gruppe der Isomomorphie-Klassen der

Geradenbiindel auf X bedeutet, zu jeder lokal freien Garbe £ vom Rang 1 gibt es
einelokal freie Garbe £’ vom Rang 1 mit
L®L = L’JX = £'®%.

Man kann zeigen, diese Eigenschaft charakterisert die loka freien Garben vom
Rang 1 unter den Modulgarben. Sie heil3en deshalb auch umkehrbare Garben.

(iv) Die lokaen Gleichungen von linear dquivalenten Cartier-Divisoren D’ und D ”
unterscheiden sich um einen festen global definierten Faktor f € ‘HX(X). Die

zugehorigen Garben UX(D’) und OX(D”) gehen deshalb als Teilgarben von ‘K.
bei Multiplikation mit diesem Faktor ineinander iiber, d.h. es gilt
D~D" = [’_JX(D’) = OX(D”).

Insbesondere definiert der Gruppen-Homomorphismus von (ii) einen Gruppen-
Homomorphismus

X

Pic(X) — {Isomorphie-Klassen von Geradenbiindeln}.

Wir werden gleich zeigen, dies ist ein Isomorphismus. Wir werden deshab oft
keinen Unterschied mehr machen zwischen Pic(X) und der Gruppe der
Isomorphie-Klassen von Geradenbiindeln.

A2.4.6 Der Cartier-Divisor zu einem Geradenbiindel
Sei umgekehrt £—X en Geradenbiindel iiber dem noetherschen k-Schema X. wir

bezeichnen mit £ auch die zugehorige lokal freie Garbe vom Rang 1. Ein Schnitt von £

ist bereits eindeutig festgelegt, wenn er auf einer offenen dichten Tellmenge von X
gegeben ist. Jeder Schnitt definiert deshalb eine rationale Funktion auf X,°* die auf jeder
Zusammenhangskomponente eindeutig bis auf einen von Null verschiedenen Faktor ist.
Die Multiplikation von rationalen Funktionen definiert dann einen Homomorphismus

von OX-ModuIn

() £®@anx —F .

Da £ loka frel vom Rang 1 igt, induziert dieser fiir die Halme in jedem Punkt enen
| somorphismus,

62 Man wiihle auf jeder Komponente von X eine offene Teilmenge, die disjunkt ist zu allen anderen
Komponenten und iiber welcher das Geradenbiindel trivial ist. Auf der Vereinigung dieser offenen
Mengen ist der Schnitt durch eine reguldre Funktione gegeben.
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UX,X®U Q(Ux,x) - Q(Ux,x)
X, X

also ist (1) selbst schon ein Isomorphi’smus. Die natiirliche Abildung

£-%2®, R
[‘.’JX X

identifiziert £ mit einer Tellgarbe von ‘F.,. Da £ loka frel vom Rang 1 i, wird £

X

lokal als L‘.’JX-ModuI von einem Element erzeugt. Insbesondere gibt es eine offene

Uberdeckung
X=Uig Y;
von X und Nicht-Nullteiler® fiefﬂx(ui) mit®*

1
£y =7
| |

Da iiber UiﬂUj die beiden von ]in und ]ij erzeugten ©

leui (asTeilgarben von iPLX|Ui).

Ui ﬂUj -Teilmoduln von

R Ui ﬂUj iibereinstimmen, muf} insbesondere

1 1
ﬁox(uimuj) T 0,(U,NU),

d.h. fi/fj und fj/fi sind beides Schnitte von [’JX , d.h. esqilt
f

) fj;e Ox(U;NU)) fiirbelicbige i j € 1.
Mit anderen Worten, die Famlie
{(U, £}
definiert einen Cartier-Divisor D.
Bemerkungen
(i) Als Trividiserung der Garbe £ iiber Ui kann man die Multiplikation mit fi
wihlen,
1

chi: 5[’,|Ui :ﬁ(ﬂui — Oui, sa sfi :

Als System von Ubergangsfunktionen des Biindels £ erhiilt man dann die
Quotienten (2), d.h.

f.
J

9u
i)

ist gerade Ubergangsfunktine von U, nach Uj des Biindels £. Fiir den zu £
gehdrigen Divisor D gilt damit aber

& Wiire der Erzeuger ein Nullteiler, so wire davon erzeugte [‘JX nicht lokal frei.
% Die fi sind a's Schnitte von R X Eineheit. Ob man fi oder 1/1‘i als Erzeuger wihlt ist somit nur eine

Frage der Konventionen. Wir wihlen hier 1/fi, damit unsere Konstruktion mit der von A2.4.5

zusammenpas(yt.
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L= OX(D).
Insbesondere ist die Abbildung von A2.4.5(iv) surjektiv.

Sind umgekehrt D’ und D” Cartier-Divisoren mit

OX(D’) = OX(D").
Dann sind D’ und D” linear dquivalent (d.h. die Abildung von A2.4.2(iv) ist
injektiv).

Um das einzusehen tensorieren wir mit & (-D”) einen Isomorphimus

xC
UX(D -D") = (f)x.
Esreicht deshab zu zeigen, ein Cartier-Divisor D mit
UX(D) = [‘:JX.
ist ein Hauptdivisor. Sel
{(U. £)lig

ein System von lokalen Gleichungen fiir D, d.h.

_1 .
(CIX(D)|Ui = fi Uui (als Teilgarben von ‘RU_)

[
Beim Isomorphismus (3) entspricht dem globalen Erzeuger

1e [CIX(X)
des OX-ModuIs [’JX ein globaler Erzeuger, sagen wir

fe UX(D)(X)
Mit anderen Worten, fiir jede offene Menge U C X gilt
OX(D)|U = f-[fJU(als Teilgarben von ‘R
Das gilt insbesondere fiir U = Ui , d.h. es ist fiir jedes i

1 _

U)'

d.h.
*
ffi = ei e [’JUi(Ui).
Mit anderen Worten fi und 1/f haben dasselben Polstellen-Nullstellen-Verhalten
auf Ui (fiir jedes 1), definieren also denselben Cartier-Divisor, d.h.
D =div (@
ist ein Hauptdivisor.

Beispiel 1. effektive Divisoren als abgeschlossene Teilschemata
Sei D ein effektiver Cartier-Divisor mit den lokalen Gleichungen

{Up g -

Dann wird

0y (D)
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loka iiber Ui as (f)x
Tellgarbe der Strukturgarbe,

-Modul von der regulidren Funktion fi erzeugt, ist also ene

0,(D)CO,

genauer, eine Idealgarbe. Die Punkte des zugehorigen abgeschlossenen Teilschemas von
X sind gerade die Nullstellen der lokalen Gleichungen von D. Wir konnen D als

abgeschlossenes Teilschemavon X mit der Idealgarbe © X(-D) auffassen.

Beispiel 2: das tautologische Biindel als Biindel zu einem Divisor
Sei D der Cartier-Divisor auf X := P zum homomogen Polynom X

0:
D: X 0= 0
(d.h. die Fernhyperebene). Fiir die lokale Gleichung von D auf
U ::{XEIPn|xi = 0)}
XO
erhalten wir die Funition fi = 5 Die Ubergangsfunktionen des zugehorigen

[
Geradenbiindels von Ui nach Uj sind
f. X
- J__1
guiuj X
Diese Funktionen sind aber gerade invers zu den Ubergangsfunktionen des

tautologischen Biindels des P" (vgl. Beispid 5von A2.3.1), d.h. esgilt
Taut = L’JX(-D).
Beispiel 3: die Biindel zu den Hyperflichen des projektiven Raums
Sei D der Cartier-Divisor auf X := IP"' zum homogenen Polynom F des Grades m.
D:F=0.
Fiir die lokale Gleichung von D auf

U ::{XEIPn|xi¢O)}

erhalten wir die Funition fi = Lm Die Ubergangsfunktionen des zugehdorigen
X:
|

Geradenbiindels von Ui nach Uj sind dann

gy =" :<X—;)m,

d.h. die m-ten Potenzen der Ubergangsfunktionen des tautologischen Biindels,
0, (-D)= Taut®M,
Bemerkungen
(iv) Wir wir wissen, liefern Hyperfldchen gleichen Grades linear dquivalente Divisoren,

also isomorphe Biindel. Das Biindel zum Divisor D hingt deshab nur vom Grad
m der Hyperfldche ab. Man schreibt deshalt auch

IZfJX(D) = [fJX(m).
Fiir das tautologische Biindel erhalten wir insbesondere
Taut=0© X (-1).
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Diezu (f)x(m) inverse Garbe (beziiglich des Tensoerprodukts) bezeichnen wir

© X (-m).
Wir haben damit fiir jede ganze Zahl m&Z eine umkehrbare Garbe
0,(m)

auf P" definiert, wobei gilt
Ox(m’)®0x(m”) = Ox(m’+m”) fir m’, m” €2 und OX(O) = [‘.'JX .
(v) Da jeder Divisor auf P" Differenz von zwei effektiven Divisoren ig, ist jede
Garbe auf dem projektiven Raum isomoprh zu einer Garbe der Gestalt © X(m) mit

mMEZ . Durch Einschrinken eines homogenen Polynoms des Grades m auf einen
linearen Unterraum in allgemeiner Lage erhélt man ein homogenes des Grades m.

Die Einschrinkung von Ox(m) auf eine projektive Gerade
c=plcpn
ist somit
0 (M =0 (m).
Wegen
deg © C(m) =m,
sind die Garben © C(m) fiir verschiedene Werte von m nicht isomorph. Dann gilt

dasselbe aber auch fiir die Garben © X(m). Wir haben gezeigt, die Abbildung

z
ist ein Isomorphismus.

Pic(P™, ma 0, (m),

A2.4.7 Schnitte in Geradenbiindel als Rdume von rationalen Funktionen,
lineare Systeme

Seien X ein Schema iiber k, D ein Cariter-Divisor auf X mit den System lokaler
Gleichungen
{(U, £}

und £ = OX(D). Wir betrachten £ als Teilgarbe der Garbe der rationalen Funktionen
auf X,
_1 . .
EE.|Ui = fi (f)Ui fiir jedes i€l.

Wir erinnern daran, dieses Biindel hat die Ubergangsfunktionen
f.
9 U =T
uu. f
i)l
ein reguldrer Schnitt des Biindels £ ist gegeben durch eine Familie von reguldren
Funktionen
s Ui —k
mit
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Si :sj ,
J
S|/fi = Sj/fj auf UiﬁUi
Wir erhalten so einen globalen Schnitt
ferX, K

guiu
d.h. mit

%)
mit
f|Ui- Sllfi'
Umgekehrt liefert jeder globale Schnitt f € T'(X, iF{X) einen Schnitt von £, wenn fiir
jedesi€U das Produkt
S = f1‘i : Ui — Kk

eine regulire Funktion ist.?® Die Regularititsbedingung konnen wir dadurch ausdriicken,
dald der auf Ui definierte Hauptdivisor
div(sl) =div(f) + div(fi)

effektiv igt, d.h.
div(f) + div(f,) = 0

Da dies fiir jedes i gelten soll, erhalten wir die Identifikation

(1) T(X, 0, (D)) ={f ET(X, R, ) |div(f) + D= 0}

Diesist en k-Vektorraum. Ein wichtiges Ergebnis der Theorie der Divisoren, ist die
Aussage, daf im Fall projektiver Schemata, diese Vektorrdume endlich-dimensional sind.
Der zugehorige projektive Raum

D] = F((X, O, (D))

heil3 lineares System des Divisors. Aus (1) lesen wir ab, esist gerade die Menge der zu
D linear dquivalenten effektiven Divisoren.

Bemerkungen

(i) Se D eneffektiver Divisor auf X mit den lokalen Gleichungen

{Up higr
Nach Definition sind dann die fi reguldre Funktionen, d.h. die Garbe [’JX(D)
enthilt die Strukturgarbe [‘.’Jx asTeilgarbe:

66
(fJx - OX(D).
Der globale Schnitt 1 von Ux definiert einen globalen Schnitt s von UX(D),

welcher gerade durch die Familie der regulidren Funktionen
fi: Ui —K

gegeben ist.®” Der a's abgeschl ossenenes Teilschema

DCX

uu ST
i

% Auf Ui wird OX erzeugt von 1 und UX(D) von 1/fi.

% denn dann ist automatisch g

% Der zur rationalen Funktion 1 gehorige Schnitt ist auf Ui gerade durch die Funktion 1-fi gegeben.
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aufgefaldte Divisor ist somit gerade die Nulltstellenmenge dieses Schnitts. Jeder
Cartier-Divisor 146t sich also als Nullstellen-Divisor eines Schnitts des
zugehorigen Biindels auffassen.

Umgekehrt definiert jeder regulire Schnitt eines Geradenbiindels £ enen
effektiven Divisor D. Das zu D gehorige Biindel ist bis auf Isomorphie gerade £,
£=0 X(D)

und der eben konstruierte Schnitt von OX(D) entspricht bel  diesem

| somorphismus gerade dem gegebenen Schnitt.

Indem man Schnitte von rationalen Funktionen auf X identifiziert, kann man die
obigen Betrachtungen auch mit rationalen Schnitten von Geradenbiindeln (d.h.
Schnitten, die nur auf einer offenen dichten Teillmenge reguliar sind) und nicht
notwendig effektiven Divisoren wiederholen. Dabel kann man jede rationae
Funktion als rationale Schnitt jedes Geradenbiindels auffassen. Insbesondere ist
sichergestellt, daB3 jedes Geradenbiindel globale rationale Schnitte besitzt.

X.X.X
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