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5. Jordansche Normalform

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.1.0 Vorbemerkungen: konjugierte Matrizen und die Klassifikation
linearer Abbildungen

(1) Matrizen zu unterschiedlichen Basen sind konjugiert.In 3.4.4 haben wir
gesehen, da3 die Matrix

v
A=M;®), v= (Vl""’vn)
einer linearen Abbildung

:V—=V

bezuiglich einer Basis v -V von V beim Ersetzen der Basis v durch eine neue

1”
Basis v’ in eine Matrix A’ := M:,/,(f) ubergeht, die sich aus der alten Matrix A
nach der Formel

(1) A =S1As

berechnen lait, wobei S = MX (Id) die sogenannte Basiswechsel-Matrix ist.

Matrizen A, A’EK™" die in der Relation (1) zueinander stehen mit einer
umkehrbaren Matrix S heiflen konjugiert.

(i)) Konjugierte Matrizen gehoren zur selben Abbildung. Umgekehrt kann man zwei
Matrizen A und A’, die in einer Beziehung der Gestalt (1) zueinander stehen, als

Matrizen von ein und derselben Abbildung ansehen (bezuglich verschiedener
Basen). Mit anderen Worten, Matrizen dieser Art sind in einem gewissen Sinne
aquivalent.

(1) Gegenstand der Vorlesung.Ein wichtiger Gegenstand dieses zweiten Teils der
Vorlesung besteht in der Frage, wann zwei gegebene Matrizen zu ein und
derselben Abbildung gehoren, d.h. wann sie im oben beschriebenen Sinne
konjugiert sind.

(iv) Wir werden dabei so vorgehen, daf} wir in jeder Menge dquivalenter Matrizen eine
Matrix auszeichen, d.h. wir konstruieren fur diese Matrizen eine Normalform, so
dall zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn sie dieselbe Normalform
besitzen.

(v) Der erste Schritt bei der Verfolgung dieses Ziels ist die Konstruktion von
Invaranten einer Matrix, d.h. von Zahlen, die zu der Matrix gehoren und die sich
nicht dndern, wenn man zu einer dquivalenten Matrix ubergeht. Dies ist der
Gegenstand dieses Kapitels.

(vi) Problem. Die Aquivalenz zweier Matrizen A und A’ kann man zeigen, indem man
eine Matrix S angibt, so daf} (1) gilt. Wenn man von zwei Matrizen zeigen will,




sie sind nicht aquivalent, so mufl man nachweisen, dal} es keine solche Matrix S
gibt, was zuniachst ungleich schwerer ist. Die wichtigste Methode bei der Losung
dieses schwierigeren Problems besteht in der Angabe einer Invarianten, die fur die
betrachteten Matrizen unterschiedliche Werte annimmt.

(vii) Diagonalisierung. Die wichtigsten Konstruktionen unserer Theorie treten bereits
fur den Fall auf, da3 die gesuchte Normalform eine besonders einfache Gestalt
hat, namlich eine Diagonalmatrix ist. Wir beschaftigen uns deshalb zunachst mit
diesem Spezialfall, d.h. mit der Frage, ob eine gegebene quadratische Matrix
diagonalisierbar ist.

5.1.1 Eigenvektoren, Eigenwerte, Eigenbasen, Eigenraume

Sei f: V=V eine lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen Vektorraums V in sich.
Ein von Null verschiedener Vektor v&V-{0} heifit Eigenvektor von f, wenn es ein cEK
gibt mit

f(v) = cv.
In dieser Situation heillt ¢ Eigenwert von f zum Eigenvektor v. Mit anderen Worten,
c€K heiit Eigenwert von f, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor v&V-{0}
gibt, mit

f(v) = cv.

Eine Basis Vl""’vn von V heillit Eigenbasis von f, wenn samtliche Vektoren vi

Eigenvektoren von f sind,
f(v.)=c.v. furi=1,..n.
1 11
Zu vorgegebenen c€K heif3t
VC = Vc(f) ={veV If(v)=cv}
Eigenraum zum Eigenwert c.
Sei AGK™ gine quadratische Matrix. Dann versteht man unter einem Eigenvektor,

einem Eigenwert, bzw. einer Eigenbasis der Matrix A einen Eigenvektor, einen
Eigenwert bzw. eine Eigenbasis der zugehorigen linearen Abbildung

fA:Kn—>Kn,X|-)AX.

Entsprechend setzt man
VC(A) = VC(fA) ={vEVIAv=cv}
und nennt VC(A) Eigenraum von A zum Eigenwert c.

Bemerkungen
(1) Die Mengen Vc(f) bzw. VC(A) sind lineare Unterrdume von V:

VC(f) = ker(f - cId), VC(A) = ker(f Acl d)
(ii)) Die von Null verschiedenen Elemente von Vc(ﬂ bzw. VC(A) sind die

Eigenvektoren von f bzw. A zum Eigenwert c.

(i) Wie wir demnéchst sehen werden, gibt es hochstens endlich viele cEK, fur
welche die Raume Vc(ﬂ bzw. VC(A) vom Nullraum verschieden sind. Diese ¢

sind gerade die Eigenwerte von f bzw. c.
(iv) Mit anderen Worten, die Raume VC(f) bzw. VC(A) kann man fur beliebiges ¢

bilden. Sie sind jedoch nur fur die (endlich vielen) Eigenwerte ungleich Null.

5.1.2 Ein Beispiel: Eigenbasen und Diagonalmatrizen



Sei

eine Diagonalmatrix mit den paarweise verschiedenen Eintragen ¢ el in der

1
Hauptdiagonalen. Dann gilt

A-ei =ce.,
d.h. der i-te Standardeinheitsvektor ist ein Eigenvektor e, zum Eigenwert ¢ und die

Standardeinheitsvektoren
€,,...,
1 n

bilden eine Eigenbasis. Wir werden spater sehen, daf} es keine weiteren Eigenwerte und
(bis auf Vielfache - falls die ¢ paarweise verschieden sind) keine weiteren

Eigenvektoren gibt. Wir kennen damit samtliche Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenraume.

Sei jetzt umgekehrt f:V—V eine lineare Abbildung eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V in sich und sei
vV = (Vl""’vn)
eine Eigenbasis von f. Dann gilt
(D) f(Vi) =c.v. fur i=1,...,n

und gewisse ciEK. Die Identititen (1) besagen gerade, daf die Matrix von f bezuglich

der Basis v die folgende ist
c,... 0

Mit anderen Worten, die Eigenbasen eines Endomorphismus f:V—V sind gerade

diejenigen Basen von V, beziiglich der die Matrix von f Diagonalgestalt hat.

Probleme

(1)  Besitzt jeder lineare Endomorphismus eine Eigenbasis, bzw. wie entscheidet man,
ob ein gegebener Endomorphismus eine solche besitzt?

(1)) Wie kann man die Eigenvektoren bzw. Eigenwerte eines Endomorphismus
bestimmen?

5.1.3 Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Sei f: V — V eine lineare Abbildung des endlich-dimensionalen Vektorraums V in sich.
Dann heif3t

xf(T) :=det(f - T-1d)

charakteristisches Polynom von f. Sei v = (Vl""’Vn) eine Basis von V und

A =M, (f)
die Matrix von f bezuiglich v. Dann gilt
Xf(T) = det(f - T-Id) := det (A-T'Id),

d.h. Xf(T) ist tatsachlich ein Polynom (n-ten Grades) in T. Fur beliebige quadratische

Matrizen A schreibt man auch



X A(T) = det (A-T"Id)

und spricht vom charakteristischen Polynom der Matrix.

Beispiel
. 12 .
Sei A = (3 4). Dann gilt
KA (D) = det (13T 4—2T)
=(T-1)(T-4)-6
=T2-5T-2

= (T - 1 (5+433) (T - 1 (533)

5.1.4 Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Seien f: V — V eine lineare Abbildung des endlich-dimensionalen Vektorraums V und

c€K ein Element. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
@) c ist ein Eigenwert von f.

(i) () =0.

Beweis. Zum Beweis konnen wir eine Basis von V fixieren und anstelle von f die
Matrix von f bezuglich dieser Basis betrachten. Sei A diese Matrix. Wir haben dann zu
zeigen, dal} die folgenden Aussagen dquivalent sind.

a1y c ist Eigenwert von A.

(i) x,(©)=0.
(i)’ = (ii)’. Sei c ein Eigenwert von A. Es gibt also einen Vektor vEK"-{0} mit
Av = cv.
Diese Identitat kann man auch wie folgt schreiben.
O0=Av-cv=Av-cldv=(A-cld)yv.
Mit B := A - c'Id gilt folglich
Bv =0,
d.h. das Gleichungssystem Bx = 0 hat eine nicht-triviale Losung, d.h. neben der

Losung x = 0 gibt es noch mindestens eine weitere Losung (namlich x = v). Dann muft
aber B die Determinante Null haben,

0=det(B)=det (A-cld) = XA(C).

Es gilt also (ii)’.
(i1)’ = (i)’. Sei c eine Nullstelle von XA Mit B := A - c¢'Id gilt dann
det B =0,
also
rk B <n.
Die Spalten bl""bn von B sind also linear abhiéngig, d.h. es gibt Elemente ViV
€K mit
n
(1) D Vibi =0und vi=0ﬁ'1r ein i.
i=1
V.
i
Wir setzen v=| ... |. Dann kann man (1) auch wir folgt ausdrucken.
\%



B:-v =0, v=0.
Wegen B = A - c'Id bedeutet dies,
0=Bv=(A-cldyv=Av-cy,

d.h.

Av =cv.
Wir haben gezeigt, c ist Eigenwert von A.
QED.

5.1.5 Ein Beispiel: Eigenwerte fur verschiedene Grundkorper

In 5.4.3 hatten wir die Matrix

12
A=)
mit dem charakteristischen Polynom
XA (D) =T2- 5T 2= (T~ 5 (5+3) (T - 5 (5V33)

betrachtet. Im Fall K = QQ hat die Matrix also keinerlei Eigenwerte oder Eigenvektoren.
Uber den reellen Zahlen dagegen sind die Eigenwerte gleich

1
¢y = 7 6EV3I)

Die Matrix A - c-Id hat, falls ¢ ein Eigenwert ist, einen Rang <2. Die zugehorigen
Eigenvektoren sind also durch die einzige Gleichung

%(3+\/§)-x -2y=0(mFall c=c)
bzw.
%(3-\/5)-x -2y=0(imFal c=c))

gegeben. Insbesondere sind
4

X X 4
5)= s 5)= st
y (3+ 33) y 3-4/33
Eigenvektoren. Diese Vektoren sind nicht proportional, also linear unabhangig. Sie

bilden also eine Eigenbasis von K2,

Bemerkung

Die Situation des obigen Beispiels ist typisch fur Betrachtungen im Kontext von
Eigenwerten: Eigenwerte lassen sich stets finden, solange der Grundkorper nicht zu
klein ist. Wir werden in dieser Vorlesung die folgenden Tatsachen benutzen.

1.  Man kann den Korper K stets soweit vergroern, daB3 das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerfallt (also n nicht notwendig verschiedene
Eigenwerte existieren).

3. Allgemeiner: Jeder Korper k liegt in einem Korper K derart, da jedes
nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten aus K in K eine Nullstelle besitzt.
Solche Korper K heilen algebraisch abgeschlossen.

2. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen
(Fundamentalsatz der Algebra).

Der Beweis dieser Aussagen sprengt den Rahmen dieser Vorlesung. Der Beweis der
ersten beiden ist Gegenstand der Vorlesung

Algebra

des zweiten Studienjahres. Der Beweis des Fundamentalsatzes konnte ebenfalls im
Rahmen dieser Vorlesung erbracht werden, wird aber meistens aus Zeitgrilnden



weggelassen: es ist eine Aussage uber C, also eine Aussage der Analysis (obwohl der
Name etwas anderes suggeriert). Sein Beweis wird sich mehr oder weniger als
Nebenergebnis einer allgemeineren Theorie, der Residuen-Theorie, im Rahmen der
Vorlesung

Komplexe Analysis
ergeben. Einen Beweis mit Mitteln der Algebra findet man im Algebra-Buch von Krull.

5.1.6 Vereinbarung, algebraische und geometrische Vielfachheiten

Wir werden im folgenden oft annehmen, unser Korper K ist so groB3, daf} die
Nullstellen der betrachteten charakteristischen Polynome in K liegen. Wir werden in
dieser Situation sagen, der Korper K sei hinreichend gro8.

Bemerkung

Auf Grund des nachfolgenden Ergebnisses bedeutet dies gerade, dall das charakterische
Polynon in Linearfaktoren zerfallt,

A%

Vl 2 A%
X(T):i(T-cl) (T-c,) “..(T-c) r

wobei Cl""’Cr € K die Eigenwerte sind. Die naturlichen Zahlen vl,.
algebraische Vielfachheiten der Eigenwerte im Gegensatz zu deren geometrischen
Vielfachheiten

..,vr heiflen

W, = dim VCi

5.1.7 Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren

Seien f(T) ein nicht-konstantes Polynom mit Koeffizienten aus K und K ein algebraisch
abgeschlossener Korper, welcher K enthalt. Dann gibt es einen Korper L zwischen K

und K derart, daB3 f uber L in Linearfaktoren zerfillt, d.h. es gibt Elmente c, Cl""’cr

€L und naturliche Zahlen nl,...,nr mit

1’11 n2 n
f(T) = c:(T-c)) "(T-c,) “.(T-c) I

Bemerkung
Der kleinste solche (hinreichend grofle) Korper wird mit K(c1 ""’Cl) bezeichnet und
hei3t der von C oy uber K erzeugte Korper. Er besteht (wie leicht zu sehen ist) aus

allen Quotienten
u(c1 ,...,Cr)/V(Cl ""’Cr)

von Polynome in ¢ ..,cr mit Koeffizienten aus K.

1
Beweis. Es reicht zu zeigen, f zerfallt iber L := K in Linearfaktoren. Wir fithren den
Beweis durch Induktion nach dem Grad d = deg f von f. Im Fall d = 1 ist f linear und

die Behauptung ist trivial. Sei also d>1. Dann besitzt f in K eine Nullstelle, sagen wir
T Division mit Rest durch T - < liefert
f(T) = q(T)-(T—cl) +r

mit Polynomen q und r, wobei der Grad von r kleiner ist als deg T-c, =1, d.h. rist

1

eine Konstante aus K. Wir setzen T = < in diese Gleichung ein und erhalten



0="f(c) = q(cl) -0+,
d.h. esistr=0 und
f(T) = q(T)(T-c)

Das Polynom q(T) hat einen Grad < d, zerfallt also nach Induktionsvoraussetzung in
Linearfaktoren. Dann gilt dasselbe aber auch fur f.
QED.

5.1.8 Existenz von Eigenbasen und algebraische Vielfachheiten

Sei f:V—V eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler Vektorraume, deren
(paarweise verschiedenen) Eigenwerte ComensCy samtlich in K liegen. Die geometrischen

und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte seien Mo bzw. v eV Dann

1 b
gilt
W =v, fur i=1,...,r.
Weiter sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent.
6] f besitzt eine Eigenbasis.
(ii) V=V @.6eV
c c

1 r

(iii) . =v, fur i=1,...,r.

Beweis. Beweis der behaupteten Ungleichungen. Sei c¢ einer der Eigenwerte von f, u

die zugehorige geometrische und v die zugehorige algebraische Vielfachheit. Nach
Definition gilt
u ;= dim VC = dim ker(f-cId).

Wir wahlen eine Basis V1 ,...,VM von VC und ergédnzen diese zu einer Basis

Vl""’VpL’”"Vd ,d=dimV,

von V. Wegen f(Vi) =cv, fur i = 1,...,u hat f bezuglich dieser Basis die Matrix

c...0 * . *
v cId A
(f): OC ** :( ),
M 0..0 * . * 0 B

d.h. die Matrix zerféllt in Blocke mit einer uxu-Matrix in der linken oberen Ecke. Es
folgt

% (1) =det M(f) - T-Id)
t((c—T)-Id A )

0 B-TId
= det((c-T)-Id)-det(B-T-Id)
= (c-T)*-det(B-T-Id)

" d.h. der Raum V 1Bt sich in natiirlicher Weise mit der direkten Summe der Eigenraume V
C.
i
identifizieren. Genauer, die lineare Abbildung V ®..®V —V, (vl,...,v ) b v1+...+v , ist bijektiv.
c c T T
1 r



Mit anderen Worten, das charakteristische Polynom Xf(T) hat ¢ als Nullstelle mit einer

Vielfachheit = u, d.h. es ist
V=W

Beweis der Aquivalenz der Bedingungen (i)-(iii).
(i) = (iii). Besitze f eine Eigenbasis Vl, e Vd

zum Eigenwert cj ist hochstens so grof3 wie die Dimension des Eigenraums VC , d.h.
i

. Die Anzahl u’j der Eigenvektoren v,

fur die geometrische Vielfachheit Mj von Cj gilt:

=sw.=dimV =sv.furj=1,...,r.
MJ MJ c. =V J

J
AuBerdem ist

r r r
dmV=Yu. = > u.=< ¥ v. =degy.=dim V.
=== '

In der Abschiatzung mufl uberall das Gleichheitszeichen stehen. Das ist aber nur

moglich, wenn
it Y
gilt fur jedes j. Insbesondere gilt (iii). Wir haben aulerdem bewiesen:

Folgerung

In jeder Eigenbasis kommen alle Eigenvektoren mit ihren geometrischen Vielfachheiten
vor.

(i11) = (ii). Nach Voraussetzung ist die Dimension
W, = dim Vc.
i

gleich der algebraischen Vielfachheit Vi Insbesondere gilt

r r
dim VC G—)...@VC = E W = E v, = deg Xf(T) =dim V.
1 r i=1 =1
Die Dimension der Rdume, deren Isomorphie wir zeigen milssen, ist somit gleich. Es
reicht also, wenn wir zeigen, die lineare Abbildung

cp:VCl(JB...@)VC -V, (Vl,...,Vr) [ V1 + ...+ Vr,
ist injektiv. Angenommen die Abbildung wire nicht injektiv. Dann gibt es Vektoren
v.€V |,
i e
welche nicht samtlich gleich Null sind, mit
(D) & +...+Vr:0.

Sei s die Anzahl der von Null verschiedenen Vi . Diese Anzahl ist mindestens 1,

s=1.
Die Idee des nachfolgenden Beweises besteht darin, danach zu fragen, ob es vielleicht
ein Tupel (Vl,...,Vr) derselben Art gibt mit weniger als s von Null verschiedenen 2t

Falls ja, so konnen wir das betrachtete Tupel durch dasjenige mit dem kleinerem s
ersetzen. Wir konnen also annehmen, die Zahl s ist fur das hier von uns betrachtete



Tupel (Vl,...,Vr) minimal, d.h. es gibt kein Tupel derselben Art, mit weniger als s von
Null verschiedenen Vektorren Vi.

Durch geeignets Abandern der Bezeichnungen konnen wir erreichen, da3 gerade die
ersten s Vektoren in der Summe (1) von Null verschieden sind. Bedingung (1)
bekommt dann die Gestalt,

(1) V1+...+VS=0,

wobei jetzt samtliche Summanden ungleich Null sind. Dann mufl s > 1 gelten. Es gibt
also mindestens zwei verschiedene Eigenwerte c und mindestens einer davon muf}

ungleich Null sein. O.B.d.A. sei

cl¢0.

Wir gewinnen jetzt zwei verschiedene Relationen aus (1°), einmal indem wir f auf (1)
anwenden und einmal indem wir (1°) mit ¢, multiplizieren. Es ergibt sich

1
2) €Yy +...+CSVS:0
und
3) €Yy +...+C1VS:0.
Wir bilden die Differenz dieser beiden Relationen und erhalten
@ (c:2—(:1)v2 + ...+ (CS—CI)VS =0.

Die Koeffizienten in dieser neuen Relation sind samtlich von Null verschieden (da die
Eigenwerte ¢ nach Voraussetzung paarweise verschieden sein sollen). Die Zahl der

Summanden ist kleiner als s. Das steht aber im Widerspruch zur Minimalitat der Zahl s.
Dieser Widerspruch beweist die die behauptete Implikation.

(ii) = (i). Wir benutzen den Isomorphismus von (ii) um V mit der direkten Summe der
VC zu identifizieren. Wir wéhlen in jedem der Eigenraume VC eine Basis und
i i
vereinigen alle diese Basen zu einer Basis v von V. Jeder Vektor dieser Basis liegt in
einem der VC , st also ein Eigenvektor. Die so erhaltene Basis ist somit eine Eigenbasis.
i

QED.

Bemerkung

Die Frage nach der Existenz von Eigenbasen (bzw. nach der Diagonalisierbarkeit von
Matrizen) wird im gesamten nachfolgenden Verlauf der Vorlesung eine Rolle spielen.
Um die Frage abschlieBend® zu beantworten, miissen wir jedoch erst einige einfachere
Probleme losen:

1. Besitzt jede Abbilung wenigsten einen Eigenvektor?

2. Kann man jede Matrix wenigstens in eine obere Dreieckgestalt uberfithren.

Beispiel

Bei einer Drehung im R2 um einen kleinen Winkel wird kein Vektor in ein (reelles)
Vielfaches von sich selbst uberfuhrt. Eine solche Drehung besitzt also keinen
Eigenvektor.

Wie wir sehen werden, liegt das einfach daran, daf3 der Korper R dafur zu klein ist.

Uber den komplexen Zahlen besitzt die entsprechende Matrix sehr wohl einen

Eigenwert.

Bemerkungen

(i) Die nachfolgenden Ergebnisse gelten also insbesondere auf Grund unserer
Annahme, dal} unser Grundkorper so grof3 sein soll, daf3 er alle Nullstellen des
charakteristischen Polynoms enthilt.

(i)  Allgemein gilt: Die uiber ‘kleinen’ Korpern wie R auftretenden Phanomene sind
sehr viel komplizierter und reichhaltiger als die Phanomene uiber C. Es ist deshalb

? iber algebraisch abgeschlossenen Korpern
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typisch fur die Vorgehensweise in der Mathematik, zuerst solche Korper wie C
zu behandeln.

5.1.9 Existenz von Eigenwerten

Sei f: V=V eine K-lineare Abbildung. Dann besitzt f (falls K hinreichend grof8 ist)
mindestens einen Eigenvektor.

Analog besitzt eine beliebige Matrix uiber K (falls K hinreichend grof3 ist) mindestens
einen Eigenvektor.

Beweis. Das charakteristische Polynom von f besitzt in einen algebraisch
abgeschlossenen Oberkorper von K eine Nullstelle. Da K hinreichend grof3 sein soll,
liegt diese Nullstelle in K. Diese Nullstelle ist dann aber ein Eigenwert von f, d.h. f

besitzt einen Eigenvektor.
QED.

5.1.10 Fahnen von Vektorraumen

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Fahne der Lange r von V ist eine echt aufsteigende Folge

VOCV2C...CVr

von Unterraumen von V. Die Fahne heifit vollstindig, falls folgende Bedingungen

erfullt sind.

0 V,={0}

(i) Vr =V

(i) dimV. . =dim V. + 1 fur i=0,...,r-1.
1+1 1

Seien f:V—V ein linearer Endomorphismus und W C V ein linearer Unterraum. Dann
heiflit W f-invariant, falls gilt f{(W) C W.

5.1.11 Existenz von Fahnen invarianter Unterraume

Sei f: V=V ein linearer Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums.
Falls K hinreichend grof ist, so existiert eine vollstindige Fahne

O=VOCV1C...CVd=V

von V, deren Unterraume Vi samtlich f-invariant sind.

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach d = dim V. Im Fall d = 1 ist
nichts zu beweisen. Sei also d > 1. Weil K hinreichend grof} ist, gibt es einen

Eigenvektor v_.€V von f. Wir setzen

1
W = K-V1
Da Vi ein Eigenvektor ist, gilt f(W) € W, d.h. W ist f-invariant. Wir setzen
V' =V/W
und bezeichnen mit
p: V=V’

die naturliche Abbildung. Weiter sei f* die Abbildung
: V=V v+ W f(v) + W.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn mit v+ W = w+ W gilt v-w& W, also
f(v-w)Ef(W) C W,
also f(v) - f(w) € W, also f(v) + W =f(w) + W.
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Die Abbildung f” ist offensichtlich linear. Sie ist gerade so definiert worden, daf} das
folgende Diagramm kommutativ ist.

\Y \ v b f(v)
o lp ¥ ¥
V’ \& v+W b f(v)+W

Es gilt dim V'’ = dim V - dim W = dim V - 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine vollstandige Fahne aus f’-invarianten Unterraumen in V’, sagen wir

0=V ICVZC"'CVd=V

Wir setzen
v, :=f“1(V’i) fari=1,..d
und V0 :={0}. Dann gilt

0=V, CV C.CV =V.

0 1 d
Zum Beweis von 5.1.10 reicht es, wenn wir zeigen
1. Die Raume Vi sind f-invariant.

2. dimV.  =dimV. +1 furi=0,..., d-1.
1+1 1

Zu 1. Sei VEVi. Wir haben zu zeigen f(v) € Vi' Nach Voraussetzung gilt p(v) € V’i.
Da der Raum V’i invariant bezuglich f” ist, folgt
(Pop)(¥) =P (p(v) EF(V)C V.

Wegen der Kommutativitat des obigen Vierecks folgt
W) = (peH(v) = (Fep)(V) EV”,,

also f(V)EVi.

Zu 2. Wir betrachten die Einschrankung der naturlichen Abbildung p auf Vi’

\Y d \'%A

p..V. =V’ U U
i i ,

V. P V.

i i

Da p surjektiv ist, ist auch die Einschrankung P surjektiv und ihr Kern ist gerade

ker(pi) = {VEVi lp(v)=0}= Viﬂker(p) = ViﬂW = W (falls i>0).
Damit gilt fur i > 0:
dim Vi =dim Im(pi) + dim Ker(pi) =dim V’i + dim W =dim V’i + 1.

also ist
dmV. . -dimV.=dimV’.  -dimV’.=1,
i+1 1 1+1 1
d.h. Aussage 2 gilt zumindest fur i>0. Fur i = 0 erhalten wir

dimVl=dimW=1=O+1=dimVO+1.

QED.
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5.1.12 Uberfuhrung von Matrizen in obere Dreiecksgestalt

Sei AEK™™ eine Matrix iiber einem hinreichend grofen Korper K. Dann gibt es eine

umkehrbare Matrix TE K™ derart, daB

ko sk ok %k
O** ES
TAaT ! =| 0 0 * ... *
000.. *

obere Dreieckgestalt besitzt.
Beweis. Sei f die Abbildung

f:fA:Kn—>Kn,X|—>Ax.

Wir haben zu zeigen, beziiglich einer geeigneten Basis v von K besitzt die Matrix

v
M, (f)

obere Dreiecksgestalt.Da K hinreichend grof ist, gibt es eine vollstaindige Fahne von f-

invarianten Unterraumen

0=V.CV C..CV =K
0 1 n

Jede Basis von Vi 1aBt sich durch Hinzufugen eines Vektors zu einer Basis von Vi+1

erganzen. Es gibt also eine Basis v ..,Vn von K" derart, daB V1 ,...,Vi fur jedes i eine

1
Basis von Vi ist. Wegen ViEVi und f(Vi) C Vi gilt f(Vi) € Vi’ d.h.

f(Vi) = Linearkombination von Vl""’Vi'

Das bedeutet, M:,/(f) besitzt obere Dreiecksgestalt.

QED.
Bemerkung
Wir haben gezeigt, durch eine geeignete Wahl der Basis, bekommt die Matrix eines
linearen Endomorphismus die Gestalt

M=D+N
mit einer Diagonalmatrix D und einer Matrix in oberer Dreiecksgestalt N, auf deren
Hauptdiagonalen lauter Nullen stehen. Wenn wir die Matrix M diagonalisieren wollen,
miussen wir uns also noch um den ‘storenden Rest” N kiitmmern. Dies ist der Inhalt des
nachst Abschnitts.

5.2. Nilpotente Endomorphismen
5.2.1 Definition

Ein linearer Endomorphismus
V-V
heiflt nilpotent, wenn es eine natuirliche Zahl g gibt mit

f8 = fo...of (g-fache Komposition) = 0.
Die kleinste solche naturliche Zahl g heif3t Ordnung von f.
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Eine Matrix NEK™™ heift nilpotent, falls die zugehorige Abbildung fN nilpotent ist,

d.h. falls N& = 0 gilt fur ein natirliche g. Die Ordnung von fN heifft dann auch

Ordnung von N.

Die wichtigste Eigenschaft nilpotenter Endomorphimen wird im nachfolgenden Lemma
beschrieben.

5.2.2 Lemma uber nilpotente Endomorphismen

Seien f:V—V ein nilpotenter linearer Endomorphismus und WCV ein nicht-trivialer
linearer f-invarianter Unterraum. Dann gilt

f(W) C W (echtes Enthaltensein).

Beweis. Angenommen es gilt f(W) = W. Dann gilt fj(W) = W fur jedes j. Weil f
nilpotent ist, konnen wir j so wihlen, daf§ gilt
0=~AV)28W)=Ww.
Also mufl W =0 sein im Widerspruch zur Wahl von W.
QED.

5.2.3 Nilpotenz und Fahnen invarianter Unterraume

Sei f:V—V ein linearer Endomorphismus mit d:=dim V < . Dann sind folgende
Aussage aquivalent.

(i) fistnilpotent.

(i) Es gibt eine vollstandige Fahne von linearen Unterraumen

= - c..C =
0 VO_VI_"'_Vd \Y

mit f(Vi) C Vi- furi=1,..,d. (Die Vi sind automatisch f-invariant).

|
Gii) £4=0 fird =dim V.
Beweis. (1) = (ii). Wir setzen Vd

indukiv. Seien V & \Y FRERE Vi bereits konstruiert. Wir haben die Konstruktion von
Vi-l zu beschreiben. Falls Vi =0 ist, gibt es nichts zu beschreiben: die Konstruktion ist

abgeschlossen. Sei also Vi¢0. Weil Vi invariant bezuglich f ist, gilt

und kontruieren die ubrigen Unterraume

-
f(Vi) - Vi'

Wegen des Lemmas uber nilpotente Endomorphismen ist diese Enthaltenseinsrelation

echt. Es gibt also einen Unterraum Vi 1 mit

f(Vi) - Vi— | - Vi und dim Vi—
ist invariant, denn es gilt

=dim V. - 1.
1 1

Dieser Raum Vi—l

- -
fvV, DSRVICV. .

Nach Konstruktion gilt f(Vi) - Vi—l'
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(ii) = (iii). Nach Voraussetzung gilt fj(Vi) - Vi—j' Insbesondere ist
C = =
tdvCv, =V, =0.
(iii) = (i). trivial.
QED.

Bemerkung
Man beachte, im Beweis wurde nicht verwendet, dall K hinreichend groB3 sein soll.

5.2.4 Die Matrix eines nilpotenten Endomorphismus

Sei f:V—V ein linearer Endomorphismus eines Vektorraums V endlicher Dimension.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) fistnilpotent.

(i) Es gibt eine Basis v von V derart, daf3 Mz(ﬂ obere Dreiecksgestalt hat, wobei in
der Hauptdiagonalen lauter Null stehen.

Beweis. (i) = (ii). Wir wihlen eine vollstandige Fahne

= - c..C =
0 VO_VI_"'_Vd \"

mit f(Vi) C Vi-l fur alle i. Dann gibt es eine Basis v von V derart, da} fur jedes i die

ersten i Vektoren dieser Basis gerade Vi erzeugen. Wegen
f(vi) € f(Vi) - Vi-l

ist f(Vi) eine Linearkombination von v . Damit hat aber die Matrix Mz(f) die

behauptete Gestalt hat.

(i) = (i). Sei v eine Basis von V, fur welche M:,](f) obere Dreiecksgestalt hat, wobei

auf der Hauptdiagonalen lauter Nullen stehen und bezeichne

V.
1

den linearen Unterraum von V, der von den ersten i Basisvektoren erzeugt wird.

o Vi

Nach Konstruktion wird das i-te Basiselement in eine Linearkombination der ersten i-1
Basiselemente abgebildet. Also gilt

f(Vi) - Vi—l’
Die Raume Vi bilden also eine Fahne wie in 5.2.3(ii). Also ist f nilpotent.
QED.

5.2.5 Beispiel: Jordanblocke

Eine dxd-Matrix der Gestalt

c100...00
0 c10...00
0000O0..cl
0000..0c
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in deren Hauptdiagonalen der feste Wert c€EK steht, in deren Diagonalen unmittelbar
uber der Hauptdiagonalen lauter Einsen stehen und deren sonstigge Eintrage samtlich
Null sind, heilit Jordanblock zum Eigenwert c.

Wie wir eben gesehen haben sind Jordanblocke zum Eigenwert Null nilpotent. Alle
iibrigen Jordanblocke sind nicht nilpotent”.

5.2.6 Beispiel: direkte Summen von Matrizen

Seien A Ar quadratische Matrizen mit Eintrdgen aus K. Dann heift die Matrix

-
A0 .0
0A,...0

A= 2 :
0 0..A
r

welche sich aus den auf der Hauptdiagonalen angeordneten Matrizen Ai zusammensetzt

und welche auBerhalb dieser so angeordneten Blocke als Eintrage nur Nullen besitzt,

direkte Summe von A1 ,...,Ar und wird auch wie folgt bezeichnet,

A= A1®...@ Ar'
Fur die n-te Potenz der direkten Summe von A gilt
AN=Al®.® A

Insbesondere ist die direkte Summe von Matrizen genau dann nilpotent, wenn alle
direkten Summanden nilpotent sind.

Bemerkung

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, zu zeigen, jede nilpotente Matrix ist konjugiert
zu einer direkten Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert Null. Zum Beweis dieser
Aussage benotigen wir den Begriff der zyklischen Basis.

5.2.7 Zyklische Basen

Sei f: V=V ein K-linearer Endomorphismus mit d:=dim V<oo. Eine f-zyklische Basis
von V ist eine Basis von V der Gestalt
(1 1w, 192w),.... ), f).v
mit einem Vektor v&€V, welcher Hauptvektor der zyklischen Basis heilit, wobei
zusatzlich gefordert wird, daf}

fd(v) =0
gilt. Der Vektorraum V heif3t f-zyklisch falls er eine f-zyklische Basis besitzt. Weiter
wollen wir in dieser Situation sagen, der Endomorphismus f ist zyklisch.

? In der Hauptdiagonalen der j-ten Potenz von Jd(c) steht ¢
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Ein linearer Unterraum W von V heifit f-zyklisch, wenn er f-invariant ist und die
Einschrankung von f auf W zyklisch ist.

Die f-Ordnung eines Vektors v’EV ist definiert als die kleinste nicht-negative ganze

Zahl i mit fi(v’) = 0. Zum Beispiel hat 0EV die Ordnung 0 und die Vektoren der
zyklischen Basis haben die Ordnungen 1, 2, 3, ...d-1, d.

Bemerkungen
(i) Die Bedingung fd(v) =0 ist notwendig und hinreichend dafur, daB f nilpotent ist*.

(i)) Die Matrix von f bezuiglich der zyklischen Basis fd'l(v), fd'z(v),...,v ist gerade
ein Jordanblock zum Eigenwert O,

01...00
00...00
MO =]......... :Jd(O)
0 0...0°1
00...00
(i) Umgekehrt bilden die Standard-Einheitsvektoren €€y eine f-zyklische

Basis des Kd, falls f der Endomorphismus f = fJ zum Jordanblock J d(O) ist.

RO

5.2.8 Beispiel
Seien

011
A= 001)undf=f .

000 A

Wir fuhren Bezeichnungen fur die von Null verschiedenen Spalten von A ein:
V., =

1 1
0|, v.=|1
! o) 2 (0)

Es gilt f(Vl) =0, f(V2) =V SchlieBlich kann man hier durch Raten noch einen Vektor

f)

V3 finden mit f(V3) =V, namlich

Die Vektoren Vi Vo V3 sind linear unabhangig, denn
110
010|=1=0.
001
d1 . d-1 i+d
+Ist die Bedingung erfullt, so st £ Saf )= a %) =0 fur beliebige a EK, d.h. f ist
1 1 1
i=0 i=0

nilpotent. Ist umgekehrt f nilpotent (und V von der Dimension d), so gilt sogar fd (v’) =0 fur beliebiges
V’'EV (siehe 5.2.2).
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Also ist v, Hauptvektor einer zyklischen Basis. Die Matrix von f bezuglich der Basis

3
010
MX(f):(OO])

V= (VI,VZ,
000

V3) ist:

5.2.9 Der Kern eines zyklischen Endomorphismus

Seien f: V—=V ein linearer Endomorphismus und v&€V ein Hauptvektor einer f-
zyklischen Basis von V. Dann gilt
Ker(f) = K-fd'l(v)
mit d = dim V. Insbesondere ist
dim Ker(f) = 1.

Beweis. Nach Definition des Begriffs der zyklischen Basis gilt

0 = fd'l(v) € Ker(f).
Es reicht also zu zeigen,
dim Ker(f) = 1.
Nun gilt,
rk f = dim Im(f) = dim V - dim Ker(f) = d - dim Ker(f),

d.h. es reicht zu zeigen rk(f) = d-1. Sei M = M(f) die Matrix von f bezuglich der
vorliegenden zyklischen Basis. Wie wir wissen, stehen in M uiber der Hauptdiagonalen
lauter Einsen und alle anderen Eintrage von M sind Null,

M = (0, el, 62 s e o ed-l)'
Daher gilt
rk (f) = rk(M) =d-1.
QED.
Bemerkungen

(1)  Seien fi: Vi — Vi fur i=1,...,r zyklische Endomorphismen und sei

f= fl@..@fr: V1®"'@Vr — V1®"'®Vr’
d.h. es sei f(Vl,...,Vr) = (f1 (Vl)""’fr (Vr)). Dann gilt

Ker(f) = Ker(f 1 )(—D...@Ker(fr)
also dim Ker(f) = r. Insbesondere besitzt V = VI@"'@Vr im Fall r>1 keine

zyklische Basis. Es gibt also nicht-zyklische lineare Endomorphismen.

(11)  Wir wollen im folgenden zeigen, die eben beschriebenen Situation tritt immer ein,
d.h. jeder nilpotente Endomorphismus f ist bis auf Isomorphie eine direkte
Summe von zyklischen Endomorphismen. Die Anzahl der direkten Summanden
ist dabei leicht zu bestimmen: es ist gerade die Dimension des Kerns, denn dieser
wird von den Basiselementen der Ordnung 1 erzeugt.
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5.2.10 Zerlegung nilpotenter Endomorphismen in zyklische

Sei f: V=V ein nilpotenter Endomorphismus mit

d:=dimV < .
Dann gibt es lineare f-invariante Unterraume Vl""’Vr mit folgenden Eigenschaften.

i V= Vl@"'@vr . Genauer, die lineare Abbildung

Vl@...@Vr—> V, (Vl,...,Vr) BV +...+Vr,

1
ist bijektiv.
(i) Furjedesiist Vi zyklisch bezuglich ﬂV .
i
Bezeichne

pk(f) :=#{Vi|dim Vi=k}
die Anzahl der direkten Summanden Vi der Dimension k. Dann gilt

(1) % (k—i)-pk(f)= rk(fi) furi=0,1,2,..4d-1
k=i+1
Dabei bezeichne {0 die identische Abbildung, d.h. es ist
dim k(%) = dim Im(f%) = dim V.

Bemerkungen
(1)  Von der Zahl r wissen wir, daf} sie unabhangig von der speziellen Wahl der Vi st,

denn, wie wir gesehen haben, gilt
r = dim ker(f).

(i) Durch die Bedingungen (1) sind die Zahlen pk(f) eindeutig festgelegt.” Sie

hangen nur von den Réngen der Potenzen von f ab und nicht von der speziellen
Wahl der Vi'

(ii1) Die Unterraaume Vi der beschriebenen zyklischen Zerlegung sind im allgemeinen

nicht eindeutig bestimmt. Auf Grund von Bemerkung (ii) steht aber fest, wieviele
es von welcher Dimension es gibt.

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Ordnung
m:=ord()=min{nEZIn=0,f1=0}
des Endomorphismus f: V. — V:
fm =0, {1« 0,
Der Fall m = 1. f ist die Nullabbildung. Wir wéhlen eine Basis

Vl, e VdE \Y

von V und betrachten die zugehorige Zerlegung in eine direkte Summe 1-dimensionaler
Unterraume,

V= KVI@"'@KVd

> Wir konnen (1) als Gleichungssystem in den Unbestimmten pk(f) auffassen. Dieses Gleichungssystem

hat eine Koeffizientenmatrix von Dreiecksgestalt, wobei auf der Hauptdiagonalen lauter Einsen stehen.
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Jeder der Unterraume KVi ist zyklisch (und v, ist Hauptvektor einer zyklischen Basis).
Weiter gilt
dim V fur k = 1
pk(f) - { 0 sonst
und
dim Vfuri=0
0 sonst

Die Identitaten (1) sind damit trivialerweise erfullt.
Der Fall m > 1. Seien

rk(f)) = {

W := ker(f)
und
P: V=V :=V/W, v 5 v+W,
die naturliche Abbildung. Weiter betrachten wir den linearen Endomorphismus
V=V v+Wpf(v)+W.
Zwischenbemerkung. f* ist wohldefiniert.
Aus v+ W =v’ + W folgt v-v’EW, also f(v) - f(v’) € f(W) = 0, also f(v) = f(v’),also
f(v) + W=1(v")+W.

Nach Konstruktion ist f* die eindeutig bestimmte Abbildung, fur welche das folgende
Diagramm kommutativ ist.

A% A%
@ oL e
\'% \'A

Weil f nilpotent ist, gilt Ker f = 0, also
dim V' =dim V - dim W <dim V =d.
und wegen des kommutativen Diagramms ist mit f auch f” nilpotent:

f"Kop = pofX = 0 fiar k groB, d.h. X = 0 fur k groB.

Wir wollen jetzt die Induktionsvoraussetzung auf den Endomorphismus f* anwenden.
Dazu miissen wir noch zeigen,
ord f” < m.

Es reicht zu zeigen, #M-1 _ 0. Nach Definition von m gilt f = 0, d.h. fur jedes VEV
gilt
0= 1M(v) = (™ (v)),
d.h. fm'l(v) € ker(f) = W = ker(p). Wegen der Kommutativitat von (2) folgt
0 = p(™ 1 (v)) = £ (p(v)) fiir jedes vEV.

Da p surjektiv ist, folgt Fm-1 — 0. Die Induktionsvoraussetzung kann also auf f’
angewandt werden. Wir erhalten eine Zerlegung

V=V ®.6V’
1 r

in f’-zyklische invarianten Unterraume mit
[o.0]

3) > pk(f’)(k-i) = rk(f’i) furi=0,1,2, ...
k=i+1
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Wir schreiben hier o fur die obere Summationsgrenze um keine Bezeichnung fur die
Dimension von V’ einfuhren zu miussen. Die zusatzlichen Summanden sind samtlich

gleich Null, da pk(f’) = 0 sein muf} fur k > dim V’. Auflerdem konnen wir auch 1 bis

ins Unendliche laufen lassen, da die zusatzlichen Gleichungen von der Gestalt 0 = 0
sind.

Bezeichne
V’i € V’i
den Hauptvektor einer zyklischen Basis von V’i. Fur jedes 1 wahlen wir ein Urbild
dieses Hauptvektors in V, sagen wir
Vs € V mit p(Vi) = V’i .

Den weiteren Beweis des Satzes fuhren wir in mehreren Schritten.
1. Schritt. Fur jedes 1 ist \f der Hauptvektor einer zyklischen Basis eines linearen

Unterraums Vi C V der Dimension
dim Vi =dim V’i + 1.
Die Summe der Vi ist direkt, d.h. die lineare Abbildung

— C
V1®...®Vr, V1+...+Vr, (CV), (xl,...,xr,) B X + ..+ X
ist ein Isomorphismus.
Sei
€)) di :=dim V’i +1
und Vi der von den di Vektoren Vi , f(Vi), f2(vi), . , f i (Vi) erzeugte lineare

Unterraum von V,

©) Vo= Ky, +KEv) + K + o+ dei'l(vi)

Zum Beweis der Aussage des ersten Schritts reicht es zu zeigen:

1. fdi(vi) =0furi=1,..,r.

2. Die Vektoren fk(vi) ,i=1,...,r, k=0, ..., di - 1 sind linear unabhingig.
Zu 1. Es reicht zu zeigen f(fdi_l(vi)) =0, d.h.

d:-1
£ (v) € Ker(f) (= W = Ker(p)),
d.h.
d;-1
p(f " (v) =0,
Es gilt
d;-1 di-1 L
p(f (Vi)) =1 (p( Vi)) (wegen der Kommutativitit von (2))
d:-1
=f 1 (V’i) (nach Definition von Vi)

Nun ist V’i ein Unterraum der Dimension
dimV’.=d.-1
i1
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d:-1
(vgl. (4)) und f’l_,, ist nilpotent. Deshalb gilt f’ 17 =0 auf V’i also ist auch

v,

1
d-1

P =0.

Zu 2. Angenommen es besteht eine lineare Relation

, d.-1
r 1

_ k .
o=y 3 Ckif (Vi)mltc

iE K.
i=l1 k=0 7 ’

k

d:-1
Wir bringen die Summanden der Gestalt c- f ! (Vi) auf die andere Seite und erhalten
, d.-2 ,

T 1 Kk T
2 2 it 2 Ca

di-1
A wEW
i=1 k=0

9

d:-1
Man beachte, wegen 1. liegen die Vektoren f ' (vi) im linearen Unterraum

ker(f) = W = ker(p).
Wir wenden die natiirliche Abbilung p an und erhalten wegen pe f = f"Jop die Identitit

’ d_2 N d'2
r 1 K r i Ko
0=73 Eckif’ (p(Vi)):E Eckif’(vi)
i=l k=0 i=]l k=0
Nun ist
d;-2 d;-3
(6) f’ (V’i), r (V’i), s f’(V’i), V’i

nach Wahl von v’i eine zyklische Basis von V’i (vgl. (4)). Weil V’ eine direkte Summe
der V’i ist, bilden die Basen (6) zusammen (i = 1, ... , r’) eine Basis von V’ und sind

insbesondere linear unabhéngig. Es gilt also

c, .=0furi=1,..,rundk =0, ...,d.-2.
k,i 1

Wir haben noch zu zeigen, die i sind auch fur k = di—l gleich Null. Die

Ausgangsrelation bekommt, da die c ,1 furk < di—l gleich Null sind, die Gestalt

k

0 r Al r 42
=2 “d-1i VP = (21 “d-1i vy)
Man beachte, es gilt di = dim V’i +1 = 2 fur jedes i, da keiner der zyklischen direkten

Summanden V’i von V’ Null ist. Wir erhalten

9

r
>
i=1
Wir wenden p auf diese Summe an und erhalten wegen der Kommutativitit des
Diagramms (2)

d;-2
Cdi—l,i f (Vi) € Ker(f) = W = Ker(p).

b

0_ r’ f’di_z — ! f’ 1 s
=2 %1 (pvi)= 2 ¢4 1 vy
=1 1 =1 1
Wie wir oben angemerkt haben, sind die Vektoren
d:-2
£ V). i=1...r

linear unabhéngig, d.h. es gilt
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cdi_l’i=0fur1=1,...,r.

Bemerkung
Auf Grund des ersten Schritts besitzt der Unterraum

V.+..+V ,=V. ®..6V ,
1 r 1 r

von V eine Zerlegung in f-zyklische Unterraum Vi' Dieser Unterraum ist im allgemeinen

nicht gleich V, denn in der Zerlegung fehlen die zyklichen Unterraume der Dimension
1, mit den wir uns jetzt noch beschéftigen muissen.

2. Schritt. Es gibt einen linearen Unterraum W’ C ker(f) mit
V= V1®...@Vr,®W’.

Insbesondere ist V eine direkte Summe f-zyklischer Unterraume.

Nach dem ersten Schritt ist die Summe der Vi direkt. Es reicht zu zeigen, eine Basis von

V. +..+4V ,
1 r

1aBt sich zu einer Basis von V ergédnzen, wobei man die zusatzlichen Basisvektoren aus
W nehmen kann.

Betrachten wir die naturliche Abbildung
p:V— V/(V1+...+Vr,)
Zur Konstruktion einer Basis von V genuigt es, irgendeine Basis des Faktorraums rechts

zu wahlen. Die Urbilder der Basiselemente in V bilden dann zusammen mit der
gegebenen Basis von V1+"'+Vr’ eine solche von V.

Es reicht also zu zeigen, daB3 wir die Urbilder der Basiselemente so abdndern konnen,
daB sie in W liegen. Mit anderen Worten, es reicht zu zeigen:

@) Fur jedes vEV gibt es ein weEW mit p’(v) = p’(W).

Sei v&€V. Dann liegt p(v) in V’ und ist somit eine Linearkombination von Vektoren der
Gestalt

FHmeﬂ=lwnJ:k=Qm,%-Z

sagen wir
, d.-2 , d.-2
5 Kvo=3 3 e PRy
pv)=3Y S .T(E.)= . .
iZ1 120 M TS S !
, d.-2
N T i K
=p(V)mitv= Y 3 Ckif (Vi)€V1+"'+Vr"
i=1 k=0
Es folgt
p(vV-V)=0
also

w::V—;Eker(p)zw.

Nun liegt vinV +"'+Vr’ und es gilt somit p’(;) = 0. Dann ist aber

1

P(V) = P’ (WHV) = p’(W).
Wir haben gezeigt
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V= V1®...®Vr,®W’.

mit einem linearen Unterraum W’ C€ W = ker(f). Da f auf W die Ordnung 1 hat, ist W’
(auf Grund des bereits behandelten Falls m = 0) eine direkte Summe von zyklischen

Unterraumen (der Dimension 1), die wir mit Vr’+l Y e Vr bezeichnen wollen. Damit

bekommt V die behauptete Gestalt

Wir haben noch die Giltigkeit der Formeln (1) zu beweisen.

Die direkte Summe uber alle zyklischen Unterraume der Dimension k von V hat die
Dimension

kx Anzahl der direkten Summanden = k'pk(f)
Da V die direkte Summe uiber alle zyklischen Unterraume Vi gleich V ist, folgt

r
3 kp, () =dim V = rk(t”).
i=1
Dies ist die erste der Identititen (1) (mit i = 0). Beweisen wir die ubrigen. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt
o0

> op, ()k-1) = rk(f’i) furi=0,1,2, ..
~ Tk
k=i+1
(vgl. Formel (3)). Wegen (4) ist die Anzahl pk(f’) der k-dimensionalen zyklischen

direkten Summanden von V’ gleich der Anzahl der (k+1)-dimensionalen zyklischen
direkten Summanden von V,

o () =p,, D
Durch Einsetzen in die obigen Identitaten erhalten wir

w .
> Prt1 (f)(k-i) = tk(f"") furi=0, 1, 2, ...
k=i+1
und durch Index-Verschiebung
oo

S p (Ok-i-1) = rk(fh) firi =0, 1,2, ...
k=i+2
Mit anderen Worten,
[o.¢]

S py (kD) =kt fari=1,2, ..
k=i+1

Zum Beweis dqr Verbleibqnden Identitaten (1) reicht es somit, wenn wir zeigen
3. Schritt: tk(f"I"1) = rk(f)) furi= 1,2, ...
Es gilt ‘ . .

k(£ = dim V* - dim ker(f1"1) = dim V - dim W - dim ker(f'1"1
und . ‘

tk(fy =dim V - dim ker(f").
Es reicht also zu zpigen, _

dim ker(f"1) = dim ker(f!) - dim W.
Dazu wiederum reicht es zu zeigen,

Ker(f171) = Ker(fl)y/w.
Es gilt
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veKer(f) = fi(v) =0 & f(f"1(v)) = 0 « il (v)EKer(H) = W = Ker(p)
= 0=pd () =rpm)
< p(v) E ker(f’l'.l)
= vep lker®ily

Damit ist
Ker(f1"1) = p(p (Ker(f1"1)) (weil p surjektiv ist)
= p(Ker(fi)) (wie eben gezeigt)
= { v+ W IvE Ker(f)) }
= Ker(fi)/W.

4. Schritt: Durch die Identitaten (1) sind die pk(f) eindeutig festgelegt.

Wir betrachten die Identitaten als lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der pk(f).

Die Zahl der Gleichungen ist dann gleich der Zahl der Unbestimmten und die
Koeffizientenmatrix ist quadratisch von der Gestalt

1 2...d
0 1...d-1
00...1

Das Gleichungssystem hat somit eine eindeutig bestimmte Losung.
QED.

Bemerkungen

(1) Eine Zerlegung wie in 5.2.10 (i) heiflt auch Jordan-Zerlegung von V beziglich f
oder auch Zerlegung in f-zyklische Unterrdume.

(i) Die wichtigste Frage im Zusammenhang mit dieser Zerlegung ist die nach der

Anzahl pk(f) der direkten Summanden einer vorgegebenen Dimension k. Die
Formeln (1) gestatten es die Zahlen pk(f) zu berechnen.
(i) Wie wir bereits in 5.2.9 gesehen haben, gilt aulerdem

> pk(f) =r = dim Ker(f).
k

Diese Formel gestattet es oft, die Berechnung der pk(f) zu vereinfachen, bzw. sie

bietet die Moglichkeit einer Probe.

5.2.11 Die Jordansche Normalform eines nilpotenten Endomorphismus

Sei f:V—V ein nilpotenter Endomorphismus mit dim V < co. Dann gibt es eine Basis v

von V derart, daf} die zugehorige Matrix Mz(f) eine direkte Summe von Jordanblocken
zum Eigenwert Null ist,
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v
M () = Jkl(O)@...@Jkr(O).

Wihlt man noch die Reihenfolge der Basiselemente von v derart, dal
k. =2k, =..=2k
1 2 r
gilt, so ist die Folge der ki unabhéngig von der speziellen Wahl der Basis.

Beweis. Folgt aus 5.2.10.
QED.

5.2.12 Beispiel

5 2-1
Seif=f A:R3—>IR{3 mit A=|-10-4 2 ] Wir wollen die Jordansche Normalform dieser
5 2-1

Abbildung berechnen. Wir mussen zunachst uiberprufen, ob A auch wirklich nilpotent
ist, denn nur in diesem Fall kénnen wir bisher die Jordansche Normalform bestimmen.
Da die Spalten von A proportional sind, hat f den Rang 1 und das Bild

1

Im(f) = R-| -2

Damit ist

1 5 2-1
Im(f2) = f(im(f)) = R-((-Z] = R-(-IO 42 ]
1 2 -

Wir erhaltwen:

tkf=1,
dim Ker(f) = dim R3 - 1 = 2.
Damit ist
pl(f) + pz(f) + p3(f) = dim Ker(f) =2

p, (D +2:p, (0 +3py(H  =rk(t))=3
p, (D +2p3(0)  =rk() =1
Die Dimension des Kerns von f ist gleich der Anzahl der zyklischen direkten

Summanden. Da diese grofer als 1 ist, kann es keinen direkten Summanden der
Dimension 3 geben, d.h. es gilt

py(H =0
(das folgt auch aus der dritten Bestimmungsgleichung). Dann ist aber
p(H =1

Als Jordansche Normalform erhalten wir damit

010
M(f) = 12(0)@11(0) = (0 0 0)
000

Die Bestimmung einer Basis, bezuiglich welcher die Matrix von f die Jordansche
Normalform annimmt, ist schwieriger. Die systematische Behandlung dieses Problems
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verschieben wir auf spiter (bis wir geeignete Begriffe zur Verfugung haben). Im hier
vorliegenden Fall ist dies vergleichsweise einfach, da bereits das Quadrat von f Null ist.

Wir berechnen dazu zunachst den Kern von f. Da f den Rang 1 hat, besteht der Kern
aus den Losungen der einzelnen Gleichung

5x +2y-z=0.
X X 1 0
Wir erhalten z = 5x + 2y, d.h. (y = ( y ) = x'[oj + y-(l), d.h. es ist
z 5x+2y 5 2
1 0
ker(f) = R- 0) + R 1]
5 2

Der Raum K3/ker(f) ist 1-dimensional, also zyklisch beziiglich der durch f induzierten
Abbildung. Jeder von Null verschiedene Vektor ist Hauptvektor. Jeder Reprasentant

eines solchen Vektors in KO ist Hauptvektor eines f-zyklischen Unterraums der
Dimension 2 von K3. Es reicht also, einen beliebigen Vektor zu wahlen, der nicht in

Ker(f) liegt. Zum Beispiel konnen wir
5
v, =2
: (1)
5 2-1
vy =f(v1) =(—10 -4 2 )

5 30
2 ) = (-60) # 0,
5 2-1)\-1 30

ist Hauptvektor eines zyklischen Unterraums

wiahlen, denn es ist

d.h. V1 ist nicht im Kern von f, d.h. V1

VlzKV1+KV1

der Dimension 2.

Die Frage, wie man den Vektor v in der allgemeinen Situation findet, behandeln wir

1
spater. Wir haben noch einen zyklischen Unterraum der Dimension 1 zu finden, dessen

Summe mit V1 direkt ist. Dazu mussen wir die Basis Vl, V’1 von V1 SO zu einer Basis
v,V . ,v,vonV
I 12

erganzen, daB3 v, im Kern von f liegt, d.h. gesucht ist ein Vektor von ker(f), der nicht

2
in V liegt. Aus theoretischen Griinden wissen wir, daf} es einen solchen Vektor gibt.
0

1
Dann hat aber einer der Basisvektoren

1 0
| ’( 1 )
\5) \2
von Ker(f) diese Eigenschaft. Ein solcher Vektor ist®

% Man berechne die Determinante, desern Spalten die Vektoren Vl, v’ t V2 sind:

5300 510 510 .
det(2—601):30-det(2—2l):30-det(2—21):—30-det<55):—30-(25+5)?ﬁ0
1302 112 550 i
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Damit hat die Matrix von f die Gestalt M(f) = J 2(O)@J 1(0) bezuglich der Basis Vi v’

V2 von V.

17

Bemerkung

Bei der Konstruktion einer Basis, bezuiglich welcher ein nilpotenter Endomorphismus
eine Matrix in Jordanscher Normalform besitzt, ist es oft nutzlich, die Anzahl der
zyklischen direkten Summanden der Dimension 1 zu kennen, d.h. die Anzahl der in
jedem Induktionsschritt des obigen Beweises hinzukommenden Summanden.

5.2.13 Die Anzahl der zyklischen direkten Summanden der Dimension 1

Seien f: V=V ein nilpotenter Endomorphismus mit dim V < o und

V=Y
eine Zerlegung in f-zyklische Unterraume (d.h. eine Jordanzerlegung bezuglich f).
Dann ist die Anzahl der direkten Summanden der Dimension 1 gerade gleich

pl(f) = dim Ker(f) - dim Ker(f)NIm(f).

Insbesondere im Fall f = f A mit AEK™M ist dies gerade die Anzahl der 1xI-

Jordanblocke von A.
Beweis. Wir setzen

s . @
V= dimv=t Vi
®
~ dim Vo1 Vi
Dannist V=V’@®V” und
p,(H =dim V",

Wir haben also zu zeigen, V' hat die Dimension dim Ker(f) - dim Ker(f)NIm(f). Dazu
wiederum genuigt es zu zeigen,

V’@Ker(f)NIm(f) = Ker(f),
genauer, die lineare Abbildung

@: V' @Ker(f)NIm(f) — Ker(f), (a,b) » a+b,
ist bijektiv.
@ _ist wohldefiniert.Ein zyklischer Unterraum Vi der Dimension 1 wird von einem

Basisvektor der Ordung 1 erzeugt und liegt damit im Kern von f. Also gilt V’CKer(f),
d.h. die Abbildung ¢ ist wohldefiniert.
Injektivitit von @. Fur jedes i€l wihlen wir einen Hauptvektor Vi einer f-zyklischen

Basis von Vi' Sei
k.:=ordv.=dim V.
i i i

die Ordnung von Vi, d.h. die Vektoren
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fj(vi) mit j = 0,...k, -1
bilden eine Basis von Vi (und es ist fj(vi) =0furj= ki)' Sei jetzt

(a,b) € Ker(g),
d.h. es gelte a + b =0. Wir schreiben acV’ in der Gestalt

(1) a= ¥ ¢ v.omitc€K

Wegen bEKer(f)NIm(f) gibt es ein b’EV mit b = f(b”). Wir schreiben b’ in der Gestalt
 _ ] .
b 2 cij f: (Vi) mit cij € K.
J<ki
Dabei konnen wir b um Elemente aus Ker(f) abandern, denn dadurch andert sich b =
f(b’) nicht. Mit anderen Worten, wir konnen alle Summanden mit j = ki - 1 in der
Summe weglassen und annehmen
s _ £ .
b . D Cij f: (Vi) mit cij € K.
_]<ki—1
Insbesondere fallen damit alle Summanden mit ki = 1 weg, d.h. gerade diejenigen i,
uber welche die Summe von (1) erstreckt wird. Wir wenden f an und erhalten
_ g+l
2) b ‘ > cij f. (Vi)
J<ki—1
Wir sehen, a und b sind Linearkombinationen von disjunkten Mengen der
Basisvektoren fJ(vi) (in (1) treten nur Basisvektoren mit j=0 auf und in (2) nur solche

mit j=1). Damit folgt aber aus a + b =0 (und der linearen Unabhangigkeit der fj(vi) mit

j<ki und i€I), dal} alle ci und alle cij Null sein miuissen. Mit anderen Worten, es ista= b
=0.

Surjektivitat von @. Sei vEKer(f) (EV). Wir schreiben v mit Hilfe der oben gewihlten
Basis der fj(vi) in der Gestalt

= ] i
v E Cijf (Vi) mit CijEK
J<ki
und setzen
— — ]
a: kE_ 0V und b : > Ci'f (Vi)
=1 j<k. k=1
i

Dann gilta + b = v und aEKer(f) (weil die \A in der ersten Summe die Ordnung ki=1

haben). Wir haben also nur noch zu zeigen,

4 b € Ker(f)NIm(f).
Wegen vEker(f) und a€ker(f) gilt auch
3) b =v -a €Ker(?),

also
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_ (b = j+1
0 =f(b) > Cijf (Vi),
j<k.k.=1
' i
dh. alle c,; mit fJ"'l(Vi) = 0 sind Null. Genauer gilt,
c..=0furj=0,1,..k.-2.
ij i
In der Summe
) j
b > Cijf (Vi)
j<ki,ki¢1
kann man also insbesondere alle Summanden mit j = 0 weglassen. Das bedeutet aber, b
liegt im Bild von f,

b € Im(f).
Dies zusammen mit (3) ist aber gerade die zu beweisende Aussage (4).
QED.

5.3 Die Jordansche Normalform (beliebiger Matrizen)

5.3.1 Zur Unzulanglichkeit des Eigenraum-Begriffs

Sei f:V—V ein K-linearer Endomorphismus mit d := dim V < % und r verschiedenen
Eigenwerten ¢ o Cr' Wie wir bereits wissen, ist in “gunstigen” Féllen der
Vektorraum V eine direkte Summe der Eigenrdume
V =ker(f-c.-Id),
¢ i
d.h. f besitzt eine Eigenbasis, d.h. eine Basis bezuglich welcher die Matrix von f

Diagonalgestalt besitzt. “Gunstig” bedeutet hier, die Dimensionen der Eigenraume sind
grof} genug, und zwar so grof3, da} die Summe der Dimensionen gerade d ist,

r
S dim VC =dim V.
i=1 i

Leider ist im allgemeinen die Summe auf der linken Seite kleiner als die Dimension

rechts. Wir mussen deshalb den Begriff des Eigenraums so verandern, dall wir etwas
groBere Raume erhalten, fur welche die Dimensionsbedingung immer erfullt ist.

Wir werden dann eine explizite Beschreibung der Matrix von f auf diesen groferen
Raumen angeben.

Diese Raume werden die Gestalt
ker(f-c.1d)"
besitzen mit n, hinreichend groB3. Zunachst miissen wir deshalb die Kerne fur samtliche

Werte von ni = 1,2,3,... betrachten. Anstelle von f—ci-Id werden wir vorerst einen

beliebigen Endomorphismus g:V—V betrachten. Spater wird uns nur der Fall
g = f—ci'Id
interessieren.

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Betrachtungen zur Menge aller Endomorphismen
eines Vektorraums.
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5.3.2 Der Endomorphismenring eines Vektoraums

Sei V ein K-Vektorraum. Wie wir bereits wissen ist ein K-Endomorphismus von V eine
K-lineare Abbildung
f: V—>V.
Die Menge aller K-Endomorphismen von V wird mit
End(V) = EndK(V) = HomK(V,V)
bezeichnet und ist offensichtlich ein K-Vektorraum. AuBerdem definiert die
Komposition von Abbildungen auf End(V) eine weitere Operation,
f-g 1= fog,
durch welche End(V) zu einem nicht-notwendig kommutativen Ring mit Eins wird, d.h.

“o” gpielt die Rolle der Multiplikation und es gelten die uiblichen Rechengesetze (auller
eventuell dem Kommutativgesetz).

Fur jedes Polynom

_ n
f(x) = a x +...+ a,

mit Koeffizienten aiEK und jeden Endomorphismus ¢&End(V) ist somit der Ausdruck

(1) f(p) = ancpn+...+ a,
wohldefiniert und beschreibt einen Endomorphismus von V, d.h.
f(¢p) € End(V).

Die Teilmenge aller Endomorphismen der Gestalt (1) mit festem ¢, wobei f alle
Polynome mit Koeffizienten aus K durch lauft, wird mit

Kle]
bezeichnet. Diese Teilmenge von End(V) ist sogar ein Teilring’. In diesem Teilring gilt
stets das Kommutativgesetzt.®

5.3.3 Das Minimalpolynom eines Endomorphismus

Sei f: V=V linearer Endomorphismus mit dim V < o. Dann gibt es genau ein Polynom
kleinsten Grades m f(T)EK[T] mit dem hochsten Koeffizienten 1 und der Nullstelle f,

m f(f) =0.
Dieses Polynom teilt jedes Polynom aus K[T] mit der Nullstelle f. Es heif3t
Minimalpolynom von f.

Beweis. Wir zeigen zunichst, es gibt ein Polynom p(T) € K[T] mit
p(f) =0.

Dazu fixieren wir eine Basis von V und betrachten die zugehorige Matrix A von f. Es
reicht zu zeigen, es gibt ein Polynom p mit p(A) = 0.

ded

Ist d := dim V, so ist A eine dxd-Matrix. Der Raum aller dxd-Matrizen hat die

Dimension d2. Deshalb sind die d2+1 Elemente
2
A0 Al A2 Ad7e gdxd

” Addition und Multiplikation von Elementen dieser Teilmenge liefern wieder Elemente dieser
Teilmenge.

* Wegen qloq) = ¢ = gl
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linear abhéngig. Das bedeutet aber gerade, es gibt ein Polynom p der behaupteten Art.

Aus der Existenz eines Polynoms p mit p(A) = 0 folgt naturlich auch die Existenz eines
Polynoms m minimalen Grades mit m(A) = 0, d.h. eines Minimalpolynoms.

Sei jetzt p irgendein Polynom mit p(A) = 0. Polynomiale Division mit Rest liefert dann
p=q-m+r
mit Polynomen q und r, wobei aulerdem noch deg r < deg m gilt. Wir setzen A ein und
erhalten
0 =p(A) = q(A)ym(A) + r(A) = q(A)0 + 1(A),

also r(A) = 0. Ware r = 0, so wurde dies der Minimalitit des Grades von m
widersprechen. Es muf also r = 0 gelten, d.h. es ist

p=qm.
Wir haben gezeigt, jedes Polynom mit der Nullstelle A ist Vielfaches von m.
Insbesondere sind zwei Minimalpolynome Vielfache voneinander. Sie haben also
denselben Grad. Weil der hochst Koeffizienten eines Minimalpolynoms 1 sein soll,

kann es somit nur ein Minimalpolynom von A geben.
QED.

Bemerkung
Aus dem Beweis ergibt sich, dal deg m, < 42 gilt. Wir werden spiater sehen, es ist

sogar deg m, < d(:=dim V).

Beispiel
. 12 2 .
SelenA=<34>undf(T)=T _5T-2.Es gilt
W2_(12y12y_(7 10
‘(34)(34)‘(1522)
also

fA) =A2-5A-21d
~(1522) 5(34) - 2(01)
“(02)2(01)

/00
~(o00)
Uberzeugen wir uns nun davon, daf f sogar das Minimalpolynom von A ist. Dazu
mussen wir zeigen, da3 kein Polynom eines Grades < 2 (auBer dem Nullpolynom) die
Nullstelle f hat. Sei g ein solches Polynom. Wir konnen annehmen, g ist nicht konstant,
d.h.
degg=1.
AuBerdem konnen wir durch den hochsten Koeffizienten teilen und so erreichen, daf} g
die Gestalt
g(M=T-a

a=n-ay)=(A2)-(3%)=(7 )

Diese Matrix ist niemals Null, ganz gleich wie man a wihlt.

hat. Dann gilt

5.3.4 Potenzen eines Endomorphismus, Stabilisieren von Kern und Bild
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Sei g: V=V ein K-linearer Endomorphismus mit dim V <. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i) Die Kerne bzw. die Bilder der Potenzen gi, 1=0,1,2, 3, ... bilden eine
aufssteigende bzw. absteigende Kette von K-linearen Unterraumen von V,

0C ker(g)gker(gz)g...ler(gi)Q...QV

VDim(g)2im(g2)2...Dim(g}h2D...20
(i)  Es gibt nicht-negative ganze Zahlen u bzw. v mit

ker(gl) = ker(gi+l) fur i=u, u+1, u+2, ...
bzw.

im(g) = im(g"*) fur i=v, v+1, v+2, ..
Wihlt man u und v minimal, so gilt u=v. Wir wollen dieses u = v den ersten
stabilen Exponenten von g nennen und mit
u = stab(g)

bezeichnen. Entsprechend heiBt g dann erste stabile Potenz von g.
(iii) Ist i kleiner als der erste stabile Exponent von g, so bestehen sogar die echten
Inklusionen,

ker(f)) C ker(ft1) und im(f!) D im(fit1),

Beweis. Zu (i): Wir haben zu zeigen, fur jedes i gilt

1. ker(gi) c ker(gi+1)
2. im(gh) Qim(gt).
Zu 1. Firr xEker(gl) gilt gl(x) = 0, also gt 1(x) = 0, also xEker(g! ).

Zu 2. Fir yEim(g't!) gibt es ein xEV mit y = g1t (x) = gl(g(x)), d.h. es gilt yEim(g!

Zu (ii). Die Existenz von u bzw. v folgt aus (i) wegen der Endlichkeit der Dimension
von V. Die Gleichheit der beiden Zahlen ergibt sich aus der Identitat

(1) dim ker(g") + dim im(g') = dim V,

welche fur alle i gilt: wenn bei Vergrolerung von i die Dimension des Kerns zunimmt,
so muf} dabei die Dimension des Bildes abnehmen.

Zu (iii). Es reicht die folgende Implikation zu beweisen.

2) im(g) = im(g"™ 1) = im(g*1) = im(g
Die analoge Implikation fur die Kerne der Potenzen von g ergibt sich dann aus der
Identitat (1). Sei also

1+ 1) 1+2)

im(g) = im(g"*1).
Es reicht zu zeigen, es gilt
im(g*!) Cim(g*?),
denn die umgekehrte Inklusion wurde bereits in (i) bewiesen. Sei also yEim(giH).
Dann gibt es ein XEV mity = gi+1(x), d.h. es gilt

y=g(z) mitz = gi(X).

Der Vektor z liegt in im(gi) = im(gi+l), d.h. es gibt ein wEV mit z = gi+l(w). Dann ist
aber ‘ ‘

y = 2@ = g(e* (W) Eim(g+?),
QED.

5.3.5 Hauptraume
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Seien {:V—V ein K-linearer Endomorphismus mit d:= dim V< und c€K ein
Eigenwert von f. Dann heifit der Kern

V’C ) = V’C := ker(f-c:Id)¥ mit u := stab(f - c-Id)
der ersten stabilen Potenz von f - c:1d Hauptraum von f zum Eigenwert c. Mit anderen
Worten, V’C ist der grofte K-lineare Unterraum von V, der von einer Potenz der
Abbildung
f-cld

in die Null abgebildet wird. Nach Konstruktion ist der Eigenraum zum Eigenwert ¢
ganz im Hauptraum enthalten,

vV CV .
c C
Bemerkungen
(1) Der Hauptraum V’C ist f-invariant: mit vEker(f-c-Id)" gilt
(f - cId)Y (f(v)) = (f - c-Id)Yof (v) = fo(f - ¢ Id)Y(v) = f(0) = 0.

(i) Insbesondere ist das charakteristische Polynom von f auf V’C ein Teiler des

charakteristischen Polynoms von f auf V. Genauer, es gilt
1D =gy O %D,

wenn {°:V’—V’ die durch f auf V’:=V/V’C induzierte Abbilung bezeichnet.

(iii) Nach Definition ist die Einschrankung von f - c-Id auf V’C nilpotent, d.h. diese

Einschrankung besitzt eine Matrix, die in der Hauptdiagonalen und darunter lauter
Nullen hat. Insbesondere gilt

det (f-c1d - T1d) = (¥ mit k = dim V" _
also ist
_ T = (c-T)K
Xy (T)=det(f-T Id)IV, =(c-T)
c c
(iv) Weil Xy ein Teiler von ¢ ist, kann die Dimension des Hauptraum hochstens

so grof} sein wie die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes ¢ von f,
dim V’C < Vf(C).

Unser nachstes Ziel ist es, zu zeigen, dafl sogar das Gleichheitszeichen gilt.

5.3.6 Die Dimension der Hauptriume

Seien f:V—V ein K-linearer Endomorphismus mit dim V<o und c€K ein Eigenwert
von f. Falls K hinreichend groB ist, ist die Dimension des Hauptraums zum Eigenwert c
gleich der algebraischen Vielfachheit von c,

dim V’C(f) = vf(c).
Beweis. Angenommen, es ware
(1) k :=dim V’C<vf(c).
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Wir setzen

W =V/V ’c
und betrachten den durch f auf W induzierten Endomorphismus
: W —=W, w+ V’C B f(w)+ V’C.
Es gilt
— : - (c-T)K-
4D =ty O 7D = @D %D

Wegen (1) kommt in der Faktorzerlegung des Polynoms Xf,(T) noch mindestens ein
Faktor der Gestalt T-c vor, d.h. es ist
Xf’ (C) =0,

d.h. ¢ ist Eigenwert von f’. Deshalb hat f* einen (von Null verschiedenen) Hauptraum
zum Eigenwert c, d.h. es gibt einen Unterraum

UC W, U = 0,
und eine naturliche Zahl
¢ EN
mit
) (f - c-Id)Z(INJ) =0.
Seien
p:V—=W = V/V’C

die naturliche Abbildung und U := p'l(ﬁ). Dann ist U ein Unterraum von V mit

3) V' _CUCV,

wobei die erste Inklusion eine echte Inklusion ist. Fur jedes u€U gilt

o((f - cTdf ) = (£ - e 1) () + v = - c1d)f(u + V)= - 1) (p(w) = 0

(wegen p(u) € U und (2)). Mit anderen Worten, es ist (f - c-Id)Z(u) € ker(p) = V’C.
Nach Definition des Hauptraums ist dann aber

(f - c-Id)g +k(u) = 0 fur jedes u€U und k hinreichend groB.
Insbesondere ist

ker(f - c1d)f K
echt groBer als der Hauptraum V’C. Das steht aber im Widerspruch zur Definition des
Hauptraums V’C (als der grofite Unterraum von V, der von einer Potenz von f - ¢:Id in

die Null abgebildtet wird). Dieser Wiederspruch zeigt, da} unsere Annahme (1) falsch
sein mub.
QED.

5.3.7 Abschiatzung der stabilen Potenzen von f
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Seien f:V—V ein K-linearer Endomorphismus von f mit dim V < o und c€K ein

Eigenwert. Dann ist der erste stabile Exponent von f - ¢:Id hochstens so gro3 wie die
algebraische Vielfachheit von c, genauer,

stab(f - ¢c’Id) = Vf(C) - uf(c) + 1.

Insbesondere ist der Hauptraum zum Eigenwert ¢ gleich

V' () = ker(t - o1d) 1.
Beweis. Angenommen es ist
Vf(C) - uf(c) + 1< stab(f - c'Id).
Dann ist die Folge der Unterraume
(1) ker(f - cId)l ,i=1, .., VH(©) - e + 2.
echt aufsteigend. Insbesondere ist
) dimker(f- cId)l =i - j+dim (f- cIdy furj=is VH(©) - 1(©) + 2
(der Unterschied in den Dimensionen ist mindestens so grof3 wie der in den Indizes).
Speziell fur j=1 ist
dim (f - c-Id)l = 1(©)

die Dimension des Eigenraums. Fur j=1 und 1 = vf(c) - uf(c) + 2 erhalten wir damit
aus (2) die Ungleichung

) dim ker(f - ¢Id)! = vf(c) + 1 miti= vf(c) -ufc)+2

i
Da der Kern (2) im Hauptraum V’C(f) liegt, folgt

dim V’C(f) > vf(c)+1.

Dies steht im Widerspruch zu 5.3.6.
QED.

Bemerkung

Es gilt sogar

V' (B = ker(t - e1q) FOMLOFT

5.3.8 Hauptraumzerlegung

Sei £:V—V ein K-linearer Endomorphismus mit dim V < «. Die Eigenwerte von f seien
mit €l bezeichnet. Falls K hinreichend gro8 ist, ist die K-lineare Abbildung
e:V . ®..eV e Vv, (Vl""’vr) BV

+..+V,
r
1 r

1
bijektiv.

Beweis. Nach 5.3.6 sind die Dimensionen der Hauptraume gleich den algebraischen
Vielfachheiten der Eigenwerte. Die Summe ihrer Dimensionen ist somit gleich dim V.
Mit anderen Worten, die Abbildung bildet Raume gleicher Dimension ineinander ab. Es
genugt also, ihre Injektivitat zu beweisen.

Sei also

cp(vl,...,vr) =0,
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d.h.

(D V1+...+VI_ =0.

Wir haben zu zeigen, jeder einzelne Summand ist Null. Sei s die Anzahl der von Null
verschiedenen Summanden.

s=#{i|vi=0}

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach s. Im Fall s = 1 ist nichts zu beweisen:
aus dem Verschwinden der Summe folgt das Verschwinden des einzigen Summanden.

Sei jetzt s > 1 und sei e 0. Wir betrachten die Abbilung

e (6 TV ity e
g:=(f ¢ Id) ! mit V.= Vf(Ci).
Aus (1) folgt
g(v1)+...+g(vr) =0.
Da alle Hauptraume f-invariant sind, sind sie auch invariant beziiglich der Abbildung’ g.
Also ist
(2) (g(vl),...,g(vr)) eV . ®...eV .

1 r
Auf V’C ist g die Nullabbildung, d.h. die Anzahl der von Null verschiedenen
i
Koordinaten des Elements (2) ist kleiner als s. Nach Induktionsvoraussetzung folgt,
g(Vl) =..= g(Vr) =0.

Wegen (1) reicht es zu zeigen, die Vektoren v SV sind Null mit eventueller

s
Ausnahme von einem. Dazu reicht es zu zeigen,

gIV, ist injektiv fur alle j = 1.
i
Dazu wiederum reicht es, wenn wir zeigen,
3) f- ci-Id IV’ ist injektiv fur j = 1.
C.
J
Sei VEV’C ein Element aus dem Kern der Abbilung (3). Dann gilt
J
f(v) = c.'v,
also
f-c..Id)(v) = (c.-c.)v,
(f - e 1) = (¢e)
also

(f - cj-Id)k(V) - (ci—cj)k-v fiar k=1,2,3,...

Wegen VEV’C ist die linke Seite dieser Identitat Null fur groB3e k. Es gilt also
J

(ci—cj)k-v = 0 fur ein kEN.
Im Fall =) ist aber ¢.-c. von Null verschieden und es folgt v = 0. Damit ist (3)

bewiesen, und damit wiederum der Satz.
QED.

? Sogar beziiglich aller Polynome in f.
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5.3.9 Jordansche Normalform eines Endomorphismus

Sei f: V=V ein K-linearer Endomorphismus mit dim V < . Falls K hinreichend grof3
ist, so gibt es eine Jordan-Basis von V bezuglich f, d.h. eine Basis, bezuiglich welcher
die Matrix von V eine direkte Summe von Jordan-Blocken ist. Die Anzahl

pk(f, c)

der direkten Summanden mit vorgegebenen Format kxk und Eigenwert c ist dabei fur
jede Wahl von k und ¢ unabhéangig von der Wahl der speziellen Basis.

Beweis. Seien Cl""cr die Eigenwerte von f. Weil K hinreichend gro8 ist, zerfallt V in

eine direkte Summe der Hauptraumen,
V=V &..6V
C1 Cr
Da die Hauptraume VC invariant bezuglich f sind, reicht es die Behauptung fur die

i
Einschrankungen von f auf die Hauptraume zu beweisen, denn fur eine Basis, die
gerade Vereinigung von Basen der direkten Summanden ist, gilt

M(f) = M(fl)GB...@M(fr)

Dabei bezeichne fi: VC — VC die Einschrankung von f auf VC . Beweisen wir also die

i i i
Behauptung fur jedes der fi' Mit anderen Worten, beweisen wir die Behauptung fur

den Fall, daB f nur einen einzigen Eigenwert, sagen wir cEK, besitzt. Dann gibt es nur
einen Hauptraum und V fallt mit diesem Hauptraum (zum Eigenwert c) zusammen. Das
bedeutet,

g=f-cld
ist nilpotent. Dann gibt es aber eine Basis von V, bezuglich welcher die Matrix von g
eine direkte Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert O ist,

M(f) - M(c-1d) = M(f - c'Id) = M(g) = Ja 0 @ .. @Ja 0).
1 S
Es folgt

M(f) = M(cId) + M(2) =cId+J (0@ ..®] 0)=] ©)@..@] (c),
| A | A

d.h. M({) ist eine direkte Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert c.
QED.

5.3.10 Jordansche Normalform einer Matrix

Sein AEK™ " eine n-reihige quadratische Matrix. Falls K groB genug ist, so gibt es

eine umkehrbare n-reihige Matrix BEK™M derart, daB

BAB!
eine direkte Summe von Jordan-Blocken ist. Die Anzahl

p(A)

der direkten Summanden mit vorgegebenen Format kxk und Eigenwert c ist dabei fur
jede Wahl von k und c unabhingig von der Wahl der speziellen Basis.
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Beweis. Das folgt unmittelbar aus 5.3.9.
QED.

5.4 Satz von Cayley-Hamilton

Sei f:V—V ein K-linearer Endomorphismus mit dim V < o . Dann ist f Nullstelle
seines charakteristischen Polynoms,

(1) %g(H) =0.

Analog ist jede quadratische Matrix AEK™™ Nullstelle ihres charakteristischen
Polynoms,

(2) %A (B) =0.

Beweis. Offensichtlich sind die beiden Aussagen (1) und (2) dquivalent. Beim Beweis
von (2) konnen wir bei Bedarf den Korper A vergrolern und zum Beispiel durch einen
algebraisch abgeschlossenen Korper ersetzen. Wir konnen also annehmen, der Korper
K ist groB genug. Der Raum V zerfallt dann in eine direkte Summe von Hauptraumen,

V=V &..0V .,
¢ 1 Cr
und das charakteristische Polynom von f zerféllt in Linearfaktoren,

V1 Vr
Xf(T) = (cl—T) -...-(cr—T)
Wir wollen zeigen, der Endomorphismus

Vi Vr
3) %0 = (e, 1d ) -..o(c 1d )

ist identisch Null auf V. Dazu reicht es zu zeigen, er ist identisch Null auf jedem der
Hauptraume V’C. Nun sind diese Hauptraume invariant bei f also auch invariant

i
beziiglich der Endomorphismen ci-Id - f und aller ihrer Potenzen. Wenn wir zeigen
wollen,
Xf(f)IV’ = Oa
C.

i
so reicht es zu zeigen, einer der Faktoren

v,
(c.1d -f) )

auf der rechten Seite von (3) ist identisch Null auf V’C . Das ist aber der Fall fur den

i
Faktor mit j =1, denn es gilt

Vi A%
V’C = ker(f - ci~Id) = ker (ci-Id - 1)
i

i

QED.
Aufgabe
Man finde den Fehler im folgenden “Beweis” des Satzes von Cayley-Hamilton. Wegen

X A(T) = det (A - T'Id)
gilt
XA(A) =det (A - A'Id) =det (A - A) =det (0) =0.
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5.5 Zur Bestimmung einer Jordanbasis
6. Bilineare Abbildungen

6.1 Bilineare Raume
6.1.1 Definitionen

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung

b: VxV — K
mit folgenden Eigenschaften.
(i) Furjedes v&€V ist die Abbildung
V —= K, x » b(x,v),
K-linear, d.h. b ist linear beziiglich der ersten Variablen.
(i) Fur jedes vEV ist die Abbildung
V=K, x p» b(v,x),
K-linear, d.h. b ist linear bezuiglich der zweiten Variablen.

Ein bilinearer Raum utber dem Korper K ist ein Paar (V, b) bestehend aus einem K-

Vektorraum V und einer Bilinearform b: V x V — K. Oft werden wir auch einfach V
schreiben anstelle von (V, b) und von b als von der Bilinearform von V sprechen.

Die Bilinearform b heiflt symmetrisch, wenn gilt
b(v’,v’) =b(v’,v’)
fur alle v’,v’€V und antisymmtrisch oder auch schiefsymmetrisch im Fall
b(v’, v’) =-b(v”, v’).

Die Bilinearform b heift nicht-entartet, oder auch regular, wenn es fur jedes v’EV-{0}
ein v’EV-{0} gibt mit

b(v’,v”) = 0.
Eine Bilinearform heif3t anisotrop , wenn fur jeden von Null verschiedenen Vektor v&V
gilt

b(v,v) = 0.
Man sagt dann auch, V ist anisotrop (bezuiglich b), und ein Vektor v mit b(v,v)#=0
heif3t anisotrop (bezuiglich b).

Wenn es einen Vektor von Null verschiedenen Vektor v gibt mit b(v, v) = 0, so heillen
b und der Vektor v und der Vektorraum V isotrop (bezuglich b).

Im Fall K C R heiBt eine Bilinearform b positiv definit (bzw. negativ definit) wenn fur

jeden von Null verschiedenen Vektor v&V gilt

b(v,v) > 0 (bzw. b(v,v) < 0.
Eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform heiflit auch Skalarprodukt von V. Ein
Raum mit Skalarprodukt ist ein bilinearer Raum, dessen Bilinearform ein Skalarprodukt

ist. Das Skalarprodukt eines solchen Raumes V werden wir meistens mit < , >V oder

auch einfach nur mit < , > bezeichnen.
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Eine K-lineare Abbildung f: V — V’ von Raumen mit Skalarprodukt heif3t

isometrische Einbettung, wenn sie das Skalarprodukt unverandert 143t, d.h. wenn

<f(x), f(y)>,,, = <x, y>V

gilt fur alle x, y € V. Eine Isometrie ist eine bijektive isometrische Einbettung. Zwei

Réaume mit Skalarprodukt V, V’ heiflen isometrisch, wenn es eine Isometrie V — V’
gibt.

Im Fall K C R heiBt ein Skalarprodukt euklidisch, wenn es positiv definit ist.

Eine Paarung der K-Vektorraume V und W ist eine Abbildung
b: VxW—K, (v,w) » b(v,w),
welche fur jedes feste v linear in w und fur jedes fest w linear in v ist. Eine Paarung
heif3t nicht-entartet, wenn es fur beliebige v&V-{0} und weW-{0} Vektoren v’EV und
wEW gibt mit
b(v,w’) = 0 und b(v’, w) = 0.

Bemerkungen
(i) Positiv bzw. negativ definite Bilinearformen sind offensichtlich anisotrop.
Anisotrope Bilinearformen sind offensichtlich nicht-entartet. Eine Bilinearform

uber R ist genau dann anisotrop, wenn sie positiv oder negativ definit ist (nach
dem Zwischenwertsatz der Analysis).

(i) Das Standard-Skalarprodukt des RN,
1Y (1

<l...f,]-- >:.Exiyi,

X Yy =1

ist euklisch, denn <x,x> ist eine Summe von Quadraten reeller Zahlen, also stets
>0 sobald x = 0 ist.

(111) werden sehen, das Standard-Skalarprodukt ist uber jedem Korper K nicht-
entartet, also ein Skalarprodukt, obwohl es fur manche K isotrop ist.

(iv) Fur jeden K-Vektorraum V ist die folgende Abbildung ein Beispiel fur eine
Paarung.

VxV# =K, (v, €) 5 ).
Die Abbildung ist offensichtlich bilinear und nach dem Fortsetzungssatz (3.4.6)

fur lineare Abbildungen nicht entartet. Sie heit naturliche Paarung des
Vektorraums V.

(v) SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt <, > : V x V — K. Ein ein linearer

Unterraum U C V heiflt total isotrop, falls < v, w > =0 gilt fur alle v, w € U.

Falls K eine von 2 verschiedene Charakteristik besitzt, kann man die Identitat
<X+Y,X+Yy>=<X, X>+ 2<X,y> + <y, y>

nach < x, y > auflosen,
<x,y>:%(<x+y,x+y>-<x,x>-<y,y>)

Die Bedingung der totalen Isotropie ist dann dquivalent zu der Aussage, daf alle
Vektoren von U - {0} isotrop sind.
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(vi) Eine isometrische Einbettung f: V — V’ ist, wie es die Bezeichnung nahelegt,
stets injektiv. Ist namlich x € V von Null verschieden, so gibt es, weil <, >

nicht-entartet ist, ein y € V mit

<x,y>#=0.
Dann ist aber auch < f(x), f(y) >= < x, y > von Null verschieden, d.h. f(x) muf}
ungleich Null sein.
Insbesondere ist eine isometrische Einbettung genau dann eine Isometrie, wenn
sie surjektiv ist.

(vii) Seien V ein K-Vektorraum mit der Bilinearform b: V x V — K und
MCV
eine beliebige Teilmenge. Dann heif3t
ML = (v E VI b(m, v) = 0 fir jedes m € M}

(rechtes) orthogonales Komplement von M in V. Die Menge ML ist ein linearer
Unterraum von V. Analog heif3t
LM = {vE VI b(v, m) =0 fur jedes m € M}

(linkes) orthogonales Komplement. Die beiden Komplemente stimmen naturlich
uberein, wenn b symmetrisch ist.

Fur zwei Vektoren x, y € V mit b(x,y) = 0 schreibt man

xly
und sagt, x und y sind orthogonal oder stehen aufeinander senktrecht (bezuglich
b).

6.1.2 Die Bilinearform zu einer Matrix

Sei A = (aij)EKnxIl eine quadratische Matrix mit Eintragen aus K. Fur je zwei

Spaltenvektoren
1 Y
X,yEanKHXI’Xz e bby=1|---
*n Yn
setzen wir
T n
b(x,y) :=x"Ay= 3 a..x.y..
ij=1 9"
Die Abbildung
n
b: K'xK™ — K, xy)p» bxy)= Y aijxiy.,
i,j=1

ist dann bilinear. Das folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der
Matrizenmultiplikation. Zum Beispiel ist

b(x, y + 2) = xFA)y +2)
= XTAy +x1Az
=b(x,y) + b(x, z)
und
b(x, cy) = (xTA)(cy)
=co(x | Ay)

= cb(x,y)
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fur beliebige x, y, z € K™ und ¢ €K, d.h. b(x,y) ist linear in der zweiten Variablen y.

Symmetrie von b im Fall symmetrischer Matrizen A
Sei jetzt A eine symmetrische Matrix, d.h. es gelte

A=AT,
Die Matrix
XTAy
besitzt genau eine Zeile und genau eine Spalte. Sie verandert sich also nicht, wenn wir
sie transponieren. Es folgt
b(xy) =x1Ay

= ay!

_ yT ATKTT

= yTAX (A ist symmetrisch)

= b(y,x).
Wir haben gezeigt, die Bilinearform b ist im Fall symmetrischer Matrizen symmetrisch.

Der Fall von Matrizen maximalen Rangs
Sei jetzt tk A = n. Wir wollen zeigen, daf dann die Bilinearform b nicht-entartet ist.

Beweis. Angenommen, b wire entartet. Dann gibt es einen Spaltenvektor
yEK"-{0}
derart, daB fur jeden Spaltenvektor x€K™

0=b(y.x) =y Ax
gilt. Insbesondere gilt dies fur x=ei (i=1,...,n),

<yTAmi=o
Nun ist (yTA)ei gerade die i-te Spalte von yTA. Mit anderen Worten, fur jedes i ist die

i-te Spalte von yTA gleich Null, d.h. yTA ist die Nullmatrix,

yTA =0.

Seien a die Zeilen von A und yl,...,yn die Koordinaten von y. Dann kann man

-
1”"""n
die letzte Identitat auch in der folgenden Gestalt schreiben,

y,a +..+y a =0.
171 nn
Da y vom Nullvektor verschieden sein soll, bedeutet letzteres, die Zeilen von A sind

linear abhéngig. Dann hat aber A nicht den Rang n im Widerspruch zur Annahme.
QED.

6.1.3 Die Matrix einer Bilinearform

Seien
b: VxV —=K
eine Bilinearform und
V= (Vl,...,Vn)

eine Basis des Vektorraums V. Dann heif3t die nxn-Matrix

M, () = (O(ViVD) iy n

Matrix von b bezuiglich der Basis v.
Bemerkung
Sei
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X

.h
ch.K —V, X |—)X1V1+...XnVn,

n
die zur Basis v gehorige Koordinaten-Abbildung, d.h. der K-lineare Isomorphismus,

welche jedes Koordinaten-n-Tupel auf die zugehorige Linearkombination der
Basisvektoren Abbildet. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ

KOxg D i) K (x,y) (R XTAy
Q v X v l II J I
w2k (©,00.0,()) ¥ b@ ()9, (¥)

und identifiziert die beiden horizontalen bilinearen Abbildungen.

Dabei bezeichne der obere horizontale Pfeil die in 6.1.2 beschriebene zur Matrix
A:=M (b)
v

gehorige bilineare Abbildung, und PP, sei der lineare Isomorphismus

Ny n
chchV.K xK" — VXV, (X, y) & ((pV(x), ch(y)).

Beweis. Mit
* Y
X = undy=|...
*n Yn
gilt
b, (x).0 ()
n n
=b( Y x.v., Yy.v.)
i=1 ' =)
n n
= ¥ x. ¥ b(v.,v.y.
i=1 ‘=1 ')
n
mitz. := Y b(v.,v.)y. erhalten wir
R
J_
z
n 1
b ()0 () = ¥ X2 = (X e X )
i=1 z
n

b(Vl,Vl) b(vl;vn) Yy

b(vnvl) e b(Vn;vn) y

QED.
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6.1.4 Verhalten bei Koordinatenwechsel

Seien
b: VxV —= K
eine Bilinearform und
V= (Vl""’vn) und v’ = (v 1,...,V n)
zwel Basen des Vektorraums V. Dann gilt
M (b) = BT-MV,(b)-B,

wenn B := MX,(Id) die Basiswechselmatrix fur den Ubergang von v nach v’

bezeichnet.
Beweis. Wir setzen

A= Mv(b) = (aij)
A= MV,(b) =(a ij)

B := (bij)'
Dann gilt
n
v, = Id(Vi) = > bociV o
a=1
also
n n n n
aij =b(Vi,Vj) =b( > bociv o’ > bBJ.V |3) =3y > boci b(v oV B)b[3j
a=1 =1 a=1p=1
n n
=2 2 boua Otﬁbﬁj
a=1 pB=1

d.h.esist A=BTAB.
QED.

6.1.5 Beispiele fur Bilinearformen

Beispiel 1
Im Fall des obigen Beispiels ist die zur Matrix A = Id gehorige Bilinearform

b(x,y) = XT-Id-y = XT-y

gerade das Standard-Skalar-Produkt. Es ist symmetrisch, weil die Matrix 1d
symmetrisch ist, und nicht-entartet, weil die Matrix Id maximalen Rang hat.

Beispiel 2
Der komplexe Vektorraum CM mit dem Standard-Skalarprodukt ist isotrop. Zum
Beispiel gilt,

1

A

S = f—
S =
\Y

1l

p—

[\

1

—_

[\

1l

=)

Beispiel 3
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Durch
<Xk (V¥p)> =X,y = %5Y
ist fur beliebiges K ein Skalarprodukt definiert: es gehort zur symmetrischen Matrix
maximalen Rangs
10
A= ( 0.1 )

Mit diesem Skalarprodukt ist selbst der reelle Vektorraum R2 isotrop.
Beispiel 4
Das Skalarprodukt der Relativititstheorie, das zur Matrix
1000
0100
0010
000-1
gehort, ist selbst fur K= R nicht definit. Die drei positiven Eigenwerte der Matrix

entsprechen dabei den drei Raumrichtungen und der negative Eigenwert steht fur die
Zeit. Die 1sotropen Vektoren bilden einen Kegel mit der Gleichung

A=

X2+y2+22—t2=0
und stehen fur Massepunkte, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen.
Beispiel 5
Sei
01
A= (_1 0 )

Die durch A definierte Bilinearform
b: K2xK? —5 K, (x, y) b X1 Ay,
ist nicht-entartet und schiefsymmetrisch.

6.1.6 Kriterium fur nicht-entartete Bilinearformen

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

b: VxV — K

eine Bilinearform und ViV, eine Basis von V. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
(i)  bist nicht entartet.
(i) Die lineare Abbildung

V—=V*vp bV mit bV(X) = b(v,x)),
in das Dual von V ist injektiv (also bijektiv).
(iii) Die lineare Abbildung
V = V# v i bY mitbY(x) := b(x,v),
in das Dual von V ist injektiv (also bijektiv).
(iv) Die Matrix von b bezuglich der Basis ViV hat maximalen Rang n.
Beweis. (i) < (ii). Bedingung (ii) besagt gerade, fur jedes v’EV-{0} ist bV, nicht die

Null-Abbildung, d.h. es gibt ein v’EV mit
b(v’,v”) = 0.
Das bedeutet aber nach Definition gerade, daf3 b nicht entartet ist.

(iii) « (iv). Bedingung (iii) besagt gerade, b" ist nur dann die Nullabbildung, wenn v
gleich Null ist, d.h. es besteht die Implikation
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bY(x)=0 fur alle x = y =0.

Ubersetzen wir die Bedingung in die Sprache der Matrizen. Wir verwenden die
gegebene Basis, um V mit dem K" zu identifizieren, und erhalten

bY(x) = b(x,v) = x| Ay,
wenn A die Matrix von b bezuiglich der gegebenen Basis bezeichnet (vgl. 6.1.3).
Bedingung (iii) bekommt dann die Gestalt

xTAv =0 furallex = v=0

Nun ist aber die durch die Matrix Av gegebene Abbildung x xTAv genau dann die
Nullabbildung, wenn die Matrix gleich Null ist. Die Implikation 46t sich also auch in
der folgenden Gestalt schreiben.

Av=0=v=0

In dieser Gestalt bedeutet die Bedingung aber gerade, dafl die Spalten von A linear
unabhiangig sind, d.h. daf (iv) gilt.

(i1) = (iv). Die Behauptung ergibt sich nach derselben Argumentation wie im Beweis
von ‘(iii) < (iv)’, wenn man bV anstelle von b" verwendet.
QED.

Bemerkungen
(i) Nach dem gerade bewiesenen Ergebnis kann man eine nicht-entartete Bilinearform

b: VxV — K
benutzen, um den Raum V mit seinem Dual V* zu identifizieren (indem man den
Vektor v mit der Linearform b": x + b(x,v) identifiziert).
(i) Die naturliche Paarung
VxV* = K, (v, {) b €(v),
wird durch diese Identifikation mit der folgenden Abbildung identifiziert:
VxV =K, (v, V) b (V’, bV”) B b(v’,v”).
(i) Mit anderen Worten, die Identifikation von (i) ist gerade so beschaffen, daf die
naturliche Paarung identisch wird mit der gegebenen Bilinearform.

(iv) Fur die naturliche Paarung verwendet man oft dieselbe Bezeichnung wie fur das
Standard-Skalarprodukt,

<v,l>:=C (V).
(v)  Unter Verwendung dieser Bezeichnung nimmt die Definition der dualen
Abbildung in 3.4.7 eine besonders elegante Form an. Es gilt namlich fur lineare

Abbildungen f:V—W und Vektoren v€V, w*EW*:
<v,fE(W*)> = <v, w¥of> = (w¥of)(v) = w*(f(v)) = <f(v),w*>.

Mit anderen Worten, die zu f:V — W duale Abbildung ist diejenige Abbildung
*:W* — V*_ fur welche

<v, f¥(w*)> = <f(v), w*> fur v&€V und w*eW* (D)
gilt.

(vi) Sind in (v) die Rdaume V und W mit einem Skalarprodukt versehen, so kann man
aus der Relation (1) die dualen Raume vollstandig entfernen (indem man sie mit
den Ausgangsraumen identifiziert. Genau dies werden wir spater tun und so den
Begriff der adjungierten Abbildung einfuhren (vgl. 6.4).
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tun wir in der nachfolgenden Definition.

6.1.7 Eigenschaften des orthogonalen Komplements

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit nicht-entarteter Bilinearform b
und

wCV
ein linearer Unterraum. Dann gilt:

()  dimW+dim WL =dim V = dim W + dim 1W.
ay towh=w=cwl
i) WOWL =0=wWM1W falls bl.__nicht-entartet ist.®

W
v) V=W®WLundVv=walw fals bly nicht-entartet ist.
Beweis. Zu (i). Sei Wl""’wn eine Basis von W. Wir betrachten die lineare Abbildung
b(w 1 ,V)
oV — K% v s
b(wn,v)

Der Kern dieser Abbildung besteht gerade aus allen v € V, die auf den wi und damit auf
allen Vektoren von W senkrecht stehen. Es gilt

WL = Ker(q).
also

dim WL = dim V - dim Im(g),
also
dim Im(¢) + dim W= = dim V.

Zum Beweis des ersten Gleichheitszeichens reicht es zu zeigen, ¢ ist surjektiv, denn
dann ist

dim Im(¢p) = dim K" = n = dim W.
Beweis der Surjektivitit von ¢. Angenommen ¢ ist nicht surjektiv. Dann gilt

dim Im(gp) < n.
Seien S o S irgendwelche Spaltenvektoren, die Im(g) erzeugen. Die Matrix aus
diesen Spaltenvektoren hat dann einen Rang < n. Die n Zeilen dieser Matrix sind somit
linear abhéngig: es gibt Konstanten
c,,...,c €K,
1 n
die nicht alle gleich Null sind mit

clx1 +...+ cnx1 =0

19 Wir bezeichnen mit bIW die Einschrankung von b auf WxW.
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X X

1 1
falls | ... | eine Linearkombination der s ist, d.h. falls | ... [ in Im(e) liegt. Wir wenden dies
*n *n
X b(w 1 ,V)
auf den Vektor | ... | = .- aus Im(g).Fur jedes v € V gilt also
X b(w ,v)
n n
0 =C1b(W1,V)+...+Cn b( Wn,V)

=b(c,w, +...+C W _,V).
11 n n
Weil b nicht entartet ist, folgt

0 =C,W,+..+C W ,
11 n n
und, weil die wi eine Basis bilden,
c1 :...:cn:O.

Dies steht im Widerspruch zur Wahl der ¢ und beweist die Surjektivitit von .

Damit ist die erste Identitdt von (i) bewiesen. Die zweite ergibt sich, wenn man die
gerade bewiesene Aussage auf die Bilinearform b’(x, y) := b(y,x) anwendet.

Zu (ii). Fur jeden Vektor w € W und jeden Vektor w’ € wt gilt b(w, w’) =0, d.h.
we (W), Deshalb gilt
wC towd.
X\;egeqlgi) (angewandt auf W und Wl) haben aber W und J‘(WJ‘) dieselbe Dimension.
so gi

w=1wd).
Damit ist die erste Identitit von (ii) bewiesen. Die zweite ergibt sich aus der ersten,
indem man b(x, y) durch b’(x,y) := b(y,x) ersetzt.

Zu (iii). Seix EW () w<. Dann gilt

1. xeW

2. b(y, x ) =0 fur jedesy € W.

Weil die Einschrankung von b auf WxW nicht-entarter sein soll, folgt x = 0. Wir haben
gezeigt, W () wt=o. Analog folgt wNLw =o.

Zu (iv). Nach (i) ist

oW WJ' — V, (X, y) b X+y,

eine lineare Abbildung zwischen Raumen gleicher Dimension. Es reicht zu zeigen, die
Abbildung ist injektiv. Es gilt

Ker(p) ={(x,y) I xEW,yE Wl und x+y =0}
= {(x, x) I xE WNWL}
Nach (iii) ist dies der triviale Vektorraum. Analog folgt die Aussage mit Lw anstelle

von WJ'.
QED.
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6.1.8 Orthogonale Zerlegungen

Seien V ein K-Vektorraum mit Bilinearform b: Vx V — K und V’,V” zwei K-lineare
Unterraume mit

v="VvVaev”.
Diese Zerlegung in direkte Summanden heif3t orthogonal (bezuglich b), wenn gilt

b(v’,v’) =0
fur beliebige v’EV’ und v’EV”.

Bemerkungen

(i) IstV=V’@®V” eine orthogonale direkte Zerlegung und sind v’, v’ Basen von V’
bzw. V7, so gilt fur die Matrix von b bezuglich der Basis v’, v’ von V
MV,(bIV,) 0

M, ()= ( 0 M0

v

(i) Insbesondere gilt
det MV,,V,,(b) = det MV,(bIV,) e det MV,,(bIV,,)

Die Einschrankungen von b auf die beiden direkten Summanden sind nicht-
entartet, falls b es ist. Ist b ein Skalarprodkt, so gilt dasselbe auch fur die

Einschrankung bIV, und bIV,, .

6.2 Raume mit Skalarprodukt
6.2.1 Orthonormierte Basen

Eine Basis ViV des K-Vektorraums V mit Skalarprodukt < , > heifit orthogonal,

wenn gilt
\A 1 Vj fur beliebige i,j mit i=;.
Sie heif3it orthonormiert, wenn auflerdem noch

<v.v>=1
11

gilt furallei=1, ..., n.

6.2.2 Das Orthogonalisierungsverfahren

Sei V ein K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt (und dim V < ). Dann gilt

(1)  V besitzt eine orthogonale Basis.

(i) Falls K hinreichend grof ist, besitzt V eine orthonormierte Basis.

Bemerkungen

(i) ‘Hinreichend groB’ soll hier bedeuten, dal man im Korper K aus den

Skalarprodukten der Gestalt <v,v>mit v&€V die Quadratwurzel ziehen kann.

(il) Wichtiger als die beiden obigen Aussagen ist deren Beweis: er beschreibt ein
Verfahren, mit welchem man aus einer gegebenen Basis des Vektorraums V eine
orthogonale bzw. orthonormierte Basis konstruieren kann, und welches
Orthogonalisierungsverfahren heift.

(iii) Wie wir anschlieBend sehen werden, existiert - auch wenn die Anisotropie-
Bedingung nicht erfullt ist und das Orthogonaliserungsverfahren bezuglich einer

"' d.h. die lineare Abbildung V’@&V” — V, (v’, v’) > v’+v”, ist ein Isomorphismus.
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gegebenen Basis versagt - stets eine orthogonale Basis, vorausgesetzt, die
Charakteristik des Korpers K ist ungleich 2.
Beweis. Zu (1) Wir wiahlen eine Basis Vl,...,Vn von V und beschreiben ein
Verfahren, durch welches diese Basis in endlich vielen Schritten in eine orthogonale
Basis uberfuhrt wird. Angenommen, die ersten k Vektoren der Basis sind bereits
orthogonal,

<vi , VJ. > =0 fur i,j=1,....k, i=].

Es reicht, den Vektor v. . durch einen Vektor w zu ersetzen, der orthogonal zu den

i+1
ersten 1 Vektoren der Basis ist und zusammen mit den Vektoren Vl,...,Vi, Vi+2""’Vn
eine Basis von V bildet. Wir setzen
W=A V. +.+A Vi +Vv. . 1
11 i+1 M

Dabei seien die Koeffizienten }\j so gewahlt, dal} gilt

0 =<w, V., >
]

—<)»1v1+ 4N V1+v

=A.<V. v>+<v
J JJ

+1° j g
+1’ _]
furj=1, ..., 1, d.h. es sei
A=-<V. ,V>/<V., V>
] L N
Man beachte, es ist < v., v.> = 0, weil das Skalarprodukt anisotrop sein soll. Wegen (1)

erzeugt w zusammen mit den Vektoren Vl,...,V1 0 V den Raum V, d.h. indem

wir Vil durch w ersetzen erhalten wir wieder eine Ba51s. Indem wir die obige

Konstruktion endlich oft wiederholen, erhalten wir eine orthogonale Basis.

Zu (ii)). Zum Beweis genugt es, aus einer orthogonalen Basis ViV eine
orthonormierte V’l,...,V’n Basis zu konstruieren. Da K hinreichend grof3 sein soll,
kdnnen wir setzen
) 1 ..
V., =—=-v.furi=1, ..., n.
1 <v.,v.> 1
\/ 11
Es gilt dann
<vV.,vV.>= <V V>—1
171 <V V >
fur jedes i.
QED.

6.2.3 Die Raume der Gestalt <Cy o€ >

Der K-Vektorraum V = K™ versehen mit der Bilinearform
b: VxV —K,

deren Matrix bezuglich der Standard-Basis die Diagonalgestalt

010..0

0c,...0
Mb)=[ 2

n
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besitzt mit c1 ,...,cIl € K wird mit

<C,,....,C >
n

oder auch <c,,....c >
1 n

K 1
bezeichnet.

6.2.4 Orthogonalisierung im Fall char (K) ungleich 2
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
b:VxV K
eine symmetrische Biliinerform. Wir nehmen an, da} eine der beiden folgenden
Bedingunen erfullt ist.
1.  Die Charakteristik des Korpers K ist von 2 verschieden.
2. b ist anisotrop.
Dann gibt es eine Basis von V, beziiglich welcher die Matrix von b Diagonalgestalt

besitzt.
Beweis.

1. Schritt. Fur jeden Vektor v&€V mit b(v,v) # 0 besteht eine orthogonale direkte
Zerlegung V =Kv @ (XK)J'.

Wegen b(v,v) # 0 ist bIKV nicht-entartet, d.h. die Behauptung gilt nach 6.1.7(iv).

2. Schritt. Beweis der Behauptung durrch Induktion nach der Dimension n = dim V.
DerFalln=1

Es gilt V = Kv, und die Matrix von b bezuglich der Basis v ist die 1x 1 Matrix mit dem

einzigen Eintrag b(v,v). Sie hat wie jede 1x1-Matrix Diagonalgestalt.
Der Fall n > 1.
Ist die Charakteristik von K ungleich 2 ist, so gilt

b(x. y) = 5 (b(x-+y) - b(x,X) - b(y.y)) ()

fur beliebige Vektoren x, y € V. Falls
b(x, x) =0
gilt fur jeden Vektor x € V, so gilt auf Grund von (1) sogar
b(x, y) =0 fur beliebige x, y, €V,
Die Matrix von b ist die Nullmatirx fur jede Basis von V und hat damit Diagonalgestalt.

Wir konnen also annehmen, es gibt einen Vektor v. € V - {0} mit

1
b(Vl, Vl) # 0

(was im anisotropen Fall automatisch fur jedes v gilt). Nach dem ersten Schritt gibt es

1
eine orthogonale Zerlegung

V=Kx®W )
mit einem K-linearen Unterraum W der Dimension n - 1. Wir wenden die
Induktionsvoraussetzung auf die Einschrankung von b auf W an und erhalten eine Basis

Vo, ..., V. €W,
2 n

bezuglich welcher die Matrix dieser Einschrankung Diagonalgestalt hat. Weil die
Zerlegung (2) orthogonal ist, hat dann aber auch die Matrix von b bezuiglich der Basis

Vi e Vg

Diagonalgestalt (vgl. 6.1.8).
QED.
Bemerkungen
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(i)  Jeden Vektorraum V mit Bilinearform b kann man also durch Wahl einer Basis so

mit einem K" identifizieren, daB V als Vektorraum mit Bilinearform die Gestalt
V = <c1, e cn>

bekommt (falls die Charakteristik des Grundkorpers ungleich 2 oder das

Skalarprodukt anisotrop ist).

(i) Ist veE Vein Vektor mit d = b(v,v) # 0, so kann man auf Grund des obigen
Beweises, die Basis von V sogar so wahlen, dal3
¢ = b(v,v)
wird. Das bedeutet, die Wahl der ci ist weit davon entfernt, eindeutig bestimmt zu

sein.

Beispiel
Sei
V=<1,-1>
Dies ist der einfachste nicht-triviale K-Vektorraum mit isotropen Skalarprodukt
<,>=b.
Zum Beispiel gilt fur diesen Raum

1 1 2 2
<(1),(1)>_1 “12=0.

Fur jeden Vektor
V= (X> ev
y
gilt
2 2

<V, v>=Xx"-y“"=(X-y)x+Yy).
Fur vorgegebenes a € K hat das lineare Gleichungssystem
x-y=1
X+y=a
1-1
die Koeffizienten-Matrix (1 1 ) Deren Determinate ist ungleich O (wegen char K #2),

d.h. das System hat eine eindeutig bestimmte Losung. Es gibt also einen Vektor v mit
<v,v>=lea=a.
Auf Grund von Bemerkung (ii) 1aBt sich der Vektorraum V = < 1, -1> mit einem

Vektorraum V = < a, b > identifizieren mit vorgegebenen a € K*.

6.2.5 Orthogonale Transformationen
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine orthogonale Transformation von V ist
definiert als K-lineare Abbildung
V—YV

welche eine Isometrie ist, d.h. f ist K-linear und bijektiv, und es gilt

<f(x), f(y)>=<x, y> (1)
fur beliebige x, y € V.
Bemerkungen

(i) Isometrien sind automatisch injektiv (vgl. Bemerkung 6.1.1 (vi)). Ist V endlich-
dimensional, so ist die Bijektivitatsforderung also automatisch erfullt. Im Fall
dimV < 00
ist eine orthogonale Transformation von V desselbe wie eine K-lineare Abbildung
mit
<f(x), f(y)>=<x, y>
fur beliebige x,y € V.
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(i)  Ist die Charakteristik des Grundkorper K von 2 verschieden, so kann man
Bedingung (1) der Definition ersetzen durch die Bedingung, dal} das ‘Langen-
Qudrate jedes Vektors beim Anwenden von f unverandert bleibt, d.h. durch

<f(x), f{(x)>=<x,x>furallex € V.
(vgl. Bemerkung 6.1.1 (v)).

6.2.6 Die orthogonale Gruppe

Sei ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann bilden die orthogonalen
Transformationen von V beziiglich der Zusammensetzung von Abbildungen eine
Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(V) := AutK(V). Diese wird mit

OV) = OK(V) = OK(V, <,>)

bezeichnet und heifit orthogonale Gruppe von V.

Beweis. Die Zusammensetzung von orthogonalen Transformationen ist eine
orthogonale Transformation (weil beim Zusammensetzen die Linearitat, die Bijektivitat
und die Invarianz des Skalarprodukts erhalten bleibeh). Die Abbildung

O(V) x O(V) — O(V), (f, g) i g°f, (1)
die je zwel orthogonalen Transformationen deren Zusammensetzung zuordnet ist also
wohldefiniert. Die Operation (1) ist - als Zusammensetzung von Abbildungen -
assoziativ.

Die identische Abbildung V — V ist eine orthogonale Transformation. Sie spielt in
O(V) die Rolle des neutralen Elements.

Die Umkehrung einer orthogonalen Transformation f: V. — V ist eine orthogonale

Transformation, denn fur beliebige x, y € V gilt
1), £ly)> = <t L)), t Liy))> (weil f orthogonal ist)
=<X,y>

Wir haben gezeigt, O(V) ist eine Gruppe. Die Gruppen-Operation von O(V) ist dieselbe
wie die von GL(V), d.h.

O(V) C GL(V)

ist eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe von V.
QED.

6.2.7 Orthogonale Transformationen und orthogonale Komplemente
Seien f: V. — V eine orthogonale Transformation des Raums V mit Skalarprodukt <,>

und W C V ein K-linarerer f-invarianter Unterraum.

Dann ist auch W'L ein f-invarianter Unterraum.
Falls <, >IW bzw. <, >IV n Skalarprodukte sind, sind die Einschrankungen

fIW:W—>W

cwd 1
fIW LW —W
von f auf W bzw. W orthogonale Transformationen von W bzw. w.

Beweis: Als orthogonale Transformation ist f injektiv. Deshalb ist die Einschrankung

fIW:W—>W

ebenfalls injektiv, also ein Isomorphismus. Also ist
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-1

eine wohldefinierte lineare Abbildung. Fur x € W und yEWJ‘ gilt 1(x) € W und
<f(y), x > = <f(y), {1 (0)> = <y, Fl) > =0.
Da dies fur alle x € W der Fall ist, folgt f(y) € w. Also ist W ebenfalls f-invariant.

Sind <, >l bzw. <, >IV n Skalarprodukte, so sind

W
fl. W—Wund fl ,.wi_wi
Y w4l

isometrische Einbettungen von Raumen gleicher Dimension, also orthogonale
Transformationen.
QED.

Zur Formulierung des nachfolgenden Kriterium fur orthogonale Transformation
brauchen wir noch die folgende Terminologie.

6.2.8 Der Langen-Qudrat-Vektor einer orthogonalen Basis
Sei

vV,,..,v €V
1 n

eine orthogonale Basis des Vektorraums V mit Skalarprodukt. Dann wollen wir das n-
Tupel
(<V1, V1>, ey <Vn, Vn> )

der zugehorigen Skalarprodukte der Basisvektoren mit sich selbst auch Langen-
Quadrat-Vektor dieser Basis nennen.
Man beachte, keine Koordinate dieses Langen-Quadrat-Vektors ist Null, weil <, >

nicht-entartet ist, denn aus <V VL>= 0 wirde folgen, daB fur jedes v € V gilt
<vi ,v>=0,

obwohl Vi nicht der Nullvektor ist.

6.2.9 Die Matrix einer orthogonalen Transformation
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt <, >,

ViV
eine orthogonale Basis von V und

f: V=V

eine K-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) f: V — Vst eine orthogonale Transformation.
(i1) f(Vl),...,f(Vn) ist eine orthogonale Basis von V mit demselben Langen-Quadrat-

Vektor wie v, ,...,v .
1 n

(iii) Die Matrix A = Mz(f) genuigt der Bedingung
claTca =1d.

Dabei bezeichne C die Diagonal-Matrix, auf deren Hauptdiagonalen die
Koordinaten des Langen-Quadrat-Vektors der Basis der Vi steht.

(iv) Die Matrix A = Mz(f) genuigt der Bedingung
cAc AT =14
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(v) Die Matrix A = Mz(f) genugt der Bedingung
cayl=cIaT

Beweis. (i) = (ii). Als orthogonale Transformation ist f ein K-linearer
Isomorphismus. Insbesondere ist
f(vl), s f(vn)

eine Basis von V. Bezeichne

(cl,...,cn)

den Langenvektor der gegebenen Basis v oV Dann gilt nach Voraussetzung

1
<f(vi), f(vj)> =<V, Vj> = ciéi..

Also ist die Basis der f(Vi) orthogonal und hat denselben Langen-Quadrat-Vektor wie

die Basis der 2

n n
(ii) = (1). Fur je zwei Vektoren x = XV, undy = VAR gilt
i=1 i=1
n
<00, fy)> = 3 xy; <fv fv)>
1,j=1
n
= Y Xx.y.c.d.
i,j=11 Jjiij
n
= YX.y.<V.,v.>
=14 '
= <X, y>.
Die Abbildung f ist also orthogonal.

(i) = (iii). Mit A = (aij) gilt nach Definition von A,

n

Also ist

n
<f(Vi), f(VJ)> = E akl aé.<V VZ>

n
= 2 8 A0

= 3 aT c mit aT =
_121 ik “k%j M ik T A
Der letzte Ausdruck ist gerade der Eintrag in der Position (i, j) der Matrix ATca.
Bedinung (ii) besagt, daf} <f(vi), f(vj)> gerade der Eintrag in der Position (i, j) der
Matrix C ist. Es gilt also
(ii) & ATCA = C & C1ATCA = 1d & iii).
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(iii) < (iv) < (v). Alle drei Bedingungen bedeuten gerade, dal die Matrizen CA und

C AT zueinander invers sind.

QED.

Bemerkungen

(i) Betrachten wir den Spezialfall, daB der Vektorraum bezuiglich des gegebenen
Skalarprodukts eine orthonormierte Basis besitzt und die Basis der v, eine solche

ist. Dann ist die in den obigen Bedingungen auftretende Matrix C die
Einheitsmatrix.

Eine Matrix AEK™™ heifit orthogonal, wenn sie einer der drei Aquivalenten
Bedingungen (iii), (iv) bzw. (v) mit C = Id genuigt, d.h.
AAT=Td o ATAz1d o AT = AT
(i) Die Bedingung AAT = 1d bedeutet gerade, dafl die Spalten von A eine
orthonormierte Basis von K™ bilden (bezuglich des Standard-Skalarprodukts).
(iii) Die Bedingung ATA = 1d bedeutet gerade, dall die Zeilen von A eine

orthonormierte Basis von K™ bilden (bezuglich des Standard-Skalarprodukts).
Die Aquivalenz der beiden Bedingungen bedeutet, dal A genau dann orthogonal
ist, wenn es die transponierte Matrix wieder ist,

A orthogonal & AT orthogonal.

(iv) Da Transponieren und Invertieren fur orthogonale Matrizen dieselbe Operation ist,
gilt auBerdem auch

1

A orthogonal & A™" orthogonal.

6.2.10 Beispiel: Spiegelungen
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt < , >und
veV- {0}

ein von Null verschiedener Vektor. Das orthogonale Komplement von v hat eine
Dimension

dim v& = dim {v}1 =dim v - 1,

die um 1 kleiner ist als die Dimension des gesamten Raums V. Deshalb heil3t v die zu
v orthogonale Hyperebene. Sei jetzt v anisotrop,

<v,v>#Z 0.

Dann besteht die direkte orthogonale Zerlegung
V=Kve vl (1)

Jeder Vektor aus x € V kann auf genau eine Weise in der Gestalt

X=Av+ymit AEKundy L x
geschrieben werden. Wir setzen
SV(X) =-AX+Yy
und erhalten auf diese Weise eine Abbildung
sV:V—>V,7»V+y B -AX + Y.

Sie uberfuhrt die Vielfachen von v in ihr Negatives und laft alle Vektoren auf dem
orthogonalen Komplent von v invariant, und heiflt deshalb Spiegelung an der zu v
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orthogonalen Hyperebene. Identifiziert man V mit der rechten Seite von (1) so bekommt
die Abbildung die Gestalt

Kv @ vt — Kv® VJ', AV, y) B (-Av, y).
Insbesondere ist die Abbildung K-linear. Aulerdem gilt

(1) N V — V ist eine orthogonale Transformation.
(i1) det(sv) =-1.

(iii)) Fur jedes x € v gilt
(x) = 2e<X, V>
Sy =X TSNS
(iv) Seien V ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum mit euklidischen Skalarprodukt
und f: V. — V eine orthogonale Transformation mit negativer Determinante.

Dann ist f die Zusammensetzung einer Drehung mit einer Spiegelung, genauer,
man kann f in der Gestalt

f=des=¢5"d’
schreiben mit Drehungen d und d’ und Spiegelungen s, s’. Die Spiegelung kann
man dabei beliebig vorgeben.

Beweis. Zu (i). Seix =Av+ymity € v1. Dann gilt
<sv(x), sV(x) >=<-AV+Yy, -AV+y>

= (—x)2<v, V>+<y,y>
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, wegen v Ly. Der letzte Ausdruck #andert sich nicht
,wenn man A durch sein Negatives ersetzt. Deshalb folgt
<sv(x), sV(x) >=<A\V+Yy,AV+y>
=<X,X>
Da dies fur alle x € V gilt, ist S, eine orthogonale Transformation.
Zu (ii). Wir schreiben V in der Gestalt

V=Kev® vl
und wihlen eine Basis
1
Vl, ,Vd_1 eEv .
Dann gilt
f(v)=-v
f(Vi) =V furi=1, ..., d-1.
Die Matrix von f bezuiglich der Basis v, Vl,..., v -1 ist damit gleich
-10..0
01...0
M(f): e e e s s e s e e e e
0 0...1

Also ist
det f = det M(f) = -1.

Zu (iii). Seix =Av+y mity € vl Dann gilt
<X, V>= <Av+y, v>
= A<V,V> + <y, V>
=A<V, V>,
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also
_<X,v>

A=
<v,v>’

also
f(x) =-Av+y
=AV+y-2hv
=X -2AV
2e<X, V>
<v,v>

Zu (iv). Wir wiahlen in V eine orthonormierte Basis Vl, V2 € V und verwenden die

zugehorige Koordinaten-Abbildung

—~

cp:]R2 —V, (;) B XV +yeV

1 2
um V mit dem R? zu identifizieren. Weil die Basis orthonormiert ist, entspricht das

Skalarprodukt von V gerade dem Standard-Skalarprodukt des R2. Sei s irgendeine
Spielgelung. Dann gilt

det (fos) = det(f)=det(s) = - det(f) > 0.
Also ist die orthogonale Transformation

fos=d
eine Drehung. Es folgt
f = fosos = des.
Analog gilt
det (sof) = det(s) « det (f) = - det (f) >0,
d.h.
sef =d’
ist eine Drehung. Es folgt
f = sosof = sod’.

QED.

6.2.11 Die hyperbolische Ebene

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension 2 mit dem Skalarprodukt <, >. Die
Charakteristik des Grundkorpers sei von 2 verschieden,

char(K) #= 2.

Dann sind folgende Bedingungen aquivalent.
(i) Vistisometrischzu< 1, -1 >.
(i)  Vist isotrop

(iii) 'V ist isometrisch zu < a, -a > fur ein a € K*.

iv) {<x,x>l x€eV-{0}} =K.
Ein Raum mit Skalarprodukt, der diese Bedingungen erfullt, hei3t hyperbolische Ebene.

1
Beweis.(i) = (ii). Trivial: (1 ) ist ein isotroper Vektor.

(1) = (ii). Sei x € V - {0} isotrop. Dann gilt
xK C x1 und dim x1 = dim V - dim xK = 1,
also
x1 = xK.
Seiy € V - xK. Dann gilt <x, y > #0. O.B.d.A. konnen wir annehmen,
<x,y>=1.
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Nach Konstruktion sind x und y linear unabhangig, erzeugen also V.
1. Fall: <y, y >=0. Wir setzen
X’=x+yundy :=x-y.

Dann gilt

<X,y >=<X,X>-<y,y>=0

<X, X' >=<X, X >+ 2<X,y>+<y,y>=2

<YL,y >=<X,X>-2<Xy>+<y,y>=-2
Der Raum V ist isometrisch zu < 2, -2 >.
2. Fall: <y, y># 0.

Es gilt yK () (yK)J‘ =0.Mit0 # z &€ yJ‘ hat man eine orthogonale Zerlegung

V=yK®zK
Wir setzen
a =<y, y>
b:=<z,z>
X =ay + pz.

Weil <, > nicht-entartet ist, gilt fur die Determinante der Matrix My , von <, >

2

bezuglich der Basis y, z:
0#detM =det (<y,y> <y,z>) = det ( a 0) = asb,
<z,y> <z,7> 0b

d.h. a und b sind von Null verschieden. Weil x isotrop ist und y, z es nicht sind, sind
auch die Koeffizienten o und 3 ungleich Null. Indem wir y und z durch geeignete
Vielfache ersetzen, erreichen wir, daf} die Koeffizienten gleich 1 sind,

X=y+2z
Es folgt

0=<Xx,X>=<y+z, y+z>=a+ b,
also b = -a. Der Raum V ist isometrisch zu < a, -a>

(iii) = (iv). Sei

b

V=<a,-a>mita&K*,

Zu vorgegebenen ¢ € K betrachten wir den Vektor v € V mit den Koordinaten

C

Ve 1 1+5
-2

£

a

Es gilt
_ ©2 192y =Ll
<V, v>=7 a((1+a) —(l—a) )—4 a4a—c.
Der Vektor v kann im Fall ¢ # 0 nicht der Nullvektor sein. Die Formel fur v zeigt, da3
v auch im Fall ¢ = 0 vom Nullvektor verschieden ist.

(iv) = (i). Nach Voraussetzung ist <, > isotrop. Auf Grund der bereits bewiesenen
Implikationen konnen wir annehmen,
V=<a,-a>
fur ein a € K*. Ebenfalls nach Voraussetzung gibt es ein x € V mit < x, x >=1. Dann
gilt
xK M xt = 0,

und mit 0 # y € xL hat man eine orthogonale Zerlegung.
V=xK ®yK

Mit
bi=<y,y>,
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hat die Matrix Mx von <, > bezuglich der Basis x, y die Gestalt

2

10
Mx,y - (0 b)
Wegen V=< a, -a >, hat die Matrix von <, > beziiglich der Standard-Basis die Gestalt
a0
M={0-a)
d.h. es gilt
M =ST.Mss.

2

mit einer umkehrbaren Matrix S € K**2. Es folgt
b:mﬂMxy:dasimnM@as:a%ﬂ@ﬁ,

d.h. ’

b = -c2 mit ¢ = a~det(S) € K*,
Wir setzeny’ = %y und erhalten wir eine orthogonale Basis

X,y €V
von V mit
<x,x>=1,<y’,y>=-1.

Mit anderen Worten, V ist isometrisch zu < 1, -1>.
QED.

6.2.12 Isotropie und hyperbolische Ebenen
Seien V ein K-Vektorraum endlicher Dimension mit Skalarprodukt <, > und

0#=x€EV
ein isotroper Vektor,
<x,x>=0.
Dann gibt es einen linearen Unterraum
wCvV
mit folgenden Eigenschaften.
(1) xEWC V.
(ii) dim W = 2.
@) <, >IW ist nicht entartet.
(iv)  Es besteht eine orthogonale direkte Zerlegung
v=waow'

Mit anderen Worten, jeder isotrope Vektor liegt in einer hyperbolischen Ebene, die ein
orthogonaler direkter Summand des Vektorraums ist.

Beweis. Die Dimension von V ist mindestens 1, weil es einen von Null verschiedenen
Vektor x gibt. Die Dimension kann nicht gleich 1 sein, weil dann

<uv>=0
gelten wiirde fur beliebige u, v € V = Kx, d.h. <, > wire entartet, also kein
Skalarprodukt. Es gilt also

dimV = 2.
Wegen
dim xL = dim (xK)L =dim v - 1
stV - XJ' nicht leer. Wir wahlen einen Vektor
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yEV—XJ'

Dann gilt <x, y > # 0. Indem wir y durch ein geeignetes Vielfaches ersetzen erreichen
wir
<x,y>=1.

Wir setzen
W = Kx + Ky.

Nach Konstruktion gilt x € W, d.h. Bedingung (i) ist erfullt.

Weil x isotrop und XJ'ﬂW ein echter Unterraum von W ist'?, gilt xlﬂW = xK.

Zussammen mit y & xTNW folgt, daB x und y linear unabhzngig sein mussen, d.h.

dim W =2.

Damit ist Bedingung (ii) erfullt. Die Matrix der Bilinearform < , >l , bezuglich der

Y
Basis x,y ist gleich
(<X, X> <X, y>\ 0 1
X,y_<<y, x> <y, y>) _<1 <y, y>)'

Es folgt det Mxy = -1. Insbesondere ist die Einschrankung < , >IW des

Skalarprodukts auf WxW nicht-entartet. Bedingung (iii) ist erfullt.

Bedingung (iv) folgt aus 6.1.7 (iv) und der gerade bewiesenen Aussage (iii).

6.2.13 Satz von Dieudonné

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und V ein K-Vektorraum der Dimension
dimV =n

mit dem Skalarprodukt < , >. Dann ist jede orthogonale Transformation
V—V

Zusammensetzung von hochstens n Spiegelungen.
Beweis. (nach Lam: Introduction to quadratic forms over fields).

Bezeichnungen. Fur jede orthogonale Transformation
f:V—YV

setzen wir
T=f-1(€ End, (V).
und

Fix(f) := Ker(T) = {v E VI f(v) = v}
Fix(f) heift Raum der f-invarianten Vektoren von f (und ist gleich dem Eigenraum von f
zum Eigenvektor 1).

Zum Beweis der Behauptung miuissen wir zunachst eine Reihe von Eigenschaften des

. ~ .
Endomorpismus { beweisen.

1. Schritt. Fix(f) = Ker(T) = Im(T)L.

12 yeW liegt nicht in diesem Unterraum.
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Fur v € Fix(f) und w € V gilt

<v,?(w)> =<v, f(w)-w>
=<v,f(w)>-<v, w>

=< f(v), f(w) >-<v,w> (wegen v € Fix(f))

=<V, W>-<V,W> (wegen f € O(V))
=0.
Damit gilt

Fix(f) C Im(T)~L.

Sei umgekehrt v € Im(?)l. Fur jedes w € V gilt dann
<f(v) - v, f(w)> =< f(v), f(w) > - < v, f(w) >

=<v,w>-<v,f(w)> (wegen f € O(V))
=-<v, ,F(w) > (Definition von ’F)
=0 (wegen v € Im(T)1).

Wenn w alle Vektoren von V durchlauft, so gilt dasselbe fur f(w) (wegen f € O(V)).
Deshalb gilt

<f(v)-v,w>=wfurallew € V.
Wei <, > nicht-entartet ist folgt f(v) - v =0 fur jedes v € Im(?)l , d.h. es ist

f(v) = v fur v € Im(T) L.
Also gilt

m(T)L C Fix(®.
2. Schritt. 1. Ker(T)L = Im(T)

2.7%2=0 & Im(?) ist total isotrop.
Zu Ausssage 1.
Es gilt

Ker(?)J‘ = Im(?)l 1 (nach dem ersten Schritt)
=Im(T) (weil <, > nicht-entartet ist)"’.

Zu Aussage 2.
Es gilt

Im(T) total isotrop « Im(T) C Im(T)+
o Im(?) C Ker(?) (nach dem ersten Schritt)
sT2=o0.
3. Schritt. Fur jedes w € V sind folgende Aussagen aquivalent.
1. fl\“J(w) ist orthogonal zu sich selbst.

2. ?(w) ist orthogonal zu w.
Es gilt

13 vgl. 6.1.7 (ii).
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<Tw), Tw)>=0
& <(f-1)(w), f-1)(w)<>=0
& <f(w),f(w) >- < f(w),w > - <w,f(w) > +<w,w >=0

o 2(<w,w>-<f(w),w>)=0 (wegen f € O(V) und <, > symmetrisch)
o <Tw),w)>=0 (Definition von T und Char(K)#2)

4. Schritt. Sei T2 # 0. Dann gilt

1. Es gibt ein anisotropes w # 0 mit z := ?(w) anisotrop oder Null.
2. Ist z anisotrop und # O und {” = sZOf, so gilt w € Fix(f).

Dabei bezeichne s, wie in 6.2.10 die Spiegelung an der zu z orthogonalen Hyperebene.

Der Beweis des vierten Schrittes ist etwas aufwendiger als die Beweise der
vorangehenden Schritte. Wir zeigen deshalb zunédchst, wie man aus dessen Aussge die
Behauptung des Satzes von Dieudonné ableitet.

5. Schritt. Ableitung der Behauptung mit Hilfe des vierten Schritts.
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Dimension
n=dim V.
Im Falln=1 gilt
O(V) = {*1},
wobei -1 die einzige Spiegelung von V ist. Es ist nichts zu beweisen. Sei jetzt

n>1,
und die Behauptung gelte fur orthogonale Transformationen auf Raumen mit
Skalarprodukt und einer Dimension < n. Sei

f e O(V).

1. Fall. Es existiere ein anisotroper Vektor w € V - {0} mit f(w) = w. Wir zeigen, dal}
dann f sogar Zusammensetzung von n-1 oder weniger Spiegelungen ist.

Nach Wahl von w ist Kew ein eindimensionaler f-invarianteer Unterraum. Dann ist aber
auch dessen orthogonales Komplement f-invariant. Weil w anisotrop ist, hat man eine
orthogonale direkte Zerlegung

V=Kw @ (Kw)T
und f ist von der Gestalt

f=id®f | Kw@ Kwt —Kwd EKwL, xy) p &)
(Kw)

Nach Induktionsvoraussetzung ist fI(K ) | Zusammensetzung von hochstens n-1
w

Spiegelungen. Fuhrt man diese Spiegelungen statt in (KW)J' im Raum V aus, so erhilt
man gerade f."*

'* Weil w orthogonal ist zu jedem Vektor von (KW)J', also insbesondere zu den Vektoren, mit denen
gespiegelt wird.
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/

Spiegelung an den zu v orthogonalen Hyperebenen H’V C wL und HV cv.

2. Fall. Der allgemeine Fall.
Angenommen, die Behauptung ist falsch und

feO0V)
ist ein Gegenbeispiel zur Behauptung. Wir zeigen zunachst, dal dann

T2-0 (1)
gilt. Angenommen, es wire T2 = 0. Wir wihlen einen anisotropen Vektor
w eV - {0},
wie er nach dem vierten Schritt existieren mufl. Wire z = ?(w) gleich Null, d.h. f(w) =
w, so ware f nach dem ersten Fall kein Gegenbeispiel. Also gilt
z="T(w) # 0,
und nach Aussage 2 des vierten Schritts ist w € Fix(f") mit f* = SZ°f. Der Vektor

weEe V- {0}
ist anisotrop mit f’(w) = w. Nach dem ersten Fall ist f* Zusammensetzung von n-1 oder
weniger Spiegelungen, sagen wir

s f=f =1 o.0ot  mitr<n.
z 1 r-1

Wir multiplizieren diese Identitat von links mit s, und erhalten eine Darstellung von f als

Zusammensetzung von n oder weniger Spiegelungen. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme, daB} f ein Gegenbeispiel zum Satz von Dieudonné sein soll. Deshalb muf} (1)
gelten. Mit anderen Worten, es ist
Im(T) C Ker(T) = Fix(f).

Enthielte Fix(f) - {0} einen anisotropen Vektor, so ware f nach dem ersten Fall kein
Gegenbeispiel. Deshalb ist Fix(f) total isotrop, d.h.

Fix(f) = Ker(T) C Ker(T)L = Im(T).
Das letzte Gleichheitszeichen gilt dabei nach dem zweiten Schritt. Zusammen sehen wir,
keine der obigen Inklusionen ist echt:

Fix(f) = Ker(T) = Ker(T)L = Im(T).
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Insbesondere ist die Dimension
n=dim V =dim Ker(?) + dim Ker(?)'l‘ =2+ dim Ker(?)

eine gerade Zahl. Die Abbildung f operiert auf Fix(f) wie die identischen Abbildung und
induziert auf

V/Fix(f) = V/ Im(T) = V/(-1)V
ebenfalls die identische Abbildung. Insbesondere hat f die Determinante 1,
detf=1.
Sei jetzt s € O(V) eine beliebige Spiegelung von V."” Dann hat sf die Determinante -1

und kann, wie wir gerade gezeigt haben, kein Gegenbeispiel zum Satz von Dieudonné
sein. Also ist

sf
Produkt von n oder weniger Spiegelungen. Dann ist aber f Produkt von n+1 oder
weniger Spiegelungen. Wire die Anzahl der Spiegelungen gleich n+1, so wire

detf=(-HM =1
(weil n gerade ist). Wir haben aber gerade gesehen, die Determinante von f ist gleich 1.
Deshalb kann die Anzahl der Spiegelung nicht n+1 sein, d.h. f ist Produkt von n oder
weniger Spiegelungen. Dieser finale Widerspruch beweist schlieflich den Satz von
Dieudonné.

Wir haben noch die Aussage des vierten Schritts zu beweisen:

Sei T2 # 0. Dann gilt
1. Es gibt ein anisotropes w #= 0 mit z := Tw) anisotrop oder Null.
2. Ist z anisotrop und # O und f’ = sZOf, so gilt w € Fix(f”).

Beweis des 4. Schritts.
Zu 1. Wir nehmen an, die Aussage ist falsch. Fur jedes anisotrope w € V - {0} ist dann

Z:= ?(W)

isotrop und ungleich Null. Die Vektoren w und T (w) konnen dann nicht proportional
sein.'® Der von ihnen erzeugte Unterraum

W’ =Kw + KT (w)
hat also die Dimension 2. Nach dem dritten Schritt gilt

?(w) 1 w fur jedes anisotrope w € V - {0}. )

Weil aulerdem ?(W) als isotroper Vektor auch auf sich selbst senkrecht steht, ist die
Einschrankung von <, > auf den Unterraum W’ entartet. Deshalb kann V nicht gleich
diesem Unterraum sein. Es gilt also

dimV = 3.
Behauptung: ffJ(y) 1 yfurjedesy € V. 3)

Fur y = 0 ist diese Aussage trivial. Fir y anisotrop haben wir sie gerade bewiesen (vgl
(2)). Sei also y isotrop und ungleich Null. Wir wahlen einen anisotropen Vektor

w# Omitw L y.

> Wegen Char(K) # 2 besitzt V anisotrope Vektoren (andernfalls wire < , > identisch Null), also
Spiegelungen.
'® weil einer der Vektoren isotrop und der andere anisotrop ist.
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Ein solcher Vektor w existiert: y ist isotrop, liegt also in einer hyperbolischen Ebene,
die ein direkter Summand von V ist. Deren orthogonales Komplement hat eine
Dimension dim V - 2 = 1 und die Einschrankung von <, > auf dieses Komplement ist
nicht-entartet, enhalt also anisotrope Vektoren.

Die beiden Vektoren y und w sind nicht proportional (d.h. linear unabhangig), denn y
ist isotrop und w ist anisotrop.

Betrachten wir die Vektoren der Gestalt
u=y + e*w mit e€K*.
Es gilt
<u,u>=<y,y>+2e<y,w>+£2<w,w>
Der erste Summand rechts ist Null, weil y isotrop sein soll, der zweite ist es nach Wahl

von w. Also ist

<u,u>= 82<W,W>,

d.h. mit w ist auch u anisotrop. Nach (2) gilt
0 =< ?(u), u>

=<?(y+s-w),y+e-w>

2<?(W), w>

Das letzte Glied rechst ist Null (wegen (2)). Ware der Koeffizient von € ungleich Null,

=< ?(y), y >+ s-(<?(w), y>+ <?(y), W>) + €

so ware ¢ durch diese Identitét eindeutig bestimmt. Die Identitét gilt aber fur alle eEK*.
Well K eine von 2 verschiedene Charakteristik besitzt, enthalt K mindestens drei, K*

also mindestens zwei Elemente. Der Koeffizient von ¢ muf} also Null sein. Dann ist aber
auch der erste Summand auf der rechten Seite gleich Null, d.h. es gilt (3).

Nach dem dritten Schritt gilt mit (3):

<T(y), T(y)>=0furjedesy €V,
d.h.

m(tHCV

ist ein total isotroper Unterraum von V. Nach dem zweiten Schritt gilt T2 = 0 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist die ersten Aussage des vierten Schritts
bewiesen.

Zu?2.
Seiz = ’F(w) anisotrop (und von Null verschieden). Wir setzen
f:=s f.
zZ
Es gilt
z =f(w)-w
_ 2<wW,z>
sZ(w) =W - —<z,z> z
mit
<z, z> = <f(w)-w, f(w)-w> = <f(w), f(w)> + <w,w> - 2<f(w), w>
= 2(<w,w> - <f(w), w>) (wegen f € O(V))
<w,z> = <w, f(w)-w> = <w, f(w)> - <w,w>
also

SZ(W) =w+z="1f(w)
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Wir wenden sZ an und erhalten
W = st(w) = f'(w)
also

w € Fix(f")
QED.

6.3 Der Fall eines reellen Grundkorpers

6.3.1 Normalformen reeller symmetrischer Bilinearformen

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
b: VxV —= R

eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis v v, von V, beziiglich

1
welcher die Matrix von b die folgende Gestalt hat
Id 0 O)

Mb) = ( 0-1d0
00O
wobei die angegebenen Blocke auch die Zeilen- bzw. Spaltenzahl 0 haben durfen.

Mit anderen Worten, identifiziert man V mit Hilfe der Basis v v mit dem R™ so

Yy
bekommt b die Gestalt
* 4
b(l---|,]--- )=x1y1 kXY XY XY
*n Yn

Die Zahl s der Glieder auf der rechten Seite hei3t Rang der Bilinearform b und wird mit
rk (b)

sig(b) =r - (s-1r)
aus der Anzahl der positiven und der Anzahl der negativen Vorzeichen
hei3t Signatur von b.
Beweis. Nach 6.1.12 konnen wir jedenfalls eine Basis

bezeichenet. Die Differenz

V’l,...,V’n eV
so wahlen, dal} die zugehorig Matrix die Gestalt
c, 0..0
1
0 Cyee 0
MV’(b)z e e s e s e o
0 0...c

n
bekommt, d.h. es ist

b(V’i , V’j) = 6ij'ci
Wir konnen dabei die Reihenfolge der V’i so wahlen, daB die ersten ci positiv werden,

sagen wir,
ci>0ﬁ'1ri= 1, ..,r,
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die nachfolgenden ci negativ sind, und die ci , welche Null sind, ganz am Ende stehen,

sagen wir,

ci<0fl’1ri=r+1, ey S
und

ci =0furi=s+l1,..,n.
Wir setzen

1 )
V. = ev’. furi=1, ..., n.
1 Ic.| 1
\/ 1
Dann gilt
0 furi#]

I furi=j=<r

-lfurr<i=j<s
0 fur s <i=j =n
Mit anderen Worten, die Matrix von b bezuglich der Bassis der \f hat die behauptete

Gestalt.
QED.

b(Vi, Vj) =

6.3.2 Tragheitssatz von Sylvester

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
b: VxV — R

eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es R-lineare Unterr'élumeVO, V+ und V_mit

den folgenden Eigenschaften.

1) V= VOG-)V+ ®V.

(i1) Die Einschrankung von b auf V+ ist positiv definit.

(iii)  Die Einschrankung von b auf V_ist negativ definit.

(iv)  Fur je zwei Vektoren v’, v’ aus zwei verschiedenen direkten Summanden gilt
b(v’, v’) =0.

v) V0 =" {v&V I b(v,v’) = 0 fur alle vV’EV}.

Die Dimension der Raume V+ und V_ist unabhéangig von der spezielen Wahl der

Zerlegung. Insbesondere sind der Rang von b,
rk (b) = dim V+ +dimV_

und die Siganatur von b
sig(b) = dim V+ -dim V_

unabhiangig von der speziellen Wahl der Unterraume.

Beweis. 1. Schritt: Existenz der Zerlegung.
Mit den Bezeichnungen von 6.3.1 setzen wir

V =Kv, +...+4Kv
+ 1 r

V =Kv _+..+Kv
- r+1 S

V> :=Kv +...+4Kv
S n

Dann gelten die Aussagen (i)-(iv) des Satzes mit V’ anstelle von VO ,und es ist

"7 Dieser Raum heift auch Entartungsraum von b.



Sei jetzt

Dann gilt insbesondere
0 = b(v, Vi) =X furi=1,..r

und
0 = b(v, Vi) = -xi furi=r+1, ... s

d.h. es gilt v € V’. Wir haben gezeigt,
V' = VO’
d.h. es gelten die Aussagen (i)- (v). Nach Wahl der Raume V+ und V. gelten aullerdem

die angegebenen Formeln fur den Rang und die Signatur von b,

rk (b) =s =dim V+ + dim \a
sig(b) =r - (s-r) = dim V+ - dim \A

2. Schritt: Unabhéngigkeit der Dimensionen.
Sei

V= VO@V’+ @V’
eine zweite Zerlegung der angegebenen Art. Fur
\(S V’+ﬂ (V0+ V) -{0}
gilt dann
b(v,v) >0 (wegen vE V’+)
und
b(v,v) =0 (wegen v € VO@ V)
was nicht moglich ist. Also gilt
V’+ﬁ (V0+ V) ={0}.
Damit ist aber die Abbildung
V0® V’+® V_ —V, (a,b,c) » a+b+c,
injektiv, d.h. es gilt

dim V. + dim V’++dim V_ =dimV=dimV

+dimV +dimV
0 +

0
also
dim V’+ < dim V+
Aus Symmetriegrinden muf} auch die umgekehrte Ungleichung bestehen , d.h. es gilt
dmV’ =dimV
+ +
Dann ist aber auch
dim V’_ =dim V - dim VO -dim V’+
=dimV-dimV, -dimV
0 +
=dim V_
QED.



70

6.3.3 Drehungen in der Ebene

Sei V = R mit dem Standard-Skalarprodukt versehen. Die Drehung um den Winkel ¢
hat bezuiglich der Standard-Basis die Matrix

COs @ -sin
A= ¢ ¢ ’
sin @ cos @

ist also eine orthogonale Transformation.
Umgekehrt sind jede orthogonale Transformation

f: R? — R?
mit positiver Determinante
detf>0
eine Drehung.
Beweis. Sei
ab
A=(eq)

die Basis von f beziiglich der Standard-Basis. Dann ist A eine orthogonale Matrix, d.h.
es gilt

a2 +b2=1=c%+d%und ac + bd = 0. (D)
Insbesondere ist (a,-b) ein Punkt auf dem Einheitskreis um den Ursprung. Sei ¢ der

Winkel, den die Gerade durch diesen Punkt und den Ursprung mit der x-Achse bildet.
Dann gilt

(a, -b) = (cos @, sin @)
Aus der Identitat von (1) ganz rechts erhalten wir

cecos @ - desin p =0,
d.h. der Punkt (c,d) liegt im eindimensionalen linearen Unterraum mit der Gleichung

Xecos @ - yesin ¢ = 0.
Ein weiterer Punkt in diesem Unterraum ist (sin ¢, cos ¢). Da der Vektorraum 1-
dimensional ist, folgt

(c, d) = Ae(sin @, cos @) mit AER.
Auf Grund der mittleren Identitat von (1) gilt
A==1.

Die Matrix A hat damit die Gestalt

A cos @ -sin @
Aesin @ Aescos @

Ihre Determinante ist gleich

cos -sin
det A =det @ Pz 7\-(0052 Q-+ sin? Q) =A.
Aesin @ Aecos @
Weil die Determinate von A positiv sein soll folgt A = 1, d.h. f ist die Drehung um den
Winkel .
QED.

6.2.4 Ebene Drehungen des n-dimensionalen Raums
Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarprodukt <, > und

V=WoeWw

eine orthogonale direkte Zerlegung. Dann gilt
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(i) Die Einschrankungen von <, > auf W und W’ sind Skalarprodukte.
(i) Sei dim W = 2 und die Einschrankung von <, > auf W positiv definit. Dann ist
fur jede Drehung in der Ebene W, sagen wir
f:W—W,
die Abbildung
f@id:V=WOW — WO W =V, (w, W) p (flw), W)

eine orthogonale Transformation mit positiver Determinante, welche ebene
Drehung mit dem Trager W und der Drehachse W’ heif3t.

W 1

Diese ebenen Drehungen sind nicht zu verwechseln mit den in 6.3.3 betrachteten
Drehungen der Ebene.

Eine Zusammensetzung von endlich vielen ebenen Drehungen heiflt Drehung.
Eine Zusammensetzung einer Drehung mit einer Translation oder auch
Verschiebung, d.h. einer Abbildung der Gestalt

Ta: V—V,Xxp x+a,

mit a € V , heil}t Bewegung.

Beweis. Zu (i). Die Eigenschaften des Skalarprodukts, bilinear und symmetrisch zu
sein, bleiben beim Einschranken erhalten. Weil die Zerlegung von V orthogonal ist, gilt
dies auch fur die Eigenschaft nicht-entartet zu sein (vgl. Bemerkung 6.1.8 (i)). Die

Einschrankungen von < , > auf WxW und W’xW’ sind also Skalarprodukte.

Zu (ii). Die linearen Unterraiume W und W’ sind invariant bei der Abbildung
g = f®id.
Fur wl,w2 € W und w’l, W’2 € W’ erhalten wir
< g(w1+w 1), g(w2+w 2) >

= <f(w1), f(w2) >+ <f(w1), WL>+< w’l, f(w2) >+ <w W >

= <f(w1), f(wz) >+ 0+ ? 0 + <w’11,w’22>
=<w1,w2> + 0+ 0 +<w’1,w’2>
=<w1,W2> +<w1,w’2>+<w’1,W2> +<w’1,w’2>
=< W1+W’1, w2+w’2>

d.h. g ist eine orthogonale Transformation.
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Zur Berechnung der Determinante von g fixieren wir Basen von W und W’. Zusammen
bilden diese beiden Basen eine Basis von V, und die Matrix von g bezuglich dieser
Basen hat die Gestalt

M@ O )

M(e) = ( 0 M(d)

wenn M(f) die Matrix von f bezuglich der fixierten Basis von W bezeichnet (vgl.
Bemerkung 6.1.8(i)). Fur die Determinanten erhalten wir

det(g) = det M(g) = det M(f)+det(M(id)) = det f > 0.
QED.

6.3.5 Orthogonale Transformationen mit positiver Determinante
Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit euklidischen Skalarprodukt und
f:V—YV

eine orthogonale Transformation mit positiver Determinante. Dann ist f eine Drehung
(d.h. Zusammensetzung von endlich vielen ebenen Drehungen.

Beweis. Wir wihlen eine orthonormale Basis und identifizieren so den Vektorraum V
mit dem R"™. Das Skalarprodukt wird so zum Standard-Skalarprodukt des R™. Die
orthogonale Transformation f: V — V wird zu einer Abbildung der Gestalt
f:fA: R 5 R™ x b Ax,
mit einer orthogonalen Matrix
AER™M AAT =14,

Wir interessieren uns zunachst fur den Fall, daB n klein ist.
1. Fall: n = 1.

Die Matrix A = (a) ist eine 1x1-Matrix. Die Bedingung AAT =14 bedeutet,
a2 =1,
also a = *1, und weil die Determinante von f positiv sein soll, a = 1. Die Abbildung f A
ist die identische Abbildung, d.h. eine Drehung (um den Winkel 0).
2. Fall: n =2.

Dieser Fall wurde bereits behandelt (vgl. 6.3.3).
3. Fall: n > 2.

Wir betrachten die durch A definierte C-lineare Abbildung

g::fA: C' > C" zp Az,
Das Charakteristische Polynom von g hat mindestens eine Nullstelle in C, d.h. es gibt
eine komplexe Zahl ¢ und einen Vektor z € Cch- {0} mit

Az=cz,c€C,z€ C"-{0}.

Fall A. Es gibt reelle Eigenvektoren z € R™ zum Eigenwert c.
Dann ist c reell, der von z erzeugte 1-dimensionale reelle Unterraum f-invariant, und die

Einschrankung von f auf Rz ist eine orthogonale Transformation, also entweder die
identische Abbildung oder die Multiplikation mit -1 (auf Grund des ersten Falls).
Seien

U:=Rzund W :=z1
Weil z anisotrop ist, haben wir eine orthogonale direkte Zerlegung
V=Rz®z1 =U® W mitdimU = |

Fall B. Es gibt keine reellen Eigenvektoren zum Eigenwert c.
Wir scheiben
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z=7 +isz" mitz’,z” € R,
Angenommen z’ und z” sind proprotional, sagen wir
z’=az ,z’=bz mitz €ERM, ab ER~=

Dann ist z = (a+bi); und Z ist ein reeller Eigenvektor im Widerspruch zur
Voraussetzung im Fall B. Also gilt

z’ und z” sind linear unabhéngig.

Mit Az = cz gilt, weil die Matrix A reelle Eintrage besitzt auch

Az=Az=cz=cz
Wir sehen, auch z ist ein Eigenvektor von A. Insbesondere ist der von z und z erzeugte
C-lineare Unterraum

Cz+Cz=Cz +Cz

invariant bei g reelle Linearkombination von z’ und z” geht bei g = f A in eine

komplexe Linearkombination
2.,

'z +cC’z

von z’ und z” Uiber. Welil A eine reelle Matrix ist, ist diese Linearkombination ein Vektor
mit reellen Koordinaten. Weil die Vektoren z’ und z” linear unabhangig, d.h. nicht
proportional sind, konnen sich eventuel vorhandene Imaginarteile von ¢’ und ¢’ nicht
wegheben, d.h. ¢’ und c¢” sind selbst schon reell. Wir haben gezeigt, die reellen
Vektoren z’ und z” erzeugen einen reellen f-invarianten Unterraum

U:=Rz’ + Rz C RM.
Sei

W = UJ_ — Z’J_mZ”-L.
Weil das Skalarprodukt <, > anisotrop sein soll, gilt V=U @ W.

Zusammen erhalten wir sowohl im Fall A als auch im Fall B eine orthogonale
Zerlegung

v=U@®w,w=ut
mit einem f-invarianten Unterraum U der Dimension
dim U =1 oder 2.
Nach 6.2.7 ist mit U auch W invariant,

W ist ein f-invarianter Unterraum.

Indem wir die obige Argumentation mit W anstelle von V wiederholen erhalten wir eine
orthogonale Zerlegung

V= UI@UZ@'"@Ur
in f-invariante Unterraume Ui deren Dimension 1 oder 2 ist. Seien

fi = id@...@id@fIU ®id®...Did
i
und

5, 1= id@...@id@s’i@id@...@id
mit irgendeiner Spiegelung s’i von Ui'
Dann gilt
f=f1°’f2°...°fr (1)
und
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f.of. =f.of. und s.os. =s.°s. fur 1,j beliebig (2)
i) ji i) ji

und
siij = fjosi furi #j. (3).

Die Abbildungen s sind dann Spiegelungen von V.

Wegen (2) konnen wir die Reihenfolge der fi so andern, daf}

dmU, =...<dimU
1 r

gilt. Falls fi fur ein 1 mit dim Ui =2 eine negative Determinante besitzt konnen wir
f. =s.0s.°f.
i1
schreiben, fi durch Siofi ersetzen und den zusiatzlichen Faktor s, in (1) an einen der

vorderen Platze bringen (wegen (3) und (2)). Wir erhalten so eine Zerlegung der Gestalt
f= 81°:+°8,°8%°8,,
mit ebenen Drehungen g und Spiegelungen .- Weil die Determinanten von f und den g

positiv sind und die s, die Determinante -1 besitzen, ist die Anzahl der s, gerade,

u ist gerade.
Zum Beweis der Behauptung reicht es also zu zeigen, die Zusammensetzung von zwei
Spiegelung ist eine ebene Drehung, d.h. es reicht, die nachfolgende Aussage zu
beweisen.
QED.

6.3.6 Die Zusammensetzung zweier Spiegelungen
Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit euklidischem Skalarprodukt und
s,: V—YV

zwei Spiegelungen. Dann ist die Zusammensetzung st eine ebene Drehung.
Beweis. Wir wahlen Vektoren

v, wEev
derart, daB3 s und t die Spiegelungen an der zu v bzw. an der zu w orthogonalen
Hyperebene sind. Falls v und w proportional sind, gilt s =t und

sot (D)
ist die identische Abbildung (d.h. ein ebene Drehung um den Winkel 0). Wir konnen
also im folgendne annehmen,

v und w sind linear unabhéngig.

Wir setzen

U:=Rv+Rwund W:=UL =v1 ﬂwl
Es gilt
dmW=dimV-dimU=dimV -2.
Weil die Einschrankung des Skalarprodukts auf U nicht entartet ist, erhalten wir eine
orthogonale direkte Zerlegung
V=UodW.
Trivialerweise gilt
ngl und W C WJ',
d.h. W liegt in den zu v und w orthogonalen Hyperebenen und s und t bilden jeden
Punkt von W in sich ab. Die Zusammensetzung (1) induziert auf W die identische
Abbildung. Insbesondere ist W ein invarianter Unterraum. Dann ist aber auch das

orthogonale Komplement U von W ein invarianter Unterraum von (1). Fur die
Determinante der auf U induzierten Abbildung
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wlU—U
gilt
detu=det (u® idw) =det (sot) = det (s) « det (t) = (-1)(-1) = 1.

Mit anderen Worten, u ist eine Drehung der Ebene und damit set eine ebene Drehung.
QED.

Bemerkung

Beim Beweis von 6.3.5 haben wir es vermieden, den Satz von Dieudonné anzuwenden.
Tatsachlich ist die Aussage von 6.3.5 ene direkte Folgerung des Satzes von Dieudonné
und 6.3.6:

Nach Dieudonné ist jede orthogonale Transformation mit positiver Determinante eine
Zusammensetzung von Spiegelungen. Weil die Determinante positiv ist, ist die Anzahl
der Spiegelungen gerade. Je zwei Spiegelungen lassen sich aber zu einer ebenen
Drehung zusammenfassen.

6.3.7 Orthogonale Transformationen mit negativer Determinante
Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit euklidischen Skalarprodukt und
f:V—V
eine orthogonale Transformation mit negativer Determinante. Dann 1at sich f in der
Gestalt
f=sed =d’es’
schreiben mit Drehungen d, d’ und Spiegelungen s, s’. Die Spiegelungen s, s’ kann
man dabei beliebig vorgeben.
Beweis. Sei s irgendeine Spiegelung von V. Dann ist
d :=sof
eine orthogonale Transformation mit positiver Determinante, also eine Drehung. Wir
wenden s auf diese Identitédt an und erhalten
sod = sosof =1,
Sei s’ irgendeine Spiegelung von V. Dann ist
d’ :=fos’
eine orthogonale Transformation mit positiver Determinante, also eine Drehung. Wir
wenden die beiden Seiten dieser Identitat auf s’ an und erhalten
d’es’ = fos’es’ =f.
QED.

6.4 Selbstadjungierte Endomorphismen

Im Kapitel 5 zur Jordanschen Normalform haben wir nach irgendeiner Basis gesucht,
fur welche die Matrix eines linearen Endomorphismus eine moglichst einfache Gestallt
annimmt, d.h. wir haben beliege lineare Transformationen des Raums zugelassen.

Hier wollen wir der Frage nachgehen, ob sich bei manchen Abbildungen diese
Vereinfachungen bereits durch orthogonale Transformationen oder Drehungen des
Raumes erreichen lassen.

Eine Klassen von Abbildungen, fur welche diese Frage eine positive Beantwortung
zulaft, sind die sogenannten selbstadjungierten Endomorphismen.

6.4.1 Die adjungierte lineare Abbildung

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit Skalarprodukt,

<,>V:VxV—>K

<,>W:WxW—>K
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Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V—=W genau eine lineare Abbildung

*:*W—V mit

<v,f*w>_ = <fv, w>

\Y W

fur alle v&V und alle weW. Diese Abbildung heilit die zu f (bezuiglich der gegebenen
Skalarprodukte) adjungierte Abbildung.

Beweis. Existenz von f* Nach Bemerkung 6.1.6(v) gilt
<v, fF(w*)> = <f(v), w*> fur v&€V und w*EW*,

wenn < , > die natiirliche Paarung (auf VxV* bzw. WxW¥*) bezeichnet und f*:W*—V*

die duale Abbildung. Wir benutzen die gegebenen Skalarprodukte <, >y bzw. <, >W

um V mit V* und W mit W* zu identifizieren. Dann wird f*:W*—V* zu einer

Abbildung f:W—V fur welche gilt

<v, f (W)>V = <f(v), W>W

fur alle v&€V und alle w&W, d.h. {” ist eine Abbildung der gesuchten Art.

Eindeutigkeit von f*. Wir nehmen an, es gibt zwei lineare Abbilungen g,h:W—V mit
der angegebenen Eigenschaft, d.h. mit
<v,g(w)> = <f(v), w> = <v, h(w)>
fur alle v&€V und alle w&W und zeigen,dal} dann g=h gilt.
Es gilt

<v, (g-h)(w)> = <v,g(w)> - <v, h(w)>=0
fur alle v&€V und alle weW. Es reicht also zu zeigen, aus

(1) <V, g(w)>V =0

fur alle v&V folgt

(2) ‘ g(w) = 0. ‘ .
Nun ist g(w) ein Element von V und das Bild von g(w) bei der durch <, >y definierten
Injektion

3) V= VEX B (Y b <yx>y)

ist die Abbildung

V=K, y » <y,g(w)>V.

Nach (1) ist dies die Nullabbildung. Da aber (3) injektiv ist (denn <, >V ist als

Skalerprodukt nicht entartet), muf bereits g(w) = 0 sein. Es gilt also tatsachlich (2).
QED.

6.4.2 Beispiel: adjungierte Abbildungen und transponierte Matrizen

Seien AGK™*! eine Matrix und

fA:Kn—>Km,X|->AX,

die zugehorige lineare Abbildung. Die Raume K™ und K™ seien mit dem Standard-
Skalarprodukt versehen. Weiter sei
f :Km—>Kn,y|->ATy,
AT
die zur transponierten Matrix gehorige lineare Abbildung. Dann gilt fur die Standard-
Skalarprodukte auf K™ bzw. K",
<V, fAT(W)>V =<f A(V), W>W
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fur beliebige VEKn,WEKm.

Insbesondere sind die linearen Abbildungen f A und f T adjungiert zueinander.
A

Beweis. Es gilt

T'AT‘W = (AV)T'W = <Av, w>

W= <fA(V), wW>

<v, fAT(w)>V =V W

QED.

6.4.3 Selbstadjungierte Endomorphismen

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt <, >
versehen ist. Ein selbstadjungierter Endomorphismus oder auch selbstadjungierter

Operator ist dann eine lineare Abbildung f:V—V mit

<v, f(w)> = <f(v), w>
fur alle vE€V und alle wEW.

6.4.4 Beispiel: selbstadjungierte Endomorphismen und symmetrische
Matrizen

Seien AEK™M ynd

f:fA:Kn%Kn,XHAX,

die lineare Abbildung zur Matrix A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i)  fist selbstadjungiert.
(i) A ist symmetrisch.

Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gilt
<v, f(w)>=<1f(v),w>
fur beliebige v und w, also
VTf(W) = f(V)Tw,
also
VTAW = (AV)TW = VTATW.

Farv = e und w = ej steht auf beiden Seiten der Eintrag in der Position (i,j) der Matrix

A bzw. AT, Da dies fur beliebige i und j gilt, folgt
A=AT,
d.h. A ist symmetrisch.
(i) = (1). Wegen A = AT giltf=f, =f _ .Nach 6.4.2 ist f selbstadjungiert.

ATAT
QED.

6.4.5 Selbstadjungierte Endomorphismen und invariante Unterraume im
anisotropen Fall

Seien V ein K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt <, > (und mit dim V < o),
f: V=V

ein selbstadjungierter Operator und
VCEV

ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt:
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(i) Die Einschrankung des Skalarprodukts < , > auf V’ ist ein (anisotropes)
Skalarprodukt.
(i) Die Einschrankung
ﬂV,
von f auf V’ selbstadjungiert.
Beweis. Zu (i). Die Abbildung

V’'xV’ —= K, (a,b) » <a,b>,

ist offensichtlich bilinear und symmetrisch. Nach Voraussetzung ist sie auch anisotrop,
also nicht-entartet, also ein Skalarprodukt.

Zu (i1). Es gilt

<f(v), w> = <v, f(w)>

fur v,w&V’, denn dies gilt sogar fur beliebige v,wEV.
QED.

Bemerkung
Die Einschrankung eines Skalarprodukts auf einen Unterraum ist im allgemeinen kein
Skalarprodukt. Zum Beispiel ist die Einschrankung des Skalarprodukt

<X, y’>_,,,+”,
(X”>9 (y”) _Xy X y

01
(10)
1 ) )
0 )K identisch Null.

mit der Matrix

auf den Unterraum (

6.4.6 Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Operatoren im anisotropen
Fall

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt <,>

und f:V—YV ein selbstadjungierter K-linearer Endomorphismus. Falls K gentigend grof3
ist'®, besitzt V eine Eigenbasis beziiglich f (und die Hauptrdume von f stimmen mit den
Eigenraumen von f iiberein).

Beweis. Sei

(1) V=V ®.0V,

die zu f gehorige Hauptraumzerlegung, wobei Vi der Hauptraum zum Eigenwert c sei,

Vi = ker(f—ci-ld)n fur n groB.

Die Zerlegung (1) ist eine Zerlegung in f-invariante Unterraume. Weil < , > anisotrop
sein soll, sind die direkten Summanden wieder Raume mit Skalarprodukt und die
Einschrankungen von f auf die direkten Summanden selbstadjungierte Operatoren.

Es reicht zu zeigen, fur jedes i besitzt die Einschrankung von f auf Vi eine Eigenbasis.

Wir konnen also annehmen, V ist bereits selbst schon (der einzige) Hauptraum von f.
Sei cEK der einzige Eigenwert. Es reicht zu zeigen,

f=cld
(d.h. der erste stabile Exponent ist 1). Nach Definition des Hauptraumbegriffs ist
f-cld

ein nilpotenter Endomorphismus. Auflerdem ist er selbstadjungiert:
< (f-celd)(x), y > =< f(x), y > - co<x, y> =< X, f(y) > - ¢ <x, y> = <x, (f-ceId)(y) >

'8 d.h. das charakteristische Polynom von f zerfalle iiber K in Linearfaktoren.
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Es reicht also, die nachfolgende Aussage zu beweisen.
QED.

6.4.7 Nilpotente selbstadjungierte Endomorphismen im anisotropen Fall

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit anisotropen Skalarprodukt <,>

und f:V—V ein nilpotenter selbstadjungierter K-linearer Endomorphismus. Dann gilt
f=0.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

% = 0 fir ein nEN.
Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivial.

Im Fall n = 2 gilt fur jedes v&V

<), f(v)> = <v, 2(v)> = <v, 0> = 0,
Wegen <, > anisotrop folgt f(v) = 0.

Sei jetzt n >2. Es reicht zu zeigen, mit f = 0 gilt auch
g:= -1,

Nun ist g selbstadjungiert und wegen n>2 gilt

2(n-1) =n + (n-2) >n,
also

g2: (fn-1)2 — f2(n-l) =0.

Auf Grund es eben behandelten Falles n = 2 folgt g = 0.
QED.

6.4.8 Beispiel: der isotrope Fall

Sei V = K2 der Raum mit dem Skalarprodukt

< X\ (X >=xy +yx
(y )(y ) Yy
Man beachte, die Matrix dieser Bilinearform beziiglich der Standardbasis ist

(10)

Die Bilinearform ist nicht entartet, d.h. <, > ist tatsachlich ein Skalarprodukt. Sei f die

f: ’ < ) ( ),
y 0

01
mit der Matrix M(f) = ( 0 0) bezuglich der Standardbasis. Dann ist M(f) nicht

diagonalisierbar, d.h. V besitzt keine Eigenbasis bezuglich f.

Es gilt jedoch
X X’ v\ /X
<f L l>=< A L >=yy’
)y p=<lopy =

LI CH =

d.h. f ist selbstadjungiert.

und
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Vereinbarung

(1)  Aussage 6.3.6 beschreibt eine neue Klassen von Endomorphismen, fur welche
eine Eigenbasis existiert. Wir wollen uns deshalb etwas genauer fur deren
Eigenschaften interessieren.

(i) Das letzte Beispiel zeigt, im isotropen Fall besitzen selbstadjungierte
Endomorphismen vollig andere Eigenschaften als im anisotropen Fall. Wir
werden uns deshalb im folgenden bei der Untersuchung der Eigenschaften
selbstadjungierter Endomorphismen auf den anisotropen Fall beschranken.

6.4.9 Orthogonalitat der Hauptraumzerlegung selbstadjungierter
Operatoren

Sei f: V — V ein selbstadjungierter Operator auf einem endlich-dimensionalen Raum mit
anisotropen Skalarprodukt. Dann ist die Hauptraumzerlegung

V= Vl(-B...@Vr
- falls sie existiert - seine orthogonale Zerlegung.
Beweis. Bezeichne c. den Eigenwert zum Hauptraum Vi' Dann gilt fur i=j, Vievi’ Vj
EV.:
! Ci<Vi,Vj> =< fVi,Vj> =< Vi’ij> = Cj< Vi,Vj>
und wegen c, # cj folgt <Vi,Vj> =0.
QED.

6.4.10 Existenz von orthonormierten Eigenbasen

Sei

f: V=V
ein Endomorphismus auf dem endlich-dimensionalem K-Vektorraum V mit
Skalarprodukt <, >. Wir nehmen an, daf} die folgenden Bedingungen erfullt sind.

1. f ist selbstadjungiert.

2. <, > ist anisotrop.

2. X f(T) zerfallt in Linearfaktoren.

Dann besitzt f eine orthogonale Eigenbasis Vl, . Vn.

Falls die Elemente < Vl, V1 >, .., < Vn , Vn > & K Quadrate in K sind, gibt es sogar

eine orthonormierte Eigenbasis.

Beweis. Da das charakteristische Polynom Xf(T) in Linearfaktoren zerfallt, besitzt V

eine Hauptraumzerlegung
V=V 1 @...@Vr
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bezuglich f (vgl. 5.3.8). Weil f selbstadjungiert und < , > anisotrop ist, ist diese
Hauptraumzerlegung orthogonal (vgl. 6.4.9). Es reicht es zu zeigen, jedes Vi besitzt

eine orthogonale Basis aus Eigenvektoren. Auf Vi hat aber f die Gestalt

f= ci-Id
(wobei ¢ den i-ten Eigenwert von f bezeichnet - vgl. 6.4.6), d.h. jede Basis von Vi ist
Eigenbasis. Nach 6.2.4 besitzt jedes Vi damit eine orthogonale Eigenbasis, d.h. es gibt

eine orthogonale Eigenbasis

von V bezuglich f.
Falls es fur jedes i Elemente di € K gibt mit

diz =<V.,V.>,
i’
so bilden auch die Vektoren
, 1
A\ i = d—l Vi
eine solche Eigenbasis. Auflerdem gilt
<v’.,V. >:L<V. ,v.>=1,
i’ 2771700
dj
d.h. die Eigenbasis ist orthonormiert.

QED.

6.4.11 Beispiel

2-11
Seien A = (—1 21

e ]R3X3 und f::fA: R3 — R3.
112

Bestimmung der Eigenwerte:
Es gilt
2T -1 1
X#D:da(—IZT 1):@qﬁ-2+xnm
1 1 2T
=-T3+6T%2-12T+8-2+3T-6
— T3 +6T2-9T
= (-T)(T? - 6T +9)

= (-T)(T-3)2

Als Eigenwerte erhalten wir also € = 0 (Vielfachheit 1) und 02=1 (Vielfachheit 2).

Bestimmung einer orthonormierten FEigenbasis:
Der Eigenraum zum Eigenwert O ist gerade die Losungsmenge des homogenen Systems

Zu

2 -11
(_1 51 ) (2xuntere Zeile zur oberen)

033
(121)
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011
~ (1 21 ) (2x obere Zeile zur unteren)

011
(101)

d.h. y+z =0 und x + z = 0. Der Eigenraum besteht aus den Vektoren der Gestalt

(]

Eine orthonormierte Basis des Eigenraums ist:

| 1
X = 1
1 \f3 1 )
Der Eigenraum zum Eigenwert 3 ist gerade die Losungsmenge des homogenen Systems
zu
(-1-11)
d.h. x + y - z=0. Der Eigenraum besteht aus den Vektoren der Gestalt

b)-( ) ()L

1
Eine orthogonale Basis des Eigenraums ist
1 0 1
X’ = O , X’ = 1 + 7\, 0
2 ( ) Y (1 ]

-1/2
. ) ) — . —_ l > —_ —
m1t0—<X2,x3>—1+7\2,d.h.7\——2undx3_(1}2)_

Eine orthonormale Basis des Eigenraums ist

]
1 1
w05l

Zusammen bilden die Vektoren x

| —

)

r x2, x3 eine orthonormierte Eigenbasis des ]R3.
6.5 Der Fall eines komplexen Grundkorpers

Wie wir gesehen haben, lassen sich viele Konstruktionen in einem Raum mit
Skalarprodukt einfacher durchfihren oder sind uberhaupt erst moglich, wenn wir
wissen daB} das Skalarprodukt positiv definit oder wenigstens anisotrop ist. Im Fall

eines Grundkorpers K = C lat sich das Skalarprodukt stets mit dem Standard-

Skalarprodukt eines C" identifizieren.'” Letzteres ist aber iiber C stets isotrop.

Argumente, die die Anisotropie des Skalarprodukts verwenden, versagen also tiber C.
Es ist also naheliegend nach einem Ausweg zu suchen. Es gibt tatsichlich einen
Ausweg: dieser besteht darin, die Definiiton des Skalarprodukts etwas abzuédndern.
Diese etwas abgednderten Skalarprodukte heiflen hermitische Skalarprodukte.

6.5.1 Hermitische Formen

Sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitische Form auf V ist eine Abbildung
h:VxV — C, (x,y) » <X, y>,

mit folgenden Eigenschaften.

19 Nach 6.2.4 und dem Beweis von 6.2.2 (ii).
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1.  Die Form ist C-linear bezuiglich der ersten Variablen, d.h. fur jedes v&V ist die
Abbildung
V—C, x» hx,v),
eine C-lineare Abbildung.
2. Die Abbildung ist hermitisch, d.h. fur je zwei Vektoren x,yE V gilt

, h(y, x ) = h(x, y), .
d.h. beim Vertauschen der beiden Argumente wird der Wert konjugiert.

Ist Vl,...,Vn eine Basis des Vektorraums V so nennt man die Matrix
M () = (Vv o

auch Matrix von h bezuglich der gegebenen Basis.

Beispiel

Sei A eine nxn-Matrix mit komplexen Eintragen. Dann ist durch

h(x,y) = XTA§
genau dann eine hermitische Form definiert, wenn
AT-A (1)
gilt. Dabei bezeichne A die Matrix, die man aus A erhalt, indem man alle Eintrage durch
deren komplexe Konjugiertes ersetzt. Man beachte,

h(y, x)-h(x,y) =y AX - x TAy =y TAx - yTATx = yT (A - AT
ist genau dann identisch Null, wenn die Matrix A - KT identisch Null ist. Matrizen, die
der Bedingung (1) geniigen, heilen hermitische Matrizen Insbesondere ist die
Einheitsmatrix eine hermitische Matrix. Fur A = Id gilt
n —
h(x,x) —XTX—EXX E|X|
=1 i=1

wenn man die Koordinaten des Vektors x mit X, bezeichnet.

Bemerkungen
(1) Die beiden Eigenschaften 1 und 2 implizieren eine Eigenschaft der Abbildung
bezuiglich des zweiten Arguments, welche der Linearitat sehr nahe kommt. Fur v’,

v’€V und ¢’ ,¢”’€C gilt namlich
h(x, c’v’ +c’v?”) =h(c’Vv’ +c”’v”,X)
= c’h(v’,x) + c”h(V” X)
=¢ -h(v’,X) + ¢”-h(v”, x)
=c h(x,v’) + ¢ h(x,v”).
Mit anderen Worten, bezuglich des zweiten Arguments hat man in
Linearkombinationen die Koeffizienten zusatzlich zu konjugieren. Man nennt

Abbildungen mit dieser Eigenschaft auch anti-linear Hermitische Formen sind
also antilinear bezuiglich des zweiten Arguments.

(i)  Aus der zweiten Bedingung folgt, daB fur jeden Vektor x€V der Wert h(x,x) mit
seinem konjugiert komplexen tibereinstimmt, d.h. es ist

h(x,x) € R

eine reelle Zahl.
(iii) Wie im Fall gewohnlicher Bilinearformen kann man die Koordinaten-Abbildung

*1

n
Ch v, ... X.V.,
Py = .E ii

X
n



84

zu einer Basis ViV verwenden, um den Vektorraum V mit dem C" zu

identifizieren. Die hermitischen Formen auf V entsprechen dabei geraden den

durch eine hermitische Matrix definierten hermitischen Formen auf dem C™.
Genauer: es besteht ein kommutatives Diagramm

e PV vy
Al Ip

ch ﬂ \Y
dessen horizontale Abbildungen bijektiv sind. Die hermitische Form b auf der
rechten Seite definiert eine hermitische Form
X b XTAy )
links, wobei A = MV(b) gerade die Matrix von b bezuglich der Basis v ist.

Umgekehrt definiert jede hermitische Matrix A durch (2) auf der linken Seite eine
hermitische Form, die wiederum eine hermitische Form b recths definiert.

6.5.2 Hermitische Skalarprodukte

Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine hermitische Form

h:VxV—=C

heil3t positiv definit, wenn

h(x,x) >0

gilt fur alle von Null verschiedenen Vektoren XEV. Eine positiv definite hermitische

Form heif3t auch hermitisches Skalarprodukt.
Bemerkungen

(@)

(i)

(iii)

(iv)

(vi)

Hermitische Skalarprodukte sind eigentlich keine Skalarprodukte im von uns
definiertem Sinne. Sie stellen eine spezielle Anpassung des Skalarprodukt-
Begriffs an den Fall der komplexen Zahlen dar. Fur die komplexe Analysis ist
deshalb der Begriff des hermitischen Skalarprodukts bedeutsamer als der des
Skalarprodukts.

Der Begriff des hermitischen Skalarprodukt 146t sich auf den Fall beliebiger

Korper verallgemeinern (zum Begriff der sesqui-linearen Form, der 1% - fach

linearen Form).
Wir werden zeigen, fur hermitsche Skalarprodukte sind die sind von uns
betrachteten Phanomene im wesentlichen dieselben wie fur gewohnliche
Skalarprodukte iiber den reellen Zahlen.
Hermitische Skalarprodukte werden wir meistens mit < , > bezeichnen. Zwei
Vektoren x,y heilen orthogonal bezuglich eines gegebenen hermitischen
Skalarproduktes, wenn gilt

<x,y>=0.

lIxll = y/<x,x>

heifit auch Lange des Vektors x. Man beachte, IIxll ist eine wohldefinierte reelle
Zahl, da <x,x> stets nicht-negativ ist.

Wie im Fall gewohnlicher Skalarprodukte definiert man fur jede Teilmenge MCV
eines komplexen Vektorraums mit Skalarprodukt deren orthogonales Komplement

ML = {v€V | <v,m> =0 fur alle mEM}

Die Zahl

Beispiel
Die hermitische Form zur Einheitsmatrix ist ein hermitisches Skalarprodukt. Es heif3t

auch hermitisches Standard-Skalarprodukt des Cch,
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6.5.3 Orthonormalisierung

Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit hermitischen
Skalarprodukt. Dann gibt es eine Basis Vl""’Vn von V mit

<Vi,Vj> = 6ij
fur i,j = 1,...,n. Eine solche Basis heiflt orthonormiert.
Beweis. Man wende das Orthogonalisierungsverfahren von 6.2.2 auf irgendeine Basis
von V an.
QED.
Bemerkung: Orthonormalitat und Standard-Skalarprodukt
n
Ist Vl""’Vn eine orthonormierte Basis, so 1aBt sich das Skalarprodukt von x = ¥ XiVi
i=1
n

undy = > AR wie folgt schreiben.
i=1
n n _ n _ -
<Xy>= Yy YX.y.<v.,v>= Yy X.y.=X'Yy,
i=1j=1 " "=

d.h. <x,y> laBt sich mit dem Standard-Skalarprodukt der zugehorigen Koordinaten-
vektoren identifizieren.

6.5.4 Unitare Transformationen

Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit hermitischen Skalarprodukt
<, >. Ein linearer Endomorphismus

f:V—YV
heift unitire Transformation, wenn er das Skalarprodukt invariant 146t, d.h. wenn gilt
<f(x), f(y) >=<x,y > (D)

fur beliebige x, y € V.

Eine Matrix A € C™™ heift unitare Matrix , wenn eine der folgenden Aquivalenten
Bedingungen erfullt ist.
AAT=1d o ATA=1d & AT =RAT,
Bemerkungen
(i)  Weil die Charakteristik von C ungleich 2 ist, ist die definierende Bedingung (1)

fur unitare Transformationen aquivalent zur Bedingung, daf3
<f(x),f(x) >=<x, x >

gelten soll fur alle x € V.

(i)  Eine unitare Transformation ist stets injektiv, denn fur x # 0 gilt
<f(x), f(x)>=<x,x># 0,
also f(x) # 0.
Damit ist aber jede unitire Transformation sogar bijektiv, also ein Isomorphimus
von komplexen Vektorraumen.

(1) Die Zusammensetzung unitarer Transformationen ist unitir, die identische
Abbildung ist eine unitire Abbildung. Wie im Fall orthogonaler Transformationen
zeigt man, die Umkehrung einer unitiaren Transformation ist unitar.

(iv) Wegen (iii) bilden die unitiren Transformationen eine Gruppe, die unitire
Gruppe. Diese wird mit

uv)
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und im Fall V = C™ mit
U(n)
bezeichnet.
(v) Die unitire Gruppe ist eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe,

Uv) C GL(V), Umn) € GL(n, C).

6.5.5 Die Matrix einer unitaren Transformation
Seien V ein komplexer Vektorraum mit hermitischen Skalarprodukt und der
orthonormierten Basis

Vi V€V (D
Weiter sei
:V—>YV

ein linearer Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
@) f ist eine unitare Transformation.
(i1) f(Vl),..., f(Vn) ist eine orthonormierte Basis von V.

(i)  Die Matrix Mv(ﬂ von f beziiglich der Basis (1) ist unitér.

Beweis. Man verwende die Argumente im Beweis von 6.2.9 (mit C = Id).
QED.

6.5.6 Der adjungierte Endomorphismus, Selbstadjungiertheit

Seien V und W ein endlich-dimensionale komplexe Vektorraume mit hermitischen
Skalarprodukt < , > und

f:V—-W
eine C-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine C-lineare Abbildung f*: W — V mit
<f(x), y> =< x, f*(y)>
fur alle x,yEV. Diese Abildung heif3it zu f gehoriger hermitisch adjungierter
Endomorphismus (bezuglich des gegebenen hermitischen Skalarprodukts). Die

Abbildung f heiflt hermitisch selbstadjungiert, falls sie mit ihrem adjungierten Operator
tibereinstimmt,

<f(x), y > = <x, f(y)>

fur alle x,y&V (und insbesondere ist V = W).
Beweis. Wir wihlen orthonormierte Basen

Vl,...,Vm € V und Wl""’wn EW,
welche nach 6.2.3 existieren, und betrachten das kommutative Diagramm
X
1 Py
B X, V. +..+X V
X cm ﬁ/) v | 11 m m
m
ool
@ Pw
Ch Xw
e | B ylV1+...+ynVm
yn

mit A = M&(f). Die gesuchte Abbildung f*: W — V entspricht einer gesuchten Matrix

B links, und die Existenz und Eindeutigkeit von f* ist aquivalent zu Existenz und
Eindeutigkeit dieser Matrix B.
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Wir verwenden jetzt die Isomorphismen ®, und Py und identifizieren jeden Vektor

*1 4|
.. leC™ und|... [eC?
*m n
mit der zugehorigen Linearkombination der \A bzw. w.. Auf diese Weise wird f mit f A

und die gesuchte Abbildung * mit fB identifiziert, und die definierende Identitét fur den
adjungierten Endomorphismus bekommt die Gestalt
< fA(X), y>=<X, fB(y) >,
d.h.
<AXx,y >=<Xx, By >
Wir haben zu zeigen, zu gegebener Matrix A € crm gibt es genau eine Matrix
B eC™™M
sodaB diese Identitit besteht fur alle x € C™ und alle y € C™. Da die Basen v und w
von V und W orthonormierte Basen sind, handelt es sich bei den zugehorigen

Skalarprodukten des C™ bzw. C" gerade um die hermitischen Standard-
Skalarprodukte. Die definierende Identitat fur den adjungierten Endomorphismus hat
also die Gestalt
(AoTy =xT-By

d.h.

xIAly =xTBYy. (1)
An dieser Stelle haben wir zwei Moglichkeiten, den Beweis fortzufuhren.
1. Moglichkeit: Wenn y alle Vektoren des C" durchliuft, so gilt dasselbe fir y. Die

definierende Bedingung fur den hermitisch adjungierten Endomorphismus laf3t sich also
in der Gestalt

XTATy -x1B y
schreiben. Betrachten wir stattdessen die Bedingung
xTATy =x1C y.

Dies ist die Bedingung fur den gewohnlichen (nicht hermisch) adjungierten
Endomorphsmus. Es gibt also genau ein C, so daf} diese Bedingung fur alle x und y

erfullt ist. Wir setzen B = C. Dann gilt B =C, also
xTATy -x1B y.
fur alle x und y, und mit C ist auch B eindeutig bestimmt.

2. Moglichkeit. Wir setzen in (1)
x=eiundy=ej.

Dann bedeutet (1) gerade, daB die Eintrage von A und B in der Position (i,j) gleich sind.
Da dies fur alle i und j gelten muf}, bekommt (1) die Gestalt

AT=B,
d.h.

B=Al,
d.h. B existiert und ist eindeutig bestimmt.
QED.

6.5.7 Selbstadjungierte Endomorphismen und invariante Unterriume
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Seien V ein C-Vektorraum mit hermitischem Skalarprodukt < , > (und mit dim V < o),
f: V=V
ein selbstadjungierter Endomorphismus und
VeV
ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt:
(1) Die Einschrankung des Skalarprodukts < , > auf V’ ist ein hermitisches
Skalarprodukt.
(i)  Die Einschrankung
ﬂV’
von f auf V’ selbstadjungiert.
Beweis: siche 6.4.5.
QED.

6.5.8 Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Endomorphismen

Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit hermitischem Skalarprodukt <,>

und f:V—V ein hermitisch selbstadjungierter C-linearer Endomorphismus. Dann besitzt
V eine Eigenbasis bezuglich f (und die Hauptraume stimmen mit den Eigenrdumen
tiberein).

Beweis. siche 6.4.6 und 6.4.7.

QED.

6.5.9 Eigenwerte und Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren

Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit hermitischen Skalarprodukt < , >
und
f:V—>V
ein hermitisch selbstadjungierter Operator. Dann gilt
(i)  Die Hauptraumzerlegung von V bezuglich f ist orthogonal, d.h. je zwei
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander,
X’EVC, und x”EVC,, und ¢’#c” = x’ Lx”.

(i)) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von f sind reell.
Beweis. Zu (i). siche 6.4.9.
Zu (ii) 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f. Dann ist ¢ eine
komplexe Zahl. Da V ein Vektorraum uiber C ist, ist damit ¢ auch ein Eigenwert von f,
d.h. es gibt ein

veV- {0}
mit

f(v) = cv.
Damit gilt aber auch

c<v,v> = <cv, v> = <f(v), v> = <v f(v)> = <v, cv> = E'<V,V>,
also
(C—E)<V,V> =0.

Wegen v=0 ist auch <v,v>=0, d.h. es mul3 c-c=0 gelten, d.h.

c=c.
Mit anderen Worten, c ist eine reelle Zahl.
QED.

6.5.10 Eigenbasen hermitisch selbstadjungierter Endomorphismen
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Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit hermitischen Skalarprodukt <, >

und f:V—V ein hermitisch selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gibt es eine
orthonormierte Basis von V, welche aus lauter Eigenvektoren von f besteht.

Beweis. Wie wir bereits wissen, fillt die Hauptraumzerlegung mit der
Eigenraumzerlegung zusammen und diese ist eine orthogonale Zerlegung. Es genugt in
jedem Eigenraum irgendeine orthonormierte Basis zu wahlen. Zusammen bilden die so
gewonnenen Vektoren eine Basis von V der gesuchten Art.

QED.

6.5.11 Diagonalisierung komplexer hermitischer Matrizen mit Hilfe
unitarer Matrizen

Seien AEC™™ eine hermitische Matrix. Dann gibt es eine unitire Matrix BEC™
derart, daf3
BAB =BTAB
eine Diagonalmatrix ist.
Beweis. Weil die Matrix A hermitisch ist, ist die lineare Abbildung

f=fA: C'" 5 C" x p Ax,

hermitisch selbstadjungiert beziiglich des hermitischen Standard-Skalarprodukts. Nach
6.5.10 gibt es eine orthonormierte Eigenbasis

Vi Vo ech
beziiglich f. Die Matrix von f bezuiglich dieser Basis,
v e e v -

M/(D) = Mo (Id)-Mc(D-M (1d) = B"1.A-B

hat Diagonalgestalt. Wir bezeichnen hier mit e die Standard-Basis des C". Die Basis-
wechsel-Matrix

B =M, (Id)
hat als i-te Spalte
v
Bei = Me(Id)ei =V,

gerade den i-ten Basisvektor it d.h. die Spalten von B bilden eine orthonormierte Basis

des C™. Mit anderen Worten, die Matrix B ist unitir. Insbesondere gilt B 1=B8T
QED.

6.6. Anwendungen auf den reellen Fall

6.6.1 Existenz von orthonormierten Eigenbasen
Seien V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit euklidischen Skalar-Produkt
und
tV—YV
ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V eine orthonormierte Eigenbasis.

Beweis. Zum Beweis reicht es zu zeigen, da3 die Bedingungen von 6.3.9 erfullt sind.
Als euklidisches Skalarprodukt ist < , > positiv definit, also insbesondere anisotrop. Es

reicht also zu zeigen, der Korper R ist grof3 genug, in dem Sinne, daf gilt

1. Das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren (so daf3 fur V die
Hauptraumzerlegung existiert).

2. Das Orthogonalisierungsverfahren gestattet es, die Hauptraume mit
orthonormierten Basen zu versehen.
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Bedingung 2 ist erfullt, weil <, > positiv definit ist und jede Quadratwurzel aus einer
nicht-negativen reellen Zahl eine reelle Zahl ist.

Betrachten wir Bedingung 1. Dazu wahlen wir eine orthonormiert Basis

vV,,.,v €V
1 n

und verwenden diese, um V mit dem R™ zu identifizieren. Das Skalarprodukt von V

wird dabei zum Standard-Skalarprodukt des R™. AuBerdem ist die Matrix des
selbstadjungierten Endomorphismus f bezuiglich dieser Basis symmetrisch,

A= Mv(f) ist smmetrisch

(vgl. 6.4.4). Es reicht also zu zeigen, das charakteristische Polynom einer reellen
symmetrischen Matrix A zerfallt iber den reellen Zahlen in Linearfaktoren.

Zum Beweis betrachten wir A als komplexe Matrix. Weil A symmetrisch und reell ist,
ist A auch hermitisch und

fA: C'— C" x » Ax,

ein hermitsch selbstadjungierter Endomorphismus. Die Eigenwerte von f A sind aber
nach 6.5.9(ii) reell, d.h. alle Nullstellen von
XA (D

sind reell. Mit anderen Worten A(T) zerfallt tiber den reellen Zahlen in Linearfaktoren.
QED.

6.6.2 Diagonalisierung reeller symmetrischer Matrizen mit Hilfe von
orthogonalen Matrizen

Seien AE R™" eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix BE

R™M derart, daB

BAB™! =BABT
eine Diagonalmatrix ist.
Bemerkung
Die Matrix B kann man auB3derdem noch so wihlen, daf} sie eine positive Determinante
besitzt

det B >0,
also eine Bewegung im R™ beschreibt. Ist namlich
-10...0
01...0
S = R
00...1

so ist auch SB orthogonal und mit BABT ist auch

(SB)A(SB)T = s(BABT)s
eine Diagonalmatrix.

Beweis. Weil A symmetrisch ist, ist die Abbildung
f=f A R" — R™

ein selbstadjungierter Endomorphismus (beziiglich des Standard-Skalarprodukts). Nach

6.6.1 besitzt f A eine orthonormierte Eigenbasis v. Die Matrix von f bezuiglich dieser

Basis
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v v e A% -1
M, (f) = M Id)M(HM, (Id) = BAB

ist eine Diagonal-Matrix. Die Basiswechsel-Matrix
B = M, (1d)
fur den Ubergang von der orthonormierten Basis v zur (orthonormierten) Standard-

Basis e des R" ist dabei orthogonal. Insbesondere gilt B!l =BT.
QED.

6.6.3 Hyperflachen und Quadriken, Multi-Index-Schreibweise
Sei K und V der K-Vektorraum

vV =K"!
und

f(xl,...,xn) = > c x 1. .x n
a +..+a <m
ein Polynom des Grades m. Wir schreiben f auch in der folgenden Gestalt (genannt

Multi-Index-Schreibweise):

f(x) = S ca-xa,

a€N", Jalsm
d.h. fur x = (Xl""’xn) und a = (al,...,an) setzen wir

a a1 a
x“:=x L-...-ox N undlal=a,+...4+a .
1 n 1 n

Die Menge

V() := {xeK? | f(x) = 0}
heif3t dann Hyperfliache des Grades

deg f := max{lal | c, * 0}.
mit der Gleichung f. Im Fall des Grades 2 und Char(K) # 2 hat f die Gestalt

n n
(D) f= Yaxx.+ Yb x +c
SRRl S
Wegen
a..+a..
a..X.X.+a.X.X. = u(x.x. + X.X.)
iy g 20 i T

konnen wir annehmen, in (1) gilt a.=a., d.h. A = (ai.) ist eine symmetrische Matrix.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades laf3t sich also in der Gestalt
X X

1 1

JAl ... [+Db] ... |+cC

X X
n n

schreiben mit einer symmetrischen Matrix A und einem Spaltenvektor b. Eine
Hyperflache V(f), die durch ein Polynom dieser Gestalt gegeben ist, heifit auch
Quadrik.

6.6.4 Die Hauptachsen-Transformation
Sei

f= (Xl""’xn
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Q=V({H CR"
die Quadrik mit der Gleichung
f(y) = yTAy + bTy +c
mit einer Matrix A € Ran’ beERY cER.

Nach 6.6.2 gibt es eine orthogonale Matrix S mit positiver Determinante (d.h. eine
Drehung des Raumes) mit

)»1 0..0
OA,...0
A :=51AS = 2
0 0...A
n
Y1
Wir fuhren neue Koordinateny’ = | ... | mit y = Sy’ ein. Die Hyperflachengleichung
y9
n

bekommt in den neuen Koordinaten die Gestalt
Py) =y TsTASy +bTSy +c

=yIAy +b Ty +cmitb :=STb =

b
n

2 2
= 7\1y1+...+)»ryr + b1y1+...+bnyn +c
Wir nehmen dabei 0.B.d.A. an, daf} die ersten r der )\i von Null verschieden und die

letzten n-r gleich Null sind. Durch quadratische Ergangung, erreichen wir noch, daf§ die
ersten n-1 der bi Null werden. Genauer, wir fuhren eine Translation durch und fuhren

neue Koordianten

n yi sonst
ein. Die Gleichung der Quadrik bekommt damit die Gestalt

2 2
g(x) = 7‘1X1+"'+7‘rxr +b +...+bnyn +d

r+1yr+1

(mit d € R).
Der Fall der reellen Ebene (n = 2):

Der Fall r = 2: H: g(x) = klx%+ klx%+ d=0.
Je nach Vorzeichen der ki bekommt man eine Ellipse, eine Hyperbel, ein Geradenpaar

(d =0), eine doppelt zu zahlende Gerade (d=0), einen Punk oder die leere Menge.
In den letzten beiden Féllen stellt man sich die Quadrik als zum groBten Teil oder auch
vollstandig im Komplexen liegend vor.

2
DerFallr=1: H: g(x) = Xlxl + b2x2 +d=0.
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Im Fall b2 # 0 kann man durch eine weitere Translation erreichen, dal d = 0 wird.

Man erhalt eine Parabel.

Im Fall b2 = 0 erhilt man eine doppelt zu zahlende Parallele zur X2—Achse oder die leere

Mengen. Im letzten Fall stellt man sich die Quadrik wieder als ganz im Komplexen
liegend vor.
Der Fall r = 0: H: g(x) = blxl+b2X2 +d=0.

H ist keine Quadrik.

Bemerkungen

(1)  Der Spezialfall zeigt, durch die am Anfang durchgefuhrte Drehung, sorgen wir
dafur, daf} die Hauptachsen der Quadrik parallel zu den Koordinanten-Achsen
werden. Die AnschlieBende Translation sorgt dafur, dal der Mittelpunkt der
Quadrik zum Ursprung des Koodinatensystem wird.

(i)  Fur die hoheren Dimensionen ist die Situation analog.

(iii) Die zur Vereinfachung der Gleichung einer Quadrik durchgefiihrte Bewegung
heiflt Hauptachsentransformation.

6.6.5 Beispiel

Sei C:=V(f) C RZ die ebene Kurve mit der Gleichung
f(x,y) :=X2+6xy+y2+8x+8y+ 1=0,
Handelt es sich um eine Ellipse oder eine Hyperbel ?

Wir schreiben die Gleichung von f in der Gestalt

f(x,y) = (x,y)AG) + bT-G) +1

A=(37)udb=(g)

und fuhren eine solche orthogonale Transformation durch, dal die Matrix A
Diagonalgestalt bekommt.
Die Eigenwerte von A:

mit

det(A-T-Id) = det (IST 1_3T) = (T-1)2-9=T2-2T-8.
c1’2=11m=113
c1 =4, 02 =-2

Bemerkung

An dieser Stelle wissen wir bereits, nach der Hauptachsentransformation hat die
Gleichung der Quadrik die Gestalt

4ox? - 2y2 + const =0
oder

2ex? 4 4y2 + const =0
Es handelt sich also jedenfalls nicht um eine Ellipse. Ob wir eine Hyperbel erhalten,
hangt vom Wert der Konstanten ab.

Die Eigenvektoren von A:
Der Eigenraum VC zum Eigenwert ¢

1

1= 4 hat die Gleichung

-3x + 3y =0,
d.h. es gilt
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1
V. =R ( )
< 1
Der Eigenraum VC zum Eigenwert Cy= -2 hat die Gleichung
2
3x + 3y =0,
d.h. es gilt
1
Vc B R'<-1)
2

Als orthonormierte Eigenbasis konnen wir zum Beispiel die folgende verwenden.
v ::L-{l)undv = I (1 )

1742 U1 272 -1

Bemerkung
Damit die Transformation eine Drehung wird, muiite man die Reihenfolge der beiden

Vektoren vertauschen. Fur die Frage ob wir eine Hyperbel erhalten oder nicht, spielt
dies keine Rolle.

Bezeichen wir mit x’ und y’ die Koordinaten beziiglich dieser neuen Basis. Dann gilt
X , , 1 /x4y’
(})=reptrey=xs, +yy = (V)
d.h.
X = L(x’+y’) und y = 1 xX’-y’)
V2 \2 '

In den neuen Koordinaten hat die Kurve C also die Gleichung
1 2 2 16
0 =5(X"+y ) + 33X +y)X’-y) + X’-y) "+ —=x" + 1
X +Y y y y NG
1

- 5(X’2 + 2X,y’ + y72)

+3(X’2—y’2)
| ) 2. 16
+5X7-2Xy +y )+ —=x" + 1
3 y *ty ‘\/5
2 H2 16 .
=4x’7- 2y +—=x"+ 1
SRR
0, 82 502
=4 X+—F=)"-2y“+1-32
NG y
- 4X”2 _ 2y”2 _ 31
Also ist C eine Hyperbel.

6.7 Schiefsymmetrische Bilinearformen
6.7.1 Definitionen

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V,
w:VxV—=K
heift antisymmetrisch oder schiefsymmetrisch, wenn gilt
o(v’, v’) =-w(v’, v’) fur beliebige v’, v’EV.
Sie heifit symplektisch, wenn sie auflerdem nicht-entartet ist. Ein symplektischer

Vektorraum ist ein K-Vektorraum, der mit einer symplektischen Bilinearform versehen
ist.
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Eine Matrix AEK™™ heiBt schiefsymmetrisch, wenn gilt AT= A

6.7.2 Schiefsymmetrische Bilinearformen und Matrizen

Seien V ein K-Vektorraum mit der Basis
,., V. EV

1 n

und

w:VxV—=K
eine Bilinearform. Dann sind folgende Aussagen “aquivalent.

1 o ist schiefsymmetrisch.
(11) Die Matrix MV((D) von m bezuglich der gegebenen Basis ist schiefsymmetrisch.

Beweis. (i) = (ii). Es gilt
w(Vl ’ VJ) =- (D(Vj’vi)’

d.h. die Matrix MV((D) der o)(vi , Vj) ist schiefsymmetrisch.

n n
(i) = (). Seien v’ = ¥ X’ivi und v’ =% x”ivi aus V. Dann gilt
i:l 1=1

n n
oW,v7)=3% ¥ x.x7.0(v.,V.)
i=1 j=1
n n
=- 5 .E X' X w(v.,V.)
=1 j=1
=-o(v7,V),

d.h. w ist schiefsymmetrisch.
QED.

6.7.3 Beispiel: der symplektische Standardraum der Dimension 2
Seien K ein Korper,

01
V=K% A ::(_1 O)EK2><2

und
w(x,y) = XTAy.

Der Vektorraum V ist mit der Bilinearform w ein symplektischer Raum. Er heif3t 2-
dimensionaler symplektischer Standardraum.

6.7.4 Beispiel: direkte Summe von symplektischen Raumen

Seien V' und V” zwei endlich-dimensionale symplektische K-Vektorraume mit den
symplektischen Bilinearformen w’ bzw. ®”. Dann ist
vV =VaeVv”
mit der Bilinearform
w: VxV =K, ((a’,a”), (b’,b”)) » w’(a’,b’) + w”(a”,b”),
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ein symplektischer K-Vektorraum, welcher direkte Summe der beiden symplektischen

Vektorraume V’ und V” heifit (und mit V'@V bezeichnet wird).
Beweis. Seien v’ bzw. v’ eine Basis von V’ bzw. V”. Dann bilden die beiden Basen
zusammene eine Basis v von V, und durch direktes Nachrechnen siecht man

MV,(w ) 0

M@=, M)

Insbesondere ist w nicht-entartet und schiefsymmetrisch, also symplektisch.
QED.

6.7.5 Zerlegung in symplektische Standardriume

Sei V ein symplektischer K-Vektorraum der Dimension
n=dimV (< »)
mit der symplektischen Bilinearform w. Die Charakteristik von K sei ungleich 2,
char K = 2.

Dann gibt es eine Basis v von V derart, daf} MV((D) direkte Summe von Exemplaren der
Matrix
01
[10)

ist. Insbesondere ist n gerade und V eine direkte Summe von 2-dimensionalen
symplektischen Standardraumen.

Beweis. Wir konnen annehmen, V = {0}. Sei v’EV - {0} beliebig. Da w nicht
entartet ist, gibt es ein v’EV mit

U)(V’, V”) = 0.
Durch Multiplikation von v’ mit einem von Null verschiedenen Faktor kdnnen wir
erreichen, dal} gilt

o(v’,v’)=1. (D
Dann gilt

oV’ v)=-1 (2)
und o(v’, v’) = - o(v’,v’). Da die Charakteristik von K ungleich zwei sein soll, folgt

o(v’,v) =0 3)
und analog

U)(V”’ V”) = 0 (4)

Aus (1), (3) und (4) ergibt sich insbesondere, da3 v’ und v” nicht proportional sein
konnen, d.h. es gilt

v’ und v” sind linear unabhéangig. (5)
Wir setzen

W = Kv’+Kv”
und
U:= WJ' ={vEV lw(v,w) =0 fur weW} = {v&V lo(v,v’) = w(v,v’) =0 }
Dann gilt
dimW =2

und U ist gerade der Kern der linearen Abbildung

f: V— K2, v (ov,v), w(v,v’)),

1 0
Wegen f(v’) = (O) und f(v’) = (_1 ) ist f surjektiv, also
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dimU=dimkerf=dimV -dimimf=dim V - 2.
Die lineare Abbildung

g WU — V, (w,u) » w+u, (6)
ist somit eine Abbildung zwischen Raumen gleicher Dimension. Fur (w,v)Eker(g) gilt
v=-wEUNW={u=xv'+xv’ I x x"€K, 0 = w(,v’) =w,v”’) }

={u=xV +xVvV'Ix x€K,0=-x"=x"}

= {0}.
Der Kern von g ist somit trivial, d.h. g ist injektiv, d.h. g ist ein Isomorphismus. Nach
Definition von U als orthogonales Komplement von W ist die Zerlegung (6) orthogonal.

Mit o sind deshalb auch die Einschriankungen wlw und (JoIU nicht-entartet (vgl.

Bemerkung 6.1.8 (ii)), also symplektisch.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis u von U derart, daf gilt

-10
Die Vektoren v’ und v’ bilden dann zusammen mit den Vektoren von u eine Basis von
V mit

01
Mu(u)IU) = direkte Summe von Exemplaren von < )

01
-10

M(w) = = (01 (1))@ M (@l)

(vgl. (1) - (4)).
QED

6.7.6 Der Rang einer schiefsymmetrischen Bilinearform

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
w:VxV—=K
eine Bilinearform. Dann ist der Rang von w definiert als Rang der Matrix von w
bezuiglich irgendeiner Basis v von V:
rk(w) =rk MV((D).
Bemerkungen

(1)  Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Basis v. Das folgt zum Beispiel
aus 6.1.4: fur jede weitere Basis v’ von V hat man

M (o) = BT-MV,(U))-B
mit einer umkehrbaren Matrix B.
(i) Wir zeigen als néachstes, zwei schiefsymmetrische Bilinearformen lassen sich

identifizieren, wenn sie denselben Rang haben. Der Rang einer
schiefsymmetrischen Bilinearform ist in diesem Sinne deren einzige Invariante.

6.7.7 Klassifikation der schiefsymmetrischen Bilinearformen

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
w:VxV—=K
eine schiefsymmetrische Bilinearform. Bezeichne
VO ={veV Il w(v, v’) =0 fur jedes v’EV}
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den Entartungsraum von w. Dann gibt es einen K-linearen Unterraum V’CV mit
1. V= VOC-BV’

2. (D|V,2 V’xV’ — K ist symplektisch.

Insbesondere gibt es eine Basis von v von V mit
0 Idr 0

M (w)=|-Id 00
A\ T
0 00

mit einer rxr-Einheitsmatrix Idr' Die Zahl r ist unabhangig von der speziellen Wahl der

Basis:
1
=75 rk(m).
Beweis. Wir ergidnzen eine Basis Vi Vg des Entartungsraums VO zu einer Basis
V...,v. €V
1 n

von V und setzen

V i=v K+..+v K.
s+1 n

Dann ist Bedingung 1 erfullt. Ist v&€V’ ein von Null verschiedenes Element, so liegt
dieses Element wegen Bedingung 1 nicht im Entartungsraum, d.h. es gibt ein VEV mit
(v, V)= 0.
Wegen Bedingung 1 gilt
V=V + Vv mit ;’EVO und V’EV’.
Damit ist
0= w(v, ;) = w(v, V’) + w(v, v’)
=- w(;’,v) + (v, v’) (weil w schiefsymmetrisch ist)

=w(v, V) (wegen ;’EVO).

Damit ist aber w auf V’ nicht entartet, also symplektisch. Damit ist Bedinung 2 erfullt.

Insbesondere zerfillt V' in eine direkte Summe von symplektischen Standard-Raumen
der Dimension 2. Sei

V’l,V’z,...,V’zr_l,V’2r
eine entsprechende Basis von V’. Dann ist
V’I’V’S"”’V’Zr-l’ V’2,V 4,...,V’2r , Vl. s Vs
eine Basis, bezuglich welcher die Matrix von w die angegebene Gestalt hat. Der Rang
dieser Matrix ist trivialerweise gleich
rk(w) = 2r.

b

QED.

6.7.8 Normalformen schiefsymmetrischer Matrizen

Firr jede schiefsymmetrische Matrix AEK™™ gibt es eine umkehrbare Matrix B mit
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0 Id 0
r
BTAB={-1d 00|

0 00
Dabei hangt der Rang r der Einheitsmatrix Idr nicht von der speziellen Wahl von B ab
und ist gleich

r= %rk(A).

Beweis. Folgt aus 6.7.7 und Bemerkung (i) von 6.7 6.
QED.

6.8 Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt ist der theoretisch anspruchvollste Gegenstand dieser Vorlesung.
Bei der Einfuhrung des Tensorprodukts ist man in einer dhnlichen Situation wie bei der
Einfuhrung der Determinante: man kann zwar eine geschlossene Formel dafuir angeben,
aber diese ist so aufwendig in der Handhabung, da3 man sie in praktischen Situationen
nie benutzt, man verwendet sie nur fur theoretische Betrachtungen.

Beim Tensorprodukt ist die explizite Beschreibung nicht einmal fur theoretische Zwecke
sinnvoll. Sie ist nur von Nutzen beim Beweis fur die Existenz des Tensorprodukts.

6.8.0 Vorbemerkungen

(1)  Unser Ziel ist die Betrachtung von bilinearen Abbildungen
b: UxV =W

mit beliebigen K-Vektorraumen U, V und W, d.h. von Abbildungen f mit

99.,%°

f(c’u’+c’u”, v) = ¢’-f(u’,v) + ¢’-f(u”,v)
f(u, c’v’ +¢’v”?) = ¢’ f(u,v’) + ¢”f(u,v”)

fur beliebige u,u’,u”€U, v,v’,v’EV und c’,c’EK.

(i) Genauer, wir wollen die allgemeinste Art von Abbildung dieser Gestalt finden,
die es fur diese Raumen geben kann.

(iii) Dabei ist die konkrete Konstruktion dieser Abbildung nicht besonders schon,
relativ kompliziert und genaugenommen nicht so wichtig. Wichtiger ist ihre
Eigenschaft, die ‘allgemeinste’ Abbildung zu sein und die Tatsache, dal} es eine
solche Bilinearform gibt.

(iv) Wir werden deshalb wie folgt vorgehen.

1 beschreiben zunachst, was wir unter der ‘allgemeinsten’ bilinearen
Abbildung verstehen wollen, indem wir deren sogenannte
Universalitatseigenschaft angeben.

2. Wir zeigen, durch diese Eigenschaft ist die Konstruktion bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

3. Wir beweisen unter der Annahme, dafl das Konstrukt stets existiert, dessen
wichtigste Eigenschaften.

4. Erst ganz zum Schlul werden wir zeigen, dal das Konstrukt tatsichlich
existiert.

Zunichst wollen wir zur Illustration unserer Vorgehensweise eine @hnlich gelagerte
Problemstellung betrachten, deren Losung wir im wesentlichen bereits kennen.
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6.8.1 Beispiel fur eine Universalitatseigenschaft

Fur jede K-lineare Abbildung f:U — V wollen wir eine K-lineare Abbildung

p:V — Coker(f)
konstruieren, welche natiirliche Abbildung auf den Kokern von f heifit. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfullt sein.

I. pef=0.
2. Fur jede K-lineare Abbildung g:V—W mit peg = 0 soll es genau eine K-lineare

Abbildung §: Coker(f) — W geben mit g = §°f, mit anderen Worten, eine solche
lineare Abbildung, daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.

A" —p> Coker(f)
/o~

gl g

W

Bemerkungen zum Begriff der Universalitatseigenschaft

(1) Nach Bedingung 1 ist p eine Abbildung mit pef = 0. Offensichtlich hat jede
Zusammensetzung

h
\Y% Coker(f) —— W

mit einer beliebigen (linearen) Abbildung h ebenfalls diese Eigenschaft,.

(il) Bedingung 2 besagt gerade, dal man durch Zusammensetzen mit solchen
Abbildungen h samtliche Abbildungen bekommt deren Zusammensetzung mit f
Null ist. Und zwar auf genau eine Weise (d.h. verschiedene h liefern
verschiedene Zusammensetzungen).

(iii)) Genauer: fur jeden K-Vektorraum W sei

C(W):={g:V— Wlgist K-linear und gef =0 }.

Die Universalititseigenschaft con Coker(f) besagt dann gerade, daf die folgende
Abbildung bijektiv ist.

Homy (Coker(f), W) — C(W), 2B gop.

(iv) Anders ausgedriickt bedeutet Bedingung 2 bedeutet gerade, da3 die Abbildung p
in dem Sinne ‘universell’ ist, da man aus ihr jede andere Abbildung mit der
Eigenschaft 1 gewinnen kann, und zwar auf genau eine Weise. Man sagt in einer

solche Situation, p ist universell beziiglich Eigenschaft 1 oder auch, 2 ist eine
Universalititseigenschaft.
(v) Die obige Beschreibung des Raumes

Coker(f)

entspricht gerade dem ersten Schritt, wie wir ihn fur das Tensorprodukt
angekindigt haben. Wir zeigen hier zundchst, da Coker(f) durch die obigen
beiden Eigenschaften bereits bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Anschliefend beweisen wir die Existenz von (p und) Coker(f).

Die FEindeutigkeit von Coker(f) bis auf Isomorphie ei eine weitere K-lineare
Abbilduug

p:V—-=>C
gegeben, fur welche die Bedingungen 1 und 2 mit C’ anstelle von C := Coker(f) erfullt
sind.
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Dann gilt p’of = 0. Auf Grund der Eigenschaft 2 von p faktorisiert sich p’ eindeutig
uber p,

~Y

p:V i> Coker(f) L C,

b

d.h. es gibt genau eine K-lineare Abbildung F)’ mit p’ = 5’ °p.
Da auch p’ die Universalititseigenschaft 2 besitzt und pef = 0 gilt, faktorisiert sich auch
p eindeutig uiber p’,
P o
p: V— Coker(f) — C’,
d.h. es gibt genau eine K-lineare Abbildung F) mit p = F)Op.

Damit erhalten wir kommutative Diagramme

\Y% P C \Y% P

~ und ~
Pl L /P
C C
und durch Zusammensetzen dieser Dreiecke weiterhin kommutative Diagramme

C

b

p C v p

und
p,\|/ /( u s
C’
mitu := 505’ und u’ := 5’0 5 Auf Grund von Eigenschaft 2 ist die Abbildung u durch

die Kommutativitat des ersten Diagramms aber eindeutig bestimmt. Da das Diagramm
kommutativ bleibt, wenn man u durch die identische Abbildung ersetzt, folgt

\%
pl /u
C

C,

505’ =u=1Id.
Dieselbe Argumentation mit dem zweiten Diagramm liefert

5’0 E) =u=1Id.
Mit anderen Worten, 5 und 5’ sind zueinander inverse Isomorphismen und die Raume
C und C’ sind isomorph (sogar in eindeutig bestimmter Weise!).

Existenz von Coker(f). Wir setzen
Coker(f) := V/Im(f)

und verwenden fur p die naturliche Abbildung
p:V — V/Im(f), v » v + Im(f),

auf den Faktorraum,

p(v) :=v + Im(f).
Dann ist Bedingung 1 offensichtlich erfullt. Beweisen wir, daf3 auch 2 gilt. Sei also eine
K-lineare Abbildung

e V—=W
gegeben mit gof = 0. Wir haben zu zeigen, es gibt genau eine K-lineare Abbildung
2:V/Im(f) - W

mit gof = g. Falls E existiert, so muf} gelten,
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g(v+Im() = g(f(v)) = g(v).
mit andern Worten, der Wert von g an der Stelle v+Im(f) ist eindeutig bestimmt.

Wir haben noch die Existenz von g zu beweisen. Wir setzen

- g(v+m() = g(v). o
Falls wir zeigen konnen, daf} diese Definition korrekt ist, so sind wir fertig, denn dannn
gilt

2(f(v)) = g(v) fur alle v€V

(und offensichtlich ist g eine lineare Abbildung).

Beweisen wir die Korrektheit der Definition (*). Seien v,v’EV zwei Vektoren mit
v + Im(f) = v’ + Im(f).
Wir haben zu zeigen, daf} dann g(v) = g(v’) gilt. Auf Grund der Voraussetzung gilt
v-v’ € Im(f).
=0, d.h.

0= g(v-v') = g(v) - g(v"),

Wegen gof =0 gilt glIm(f)

also g(v) = g(v’).

QED.

Bemerkung

Wir haben damit die natiirliche Abbildung p: V. — V/Im(f), v i v + Im(f), fur jede
lineare Abbilung f: U — V durch eine Universalitatseigenschaft charakterisiert. Ist

UCV ein linearer Unterraum und f: U & V die naturliche Einbettung, so erhalten wir

gerade die folgende Charakterisierung der naturlichen Abbildung
p:V—V/Uve v+U

Es gilt der Homomorphie-Satz:

1. UC Ker(p).

2. FEine lineare Abbildung g: V — W faktorisiert sich genau dann uiber p, wenn U
C Ker(g) gilt.

3. Die Faktorisierung von g uber p ist, falls sie existiert eindeutig.

6.8.2 Definition des Tensorprodukts zweier K-Vektorraume

Seien V und W zwei K-Vektorraume. Das Tensorprodukt von V und W ist ein K-
Vektoraum

VW = V®KW
zusammen mit einer K-bilinearen Abbildung
p:pV,W: VxW — VW, (v,w) B p(v,w) =: v®WwW
wobei folgende Bedingung erfullt ist.
(®) Jede K-bilineare Abbildung b:VxW—U mit Werten in einem K-Vektorraum U
faktorisiert sich eindeutig uber p,

Yy

b
b:VXW&V@W—) U,
d.h. es gibt genau eine K-lineare Abbildung bmitb = SOp.
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Mit anderen Worten, es gibt ein kommutatives Diagramm

VxW
pl /D
VW

mit einer linearen Abbildung b, und diese lineare Abbilding b ist durch die
Kommutativitat dieses Diagramms eindeutig bestimmt.

U

Die Elemente von V®W heillen Tensoren.
Bemerkungen

(1)  Setzt man die bilineare Abbildung p:VxW—=V®W mit einer linearen Abbildung
V®W—U zusammen, so erhdlt man trivialerweise eine bilineare Abbildunge

VxW—U. Bedingung (®) besagt gerade, dal man auf diese Weise jede auf VxW
definierte bilineare Abbildung erhilt erhilt, und zwar jede auf genau eine Weise.

(il) Bedingung (®) ist aquivalent zu der Aussage, daB die folgende lineare Abbildung
bijektiv ist.
Hom, (VOW,U) — L(V.W.U), b peb.
Dabei bezeichne
L(V,W;U)
den Vektorraum der iiber K bilinearen Abbildungen VxW—U.
(1)) Wir zeigen als ndchstes, dal das Tensorprodukt, falls es existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Danach werden wir die wichtigsten

Eigenschaften des Tensorprodukt unter der Annahme, daf es existiert, ableiten.
Seine Existenz beweisen wir ganz zum Schluf3.

6.8.3 Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie

Seien V,W zwei K-Vektorraume und
b: VxW — Uund b’: VxW — U’
zwei bilineare Abbildungen, welche die Eigenschaft (®) eines Tensorprodukts besitzen.

Dann gibt es genau einen K-linearen Isomorphismus f:U—U’ , fur welchen das
folgende Diagramm kommutativ ist.

VxV

by =/ f

U’

U

d.h. es gilt b’ = feb.
Beweis. Auf Grund der Universalititseigenschaft (®) von b gibt es zumindest eine K-
lineare Abbildung f:U—U’ mit der geforderten Eigenschaft,

VxV
by St
U’
Weiterhin gibt es aber auch (auf Grund der Universaltitseigenschaft (®) von b’) eine
K-lineare Abbildung f* sodal3

U
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VxV
b’ J/ / f’
U’
kommutativ ist. Durch Zusammensetzen dieser kommutativen Dreiecke erhalten wir
kommutative Diagramme

U

b

VxV U’ VxV U
v, Sw b, STu
U’ U

mit u := fof” und v’ := f’of. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage von (®) sind die
linearen Abbildungen u und u’ durch die Kommutativitit dieser Diagramme eindeutig
festgelegt. Da die Diagramme aber kommutative bleiben, wenn man u und u’ durch die
identischen Abbildungen ersetzt, gilt

fof’ =u=Id und f’of =u’ =Id.
Die Abbildungen f und f” sind folglich zueinander inverse Isomorphismen.
QED.

Bemerkungen
(1)  Aus der obigen Argumentation ergibt sich, daf jede K-lineare Abbildung f, fur
welche das Diagramm

VxV
by Ot
U,
kommutativ ist, automatisch ein Isomorphismus ist.

U

(i) Im folgenden nehmen wir an, daf} das Tensorprodukt zweier K-Vektorraume V

und W stets existiert. Das Bild des Paares (v,w)&VxW bei der naturlichen
Abbildung

p= pV,W:VXW — VROW

bezeichnen wir wie in der Definition mit v&®w, d.h. die natirliche Abbildung soll
gerade die Abbildungsvorschrift
VxW — VW, (v,w) b v®w.

haben. Die Bilinearitit der naturlichen Abbildung p bedeutet gerade, da} die
folgenden Rechenregeln gelten.

(a) V+V)ROW =V ROW + VW
(b) VW’ +W”’) = vVvRW’ + v®wW”
(©) (cv)®w = c(VOW) = v®(cw)

fur beliebige v,v’,v’EV, w,w’ . w’EW, cEK.

Wir beweisen als nachstes die wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts.

6.8.4 Ein Erzeugendensystem fur VOW

Seien (Vi)i a1 und (Wj)j el Erzeugendensysteme der K-Vektorraume V bzw. W. Dann
bilden die Vektoren der Gestalt
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vV.Qw.
1]
mit €] und jJEJ ein Erzeugendensystem des Vektorraums VOW.

Beweis. Sei

U::<Vi®ijiEI,jEJ> C VW

der von den Vektoren Vi®wj erzeugte K-lineare Unterraum. Jeder Vektor vEV ist
Linearkombination der v, und jeder Vektor w&W ist Linearkombination der wj . Also
ist v@w Linearkombination der Vi®Wj. Mit anderen Worten, fur jedes v&€V und jedes

weW gilt
vew € U.
Die Abbildungsvorschrift der naturlichen Abbildung
p: VxW —= VRW, (v,w) b v®wW
definiert also auch eine bilineare Abbildung
b:VxW — U, (v,w) b v®Ww.
Insbesondere hat man ein kommutatives Diagramm

VXW U
M pl /i
VEOW
wenn
it U —> VoW

die natiirliche Einbettung bezeichnet. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
die naturliche Einbettung i ist surjektiv, denn dann gilt

VEW =U = <u®v, li€l, j€l>.

Weil b bilinear ist, ergibt sich aus der Universalititseigenschaft von p die Existenz einer

linearen Abbildung b, fir welches das Diagramm

VxW
pl /b

VW

U
2)

kommutativ ist, d.h. mit

b(veW) = ve®w.
Durch Zusammensetzen der Diagramme (1) und (2) erhalten wir ein kommutatives
Diagramm

VxW
@ py iob

VW

Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage der Universalitatseigenschaft von p muf3 dann
aber

VW
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iob = Id
gelten. Fur jedes t ® VOW gilt also
t=1d(t) = i(b(t)) € Im(i),

d.h. es ist

Im(i) = VOW.
Die naturliche Einbettung i : U — V®W ist somit surjektiv.
QED.

6.8.5 Eigenschaften des Tensorprodukts von Vektorraumen

Seien U, V, W beliebige K-Vektorraume. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Es gibt genau eine K-lineare Abbildung V®K—V mit
v&®c B Cv.
Diese ist ein Isomorphismus
V®K = V.
(i) Es gibt genau eine K-lineare Abbildung VOW — W&V mit
VROW B WRV.
Diese ist ein Isomorphismus,
VW = WRV
(iii) Es gibt genau eine K-lineare Abbildung UR(VOW) — (UKV)®W mit
u®(VOW) B (U®V)XW.
Diese ist ein Isomorphismus
U®(VRW) = (URV)RW..
(iv) Es gibt genau eine bilineare Abbildung U®(VOW) — (URV)D(UR®W) mit
u®(v,w) b (U®v, u®w).
Diese ist ein Isomorphismus

UR(VOW) = (USV)D(URW)..
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die bilineare Abbildung

m: VXK —= V, (v,c) » cv.
Zeigen wir, diese Abbildung besitzt die Eigenschaft (®) des Tensorprodukts.

Sei also b: VxK — P eine bilineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, diese Abbildung
faktorisiert sich eindeutig uber m,

bV xK 25 v 25 p,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b mit b = bom.
Eindeutigkeit von b. Fir jedes v&V gilt, falls b existiert,
b(v) = b(1v) = b(m(v,1)) = b(v,1).
Mit anderen Worten b ist durch b eindeutig festgelegt.

Existenz von b.
Wir setzen

b(v) := b(v,1) fur jedes v E V.
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Weil b bilinear ist, ist auf diese Weise eine lineare Abbildung
b:V—P
definiert. Fur beliebige (v, c) € V x K gilt
B(m(v, ¢)) = b(ev) = blev, 1) = cob(v,1) = b(v, c*1) = b(v.c).
Wir haben gezeigt, b = bem, d.h. bist die Abbildung mit der geforderten Eigenschaft.
Wir haben gezeigt, die oben definierte Abbildung m besitzt die Universalitatseigenschaft

des Tensorprodukts. Auf Grund von Bemerkung 6.8.3 (i) gibt es genau einen
Isomorphismus

m: VOK — V,
fur welchen das Diagramm

m
VXK —s V

p| /m
V®K
kommutativ ist. Auf Grund der Kommutativitét dieses Diagramms gilt aber
m(v®c) = m(p(v,c)) 0 m(v.c) = cv,

d.h. mist der Isomorphismus, dessen Existenz in Aussage (i) behauptet wird.

Zu (ii). Betrachten wir die Abbildung

b:VxW — WQRV, (v,w) b w®v.
Nach Bemerkung 6.8.3 (ii) ist diese Abbildung bilinear. Deshalb faktorisiert sich diese
Abbildiung eindeutig tiber das Tensorprodukt V&OW,

f
b:vxw Ly vew s wev,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung f mit b = fep, d.h.

f(v®w) = f(p(v,w)) = b(v,w) = w®v.
Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung

f: VOW — WRV, vOwW b w®v.

ist ein Isomorphismus. Aus Symmetriegriinden gibt es aber auch genau eine K-lineare
Abbildung

f: WROV=VRIW, w®VvV b v®w
Damit gilt
(fef)(WRV) = w®vV

und
(f*of)(VOW) = v®W,
fur beliebige vE Vund w € W.
Die Abbildungen fof” und f’of wirken auf einem Erzeugendensystem von W®V bzw.

V®W wie die identische Abbildung, sind also selbst identische Abbildungen. Also sind
f und f* zueinaner inverse Isomorphismen.

Zu (iii). Betrachten wir die Abbildung wir fur vorgegebens w € W die Abbildung
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UxV — UR®(VR®W), (u,v) » u®(VvRW).
Diese Abbildung ist bilinear, faktorisiert sich also uiber das Tensorprodukt U®V,

p fyy
UxV —>U®V — UR(VROW),
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fw , deren Zusammensetzung mit p gerade die

vorgegebene Abbildung ist, d.h. eine lineare Abbildung fw mit
fw(u®v) = fW(p(u,V)) =u®(vew).

Untersuchen wir, in welcher Weise die lineare Abbildung
fW: U®V — UR(VRW), u®v » u®(vew),

von w € W abhingt, d.h. betrachten wir die Abbildung
f:(UQV)xW — UR(VOW), (t, W) b fW(t).
Diese Abbildung ist linear in t. Zeigen wir, daf} sie auch linear in w ist, d.h. daf} gilt
st gD =CT (O +c7f ().
C’W+c’w w w
Zumindest stehen auf beiden Seiten der zu beweisenden Identitat K-lineare Abbildungen

P:UR®V — U®(VOW)
und die Abbildung auf der linken Seite ist durch die folgende Bedinungung eindeutig
festgelegt:

P(U®V) = u®(VR(c’W’+c’W?)).

Zum Beweis der Gleichheit reicht es folglich, wenn wir zeigen, die Abbildung auf der

rechten Seite genuigt derselben Bedingung. Sei also ¢ die Abbildung auf der rechten
Seite. Dann gilt

o(u®v) = c’fw,(u®v) + c”fW,, (u®v)

= u®(VOW’) + c’u®(vOW”)
=u®c’(VOW’) + u®c”’-(v®Ow”)
=u® (V®C’'W’) + u ® (V®c’w”)
=u® (VRC'W’ + v®c"wW”)

=u ® (V®( C,W,+C”W”))
Damit ist Bilinearitat der Abbildung f gezeigt. Die Abbildung f faktorisiert sich damit

uber das Tensorprodukt (U®V)R®W,

£ (UBVXW L5 UeVIeW 55 U(Vew),

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung g mit f = gep, d.h. mit

g(t®w) = g(p(t, w)) = f(t, w) =f_ (0.
Da die Abbildung fw bereits durch ihre Werte in den Vektoren der Gestalt t = u®v
eindeutig festgelegt ist, gilt dasselbe fur g, wobei

g(u@VOW) =f_(U®V) = uQ(VOW)
ist. Wir haben damit gezeigt, es gibt genau eine K-lineare Abbildung

2: (UBV)®W — UR(VRW)

mit g((U®V)®wW) = u®(v®w). Wir haben noch zu zeigen, diese Abbildung ist ein
Isomorphismus.

Eine ganz ahnliche Argumentation wie die eben angefuhrte zeigt, es gibt genau eine
Abbildung
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h: U®(VRW) — (URV)XW
mit
h(u®(Vv®W)) = (U®V)RXW

fur alle ueU, veV, w&W. Die beiden Formeln fur g und h zeigen, die beiden
Zusammensetzungen sind lineare Abbildungen

goh: UR(VRW) — UR(VRW)
hog: (URV)®W — (URV)@W

mit
2oh(UR(VRW)) = uR(VvRwW)

und
hog((U®V)®W) = (URV)®W

fur alle u€U, v&V,w&W. Nach 6.8.4 bilden aber die Vektoren der Gestalt
u®(v®w) bzw. (U®V)®OW

ein Erzeugendensystem des Vektorraums UR(VOW) bzw. (U®V)®W. Die beiden
Zusammensetzungen stimmen also auf einem Erzeugendensystem mit der identischen
Abbildung uiberein, sind also gleich der identisdchen Abbildung. Wir haben gezeigt, g
und h sind zueinander inverse Isomorphismen.

Zu (1v). Betrachten wir die Abbildung

f: Ux(VOW) — (UXV)D(UX®W), (u, (v,w)) b (U®Rv, u®w).
Auf Grund der Bilinearitat von ® ist f ebenfalls bilinear:

f(c’u” + c’u”,(v,w)) =((c’u’ +c’u”)®v, (c’u’ + c’u”)®w)
=(C’U®V + c’u”®v, C’U®W + c”u”®wW)
=(C’U®v, CUR®W) + (c"u”’®v, c’u”®@w)
=c’f(u’,(v,w)) + c’f(u”, (v,w))

29,2 2 2 2

fu, c’(V’, W) + (V> W) =1(u, (C’V+CV7,c’W’+C"W”))
— (u®( C’V’+C”V9’)’ u®( C,W,+C”W”))
= (c’'u®v’ + c’u®v”’, c’u®w’ + c’u@®w’)

= (U®V’, u®W’) + c”(U®V”, u®w”)
= c'f(u, (v',w’)) + c”f(u, (v7,W7))
Damit ist die Bilinearitat von f bewiesen. Die Abbildung faktorisiert sich also eindeutig

uber die natuirliche Abbildung ins Tensorprodukt UR(VOW),

~yY

f
f: Ux (VOW) L U®(VEW) — (UKV)D(URW),
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mitf= ?Op, d.h. mit
fu®w,w)) = T(p(u, (v,w))) = f(u, (v,w)) = (W®V, u®w)

Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung
f: UR(VOW) — (URV)®(USW), 3)
u®(vV,w) b (U®v, u®w),
ist eine Isomorphismus. Dazu reicht eis zu zeigen, es gibt eine lineare Abbildung
g: (URV)®(URW) — UR(VAW), “4)
WV, UOW’) B 1’®(v’,0) + u”®(0,w”)
und die beiden Zusammensetzungen
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gof; UR(VAW) — UR(VAW) (5)
u®(v,w) B (U®V,u®w) » u®(v,0)+u®(0,w) = u@(v,w)
fog: (UQV)D(URW) 15 (URV)D(URW) (6)

WV, Uu'OW’) » 1’®((V’,0) + u”®0,wW”) b (®V,0)+(0,u”®@wW”)=(u’®Vv’ ,u”’®w”)

sind gerade die Identischen Abbildungen.
Abbildung (5) ist dabei ganz offensichtlich die identische Abbildungen, denn bei (5)

wird ein Erzeugendensystem von U®(V@OW) genauso abgebildet wie bei der
identischen Abbildung. Um zu zeigen, auch (6) ist die identische Abbildung, reicht es
zu zeigen, die Einschrankung von (6) auf jeden der beiden direkten Summanden ist die
identische Abbildung. Diese beiden Einschrankungen bilden aber jeweils ein
Erzeugendensystem so ab wie die identische Abbildung:

U®V — UR®V , u®v b u®v bzw. UW—=URXW, u®w » u®@w.

Wir haben somit nur noch zu zeigen, dall die lineare Abbildung (4) existiert. Dazu
wiederum reicht es zu zeigen, daf} die beiden Einschrankungen auf die beiden direkten
Summanden existieren:

U®V — UR(VAW), u®v B u®(v, 0),

U®W — UR(VEW), u®w p u®(0,w).

Diese beiden letzten Abbildungen existieren aber wegen der Universalitatseingenschaft
des Tensorprodukts und der Bilinearitéit der beiden folgenden Abbildungen.

UxV = UR(VeEW), (u, v) » (u®v, 0),

UxW — UR®(VOW), (u, w) » (0, u®w).
QED.

6.8.6 Eigenschaften des Tensorprodukts von Elementen

Seien V und W zwei K-Vektorraume und (Vi)iEI und (wj)j el zwel Familien von
Elementen auf V bzw. W. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1)  Sind die A in V und die wj in W lineare unabhiangig, so sind es auch die Vi®Wj in

VROW.
(i) Bilden die A ein Erzeugendensystem von V und die wj eines von W, so bilden die

Vi®Wj eines VOW.
(iii) Bilden die v, eine Basis von V und die wj eine von W, so bilden die Vi®Wj eine

VOW.
Bemerkungen
Aussage (iii) bietet die Moglichkeit, die Existenz des Tensorproduktes zu beweisen:

Man wihle in V und W jeweils eine Basis (Vi) bzw. (Wj) und definere V®OW als den
Raum mit der Basis {Vi®wj}' Man hat dann allerdings die Unabhangigkeit der

Konstruktion von der Wahl der Basen zu beweisen. Unser Beweis wird von
vornherein unabhédngig von jeder Basis sein.

Beweis. Aussage (ii) wurde bereit bewiesen (vgl. 6.8.4). Aussage (iii) folgt aus (i)
und (ii). Es reicht also, Aussage (i) zu beweisen.
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Zum Beweis von (i) konnen wir die Familien (Vi)i oI und (Wj)j ey 8 Basen von V bzw.

W ergénzen, d.h. wir konnen annehmen,
v.). _ ist eine Basis von V
( 1)1€I

w.). _. ist eine Basis von W.
( J)JEJ
Fur den weiteren Beweis benutzen wir eine Konstruktion, die wir vor langer Zeit

eingefuhrt haben: den von einer Menge frei erzeugte Vektorraum.

Wiederholung:
In 3.2.8 haben wir gezeigt, zu jeder beliebigen Menge M gibt es einen K-Vektorraum,

der diese Menge als Basis besitzt und welcher mit
FM) = FK(M)

bezeichnet wird.

Als Menge M verwenden wir hier die Menge aller Paare
M = {(Vi, Wj) li€l, jET}

von Vektoren unserer Ausgangsbasen. Der Vektorraum

FEM)={ 3 Cij(Vi’ wj) I CijEK’ fast alle = 0}
SRS
besteht dann aus allen endlichen Linearkombinationen
u=_y Ci'(Vi’ w.)

i€l jel
von solchen Paaren, wobei die Koeffizienten cij = Cij(u) durch u eindeutig festgelegt

sind. Betrachten wir die Abbildung
@: VxW = FM), ( 3 AR D djwj )b D> Cidj( Vo wj).
i€l S SRS
Diese Abbildung ist bilinear. Als bilineare Abbildung faktorisiert sich ¢ uber die
natiirlichen Abbildung P=Py W' VW — VW,

~Y

@: VXW i) VW i) F(M),

d.h. es gibt genau einer lineare Abbildung c~p mit ¢ = c~p°p, d.h. mit

PEVOW) = G(P(V.W)) = GV, W).
Insbesondere gilt

o Vi®wj) = CP(Vi,Wj) = (Vi’wj)

Wiren nun die Vektoren Vi®wj linear abhdngig in V®W, so miufiten es auch deren

Bilder bei der linearen Abbildung 6 sein. Die (Vi,Wj) sind aber nach Definition von

F(M) linear unabhingig.
QED.

6.8.7 Die Koordinaten eines Tensors

Seien V und W zwei K-Vektorraume und
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Vigr 4nd (Wiiey
Basen von V bzw. W. Dann laft sich jeder Tensor
teE VROW

in der Gestalt
- ij
t > C Vi®Wj
iI€LJjel

schreiben mit eindeutig bestimmten cleK. die ¢l heiBen Koordinaten des Tensors t
bezuiglich der gegebenen Basen.

Sind endlich viele K-Vektorraume

gegeben und fur jedes i eine Basis

{v..}

Vi S

von Vi so hat man fur jeden Tensor
tEV1 ®..® Vr

eindeutig bestimmte Elemente S

i1iy...1

o 12 ek
mit

t= D c Vi ’1®...®Vi

i EJ ,..i€J 1 r

b

iiy...
Die ¢ 1 27" T heiBen dann Koordinaten des Tensors t bezuglich der gegebenen Basen.

6.8.8 Das Verhalten der Koordinaten bei Basiswechsel

Seien
V.,.,V
1 r
endlich viele K-Vektorraume und seien fur jedes i €{1,...,r} zwei Basen
= Witen VT e
von Vi gegeben. Wir betrachten die Koordinaten eines Tensors
tEV1 ®..® Vr
bezuglich der beiden Familien von Basen:
ili2"'i
t = D c Y. ®.®v.
‘ ' 11 ,1 lr’
1IEJ1,...,1rEJr |
11,1
iy
= » o V. e.ev,
i,,1 1,
i €T ,..i€J 1 r
1771 r r

Bezeichne A := M(d) = (aJI- é) die Basiswechelsmatrix fur den Ubergang der Basis v ¢

zur Basis V’Z,
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Dann besteht zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Koordinaten von t die
folgende Relation.

C’11...11. B 1 o r ag...o

Beweis. Es gilt

i, 17 Tir a 1777 a,r
i €) ... i€l a €], . a€c] 1 r ! r
171 r r 1 71 rr
Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung.
QED.

6.8.9 Bemerkungen zum den Tensoren der Physik

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

Vl,...,VHEV (D)

eine Basis von V und
vl . ey )
die zugehorige duale Basis. Bezeichne

V®r bzw.V"<®S
die r-te Tensorpotenz von V bzw. die s-te Tensorpotenz von V*, d.h. das
Tensorprodukt von r Exemplaren des Raumes V (bzw. s Exemplaren des Raumes V*).
Ein r-fach kovarianter und s-fach kontravarianter Tensor im ist ein Element von

V®r®V*®S ,

wobei man sich den Tensor durch dessen Koordinaten bezuglich der Basen (1) und (2)
gegeben denkt.

Bemerkung
Seien

V’l,...,V’HEV
eine zweite Basis von V,

V’l,...,V’nEV>‘<

die zugehorige duale Basis und A = MX,(Id) = (a}) die Basiswechselmatrix fur den
Ubergang von v nach v’, d.h.
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S .o
v, = D ai Vi
a=1
Bezeichne B = (bJI-) die zu B inverse Matrix (d.h. die Basiswechselmatrix B = Mz (Id).
Dann gilt
oy H v
() =3 ba v
o=1

Fur die Koordinaten eines Tensors t € V®r®V*®s,

.0 - -
Coo= 3 g2 v e.ey evie. e
i€l ,.iey LS r
1771 rro
iin..d - -
1ip
= 3 oL vioe.ev evle.ev
el el sl r
1771 r r
besteht dann die folgende Relation.
i i i a...o
1 r B
c’-1 . = D a_ -..a_ b l.-bTec b
Iy o eJal oy J; Bl...[i')s
OLI’BI 1""’ar’ﬁr r

Beweis. Nach 6.8.8 reicht es (1) zu beweisen, d.h.es reicht zu zeigen, die rechte Seite
von (1) geniigt den definierenden Bedingungen fur die duale Basis. Es gilt

<v 5 b v =( 5 b vV =( 5 b v 5 aP v o)
i’ 2 o =(2 a i 2 o 2 i P
a=1 a=1 a=1 =1
n n
= E E bja af) V’a( V,B)
a=1 pB=1
n n
_ J B
=3 3 boc a )
a=1 p=1
noog
=2 b(xai
o=1
_ sl
_6i
Damit ist (1) bewiesen, und damit die Behauptung.
QED.
Bemerkungen

(i) In der Physik betrachtet man im allgemeinen Koordinatenwechsel zwischen
“krummlinigen Koordinaten”, sagen wir

o™ = i x).
An die Stelle der Matrix A = (ajl-) tritt dann die Matrix der Linearisierung von f,
i Gx’i
a: = —
I g
Firr die Matrix B = A™1 gilt dann (nach der Kettenregel)



(i) Einsteinsche Summenkonvention. In jedem Ausdruck, in welchen ein und
derselbe Index sowohl als oberer als auch als unterer Index auftritt, wird uber
diesen Index summiert (maximaler Summationsbereich).

Unter Verwendung dieser Konvention hatten wir in den obigen Rechnungen
samtliche Summenzeichen weglassen konnen.

6.8.10 Die Existenz des Tensorprodukts

Fur je zwei K-Vektorraume V und W existiert das Tensorprodukt.

Vorbemerkung. Wir haben gesehen, falls das Tensorprodukt V®W existiert, so wird
es von den Tensoren v&®w mit v&€V und wEW erzeugt. Mit anderen Worten, V®W ist
ein Faktorraum des von den Vektoren v®w frei erzeugten Vektoraums. Wir nutzen jetzt
diese Tatsache zur Konstruktion von V®W, d.h. wir werden V®W als Faktorraum

eines frei erzeugten Vektorraums definieren. Anstelle der Bezeichnung v&®w werden
wir fur die Elemente des frei erzeugten Vektorraum das Symbol (v,w) wihlen.
Beweis. Sei M die Menge VxW der Paare (v,w) mit v&€V und wEW,
M = VxW.
Betrachten wir den von M frei erzeugten K-Vektorraum
F(M).
Dieser Vektorraum besteht aus allen endlichen K-Linearkombinationen von Paaren der

Gestalt (v,w) mit v€V und w&EW,
cl‘(vl,wl) + ...+ cr-(vr,wr)
mit ciEK, ViEV, wiEW furi=1,...r.

Bemerkung. Man beachte, F(M) ist unendlich-dimensional, sobald M unendlich viele
Elmente enthalt, d.h. selbst wenn V und W endliche Dimension haben, kann die
Dimension von F(M) unendlich sein, denn nach Konstruktion bilden die Elemente von
M gerade eine Basis von F(M),

dim F(M) = # M.

Wir konstruieren jetzt den Unterraum R, nach den wir den Raum F(M) faktorisieren
wollen. Der Raum R werde von allen Vektoren der folgenden Gestalt erzeugt.

(v, w +wW?’) - (v,w’) - (v,w”) mit vEV, w’ W’ EW (D)
V+Vv,w)-,w)-W’,w)mit v ,v'eV, weW )
(cv, w) - ¢(v,w) mit cEK, vEV, wEW 3)
(v, cw) - ¢(v,w) mit cEK, v&EV, wEW., €))

Dabei schreiben wir vereinfachend (v,w) anstelle von 1-(v,w) und -(v,w) anstelle von
(-1)s(v, w) fur v&V, weW.

Bemerkung. Dieser Unterraum R ist im allgemeinen ebenfalls sehr groB. Wir werden
sehen, er ist so grof}, da der Faktoraum F(M)/R im Fall von endlich-dimensionalen
Raumen endlich-dimensional wird.

Wir setzen
V®W = F(IM)/R.
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Bezeichne
v: FM) — F(M)/R
die natuirliche Abbildung. Weiter setzen wir
vOW = y((v,w)).
Wir haben zu zeigen, die Abbildung
Q= YIVXW: VxW — FIM)/R, (v,w) b 7((v,w)) = v®W
ist bilinear und hat die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts.

Linearitit von @ bezuglich des ersten Arguments. Wir haben zu zeigen
L. o(V'+v7, w) - p(v’,w) - p(v”°,w) = 0.
2. p(cv,w) - c(v,w) = 0.
Die linke Seite von 1. ist gleich
POV AV, W) - (VW) - (v W) - = y((VHVTW) - (VW) - (VW)
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (2), liegt

also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.
Die linke Seite von 2. ist gleich

CP(CV,W) - C.CP(V’W) = Y((CV’W) - C'(V,W))
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (3), liegt

also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.

Linearitit von @ bezuglich des zweiten Arguments. Man verwendet dieselben
Argumente wie beim Beweis der Linearitat beziiglich der ersten Variablen, wobei man
die Elemente der Gestalt (1) und (4) von R (anstelle der Elemente der Gestalt (2) und
(3)) benutzt.

Die Unversalitatseigenschaft der Abbildung @. Wir haben zu zeigen, jede K-lineare
Abbildung

b: VxW — U
faktorisiert sich eindeutig uiber die Abbildung ¢, d.h. zu gegebenen b gibt es genau ein
lineare Abbildung b: F(M)/R — U mit

b(v,w) = b(e(v,w)) (5)
fur alle v€V und alle w&EW.
Beweis der Findeutigkeit von b.Nach Konstruktion bilden die Vektoren der Gestalt

(v,w) ein Erzeugendensystem von F(M). Deshalb bilden die Bilder der (v,w) bei der
naturlichen Surjektion

v: FM) — F(M)/R
ein Erzeugendensystem von F(M)/R, d.h. die Elemente
Y((v,w)) = @(v,w) mit v€V und weW
bilden ein Erzeugendensystem von F(M)/R. Bedingung (5) (ruckwirts gelesen) legt
daher die Werte von b auf einem Erzeugendensystem von F(M)/R fest. Da b linear sein

soll, ist damit die gesamte Abbildung b festgelegt.
Bemerkungen zum weiteren Beweis-Verlauf.

(i) Zum Beweis der Existenz von b konnten wir (5) als Definition verwenden und dann
die Korrektheit der Definition beweisen. Obwohl man auf diese Weise durchaus zum
Ziel kommt, wollen wir hier anders vorgehen, um die bereits bewiesenen Aussagen
etwas effektiver nutzen zu konnen.
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(i1) Aus der Existenz der Abbildung b: F(M)/R — U folgt naturlich auch die Existenz
der Zusammensetzung von b mit der natiirlichen Abbildung yv:F(M) — F(M)/R. Wir

werden von dieser Zusammensetzung ausgehen und mit deren Hilfe die Existenz von b
beweisen.

Beweis der Existenz von b. Betrachten wir die K-lineare Abbildung
b’: F(M) — U mit (v,w) » b(v,w).
Da die Paare der Gestalt (v,w) eine Basis von F(M) bilden, gibt es genau eine lineare

Abbildung, die fur jedes vVEV und jedes wEW im Basisvektor (v,w) € F(M) den
vorgegebenen Wert b(v,w) annimmt.

Zum Beweis der Existenz von b reicht es zu zeigen, der Unterraum RCF(M) liegt im
Kern von b’,

R C ker(b’), (6)

denn auf Grund der von uns bewiesenen Universalititseigenschaft des Faktorraums
faktorisiert sich dann b’ in eindeutiger Weise uber die naturliche Abbildung

v:F(M)—F(M)/R (vgl. die Bemerkung am Ende von 6.8.1),

~Yy
9

b
b’ FM) — F(M)IR —s U,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b’ mitb’ = B’oy , d.h. mit

b(v,w) = b’((v,w)) = b’ (y(v,w)) = B*((v,w)).
Die Abbildung

b: FEM)/R — U, (v,w) +R  b(v,w)

ist somit gerade die von uns gesuchte Abbildung b.

Wir haben noch (6) zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, die Abbildung b’ bildet die
Elemente eines Erzeugendensystems von R in die Null ab. Es genuigt somit zu zeigen,
daB} die Elemente der Gestalt (1), (2), (3), (4) bei b’ in die Null abgebildet werden. Das
ist aber gerade eine Folge der Bilinearitit von b. Zum Beispiel ist
b’((v, w + W”) - (Vv,W’) - (Vv,w”))
=b’(v, w+w’)-b’(v,w’) - b’(v,w”)
=b(v, w + W”) - b(v,w’) - b(v,w”)

Das erste Gleichheitszeichen besteht auf Grund der Linearitat von b’, das zweite nach
Definition von b’ und das dritte wegen der Liniearitit von b bezuglich des zweiten
Arguments.

QED.

Bemerkung

Im Fall endlich-dimensionaler Vektorraume V und W ist der Existenzbeweis fur das

Tensorprodukt einfacher. Die Definition des Tensorprodukt besagt gerade, VW ist ein
Vektorraum mit

HomK(V®W, K) = L(V,W;K).

Mit anderen Worten, der zu VOW duale Vektorraum ist gerade L(V,W,K). Da man im
Fall von endlich-dimensionalen Raumen das doppelte Dual eines Vektorraum mit dem
Ausgangsraum identifizieren kann, folg

VW = L(V,W;K)*
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fur dim V < @ und dim W < «. Dies kann man im endlich-dimensionalen Fall als
Definition verwenden. Es ist nicht schwer, einzusehen, dafl L(V,W;K)* bezuglich der
bilinearen Abbildung

VxW — L(V,W; K)*, (v,w) > (b i b(v,w))
tatsachlich die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts hat.

6.8.11 Die Funktorialitat des Tensorprodukts

(i) Seien f: V=V’ und g: W—=W’ zwei K-lineare Abbildungen. Dann gibt es genau
eine K-lineare Abbildung f®g.fur welche das folgenden Diagramm kommutativ

ist.
fxg
VxW —_— V' xW’ (v,w) b (f(v),g(w))
I ! i’
Pyt ® v ®W 1 f(V)®g(W)
VW > \% \%Y%
vew = ——2, VOW’ &

Mit anderen Worten, f®g ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
(f®g)(v®w) = f(v)®g(w) fur vEV und weEW.
(i)) Fur beliebige K-lineare Abbildungen f: V—=V’, f:V'=V” gW—-W’,
g W —=W” gilt
(F®g")o(f®g) = (fN®(g’°g).
(iii) Das Tensorprodukt der beiden identischen Abbildungen

IdV:V—>VundIdw:W—>W

ist die identische Abbildung von V&®W,

IdV®Id Id

W™ VRW "
Beweis. Zu (i). Da f und g linear sind und pV’,W’ bilinear ist, ist die
Zusammensetzung

Py W (x2)
bilinear. Die Existenz und Eindeutigkeit von f®g folgt deshalb aus der
Universalitatseigenschaft von pV,W .

Zu (ii). Fur v&V und weWw gilt
(F®g")o(f®e))(vew) = (F'®g" ) (f(v)®g(w))
= P (f(V)®g’ (g(w))
= (£ of(v))®(g og(W))
= ((foN®(g"°g))(vEW).
Die beiden linearen Abbildungen (f’®g’)e(f®g) und (f’°f)®(g’eg) haben fur alle
Vektoren der Gestalt v®w mit v&€V und w&W denselben Wert. Da die v®w ein
Erzeugendensystem von V®W bilden, folgt
(F®)e(f®g) = (fH®(g °g).
Zu (1i1). Fur v€V und weW gilt
(IdV®IdW)(V®w) = (IdV(V))®(IdW(W)) = v®w,
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d.h. die lineare Abbildung IdV®Idw hat auf allen Vektoren des Erzeugendensystems

{V®W}V€V,WEW

dieselben Werte wie die identische Abbildung IdV W Deshalb gilt

Id

IdV®IdW =ldyow -

QED.

6.8.12 Exake Sequenzen

Eine exakte Sequenz von Vektorraumen und linearen Abbildungen ist eine Folge von
linearen Abbildungen

f.
LV, v, oy oL
i i+1 1+2

mit
Imf. =Kerf.  furallei.
1 1+1
Falls diese Gleichheit nur fur ein gegebenes i gilt, so sagt man die Sequenz ist exakt an

der Stelle V. ..
1+1

Beispiel 1
Die Sequenz von linearen Abbildungen
£ f
0—=V \% V’—=0
ist genau dann exakt, wenn folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. ist injektiv (Exaktheit an der Stelle V’)
2. Im f* = Ker £ (Exaktheit an der Stelle V)
3. £ ist surjektiv.
Man spricht in dieser Situation von einer kurzen exakten Sequenz.

Beispiel 2
Die Sequenz

00—V V'ev” V’—0
mit £°(v’) = (v’,0) und £’(v’, v”’) = v” ist eine kurze exakte Sequenz.

Beispiel 3
Fur jeden K-Vektorraum V und jeden K-linearen Unterraum U C V ist

i
0 —>U—5YV i> V/U—0
eine kurze exakte Sequenz. Dabei seien i: U & V die naturliche Einbettung und

p:V—V/U die naturliche Abbildung in den Faktorraum.

6.8.13 Exaktheit des Tensorprodukts

Seien W ein K-Vektorraum und
f; f:
1 i+1
.= Vi Vi+1 Vi+2 — ..
eine exakte Sequenz von K-linearen Abbildungen. Dann ist die folgende Sequenz

ebenfalls exakt.
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f®Id f;,®ld

" Vi®W — Vi+1®W

V. W — ...
1+2
Beweis. Wir haben zu zeigen
Im (fi®Id) = Ker(fi+1®ld).

1 Schritt. Beweis von “C”.
Nach Voraussetzung gilt
Imf =Kerf. _,
1 1+1
also

Lgoh=

Also
(fi+1®Id)°(fi®Id) = (fi+1°fi)®ld = 0®Id

Fur VEVi und weW gilt also
(fi+1®1d)°(fi®1d)(v®w) = 0®w = 0-(0®I1d) = 0.

Die Abbildung uberfuhrt alle Vektoren des Erzeugendensystems {v®w} in den
Nullvektor, ist also die Nullabbildung,

(fi+ 1®Id)°(fi®ld) =0.
Also gilt
-
Im (fi®Id) - Ker(fi+1®ld).

2. Schritt. Beweis von “2”.
Wir wihlen Basen
{WY}Y cL von W
{Va}a e von Ker fi+1
Die Basis des Kerns ergdnzen wir zu einer Basis von Vi+1 , d.h. es sei

{VOL}OLEI U {VB}[SEJ Basis von Vi+l'
Dann gilt:

{Va®wy}ocEI vEL U {v ®WY} ist Basis von Vi+1'

Sei jetzt

B

t € Ker (fi+1®Id).

pBE] yeL

Wir haben zu zeigen, t liegt im Bild von fi®Id. Weil tin Vi+1®W liegt, konnen wir t in
der folgenden Gestalt schreiben.

t = D c v ®w mitc €K
ay oy oy
aclUl,yeL
= C._V Q®w + C, V,OW . 1
2 ay oy 2 By B v M
a€El,yelL pel,yel
Fuoro€lgiltv._€Kerf. . =Imf.,dh.esgibteinv’ €V. mit
a i+1 1 a 1

VoS fi(v OL) fur jedes a€l. 2)
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Deshalb konnen wir in der ersten Summe von (1) vy durch fi(V’a) ersetzen und diese
Summe in der folgenden Gestalt schreiben.
> Cay fi(V oc)® Id(wy) = (fi®Id)( > Cow A% oc® Wy)'
o€l,yel ocl,yel
Mit anderen Worten, die erste Summe liegt im Bild von fi®Id. Es reicht also zu zeigen,

die zweite Summe ist Null,

> c, v,®@w =0.

BEIyEL
Dazu reicht es zu zeigen,

By

Nach Voraussetzung liegt t im Kern von fi+1®1d' Dasselbe gilt von der ersten Summe

¢, =0 fur alle EJ und alle yEL. (3)

(das sie sogar im Bild von fi®Id liegt). Wir wenden fi+1®Id auf (1) and und erhalten

0=0 + D c B f. (v
BEJ,yEL
Zum Beweis von (3) reicht es also zu zeigen,
die Vektoren fi+1 (VB)®WY mit BEJ, yEL sind linear unabhangig.
Dazu wiederum reicht es zu zeigen,
die Vektoren fi+1 (VB) mit BEJ sind linear unabhangig

(vgl. 6.8.6(1)). Seien also Koeffizienten ¢ ,€EK (BE]) gegeben mit

p
D c[3 fi+1 (Vﬁ) =0.
pE]
Wir haben zu zeigen, Cy = 0 fur jedes b. Es gilt
0= c f \% C, V
pES [3
also
> c E Ker(f )
pEI
Da {Va}a o1 €ine Basis von Ker fi+1 ist, gibt es Element daEK (a&l) mit
c, Vv d Vo
S eg Vg = E
peEs
d.h.

0= 3% c[3 VB+ E (—da)va
pE] I
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Da {Va}a - U {VB} Bel eine Basis von Vi+ ist, ist die Menge der Vo, und v, linear

1 p

unabhangig, d.h. aus der obigen Identitét folgt insbesodere
CB = 0 fur jedes BEJ.

QED.
6.9 Multilineare Abbildungen

6.9.1 Definition

Seien U und V Vektorraume uber dem Korper K und n eine nicht-negative ganze Zahl.
Eine Abbildung

f: Vx..xV — U, (Vl,..., Vn) B f(Vl,..., Vn)
heiB3t n-linear iber K, wenn sie in Bezug auf jedes ihrer Argumente v, linear uber K ist.

Eine 1-lineare Abbildung ist dabei einfach eine lineare Abbildung
V—U.
Eine 2-lineare Abbildung ist dasselbe wie eine bilineare Abbildung
VxV—U.
Unter einer O-linearen Abbildung wollen wir eine lineare Abbildung
K—U
verstehen.

6.9.2 Die Tensor-Algebra eines K-Vektorraums

Wir erinnern zunachst an den Begriff der Algebra tiber einem kommutativen Ring mit 1.
Seien R kommutativer Ring mit 1. Eine R-Algebra ist ein Ring S mit 1 zusammen mit
einem Ring-Homomorphismus

R—=S
von Ringen mit 1. Der Homomorphismus heifit dann Struktur-Homomorphismus von
S. Seien S und S’ zwei R-Algebren. Ein Homomorphismus von R-Algebren

f: S—=§°
ist ein Ring-Homomorphismus f, fur welchen das folgende Diagramm kommutativ ist.

S— §’

N

R
Dabei sollen die schriagen Pfeile gerade die Struktur-Homomorphismen bezeichnen.

Seien jetzt K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Die Tensor-Algebra von V uber K
ist definiert als die direkte Summe

T (V) :=T(V) =@ T(V) mit T(V) := y&n

Dabei seien
V®0 =K,
vol_vy
VO _ V®..®V (n-mal)

die n-te Tensorpotenz von V, d.h. das Tensorprodukt von n Exemplaren des
Vektorraumes V.



123

Nach Konstruktion ist TK(V) ein K-Vektorraum. Der direkte Summand

T(V) = v®n C T(V)

heiffit homogener Bestandteil des Grades n von T(V), dessen Elemente t heilen
homogene Elemente des Grades n und man schreibt

degt=n.
Seien
o0 o0
t’ - b bh) - bh)
3ot n und t 3ot n
n=1 n=1

zwei Elemente von T(V) mit t’n und t”n homogen vom Grad n. Wir definieren das

Produkt von t” und t” wie folgt

Dabei wird
m n

V®(m+n)

als Element von aufgefal3t. Speziel fur n = 0 haben wir

CNC vOMgK =« vOM @y 1y yx,

0
d.h. . ®t” wird mitt” - t" identifiziert. Analog wird fur m = 0 das Element
m 0 0 m
t O®t 0
mit t’ O-t” n identifiziert. Die Multiplikation von zwei Elementen O-ten Grades entspricht
damit der gewohnlichen Multiplikation mit Elementen aus K.
Die Abbildung

K—=T(V),cp c,

wobei das Bild c als homogenes Element des Grades 0 von T(V) aufgefalit wird, heifit
natiirliche Einbettung von K in die Tensoralgebra T(V).

Die Abbildung
V—=TNV),ve v,

wobei das Bild v als homogenes Element des Grades 1 von T(V) aufgefalit wird, heifit
natiirliche Einbettung von V in die Tensoralgebra T(V).

Bemerkungen
(i)  Mit der oben definierten Multiplikation ist T(V) eine K-Algebra.

(i))  Die naturliche Einbettung K — T(V) ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
(iii)) Die naturliche Einbettung V — T(V) ist K-linear.

Beispiel
Sei V = Kv ein eindimensionaler K-Vektorraum. Dann ist

K®n =Kv®...®v = Kv®n
fur jedes n, also

T(V) = K® Kv ® Kv®?@® ...
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Wenn wir die Multiplikation in T(V) nicht mehr mit dem Tensorzeichen “®” sondern
mit “«” bezeichnen, erhalten wir

T(V) =K @ Kov ® KevZ @ ... = K[v],
d.h. T(V) ist bis auf Isomorphie gerade die K-Algebra der Polynome in der
Unbestimmten v mit Koeffizienten aus K.
Beispiel
Sei V = Kv + Kw ein zwei dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist

V®1 =V =Kv + Kw

V®2 = KV2 + KW2 + Kvw + Kwv
und die .’l'“énsoralgebra

T(V) = Ksv, w>

1aBt sich mit der K-Algbra der nicht-kommutativen Polynome in v und w mit
Koeffizienten aus K identifizieren.

Analog erhélt man fur jeden n-dimensionalen K-Vektorraum

V=Kv, +...+Kv
1 n

eine Identifikation

T(V) = K<V1 -

der Tensor-Algebra mit der K-Algebra der nicht-kommutativen Polynome in v

,V >
n

B
Vn mit Koeffizienten aus K.

6.9.3 Die Universalitatseigenschaft der Tensorpotenz yon

Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung
Lyl = _ v®n
pn. V¥ =Vx..xV A% , (Vl""’vn) Y V1®...®Vn

des direkten Produkts von n Exemplaren von V nach VO Jinear iiber K.

Jede n-lineare Abbildung
m:Vx..xV — U

mit Werten in einem K-Vektorraum U faktorisiert sich auf genau eine Weise uiber Py

~Y

Y m
m: Vx..xV 5 v®n _ .

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung m mit m = ﬁlopn .

Beweis. Eindeutigkeit von m. Falls m existiert, so gilt fur beliebige v ,...,VnEVZ

1
m (V1®...®Vn) =m (pn(vl,...,vn)) = m(vl,...,vn).

Die Werte von m auf den Elementen der Gestalt V1®...®Vn sind also eindeutig

v®N bilden und da m linear

festgelegt. Da diese Elemente ein Erzeugendensystem von
sein soll, ist somit die gesamte Abbildung m festgelegt.

Existenz von m. Beweis durch Induktion nach n.
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Im Fall n =0 ist Po’ K — K nach Vereinbarung die identische Abbildung von K und

die Behauptung ist trivial (jede Abbildung K — U faktorisiert sich eindeutig uber die
identische Abbildung K — K).

ImFalln =1 ist Py V — V die identische Abbildung und m eine lineare Abbildunge

mv=v® -y
Auch in diesem Fall faktorisiert sich m eindeutig
id m
mV—V-—U

uiber die identische Abbildung (mit m = m).

Sei jetzt m > 1. Fur jedes feste v,EV ist die folgende Abbildung (n-1)-linear uiber K.

0
yh-1
mVO. A% U, (VI,...,Vn_l) [N I‘n(Vl,...,Vn_l, VO),
Nach Induktionsvoraussetzung faktorisiert sie sich eindeutig uiber Po1’
m
\Y
m, - yi-1 Pn-1 yv®(@-1) 0. u
0
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung m_ mitm  =m °p_ ., d.h. mit
Yo Yo Yo n-1

mV ( V1®...®vn_1) = mV ( pn-l(vl"”’vn-l)) = mV (Vl,...,V
0 0 0
= m(vl,...

b

)

n-1

,V n- 1 ’VO) .
Die lineare Abbildung

~ . y®(n-1)
rnVO. A% — U, V1®...®Vn_1 ES m(Vl,...,Vn_l,VO),
ist durch die Bedingung
mVO(V1®...®Vn_1) = m(Vl,...,Vn_l,VO) (D)

eindeutig festgelegt (da die V1®...®Vn ein Erzeugendensystem von y®n-1) bilden).

-1
Betrachten wir die Abbildung

mve-Doy LUt v) e m (). )

Nach Konstruktion ist sie linear im ersten Argument t. Zeigen wir, sie ist auch linear im
zweiten Argument v, d.h. , zeigen wir, es gilt

m =cm () +c’m (t
C’V’+C’,V”( ) V’( ) V”( )

fur alle v’,v’E€V, alle ¢’,c”’EK und alle t& V®(n'1), d.h.
I}/l b b 2" 29 = C,El b + C”El 99
cV+C’V % \%



126

Auf beiden Seiten stehen lineare Abbildungen. Zum Beweis ihrer Gleichheit reicht es
zu zeigen, sie haben dieselben Werte in allen Vektoren eines Erzeugendensystems von

vO@-1) g reicht also zu zeigen,

mC,V,+C,,V,,( V1®"'®Vn-l) =cC mV,( V1®...®Vn_1) +c mV,,( V1®"'®Vn-l)
fur beliebige Vl""’Vn-IEV' Wegen (1) gilt
LHS = m(vl,...,vn_lz V' +C’V”)
=c m(Vl""’Vn—l’V )+ ¢ m(Vl""’Vn—l’V )

= RHS
Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist bilinear. Auf Grund der
Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts faktorisiert sie sich eindeutig uber die

natuirliche Abbildung ins Tensorprodukt p:V®(n'1)><V — V®(n_1)®V = V®n,

N’
m

m: y®@-Dyy Poy®n M

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung m mit m’ = m’p, d.h. mit

m(t,y) = m’(t®v) = m (v
fir alle t€ VO und alle vEV. Speziell fiir t=v ®..®v_ _ erhalten wir
m( V1®...®Vn_l®v) = mV(V1®...®Vn_1) = m(Vl""’Vn-l’V)'
Mit anderen Worten, es gilt
m=mep
d.h. mist gerade die Abbildung, deren Existenz wir beweisen wollen.
QED.
Bemerkung

Bezeichne
L (V. U)

den K-Vektorraum der n-linearen Abbildungen Vx...xV — U tuiber K. Die gerade

bewiesene Universalititseigenschaft von y®n besagt gerade, daf} die lineare Abbildung
®n =
HomK(V ,U) — LK(V, U)n, m k> mep

bijektiv, also ein Isomorphismus ist. Insbesondere hat der Vektorraum der n-linearen
Abbildungen auf V mit Werten in U die Dimension

. T ®n
d1mK LK(V, U)n = d1mK HomK(V , U)

T ®n. .
= d1mK \Y dlmK U

_a: n,q:
= (dlmKV) d1mK U.

6.9.4 Die Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gibt es fur jede K-Algebra S und jede K-lineare
Abbildung

f:Vv—=S
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genau einen Homomorphismus
f:T(V)—S
von K-Algebren derart, daf das folgende Diagramm kommutativ ist.
p

v

fl /T
S

dabei sei p die naturliche Einbettung von V in die Tensor-Algebra.

T(V)

Beweis. Eindeutigkeit von f Wir nehmen an, T existiert und leiten eine Formel fur T

her, aus der hervorgeht, daf} T eindeutig festgelegt ist. Sei
te T(V).
Dann ist t eine Summe von endlich vielen homogenen Elementen. Ein homogenes

Element des Grades n (aus V®n) wiederum ist eine Summe aus endlich vielen

Elementen der Gestalt v 1®...®Vn. Mit anderen Worten, t hat die Gestalt

s i 1
t=3% V1®...®Vn.
i=1 1
Damit gilt da T eine K-lineare Abbildung ist, die Produkte in Produkte uiberfihrt,

i =3 Tv;®.0v,)
1 1

i=1
s i o1 i

=i§1 f(V1)®...®f(Vni) (VjET(V)l)
S . i L1 i

=3 f(p(vl))®...®f(p(vni)) (vjEV)
i=1

S i 1
> f(v 1)®...®f(vn_)
=1 1

Damit ist T eindeutig durch f festgelegt.

Existenz von T. Betrachten wir die Abbildung
v -
fn.V S, (Vl,...,Vn) [EY f(Vl) f(Vn).

Auf Grund des Distributivgesetzes fur den Ring S ist diese linear in jedem der n
Argumente. Nach 6.9.2 faktorisiert sich diese Abbildung eindeutig uiber die naturliche

Abbildung p: Vv &,

T
£V Poy®n_1g

~

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fn mit fn = fn°p, d.h. mit

fn( vV ®..0v )= fﬂ(p(vl,...,vn)) =f (Vv ) = v )£V )
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fur alle Vl,...,VnEV. Wir definieren ‘f: T(V) — R, indem wir setzen

() = ?0(t0) + ?1 (t) + e T‘S (t)

fallst= tO et tS gilt mit t homogen vom Grad i. Dabei sei

F ) =t
Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Fur homogene Elemente des Grades 1 gilt
How) =T, M) =fw).

Auf Grund der Defintion von ?0 gilt f(lK) =1 g Durch direktes Nachrechnent sieht

man, daB T ein Ringhomomorphismus ist.

QED.

Bemerkungen

(1) Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und S eine R-Algebra. Ein
Erzeugendensystem von S uiber R ist eine Famlie

Birier
von Elementen aus S mit der Eigenschaft, da} jede R-Teilalgebra
STC s,
welche alle si enthilt, gleich S sein muB,
S CS.
Beispiel 1.
Fur jede R-Algebra S bildet die Familie der Elemente von S ein
Erzeugendensystem.
Beispiel 2.
Ist

S = R[Xl, e Xn]

die R-Algebra der Polynome in x _, ... , X mit Koeffizienten aus R, so bilden die

U
Unbestimmten Xpo s X ein Erzeugendensystem von S uber R.

(ii)) Seien S eine K-Algebra und V C S ein K-Vektorraum, welcher ein

Erzeugendensystem von S als K-Algebra enthdlt. Das Bild Fortsetzung der
natiirlichen Einbettung

LVSS
zu einem K-Algebra-Homomorphismus
T:S(V) — S
ist dann eine K-Teilalgebra, die ebenfalls dieses Erzeugendensystem enthalt.

Diese Teilalgebra ist deshalb gleich S, d.h. der K-Algebra-Homomorphismus T
ist surjektiv. Es folg

S = S(V)/Ker(1).

Mit anderen Worten, jede K-Algebra ist ein Faktor einer Tensor-Algebra tiber K.
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(iii) Nachfolgend wollen wir die Beschreibung von K-Algebren als Faktoren einer
Tensor-Algebra an einigen Beispielen illustrieren. Dazu benotigen wir den Begriff
des Ideals.

6.9.5 Das von einer Menge erzeugte Ideal
Seien K ein Korper und S eine K-Algebra. Ein Ideal von S ist ein K-linearer Unterraum

ICS
mit der Eigenschaft, da3 fur beliebige x € [ und s € S die beiden Produkte

sex €Elund xes €1
von s und x in I liegen.

Beispiel
Fiir jede Teilmenge M C S ist der K-lineare Unterraum von S, welcher von den
Elementen der Gestalt
Ssemes’ mit s,s’ € S und meEM
ein Ideal von S (wegen des Assoziativegesetzes der Multiplikation). Dieses Ideal heif3t

das von M erzeugte Ideal von S und wird mit
IM) := IS(M)

bezeichnet.

6.9.6 Der Faktorraum nach einem Ideal

Seien S eine K-Algbra und I € S ein Ideal. Dann ist durch

@a+D-(b+I)=ab+1
ein Produkt auf S/I definert und der Vektorraum S/I ist mit diesem Produkt eine K-
Algebra. Die naturliche Abbildung

p:S — S/1
ist ein Homomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Seiena+1=a’+Iund b+ 1=0b" + 1. Wir haben zu zeigen, es gilt

ab+I=ab +1.

Es gilt

a-a’&l und b-b’&l
also

(a-a’)b €I und a’(b-b’)El
also

ab-a’b’ &1l
also

ab+I=ab +1L

Nach Konstruktion ist

p(ab) = ab + I = (a+])(b+]) = p(a)p(b).
Daraus ergibt sich, dal S/I ein Ring ist und p ein Ringhomomorphismus. Bezeichnet 1
das Einselement von S, so spielt p(1) die Rolle des Einselements von S/I. Durch die
Zusammensetzung der Ringhomomorphismen

K—=S—=S/1
bekommt S/I die Struktur einer K-Algebra.
QED.
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6.9.7 Die symmetrische Algebra
Seien V ein K-Vektorraum und
I'v) C T(V)
das von den Elementen der Gestalt
a®b - b®a mit a,bEV

erzeugte Ideal. Dann heif3t
S(V) = SK(V) =T(V)T(V)

symmetrische Algebra von V uber K. Die Zusammensetzung

V- T(V) 25 s(v)
der natiirlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring

heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

K —s T(V) = S(V)
im Grad 0.
Bemerkung

Die naturlichen Einbettungen sind injektiv, weil I'(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit V und K mit
Teilmengen von S(V) zu identifizieren.

6.9.8 Die Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra

Seien V ein K-Vektorraum, S eine kommutative K-Algebra und
f:V—=S
eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Fortsetzung
f:S(V) =S
von f zu einen Homomorphismus von K-Algebren, d.h. es gibt genau einen

Homomorphismus von K-Algebren T: S(V) = S, dessen Zusammensetzung mit der
der naturlichen Einbettung

— i
p:V—T(V) i) T(V)T'(V) =S(V)
gleich f ist.

Beweis. Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra gibt es genau
eine Fortsetzung

f: T(V) =S
zu einen Homomorphismus von K-Algebren. Fur beliebige Vektoren v’,v’EV und
beliebige Tensoren t’,t’ET(V) gilt
f, (t,(V,®V” _ V”®V,)t”) - f, (t,)(f’ (V,)f, (V”) _ f’ (V”)f, (V’))f, (t”) - 0’
da S kommutativ ist. Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden
Ideals I’(V) liegt im Kern von {’, d.h.

I'(V) € Ker(f”).
Auf Grund des Homomorphie-Satzes faktorisiert sich f* auf genau eine Weise uber die
naturliche Abbildung p: T(V) — S(V) = T(V)/I’(V) auf den Faktorraum (vgl. die
Bemerkung am Ende von 6.8.1),

~yY

T
e vy s svy s s,
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d.h. es gibt genau eine K-lineare Abbildung T mitf= ¥°p, d.h. mit

fe+1(v) =Tpw) = £ .
Insbesonder gilt

flp(v) = T(p((v)) = F(i(v)) = f(v)
fur jedes v € V, d.h. T setzt die Abbildung f fort.
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, die Abbildung T ist ein K-Algebra-
Homomorphismus. Weil T eine K-lineare Abbildung ist, reicht es zu zeigen,
f(asb) = T(a)+T(b).
Weil p surjektiv ist, gilbt es Elemente s, t € T(V) mit
p(s) =aund p(t) =b.

Es folgt
f(asb) =T(p(s)+p(t)) (nach Wahjl von s und t)

= ?(p(s-t)) (weil p ein Algebra-Homomorphismus ist)
= f(set) (nach Definition von T)
= f(s)~f(t) (weil f” ein Algebra-Homomorphismus ist)
=T(p(s))*T(p(t) (nach Definition von T)
=T(a)-T(b).

QED.

6.9.9 Vergleich mit den Polynom-Algebren

Seien V ein K-Vektorraum mit der Basis ViV € V und

S = K[Xl,...,xn]

die K-Algebra der Polynome in x WX mit Koeffizienten aus K. Dann gibt es genau

e
einen K-Algebra-Homomorphismus
K[xl,...,xn] — S(V) mit X BV,

Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Betrachten wir die K-lineare Abbildung

3V = K[Xl""’xn]’ ClV1+...+Can (RN CIX1+"'+Clxn

1. Schritt. Die Polynom-Algebra besitzt die Universalitatseingenschaft der
Symmetrischen Algebra.

Seien S ein kommutative K-Algebra und

f:V—=S
eine K-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen Homomorphismus
von K-Algebren

f:K[xl,...,Xn] — S
mit fo j =f.

Existenz von f. Fur jedes Polynom pE K[Xl""’xn] setzen wir
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T(p) = p(f(v) ).V ),
d.h. wir ordnen jedem Polynom p den Wert an der Stelle (f(Vl),...,f(Vn)) zu. Auf diese
Weise ist ein Homomorphismus von K-Algebren definiert,
f:K[xl,...,xn] — S
Nach Konstruktion gilt

fo J(clvl+...+clvn) = f(clx1+...+c1xn) (nach Definition von j)
=c f(V )+...+cC f(V ) (nach Definition von ?)
= f(c + A4C v ) (weil f linear ist)

d.h. es gilt To j=f.
Eindeutigkeit von f. Falls T existiert, so gilt fur jedes Polynom p
?(p) = ?(p(xl,...,xn)) = pG(Xl)""’T(Xn)) (? ist Algebra-Homomorphismus)

=p(fGi(v | )),...,TQ(VH))) (nach Definition von j)

= P(E(V oV )) (wegen To j = f).

Die Abbildung T ist somit durch f eindeutig festgelegt.
2. Schritt: Vergleich von S(V) und K[X X ].

Betrachten wir die folgenden belden kommutatlven Diagramme.

\ —> S(V) \ i> KX ooX ]
Lo g
K[xl,...,xn] S(V)

Dabei seien j die oben definierte K-lineare Abbildung und 1: V & S(V) die naturliche

Einbettung. Die K-Algebra-Homomorphismen T und T existieren auf Grund der
Universalitatseigenschaften von j bzw. i und sind durch die Kommutativitat der beiden
Diagramme eindeutig festgelegt. Durch Zusammensetzen der beiden Diagramme
erhalten wir die beiden folgenden kommutativen Diagramme.

]

\V4 _l> S(V) A — K[Xl,...,xn]
l /' 1o7 und jl /T°T
S(V) K[Xl,...,xn]

Diese Diagramm bleiben kommutativ, wenn man Tofjv und Tofiv durch identische
Abbildungen ersetzt. Auf  Grund der Eindeutigkeitsaussagen der
Universalititseigenschaften von i und j folgt

Die K-Algebra-Homomorphismen i und sind also zueinander inverse

Isomorphismen.
Auflerdem gilt fur jedes o
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T(xa) = ’T(j(va)) =i(v )=V,

QED.
Bemerkungen

)

(i)

(iii)

Das Bild
S(V),
der ¢-ten Tensorpotenz V®Z =T(V) ( bei der natuirlichen Abbildung

p: T(V) — S(V), Vl®"'®vi B VeV

heiBt {-te symmetrische Potenz von V. Beim gerade konstruierten Isomorphismus
S(V) — K[Xl’”” xn]

entspricht diese ¢-te symmetrische Potenz gerade den homogenen Polynomen

1
E cix € K[Xl,..., xn]
lil=¢
des Grades ¢ des Polynomrings. Insbesondere hat dieser Vektorraum die
Dimension
. {+n-1
dim S(V) , = .
tm S( )5 ( n-1 )

Da die V®€ den Vektorraum T(V) erzeugen, erzeugen die S(V) ( den Faktorraum
S(V),

S(V)= 3 SV,
¢=0

Da sich jedes Polynom auf genau eine Weise als Summe homogener Polynome
schreiben 1aft, ist diese Summe sogar direkt.

S(V) = @Z 05V

Die symmetrischen Potenzen lassen sich in #hnlicher Weise durch eine
Universalititseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen. Fur jeden K-
Vektorraum U bezeichne

S(V, U) (

den K-Vektorraum der ¢-linearen symmetrischen Abbildungen Vx..xV —s U.
Weiter sei 0 ¢ die naturliche Abbildung
Y

¢ ol

OZ: Vx. . xV — — S(V)Z’ (Vl,..., Vé) Y V1°...'Vé,

(welche symmetrisch ist, denn S(V) ist kommutativ). Dann ist die lineare
Abbldung

Hom (S(V),. U) — S(V. U),. e 'gooé,

ein Isomorphismus fur jedes U. Insbesondere gilt

. L . _/l4n-1y
dimy S(V, U), = dimy S(V) dimy, U = ( - )'dlmK U.
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Beweis Zu (i). Wir beweisen die Dimensionsformel durch Induktion nach der

Dimension von V, d.h. nach der Anzahl n der Unbestimmen Xl""’ Xn'

Im Fall n = 1 ist der Vektorraum der homogenen Polynome des Grades ¢ von K[xl]

eindimensional,
. ¢+0 {+n-1
dim S(V), = 1 _( 0 )_< - )
Sei jetzt n > 1. Jedes homonene Polynom p(xl,..., xn) des Grades ¢ 1aBt sich in der

folgenden Gestalt schreiben:

[4 (-1

p(xl,..., xn) = pO(Xl’”" Xn-l)xn + pl(xl,..., Xn-l)xn +...+pn(x1,..., Xn-l)

mit eindeutig bestimmten homogenen Polynomen pi(x 1 Xn-l) des Grades i in den

Unbestimmten Xl""’ Xn-l' Nach Induktionsvoraussetzung hat der Vektorraum der
Polynome der Gestalt pi(xl,..., Xn—l) die Dimension

i+n-2

(02 )

Fur die gesuchte Dimension erhalten wir damit

dms(V), = (Z+n-2) . (Z—1+n-2> N (€-2+n—2) .y (0+n—2)

n-2 n-2 n-2 n-2
Mit Hilfe der Standard-Eigenschaften des Pascalschen Dreiecks sehen wir, es gilt
. {+n-1
dim S(V = .
m 5(V) ¢ ( n-1 )

Zu (i1). Es ist nichts zu zeigen.
Zu (iii). Wir haben die Bijektivitat der Abbildung

HomK(S(V)g , U) — S(V, U)g, g > 8°0y
zu beweisen. Sei f € S(V, U)Z’ d.h. sei

f:Vx .. xV—5U
eine {-lineare symmetrische Abbildung. Als ¢-lineare Abbildung faktorisiert sich f

eindeutig ber die natiliche Abbildung p, . Vx..xV —s Ve~

P T
f: VXXV _Z> v®e LU

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mit f= ?Op A d.h. mit
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?(vl®...®v€) = T‘(pe(vl,...,vg)) = (V) eV ).

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal sich T eindeutig uber die
naturliche Surjektion V®Z — S(V) ( faktorisiert. Wegen der Surjektivitat dieser

Surjektion ist die Faktorisierung, falls sie existiert, eindeutig. Es reicht also, die
Existenz zu beweisen. Nach dem Homomorphie-Satz (vgl. die Bemerkung am Ende
von 6.8.1) reicht es zu zeigen,

T Ker(v® 5 5(V) ) =0.
Der Kern der natiirlichen Abbildungt T(V) — S(V) ist gerade das Ideal I'(V). Der
Kern der naturlichen Surjektion
v _, 5w /

besteht somit gerade aus den homogenen Elementen des Grades ¢ von I’(V), d.h. dieser
Kern wird als K-Vektorraum gerade von den Elementen der folgenden Gestalt erzeugt.

o®(VOW - wRV)®
mitv,w &V,

a=v,.®..Qv ,v.EV
1 a1

B = W1®...®Wb, W, EV

und a + 2 + b = ¢. Wir haben zu zeigen, alle Elemente dieser Gestalt werden durch T in
die Null abgebildet. Es gilt

To®(vOW - weV)®B) = T (0a@VROWEP) - T (0®WRVEP)
= f(Vl""’Va’V’W’Wl""’Wb) - f(Vl""’Va’w’v’wl""’wb)
=0
Das erste Gleichheitszeichen gilt dabei, weil T linear ist, das zweite auf Grund der

Definition von T . Das dritte Gleichheitszeichen schlieBlich gilt, weil f symmetrisch ist.
QED.

6.9.10 Die auBere Algebra

Seien V ein K-Vektorraum und
(V) C T(V)
das von den Elementen der Gestalt
v®V mit v&vV
erzeugte Ideal. dann heif3t
AV) = /\K(V) =T(V)T’(V)

auBere Algebra von V uber K. Die Zusammensetzung

V= T(V) 225 Av)
der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

K - T(V) 225 AV)
im Grad 0.
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Bemerkungen

(i) Die naturlichen Einbettungen sind injektiv, weil I’(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit V und K
mit Teilmengen von /\(V) zu identifizieren.

(i) Das Bild von i ®...®Vr € T(V) bei der natirlichen Abbildung

TV) P AW, V,®..®V b v ALAY.

auf den Faktorraum wird mit Vl/\"'/\vr bezeichnet. Die dullere Algebra besteht

also aus endlichen Summen von Elementen der Gestalt Vl/\'"/\vr'

6.9.11 Die Universalitatseigenschaft der auBeren Algebra

Seien V ein K-Vektorraum, S eine K-Algebra und
f:V—=S
eine K-lineare Abbildung mit
f(v)f(v) =0 furalleveE V.

Dann gibt es genau eine Fortsetzung

f:A(V) =S
von f zu einen Homomorphismus von K-Algebren, d.h. es gibt genau einen
Homomorphismus von K-Algebren T: A(V) = S, dessen Zusammensetzung mit der
der naturlichen Einbettung

V —=TV)—=TNV)T(V)=/\(V)

gleich f ist.

Beweis. Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra gibt es genau
eine Fortsetzung

f: T(V)—=S
zu einen Homomorphismus von K-Algebren. Fur beliebige Vektoren v&V und
beliebige Tensoren t’,t”ET(V) gilt
£’ (ve) = ()W) (v) =0,
Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden Ideals I”’(V) liegt im
Kern von {;

I”(V) € Ker(f").
Auf Grund des Homomorphie-Satzes (vgl. die Bemerkung am Ende von 6.8.1)
faktorisiert sich f” eindeutig uber die naturliche Surjektion auf den Faktorraum modulo

dem Ideal I’(V), d.h. uber p:T(V) — A(V) =T(V)T’(V),

f
f: T(V) i) A(V) — S,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung Tfmitf = ¥°p, d.h. mit
f(vl/\.../\vi) = T(p(v1®...®vi)) =PV, ®..@V) = f(v )e...of(v))

Speziell furi= 1 sehen wir, daf} f die Abbildung f fortsetzt. Es reicht zu zeigen, f ist
ein Homomorphismus von K-Algebren. Der Beweis erfolgt in derselben Weise wie im
Fall der symmetrischen Algebra.

QED.
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6.9.12 Vergleich mit den GraBBmann-Algebren

Seien V ein K-Vektorraum mit der Basis v oV € V. Fur festes kEN und jede echt

1
aufsteigende Folge ' ' .
11 <12<...<1k
von naturlichen Zahlen aus {1,...,n} fuhren wir ein Symbol
(D) e /\ei /\.../\ei
1 2 k

ein. Bezeichne

AT =@ Ke, Ae, AAe,
I 2 k
den von der Menge dieser Symbole frei erzeugte K-Vektorraum. Fur k = 1 erhalten wir

ALK = Ke +..+Ke =K.

Fur k = n erhalten wir den 1-dimensionalen K-Vektorraum

AKDT =K e A...Ae
1 n

und fur k > n ist /\kKn = 0. Fur k = 0 wollen wir
AN = K
setzen.. SchlieBlich sei
) K<e e > = O AKKD = A0 ALK @ ADKD

die direkte Summe aller /\kKn Wir wollen jetzt auf dem Vektorraum (2) eine
Multiplikation einfuhren. Dazu ist es nutzlich, die Symbole (1) auch zu definieren,
wenn die indizes iV keine echt aufsteigende Folge bilden. Wir setzen wir fur jede

Permutation nESk

e /\ei /\.../\ei = sign(:‘t)-ei /\ei /\.../\ei
a(l) w?2) (k) 1 2 k
Weiter vereinbaren wir, dall ein Symbol der Gestalt (1) mit mehrfach auftretenden
Indizes den Nullvektor bezeichnen soll. Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun eine
Multiplikation in

einfuhren, inden wir setzen

(Y ¢ .e ALAe )Y d. .e A.LANe.)
iy "% N ' g Jpdk I 4

= > ci ; dj i ei /\.../\ei /\ej /\.../\ej
Ly dydg 1"k 7177k 1 k 71 14

Dann gibt es genau einen K-Algebra-Homomorphismus
K<el,...,en> — /A(V) mit X BV

Dieser Homomorphismus ist sogar ein [somorphismus.
Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
n n

:V—K<e,,..e > cC Vv c e
1 n 2 o o B2 o o
o=1 o=1
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1. Schritt. K<e e > genugt der Universalitatseigenschaft der dufleren Algebra.

Seien S eine K—lAlgebra und
f:V—=S
eine K-lineare Abbildung mit
f(v)-f(v) = 0 fur jedes vEV.
Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen K-Algebra-Homomorphismus

T: K<e yertt >— S
1 n

mit Tei = f, d.h. mit
fe ) =Tli(v, ) =f(v ).

Eindeutigkeit von T.

Jedes Element von K< el,...,en> hat die Gestalt

c= > > cl.( . e. Ne. /A\..\e.
) codd i i i
k=0 i,<..<i, 177k 1 2 k

Falls T existiert, so gilt
n
fcy=> D Cl.( . fe. Ne. A..Ae. ) (fist K-Algebra-Homomorphismus)
. S D | i i i
k=0 i ,<..<i, 177k 1 2 k
1 k
n K N N
=3 > . f(ei )/\ei /\.../\f(ei )
k=0 i,<.<i, 177k 1 2 k
1 k
n K -
=3 D . f(ei )/\ei /\.../\f(ei ) (wegen fei = f).
k=0 i <..<i, 177k 1 2 k
1 k
Damit ist die Eindeutigkeit von T bewiesen.

Existenz von f. Wir setzen
n

fo=3 3 & . fle )Ne ALAfE )
k=0 i ,<..<i, 177k 1 2 k
1 k
fur
. k
c= > > e /\ei /\.../\ei .
k=0 il<...<ik 1"k 1 2 k
Diese Definition ist korrect, weil die Vektoren
e /\ei /\.../\ei .
1 2 k
mit i1 < .. < ik eine Basis des K-Vektorraums K<el,...,en> bilden, d.h. weil die
Koeffizienten c%( ; durch c eindeutig bestimmt sind. Nach Definition gilt dann
1l
insbesondere

v ) =T )=t ).

d.h. es ist Ti = f. Nach Konstruktion ist T K-linear. Wir haben noch zu zeigen,
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?(c’-c”) = ~f(t’)- ~f(t”) fur ¢’,c’eK< el,...,en>.

Das sieht man durch direktes Nachrechnen.
QED.
Bemerkungen

@

(i)

(iii)

(iv)

Das Bild
AV,
der ¢-ten Tensorpotenz V®Z =T(V) ( bei der naturlichen Abbildung

p: T(V) — A(V), V1®...®Vi P Vl/\"'/\vi
heiBt {-te AuBere Potenz von V. Beim gerade konstruierten Isomorphismus

A(V) — K<e e >

1
entspricht diese ¢-te AuBere Potenz gerade den K-Linearkombinationen von ¢-
fachen auBeren Produkten Vektoren ei. Insbesondere hat dieser Vektorraum die

Dimension
) n
dim A(V), = (Z)

Da die V®Z den Vektorraum T(V) erzeugen, erzeugen die /\(V) ¢ den Faktorraum
A(V),

AV)= 3 AY),.
(=0

Da sich jedes Element der GraBmann-Algebra auf genau eine Weise als Summe
homogener Elemente schreiben 46t ist diese Summe sogar direkt.

(00]
/A\(V) ®€:0 /\(V)é'
Die auferen Potenzen lassen sich in ahnlicher Weise durch eine
Universalititseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen und die
symmetrischen Potenzen. Fur jeden K-Vektorraum U bezeichne

AV, U) ¢
den K-Vektorraum der ¢-linearen schiefsymmetrischen Abbildungen Vx..xV —s
U. Weiter sei O ¢ die naturliche Abbildung

8yt V.. XV Pl el _, ANV (Vs Vg) b5V AAY,

(welche schiefsymmetrisch ist, denn in /\(V) ist antikommutieren die homogenen
Elemente des Grades 1). Dann ist die lineare Abbldung
Hom, (A(V);. U) — AV, U),. 1> 83,
ein Isomorphismus fur jedes U. Insbesondere gilt
. . . ny .
d1mK AV, U) (= dlmK AV) Z.dlmK U= ( Z).dlmK U.

Der Ubergang zu den aufleren Potenzen ist funktoriell. Insbesondere ist fur jeden
linearen Endomorphismus

f:V—YV
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eines n-dimensionalen Vektorraums die induzierte Abbildung auf der hochsten
auBeren Potenz

/\(f)n: /\(V)Il — /\(V)n, X b det(f)ex

gerade die Multiplikation mit der Determanten von f.

Beweis. Die Beweise sind analog zu den Beweisen der entsprechenden Aussagen zur
symmetrischen Algebra. Die letzte Aussage ergibt sich durch Wahl einer Basis von V

und der zugehorigen Basis des 1-dimensionalen Raums /\(V) ¢ Zusammen mit der

Leibnitzschen Determinanten-Formel. Fur

V=Kv_ +..+Ke
1 n

und
n
f(v.) = a..v.
v) jzl Y,
erhalten wir
AV) =Kv, A..Av
n 1 n

und
f(Vl/\.../\Vn) = f(vl)/\.../\f(vn)

n n
=(C > aa lvoc j)/\.../\( > aa nVoc )
a=1 1 1 o=1 10 N
1 n
n n
=3y .. > aa 1-...-aa n.Voc /\.../\Va
n 1 n

a=1 a=11
1 n
Summanden, in denen rechts einer der Basis-Vektoren doppelt vorkommt sind dabei

gleich Null. Statt unabhangig voneinander uiber alle o, zu summieren reicht es uber alle

Permutationen (ocl, s an) von (1, ... , n) Zzu summieren:
f(vl/\.../\vn) = > ao(l)l."'.ao(n)n.vo(l)/\'"/\vo(n)
GESn

= 3 sign(o)ao(1)1°...-a0(n)n-v1/\.../\Vn

o&S
n

=det (a..)ev,A\...AV_.
i 1 n
QED.

6.9.13 Die Clifford-Algebra
Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer bilinearer Abbildung b: V xV — K und
J(V) € T(V)
das von den Elementen der Gestalt
v&vV - b(v,v) mit v&V

erzeugte Ideal. dann heif3t
C(V) = CK(V) =TV)I(V)

Clifford-Algebra von b iiber K. Die Zusammensetzung
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v = TV) 22 con

der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heift wieder natiirliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche

Einbettung
K — T(V) 5 cv)

im Grad 0.

Bemerkungen

(1)  Ist b identisch Null, so féllt die Clifford-Algebra mit der dufleren Algebra zu
sammen, die Clifford-Algebra verallgemeinert also den Begriff der &@uBeren
Algebra.

(1) Die Injektiviat der naturlichen Einbettungen ist im Fall der Clifford-Algebra
weniger offensichtlich als im Fall der symmetrischen oder dufleren Algebren. Sie
ergibt als Nebeneffekt einer genaueren Analyse der Struktur der Clifford-Algebra,
die wir hier nur skitzieren wollen.

(i11)  Schreibt man

TV)=T(V) @ T’(V)
mit

’ — 0o 99 — co
(V) =® =0 T(V)2n und T(V) =@ =0 T(V)2n+1
so erhalt man eine zweite Beschreibung der Tensoralgebra als graduierter Ring,
wobei homogene Elemente nur den Grad O oder 1 haben konnen. Dabei mufl man
den Grad als Restklasse modulo 2 betrachten,
deg x € Z/27 = ZZ = IF2 fur x homogen
damit fur homogene Elemente x und y weiterhin gilt
deg (xy) =deg x + deg y.

Bezuglich dieser neuen Graduierung wird das definierende Ideal J(V) der
Clifford-Algebra von homogenen Elementen (des Grades 0) erzeugt. Das hat zur
Folge, daB auch die Clifford-Algebra eine Graduierung

CA)=C(A) @ C’(A).
besitzt. Um diese neue Graduierung von der bisher betrachteten zu unterscheiden,
nenne wir die letztere eine Zz-Graduierung, die erstere eine Z-Graduierung.

(iv) Sind x, y € V zwei Elemente mit x L y, so gilt in C(V):

Xey +YyX (X+y)*(X+y) - XX - yy
<X4Y, X + y> - <X, X> - <y, y>
=<X,y>+<y,x>
=0+0
=0.
Elemente aus V, die aufeinander senkrecht stehen kommutieren also in C(V),

xey  =-yexin C(V) fur Elemente X,y € Vmitx 1 y.
Da jedes Element von C(V) eine Summe von Produkten von Elementen aus V ist,
ergibt sich daraus fur homogene Elemente

xy = (-ndegxedegy oy fur homogene Elemente x, yEC(V).

6.9.14 Das Tensorprodukt graduierter Algebren
Seien K ein Korper und S, S° zwei K-Algbren. Dann besitzt

S®KS’ (1)
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die Strutur einer K-Algebra mit
(8®s”)+(t®t’) = (st)®(s’t’) furst,&ESunds’,t’ € S’.

Sind S und S’ graduierte K-Algebren, d.h. zerfallen sie als K-Vektorraume in direkte
Summen

—_a® N ,
S_®d:OSdundS_®d:OSd
mit
Sa-Snga+bbzw.Sa-Snga+b

fur alle a und b, so kann man die Multiplikation auf (1) auch so wéhlen, daf} gilt
(s®s’)+(t®t’) = (—l)ab(st)®(s’t’) fur s€ S, s’ESa, t ES’b s ES’.

Das Tensorprodukt (1) mit dieser abgedndertern Multiplikation heifft auch graduiertes
Tensorprodukt der graduierten K-Algebren S und S’ und wird mit

S®S’
bezeichnet.
Beweis. Die Abbildung
@:SXS’XSxS’ — S®KS’, (s,87,617) b (sHHR(s’L),
ist linear in s, t, s’ und t’. Sie faktorisiert sich deshalb tiber die natiirliche Abbildung?’
p: SXS’XSxS — S®KS’®KS®KS, (5,8, t, 1) b s®S’ XX,

ins Tensorprodukt:

~

e P : ® ,
@i SXS'XSXS — S®, S'® SO S — S®. S

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung $ mit @ = rcEOp, d.h. mit
?ﬁ(s@s’@t@t’) = @(s,87,t,t") = (sSHR(s’t’).

Durch Zusammensetzen von ?pJ mit der natiirlichen Abbildung

p’: S®KS X S®KS — S®KS ®KS®KS , (X, y) b Xy,

erhalten wir eines Abbildung
P =@ep’: S®KS X S®KS — S®KS

mit

P(s®s’, tOt”) = ?ﬁ(p’(s@s’, t®t’)) = fc\ﬁ(s®s’®t®t’) = (SHX(s’t).
Wir haben gezeigt, die oben angegebene Formel fur die Multiplikation in S®KS’

beschreibt eine wohldefinierte Abibldung.
Durch direktes Nachrechnen sieht man, da8§ die so definierte Multiplikation die ublichen

Eigenschaften hat und S®KS > mit der Struktur einer K-Algebra versieht.
Die modifizierte Formel fur die Multiplikation im Fall graduierter K-Algebren

o0 s 00
S=@p S undS =@

 Wir haben das eigentlsich nur fur den Fall S = S’ gezeigt. Mit Hilfe der vierten Tensorpotenz von
S@S’ und deren Universalitatseigenschaft erhalt man diese Ausage durch einschranken auf den direken

®4
S den S S’ S S S®S’ .
ummannden ®K ®K ®K von (S®S’)
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ergibt sich aus der eben konstruierten durch Zusammensetzen mit einem linearen
Endomorphismus von

s oo )
S®KS =® 0 ®a+b:nsa®s b
der auf Sa®S’b in der Multiplikation mit (—1)‘%1b besteht.
QED.

6.9.15 Die Universalitatseigenschaft der Clifford-Algebra
Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform

b: VxV —K.
Fur jede K-Algbra S und jede K-lineare Abbildung

f:V—S

mit

f(v)? = b(v.v)+1 g
gibt es genau einen K-Algebra-Homomorphismus

T:C(V)— S
mit
f=Toi,
wobei i: V — C(V) die oben beschriebene naturliche Einbettung bezeichne.

Beweis. Auf Grund der Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra 1at sich f auf
genau eine Weise zu einem K-Algebra-Homomorphismus
: T(V) — S
fortsetzen. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, das definierende Ideal J(V)
der Clifford-Algebra
C(V)=T(V)I(V)
liegt ganz im Kern von {7,

J(V) € Ker(f"), )

denn dann faktorisiert sich f* eindeutig iber die naturliche Abbildung T(V) — C(V).

Zum Beweis von (1) reicht es zu zeigen, ein Erzeugendensystem des Ideals J(V) liegt
ganz im Kern von f°, d.h. es reicht zu zeigen,

P (v®v-b(v,v))=0
fur jedes v € V. Es gilt
ff(v®Vv-bv,v)=f(v®vVv)-T1f(b(v,v))el)
=1 (v)f’(v) - b(v,v)+f(1)
= f(v)2 - b(v,v)+1 S

=0.
QED.

6.9.16 Die Clifford-Algebra einer orthogonalen direkten Summe
Seien V ein K-Vektorraum mit der Bilinearform
b:VxV —SK
und
V=V oV’
eine orthogonale direkte Zerlegung mit zweil K-linearen Unterraumen V’ und V™.
Dann ist die Clifford-Algebra von V,
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C(V) = C(V)RC(V),

isomorph zum graduierten Tensorprodukt der Clifford-Algebren von V' und V”
(bezuglich der Z2-Graduierung der Clifford-Algebra).

Beweis. d auf der rechten Seite besitzt
die Universalitatseigenschaft von C(V). Nach Bemerkung 6.9.13 (iv) stimmen die
Multiplikationen auf beiden Seiten tiberein.

QED.

6.9.17 Die Clifford-Algebra von <c e >

e
Seien V der K-Vektoraum mit symmetrischer Bilinearform

V = <C1""’Cn>

und bezeichne wie ublich

€, ,..., € ev=K?
1 n

die Standard-Basis. Dann gilt
n
C(<Cl""’cn>) = > . > ' Kei -ei ....° ei
k=0 1511<...<1ksn 1 2 k
wobei die Erzeuger

1, e ,en,...,e. €, *..*C. ,..,C * ..

1 11 12 1k 1 n

(miti, <...< ik ) linear unabhéngig sind. Weiter ist

1

2
e.cc.=-e.oc.unde; =c..
1] ] 1 1 1

Insbesondere ist V = K" = Kel+...+Ken ein linearer Unterraum der Clifford-Algebra,

und es gilt

dim C(<Cl,...,cn>) =20
Beweis. Nach 6.9.16 gilt

C(<C1""’Cn>) = C(<C1>)®"'®C(<Cn>)’
und die Berechnung von C(V) ist damit auf den 1-dimensionalen Fall reduziert.
Im Fall V = <c> ist

T(V) =K[T]

der Polynomring uiber K in der Unbestimmten T = € und
I(V)
ist das Ideal welches von den Elementen der Gestalt
VOV - b(v,v) = (\T)? - A2c = A3(T2 - ¢)
mit v = Kel erzeugt wird, d.h. J(V) besteht aus den Vielfachen des Polynoms T2 -C,

J(V) = (T2 - O)K[T].
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Ist t die Restklasse von T, so gilt
C(<c>) =K + Ket + K-t2 + ...
und t2 =c, d.h.

C(<c>) =K + Ket mit t2 =cC

Insbesondere ist
dimK C(<c>) =2.

Damit erhalten wir fur V = <c1 ,...,cn>:

. _ AN
dim C(<C1""’Cn>) =2
und

n
C(<c,,...,C >)=€r)k=0 ®. . Ke. e. e...0e.
1 n 11<...<1k 11 12 1k

QED.
Beispiel.
Far K=Rund V =<-1,-1>ist

CiV)=R+Re, +Re, +Re.e

1 2 172
und
2
el =-1 ,
2
e2 — 1 ’ . .
Wegen eze1 =- 6162 erhalten wir weiter

2 _ - =
(elez) =€.6,8.8, = (elel)(ezez) =-1.
Als Clifford-Algebra von <-1, -1> erhalten wir gerade die Algbra der Hamiltonschen
Quaternionen.

7. Erganzungen
7.1 Moduln

7.1.1 Definition

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die Definition des R-Moduls erhélt man, indem
man in der Definition des K-Vektorraums den Korper K durch R ersetzt.

Verzichtet man auf die Kommutativitit von R, so gibt es zwei naheliegende
Moglichkeiten, die Definition zu Verallgemeinern. Multipliziert man mit Elementen aus
R stets von links, so erhédlt man den Begriff des linken R-Moduls, multipliziert man
stets von rechts, den des rechten R-Modjuls.

7.1.2 Beispiele und besondere Phianome

Minimale Erzeugendensysteme brauchen keine Basen zu sein
Basen brauchen nicht zu existieren

7.1.3 Verallgemeinerungen des Dimensionsbegriffs
rk M = Rang eines Moduls (= Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren)
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w(M) = Minimale Anzahl der Elemente eines EZS
¢(M) = Lange eines Moduls

7.1.4 Kerne, Kokerne, exakte Sequenzen

7.1.5 Noethersche Ringe und Moduln

7.2 Darstellungen endlicher Gruppen (uber C)
vgl. das Buch von Serre

7.3 Kategorien und Funktoren

7.3.1 Der Begriff der Kategorie

Eine Kategorie C besteht
(i)  aus einer Klasse
ICl = ob(C),
welche Objekte der Kategorie heiflen,
(i)  aus einer Menge
Hom(X, Y) = HomC(X, Y)
fur je zwei Objekte X, Y der Kategorie, deren Elemente Morphismen mit der
Quelle X und dem Ziel Y heiBen. Fur jedes Element f aus Hom(X, Y) schreibt
man

source(f) = X und target(f) = Y

und nennt X Quelle von f und Y Ziel von f. Man verwendet dann auch die
Bezeichnung

f
f:X—=Yoder X— X.
und sagt, f ist ein Morphismus von X nach Y.
(i11) aus einer Abbildung

Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z), (f, g) » gef,

fur je drei Objekte X, Y, Z der Kategorie, welche Morphismen-Komposition
heift.

Dabei wird gefordert, da} die folgenden Bedingungen erfullt sind.

(@) Die Morphismen Komposition ist assozialtiv, d.h. es gilt
o . fe(geh) = (fog)°h
fur je drie Morphismen f, g, h mit
target(h) = source(g) und target(g) = source(f).

(b) Existenz der identischen Morphismen. Fur jedes Objekt X € ICl gibt es einen

Morphimus
1dX € Hom(X, X)
mit
’foidX =f
fur jeden Morphismus mit der Quelle X und
idy,of =f

X
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fur jeden Morphismus mit dem Ziel X.
(¢)  Die Hom-Mengen sind paarweis disjunkt*'

Hom(X, Y) N Hom(X’, Y’) = @ fur (X, Y) = (X, Y’).

7.3.2 Beispiele

Ens die Kategorie der Mengen

VectK die Kategorie der Vektorraume uiber einem Korper K

Groups die Kategorie der Gruppen
Rings die Kategorie der Ringe

Ab die Kategorie der abelschen Gruppen

Top die Kategorie der topologischen Raume und stetigen Abbildungen

FiltK I die Kategorie der filtrierten K-Vektorraume uiber der linear geordneten
’ Menge I*

A-Mod  die Kategorie der linken A-Moduln
Mod-A  die Kategorie der rechten A-Moduln

Cat die Kategorie der Kategorien
CcoP die zur Kategorie C duale Kategorie
C/X die Kategorie der Objekte der Kategorie C uiber dem Objekt X.

Die Kategorie der metrischen Rdume und kontrahierenden Abbildungen
Interpretation der Gruppen als Kategorie

Interpretation der halbgeordneten Mengen als Kategorie

Interpretation der topologischen Raume als Kategorien

7.3.3 Spezielle Objekte
Ein Objekt I der Kategorie C heif3t initiales Objekt oder auch Anfangsobjekt, wenn es
fur jedes Objekt X von C genau einen Morphismus

I—X
gibt. Ein Objekt T der Kategorie C heiflt terminales Objekt oder auch Endobjekt, wenn
es fur jedes Objekt X von C genau einen Morphismus

X—T

gibt. Ein Null-Objekt der Kategorie C ist ein Objekt, welches gleichzeitig initial und
terminal ist.

Bemerkung

Ist C eine Kategorie mit Nullobjekt 0, so gibt es fur je zwei Objekte X und Y von C

einen Morphismus X — Y, der sich uber das Nullobjekt O faktorisiert, d.h. das
Diagramm

2! Diese Bedingung reflektiert die Ansicht, da@ Abbildungen, die zwischen verschiedenen Mengen

abbilden, als verschieden angesehen werden sollten, auch wenn deren Abbildungsvorschriefen dieselben

sind.

2 Die Objekte sind die Familien {V'}'EI von K-Vektorraumen mit der Eigenschaft, daB im Fall i < j
i

der Vektorraum V_ ein K-linearer Unterraum von V _ ist. Die Morphismen
1 J
f: {V %A
Ve = Vi
sind die Famlien {f'}EI von K-linearen Abbildung f: V. — V’_ mit der Eigenschaft, dal im Fall i <j
ii i i

gilt f,lV = f.. Die Morphismen-Komposition wird durch die Zusammensetzung von Abbildugnen
JV. 1

definiert.
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X — X

N/

0
ist kommutativ. Dieser Morphismus heift Null-Morphismus von Hom(X, Y) und wird
meist mit O bezeichnet.

Beispiele
Die leere Menge ist ein initiales Objekt von Ens. Die Mengen mit genau einem Element
sind die terminalen Objekte von Ens. Die Kategorie Ens besitzt keine Null-Objekte.

Der Null-Vektorraum ist ein Null-Objekt von VectK fur jeden Korper K. Die triviale
Gruppe (mit nur einem Element) ist ein Null-Objekt von Ab und Groups.

7.3.4 Spezielle Morphismen: Monomorphismen, Epimorphismen,
Isomorphismen, Automorphismen

Ein Endomorphismus einer Kategorie C ist ein Morphismus f: X = Y mit X = Y.

Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C heif3t Monomorphismus, wenn fur je zwei
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit dem Ziel X auch die Kompositionen feg” und
fog” verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht

fog7 - fog” : g’ - g77.
Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C heif3t Epimorphismus, wenn fur je zwei
unterschiedliche Morphismen g’, g” mit der Quelle Y auch die Kompositionen g’of und
g”’of verschieden sind, d.h. die die folgende Implikation besteht

g’of: g”of‘3 g’ - g”.

Ein Morphismus f: X — Y der Kategorie C heiflt Isomorphismus, wenn es in C einen

Morphismus g: Y — X gibt mit

gof =id, und feg =id,,.

X Y
Ein Automorphismus ist ein Isomorphismus f: X = Y mit X =Y.

7.3.5 Beipiele: Epimorphie und Surjektivitat, Bijektvitat und Isomorphie
Sei X eine Kategorie, deren Morphismen Abbildungen sind und deren Morphismen-
Komposition die gewohnliche Zusammensetzung von Abbildungen ist. Dann sind
surjektive Abbildungen Epimorphismen und injektive Abbildungen Monomorphismen.
Beispiel:

In der Kategorie der topologischen Rdume (oder der Kategorie der metrischen Raume)
ist die naturliche Einbettung

Q—-R,xp x,
der rationalen in die reellen Zahlen ein Epimorphismus (welcher nicht surjektiv ist).
Beispiel:
Sei C die Kategorie, deren einziges Objekt die Menge der reellen Zahlen ist,
ICl = {R}.

Die Menge

Hom(R, R)
bestehe aus den Abbildungen

f:R — R,

mit
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f(x) = f(-x) = 0 fur alle x €ER.
Man beachte, die Abbildung
idR — R, x » Ixl,

hat die Eigenschaften des identischen Morphismus: fur jeden Morphismus f und jedes
reelle x gilt:
1d(f(x)) = If(x)l = f(x) (da die Werte von f nicht-negativ sind.
f(id(x)) = f(Ixl) = f(x) (wegen f(x) = f(-x)).
Kein Morphismus f dieser Kategorie ist injektiv (wegen f(x) = f(-x)).
Die Abbildung

f:R—)R,X—)Xz,

ist ein Morphismus dieser Kategorie. Fur zwei Morphismen
g’, g”: R _) R
mit
fg’ - fg?’
gilt g’(x)2 = g”(x)2 fur alle x € R, also Ig’(x)l = Ig”(x)l. Da die Werte von g’ und g”
nicht-negativ sind, folgt g’((x) = g”(x) fur alle x, also g’ = g”. Mit anderen Worten, f ist
ein Monomorphismus.

Beispiel:
Wir b%trachten die Kategorie FiltK 1 mit I = {0,1} (versehen mit der nattirlichen
Ordnung). Bezeichne X den Vektorraum K mit der Filtration
0CK

und Y den Vektorraum K mit der Filtration

K C K.
Die identischen Abbildung definiert dann einen Morphismus

f:X—=Y.

Dieser ist kein Isomorphismus.

7.3.6 Funktoren
Seien C und D zwei Kategorien. Ein Funktor oder auch kovarianter Funktor

F-C—D

besteht aus einer Abbildung
F: ICl — IDI, X » F(X),
und fur je zwei Objekte X und Y von C aus einer Abbildung

F: Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y)), X i) Y b F(X) Iﬁ) F(Y).
Dabei gilt

1. F(IdX) =1Id fur jedes Objekt X von C.

F(X)
f
2. F(fog) = F(f)°F(g) fur je zwei Morphismen X i Yund Y — Z von C.

Ein Kofunktor oder auch kontravarianter Funktor C —» D ist ein Funktor C°P —s D.

7.3.7 Beispiele fur Funktoren

(i)  Der kovariante Hom-Funktor. Fur jede Kategorie C und jedes Objekt X von C ist
durch

f o fa
hX:C—>Ens,Z|->Hom(X,Z),Z—>Z’ PX—Zp X—07)

ein Funktor definiert, der kovariante Hom-Funktor.




150

(i) Der kontravariante Hom-Funktor. Fur jede Kategorie C und jedes Objekt X von C
ist durch

X 0 f , , o of
h*™: C°P? — Ens,Z » Hom(Z, X),Z —Z' » (Z' — X b» Z — X)
ein Kounktor definiert, der kontrvariante Hom-Funktor.

(iii)) Der duale Vektorraum. Der Ubergang zum dualen Vektorraum und zur dualen
Abbildung definiert einen kontravarianten Funktor

VectK —> Vekt ., V5 V¥ 5 f*,

K,

(iv) Direkte Summen von Vektorraumen. Fur jeden K-Vektorraum V definiert die
direkte Summe mit V einen Funktor

V@®: Vect,, — Vect

K Wp VEW, f IdV®f.

K’

(v) Tensorprodukte. Fur jeden K-Vektorraum V definiert das Tensorprodukt mit V
einen Funktor

®KV: VectK — Vect

K’W (=3 W®KV, f f®IdV.
Fir jeden Korper K und jeden Teilkorper k C K definiert das Tensorprodukt mit
K ubert k einen Funktor

®kK: Vect

—s Vect,, .,V V®kK, f f®IdK.

k K’

(vi) Faktorraume. Seien K ein Korper und C die Kategorie der Paare (V, W)
bestehend aus einem K-Vektorraum V und einem K-linearen Unterraum W C V.
Die Morphismen
(V. W) — (V’, W)

der Kategorie C seien die K-linearen Abbildungen f: V — V’ mit f(W) C W’.
Dann ist durch

F.C— VectK, (V, W) » V/W,

ein Funktor definiert. Der zum Morphismus f: (V, W) — (V’, W’) gehorige
Morphismus F(f) sei dabei die lineare Abbildung
F{): VIW — V'/W> v+ W b f(v) + W’.

Bemerkung

Wie viele Objekte der Mathematik bilden auch aud Funktoren eine Kategorien. Die
Morphismen dieser Kategorien heif3en natiirliche Transformationen oder auch
funktorielle Morphimen.

7.3.8 Naturliche Transformationen
Seien C und D Kategorien und
F,G:C—D
zwei Funktoren. Eine naturliche Transformation
EF—G
ordnet jedem Objekt X von C einen Morphismus
&y FOO — G(X)
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zu, wobei fur jeden Morphismus o: X — das folgenden Diagramm kommutativ
ist.

F(X) 5X G(X)
F| |G
Ex’
F(X') 22 G(X")
Sind alle EX Isomorphismen der Kategorie D, so besitzt die naturliche Transformation §
eine Umkehrung

G—F

und ist ein Isomorphismus in der Kategorie
Funkt(C, D)

der Funktoren C — D und naturlichen Transformationen.

Beispiel 1
Seien K ein Korper und C die oben definierte Kategorie der Paarer (V, W) aus einem

K-Vektorraum V und einem K-linearen Unterraum W C  Weiter betrachten wir die
Funktoren

F.C — VectK, V,W)p V,fpf,
und
G C— VectK, (V, W) » V/W.
Dann ist die Abbildung
V, W) p:V— V/W,

welche jedem Paar (V, W) die naturliche Abbildung auf den Faktorraum zuordnet, eine
naturliche Abbildung, denn nach Definition von G ist fur jeden Morphismus

. (V,W)— (V', W)
von C das folgende Diagramm kommutativ.>®

V=F(V,W) L G(V,W)=V/W
F(H=f| Lelty
V’=F(V’,W’) i> GV W)=V’/W’
Beispiel 2
Seien C =D = Vect,, ,

K
F=1d:C—D,Vp V,fpf,
der identische Funktor und
G:C— D,V b V¥ { p %,

der Funktor der jeden K-Vektorraum auf dessen doppeltes Dual und jede K-lineare
Abbildung auf deren doppeltes Dual abbildet. Dann ist durch

V— V& v s (€ V),

eine naturliche Transformation F — G. Betrachtet man anstelle beliebiger K-
Vektortraume nur solche endlicher Dimension, so sind alle diese linearen Abbildungen

2 G(f) ist definiert als die eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung, fir welche dieses Diagramm
kommutativ ist.
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Isomorphismen. Die natiirliche Transformation besitzt eine Umkehrung und ist ein
Isomorphismus in der Kategorie
Funct(C, D)
der Funktoren C — D und naturlichen Abbildungen.
Beispiel 3
Seien K ein Korper, R eine K-Algebra, C=D = VectK s
F=Id,C— D, Wp W,fp f
der identische Funktor und
GC—D Wp W®KR,
der durch das Tensorprodukt mit R definierte Funktor. Dann ist durch

W — W®KR, WP w®l,

eine naturliche Transformation F — G definiert.

Beispiel 4

Seien F: C°P —s Ens ein Funktor, X €ICI ein Objekt und u€F(X) ein Element. Fur
jedes Objekt Z von C betrachten wir die Abbildung

a
E= EX:h(Z) = HomC(Z, X) — F(Z2),Z — X » F(a)(u). (D)
Man beachte, weil F kontravariant ist als Funktor auf C, ist F(a) eine Abbildung
F(X) — F(2),
d.h. (1) ist eine korrekt definierte Abbildung. Auflerdem ist fur jeden Morphismus
f
7 —7
das folgende Diagramm kommutativ.
a’
7—X F(a
Hom(Z’ X) i FZ") —X P (o)(u)
J
h(f)) : LF® Y ROE@)W)
'f
Hom(Z,X) —» F(Z) 7% i [
P Rah)

Mit anderen Worte, die Familie der EX definiert eine natiirliche Transformation

h— F.
Umgekehrt liest man aus dem kommutativen Viereck mit einer beliebigen naturlichen

Transformation § ab, dal jede naturliche Transformation
h = hX — F
auf diese Weise zustande kommt: Man setze

7’ :=Xundu:= E(IX).

Dann ergibt sich aus der Kommativitit des Vierecks fur o’ := 1 X

EZ i) X) = E(h(f)(lX)) (nach Definition von h(f))

= F(f)(E(1 X)) (Kommutativitat des Vierecks)

= F(H(w),
d.h. die Abbildung & ist durch die Abbildungsvorschrift (1) gegeben.
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7.3.9 Darstellbare Funktoren
Ein Funktor

F: C°P — Ens

heiflt darstellbar, wenn es ein Objekt XEC gibt mit der Eigenschaft, da3 F isomorph ist

zum Funktor

hX = Hom(?, X): CP? 5 Ens, Y » Hom(Y, X).
ist. Das Objekt X heif3t dann darstellendes Objekt fur F.
Sei

E:hX — F

die naturliche Transformation, welche die Isomorphie von hX und F vermittelt.

Dann heif3t das Bild des identischen Morphismus
1 % S hX(X) = Hom(X, X)
bei
EX: hX(X) — f(X)
darstellendes Element oder fur F und wird mit
Up = uF,X= EX(1X) € f(X)
) heil3t auch darstellendes Paar.

bezeichnet. Das Paar (X, u

F.X
Ein Funktor
f: C— Ens
heiBt kodarstellbar, wenn er als Funktor
(COPYOP _ Ens

darstellbar ist.
Beispiel

Seien C eine Kategorie mit dem Null-Objekt 0 und
£X—Y
ein Morphismen. Fur jedes Objekt Z sei
K(Z) := {oEHom(Z, X) | foa =0}
und fur jeden Morphismus &: Z — Z’ sei K(§) die Abbildung

a ag
KE):KZ)—K@Z),Z —-X b Z— X

Dann ist

K: C°P —s Ens
ein Funktor, der genau dann darstellbar ist, wenn f einen Kern besitzt, und die Kerne
von f ist dann darstellende Objekte von k.
Beispiel
Seien U, V, W Vektorraum tiber dem Korper K und bezeichne

L(U, V; W)

die Menge der uber K bilinearen Abbildungen UxV — W. Dann ist der Funktor

K-Mod — Ens, W » L(U, V; W),
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kodarstellbar. Das Tensorprodukt U®KV ist kodarstellendes Objekt und die natirliche
Abbildung

UxV — U®KV, (u, v) » u®v,
das kodarstellende Element.

7.3.9 Darstellbare Funktoren und darstellende Paare

(i) Das darsttlende Paar ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(i) Ein darstellbarer Funktor ist durch sein darstellbares Paar bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beweis. Zu (i). Seien

F: C°P — Ens
ein darstellbarer Funktor und (X, u) mit u € F(X) ein darstellendes Paar. Sei
gh=hy 5 F
der zugehorige funktorielle Isomorphismus. Fur beliebige Morphismus
.2 —72
und
a:Z’—X
ist dann das Diagramm
h(f)
Hom(Z’,X Hom(Z,X a af
Om( ] ) _> Om( ’ ) Z’—)X I—) Z—)X
h(a)\ /"h(af) o
gl ks 7 I
Hom(X,X) IX
I
E(a) P §af)
F(Z’) — F(Z)
E | F(f) S I <&
Fla) N\ l F(af) /
F(f) 4

kommutativ. Die vertikalen mit & gekennzeichneten Pfeile bezeichnen dabei bijektive
Abbildungen. Insbesondere gibt es fur jedes Element

x € F(Z)
genau ein oEHom(Z’, X) mit
x = §(a) = E(h(a)(1) = Fla)(E(ly)) = F(a)(w),
d.h.
x = F(a)(u) fur genau ein .
Sei jetzt
(Y, v) mit v E F(Y)

ein zweites darstellendes Paar. Weil (X, u) darstellend ist, gilt

v = F(a)(u) fur genau ein o: Y — X.
Weil auch (Y, v) darstellend ist, gilt auch

u = F(f)(v) fur genau ein : X — Y.
Weil F ein Funktor ist, folgt

u = F(B)(F(o)(u)) = F(ap)(u)
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v = F(o)(F(B)(V)) = F(Ba)(v)
d.h.

u = F(ap)(u)
v=F(Ba)(v)

Weil (X, u) und (Y, v) darstellend sind, sind die Morphismen a3 bzw. foa durch die
letzten beiden Bedingungen eindeutig bestimmt. Diese Bedingungen sind aber auch

erfullt, wenn af3 bzw. Pfa durch die identischen Morphismen ersetzt. Deshalb muf3
gelten

af =1, und fa =1

X Y’
d.h. o und P sind zueinander inverse Isomorphismen. Insbesondere sind X und Y

isomorph.

Zu (ii). Der Funktor h = h, ist durch das Objekt X vollstandig festgelegt, Die zweite

X

Koordinaten des darstellenden Paars beschreibt, wie die Isomorphie h — F zu
realisieren ist.

QED.

7.3.10 Funktorielle Morphismen (natuirliche Transformationen)
7.3.11 Additive Kategorien (und Beispiele)

7.3.12 Abelschen Kategorien (und Beispiele)

8. Der projektive Raum

8.1 Die Definition des P'I‘(

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann bezeichne

P(V) :={KvIvEV- {0}}.
die Menge aller 1-dimensionalen Unterraume von V, d.h. die Menge aller Geraden in V

durch den Ursprung. Speziell fur V = KM setzen wir
Pg = P,

Diese Menge heift n-dimensionaler projektiver Raum uber K, im Fall n = 1 auch
projektive Gerade uiber K und im Fall n = 2 projektive Ebene.

Wir schreiben
*0
[XO,.. X 1=K ...
X
n
*0
fur die Gerade durch den Punkt | ... [ und den Ursprung. Es gilt dann
X
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0
n
PR = {[xgmx 1 1] ekt
X
n
und
%o Y0
[XO,...,xn]=[y0,...,yn]© oo | = A ... | furein A€K
*n Yn

=X, = K-yi fur ein AEK und alle i.

. . . . n
Die Xi heifen projektive Koordinaten des Punktes [XO,...,Xn] von PK'

Bemerkungen

(i)  Die projektiven Koordinaten sind im Gegensatz zu gewohnlichen Koordinaten nur
bis auf einen gemeinsamen von Null verschiedenen Faktor aus K bestimmt.

(1)  Der gewohniche Raum verhilt sich zum projektiven Raum wie die Leinwand
eines Malers zu der die Leinwand umgebenden Wirklichkeit. So wie man die
Leinwand in der Wirklichkeit verschieden positionieren kann, so 1a3t sich der
gewohliche Raum auf verschiedene Weise in den projektiven Raum einbetten.

8.2 Einbettungen des K" in den Prll

Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, WCV ein K-linearer Unterraum mit
dmW=dimV-1
und

veVvV-WwW
verschiedener Vektor. Dann ist die folgende Abbildung injektiv.
O:W — P(V), w a K(v+w).
Mit anderen Worten, W 146t sich mit einer Teilmenge von P(V) identifizieren. Diese
Teilmenge ist unabhangig von der speziellen Wahl von des Vektors v.

Beweis. Injektivitat von ¢. Aus @(w) = ¢(w’) folgt
Kv+w) = K(v+w’),
d.h.

v+w = MV+w’)
d.h.
(1I-AM)v =AW’ - w.
Der Vektor rechts liegt in W, d.h. das Bild von (1-A)v bei der naturlichen Abbildung V
— V/W ist Null. Da dies nicht fur das Bild von v gilt, folgt 1- A =0, d.h.
A=1
also w’ = w.

Unabhéngigkeit von Im(¢p) von der speziellen Wahl von v.
Es reicht zeigen, fur x&V-{0} gilt
Kx € Im(p) < x{ W.

Man beachte, wegen v&EV-W gilt dim Kv+ W >dim W = dim V- 1, also
V=Kv+W.

Beweis von ‘<’.
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Wegen x{W kann man x in der Gestalt

X = Av + w mit A€K-{0} und w&EW
schreiben. Deshalb gilt

Kx = K(Av +w) = K(v + IXW) = cp(lz w),

d.h. Kx liegt im Bild von .
Beweis. von ‘=",
Sei Kx = ¢(w) fur ein wEW. Wire xEW, so ware @(w) = KxCW, d.h

Kv+w) CW,
d.h.
v+w € W,
d.h.
veEW
im Widerspruch zur Wahl von v.
QED.
Bemerkung

Aus dem zweiten Teil des Beweises ergibt sich
Im () =P(V) - P(W).

8.3 Beispiel: die Ferngerade

Seien
V:=R3
1
V= 0)
0
X
W=R2£{(y er31z=0}
V4
z
> %
Die Abbildung

2 2 X
R —= Py, a [x,y,1],
¢ R (y) [x,y.1]
identifiziert der reelle Ebenen mit den Geraden durch den Ursprung, die nicht in der xy-
Ebene liegen. Letztere bilden gerade einen 1-dimensionalen projektiven Raum (ein

projektive Gerade). Wandert ein Punkt p im R? ins Unendliche, so nahert sich ¢@(p)
immer starker einer Geraden der xy-Ebene an. Die Gerade der xy-Ebenen kann man
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sich deshalb als unendlich ferne Punkte des R2 vorstellen, als Punkte am Horizont. Die
Menge dieser Punkte heif3t Ferngerade

P(R?) = PR) - ¢(R?)

heiflt Ferngerade.
Bemerkung

Der Begriff der Ferngeraden hangt von der Wahl der Einbettung ¢ ab.

8.4 Beispiel: die Fernhyperebene

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W C V ein K-linearer Unterraum der
Dimension
dmW=dimV-1
und
veVvV-W.
Dann kann das Komplement des Bildes der naturlichen Einbettung
©: W —P(V), wa K(v+w),
mit dem projetiven Raum P(W) (der Dimension n-1) identifizieren. Es heift
Fernhyperebene von W in P(V).

8.5 Die Uberdeckung des Pr& durch eindlich viele Exemplare des
Kn

Wir setzen
n
Ui = {[XO,...,Xn] € Pk | X, = 0}.

Fur jeden Punkt [x .,xn] € PK ist nach Definition mindestens eine Koordinate von

0
Null verschieden. Deshalb gilt

n
PK_U()UUlu"'UUn

Jedes Ui konnen wir damit mit dem K" identifizieren vermittels der bijektiven
Abbildungen
xh
cpi.K Ui , (XO s e s Xi—l’ Xi+1""’Xn) a (XO s e s Xi—l’ 1, Xi+1""’Xn)'
Mit anderen Worten, PIIl< kann man als Vereinigung von n+1 Exemplaren des K"

ansehen.
Bijektivitat der Abbildung @, die Abbildung ist injektiv, denn sie ist gerade von der in

7.2 beschriebenen Art: identifiziert man K™ mit dem durch
X.=1
i

Kn+ 1

definierten verschobenen Unterraum im , so ordnete P, gerade jedem Punkt p von

K" die Verbindungsgerade von p mit dem Ursprung des K+ 4y,
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Surjektivitit der Abbildung cpi: Jeder Punkt [XO,...,Xn] von Ui hat die Eigenschaft, daf}

die i-te Koordinate X, von Null verschieden ist. Der Punkt andert sich nicht, wenn wir

. -1 e o .
alle Koordinaten mit x; - multiplizieren. Wir konnen also annehmen, X, = 1. Dann liegt

der Punkt aber im Bild von ..
" . n
8.6 Hyperflachen im Py

Wir betrachten K" als Unterraum von PK , indem wir K™ mit Ui identifizieren,

n _ n
K" = Ui C PK .
Der Einfachheit halber werden wir annehmen,
1=0.

Sei H die Hyperflache im K™ mit der Gleichung
H: f(x,,....x ) =0.
1 n
Dabei sei f ein Polynom des Grades m,

f e K[x .,Xn] ,deg f =m.

e

Wir fragen nach der einer Beschreibung von H als eine Teilmenge des P%. Der Punkt

n
p= [XO R Xl""’xn] e PK

liegt genau dann auf der Hyperflache H , die folgenden beiden Bedingungen erfullt
sind.
X X

_ L n n
1. [xO , xl,...,xn] € U0 , d.h. XO =0,dh p= (XO Y ey X() )ye K.
X1 Xn
2. O=f(X—,..., X—).
0 0

Die zweite Bedingung kann man auch in der folgenden Gestalt schreiben (wegen Xy *
0):

m Xl Xn
0=xp f(—, ..., —).
0 D s
%0 *0
Den Ausdruck auf der rechten Seite kann man dabei als homogenes Polynom des
Grades m in den n+1 Unbestimmten XO ,...,xn auffassen. Genauer, mit
f i1 in
(Xl""’xn)_. ' D ' . xl-...-x 0
1,41, +...41 =m 1 'n
1 2 n
gilt
X X m-i,-...-1 1 1
F(x,,...,.X )::xmf(—l,...,—n) = D c. .x_ | nyl. .xn
0 n 0 x X . . 1,..1._ 0 1 n
0 0 11+12+...+1nsm 1""n
Dies ist tatsachlich ein homogenes Polynom des Grades m in XO ,...,Xn. Man nennt F

Homogenisierung von f. Die Homogenisierung F von f hat im Endlichen d.h. in U

0
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dieselben Nullstellen wie f. Es konnen jedoch weitere Nullstellen hinzukommen, die

samtlich auf der Fernhyperebene PIn< - U, liegen. Die Menge

0
H:={] xO,...,xn] | F(XO,...,Xn) =0}

heift projektive AbschlieBung von H im P%.

Ein Hyperfliche im P% ist definiert als die Menge der Nullstellen eines homogenen
Polynoms.

Bemerkung

Ist f= f(xo,...,xn) ein inhomogenes Polynom, so ist der Begriff der Nullstelle von f im
Raum PnK nicht wohldefiniert. Ist p = [XO,...,xn] ein Punkt, so sind dessen

Koordinaten nur bis auf ein gemeinsames Vielfaches festgelegt. Setzt die Koordinaten
von p in f ein, so kann es passieren, dal man als Wert manchmal Null und manchmal
einen von Null verschiedenen Wert erhilt, je nachdem wie man die Koordinaten von p
wahlt.

Ist dagegen f homogen vom Grad m, so gilt
_.m
f(cxo,...,cxn) =c f(xo,...,xn).
Erhélt man also fur irgend eine Wahl der Koordinaten von p den Wert Null, so trifft

dies auch fur jede andere Wahl der Koordinaten zu. Der Begriff der Nullstelle im PIII<

besitzt also fur homogenen Polynome eine koordinaten-unabhéngige Bedeutung. Fur
inhomogene Polynome dagegen nicht.

8.7 Beispiel: die projektive AbschlieBung einer Hyperbel

Sei H die ebene Hyperbel
H: x2-y2 =1 (imK?)

A4
VZR\

Die projektive AbschlieBund im P12< ist die Kurve mit der Gleichung

H: x2 - y2 —t2 .
Deren Punkte im Unendlichem sind gerade die Punkt [X,y,t] mit t = 0, die dieser
Gleichung gentigen:

0=x2-y2 = (x-y)(x+y),
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d.h. es gilt x = y oder x = -y, d.h. die Punkte von H = Unendlichen sind gerade die

Punkte der Gestalt
[t, x, y] = [0, x, Jx] = [0, 1, 9 1].
Es gilt also
H=HU({]J[0,1,1], [0, 1,-1] }.
Auf H liegen also zwei zusitzliche Punkte. Diese entsprechen gerade den beiden
Asymptoden an die Hyperbel.

8.8 Beispiel: die projektive AbschlieBung Kurve dritten Grades

Sei E die ebene Kurven dritten Grades mit der Gleichung

E= Ek: y2 = x(x-1)(x-N\).

Die projektive AbschlieBung im P2 ist die Kurve mit der Gleichung

E: y2t = X(X-t)(X-M1).
Fur ihre Punkte im Unendlichen gilt t =0, also x = 0. Mit anderen Worten, der einzige
Punkt im Unendlichen ist der Punkt
[t, x, y]1 =10, 0,y] =[0,0, 1],
d.h.
E=E U {[0, 0, 1],}.
Bemerkungen (zum groBen Fermatschen Problem)
(1) Sind p und q zwei Punkte der Kurve, so schneidet die Verbindungsgerade die
Kurve in einem dritten Punkt, sagen wir [t, X, y]. Der Punkt
r:=1[0.0, -y]
liegt dann auch auf der Kurve.
(1)  Man kann zeigen, mit der Zuordnung
(p,q)ar
ist die Kurve eine abelsche Gruppe. Der Punkt im Unendliche spielt dabei die
Rolle des neutralen Elements. Ohne diesen zusatzlichen Punkt gibe es diese
Gruppenstruktur nicht. Man schreibt
r=p+gq.
(ili) Man kann zeigen, liegt A in einem Korper K, so kann man die Koordinaten von r
durch Polynome in den Koordinaten von p und q beschreiben, deren
Koeffizienten in K liegen.

(iv) Kurven im PnK die eine durch Polynome beschreibbare Gruppenstrukur besitzen

heiflen elliptische Kurven. Man kann zeigen, alle elliptischen Kurven haben bis
auf Isomorphie die Gestalt E = E)\ (auBer in der Charakteristik 2 bzw. 3, dort sind

Gleichungen etwas komplizierter).
(v) Ist A€Q, und ist p ein Punkt von E

fur die Punkte

A mit rationalen Koordinaten, so gilt das auch

2p=p+p,3p=p+p+p, ... ‘ ‘ ‘
Das Gruppengesetz elliptischer Kurven bietet also eine Moglichkeit aus einer
Losung der zugehorigen diophantischen Gleichung weitere Losungen zu
konstruieren. Bei geeigneter Wahl von p bekommt man auf diese Weise sogar
unendlich viele Losungen.

(iv) Elliptische Kurven sind daher Beispiele fur Kurven, fur welche die zum
Fermatschen Problem analoge Aussage falsch ist: es gibt unenlich viele rationale
Losungen. Die Theorie der elliptischen Kurven spielt deshalb bei der Losung des
Fermatschen Problems eine zentrale Rolle. Tatsachlich wird gezeigt, daf die
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elliptischen Kurven die einzigen Ausnahme Kurven sind: alle anderen Kurven
haben nur endlich viele Punkte mit rationalen Koordinaten.

8.9 Verhalten von Kegelschnitten bei einer Veranderung der
Ferngeraden

Wir wollen jetzt an einem Beispiel illustrieren, wie sich die Gleichung eines
Kegelschnitts dndert, wenn man die relative Lage der Ferngeraden zum Kegelschnitt
verandert. Betrachtenwir die Mittelpunksgleichung der Ellipse

C: f(xy) = —+%=-1=0,2,b>0

in der affinen Ebenen R2, die wir mit
2 2 x
= -
R UO_PR,(y) a [1,x.y],
identifizieren. Die projektive AbschlieBung von C ist gegeben durch

2
€ Flxy.) = —+¥-1*=0.

Die Punkte von € im Unendlichen genuigen den Bedingungen
2 2

t=0und -+ 1-=0,
a b

alsot =0, x =0, y =0. Mit anderen Worten, es gibt keine Punkte im Unendlichen:
Die “Ellipse” € hat keine Punkte gemeinsam mit der Ferngeraden.

Wir wollen jetzt die Ferngerade so abandern, dal} sie die Kurve € schneidet. Machen
wir deshalb die projektive AbschlieBung der y-Achse zur Ferngeraden, d.h. wir

identifizieren die affine Ebene R2 mit
2 2 g/t
= -
R U2_PR,(X) a [tx,1],

d.h. die Punkte [t,x,y] mit y=0 sind die Punkte im Unendlichen. Der Teil der Kurve €,
welcher im Endlichen liegt, ist gegeben durch

2
. 0= _xZ 12
CﬂUz. 0=F(tx,1) = PRl
d.h. durch
2 2
t X
Cr\U2 m = % —1—0.
Dies ist die Mitttelpunktsgleichung einer Hyperbel. Relativ zur affinen Ebeben U, sind

2
. .. . X2 2 X X
die Fernpunkte diejenigen Punkte von € mity =0 und 0 = 5 U= T+ t)(— - t), d.h.
a a
mit
[tx,yl=[t.9Vat, 0] =[1,9a,0].
Die “Hyperbel” € schneidet die Ferngerade in den Punkten [1,\/2_1 ,0] und [1,-\/2_1 , 0].

Als néchstes bestimmen wir die affine Gleichung von € in einem Fall, dafl die
Ferngerade die Kurve beriithrt. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn die Ferngerade die
projektive AbschlieBung der Geraden

y=vb

wird. Mit anderen Worten, wir suchen eine Einbettung des R2 in den PZR bei welcher

y-4bt=0

die Ferngerade durch die Gleichung
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gegeben ist, d.h. wir betten den Unterraum des R3 mit dieser Gleichung in den P2R ein,

zum Beispiel durch

t
W {(
y

Man beachte, der Vektor v = (0
1

irgendeiner Weise mit dem R identifizieren. Dazu wihlen wir eine Basis
1

0
Bk
0) \¥b

von W (die in diesem Fall orthogonal ist , eine Bedinung die nicht unbedingt erfullt sein

t
X

y

eR3 1 y-bt} — Pl% x| aftxy+11.

liegt nicht in W. Wir mussen noch den Unterraum W in

muf}) und benutzen diese, um W mit dem R2 zu identifizieren. Wir erhalten damit die
Einbettung

0 1 v
R2 — P%{ , (u) au(l) +v[ 0 [=| u |a [V,ll,1+‘\/BV].
v
0 Vo) \Wov
Der Teil der Kurve €, welcher im Endlichen liegt ist gegeben durch
ENW: 0 = F(v.u,l-av) = — (“\/_V) V2,
d.h. durch
2
ENW: “?+%+%v -0,
ENW: v’ +— v =0
2a/\/— 20/b ’
ENW: v’ +v' =0.

2aAfb

mitv’ =v+ ﬁ Dies ist die Gleichung einer Parabel. Die Punkte im Unendlichen sind
gegeben durch
%2 y2 ’
y-‘\/Bt=0,?+F-t =0,

d.h. durch
2
d.h. y = 4/bt und —— =0.

Der einzige Punkt im Unendlichen ist somit der Punkt

[t.x,y] = [t, 0, 4/bt] = [1,0/b].
Die “Parabel” € beriihrt die Ferngerade im Punkt [1,0,\/5].
Bemerkung
Das obige Beispiel illustiert ein allgemeines Phanomen: in der projektiven Ebene gibt es
keinen Unterschied zwischen Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln Der Unterschied
kommt durch die unterschiedliche Lage des Kegelschnitt beziiglich der Ferngerade
zustande, und diese Lage kann beliebig sein.
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8.10 Basen und projektive Koordinaten

Seien V ein K-Vektorraum, v .,VnEV eine Basis von V und

0
*0
e+l
(pV.K V,|..-]a XOVO + ..+ XnVn ,
X
n
die zugehorige Koordinaten-Abbildung (vgl. 3.4.2). Dies ist ein Isomorphismus, d.h.

V wird dadurch mit Kn_"l identifiziert und die Geraden von V mit denen von Kn+1.

Insbesondere ist die Abbildung
X X

0 0
p _ n+ly - K- . —K-
[, 1: Pk = PK™™D) = P(V), [xyex 1= K| o |aKeg | oo | =Ke(x

X X
n n

V.o+..+X V
00 n n

bijektiv. Deshalb heiflen die x X auch projektive Koordinaten des Bildpunktes von

0~

[XO,...,xn] bei [ch] bezuglich der Basis VooV
Bemerkung
Bezeichnet man mit

[v]
[v] :=Kv

durch v€V und den Ursprung (fur jedes v&V- {0}), so sind die Koordinaten von v
bezuiglich der Basis VoV gerade die projektiven Koordinaten von [v] beziiglich

die Gerade

dieser Basis.

8.11 Der duale projektive Raum

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und

P(V)
die Menge aller K-lineare Unterraume von V der Dimension n-1. Diese Menge heif3t
duale Projektivierung von V und

Py = PR
heift dualer n-dimensionaler projektiver Raum uiber K.
Bemerkung
Analog kann man die Menge aller K-linearen Unterraume von V einer fest
vorgegebenen Dimension betrachten. Dies fuhrt zum Begriff der GraBmannschen
Mannigfaltigkeit. Letztere gehoren zu den intensiv erforschen geometrischen Objekten
der Mathematik (im Zusammenhang mit dem Begriff der Chern-Klasse).

8.12 Vergleich mit dem projektiven Raum

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

P(V*) — P(V), [1:V — K] a Ker(]),
wohldefiniert und bijektiv. Die duale Projektivierung kann also mit der Projektivierung
des Duals identifiziert werden.

Beweis. Korrektheit der Definition. Fur [1]EP(V*) gilt 1=0, d.h. dim Im 1 =1, d.h.
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dimKerl=dimV-dimIml=dimV -1,

d.h.
N
Kerl & PK'
Sei jetzt [1] = [I’]. Wir haben zu zeigen
Kerl=Kerl.

Wegen [1] = [I’] gibt es ein cEK- {0} mit 1 = c-1’. Deshalb haben 1 und I’ tatsachlich
denselben Kern.

Surjektivitat der Abbildung. Sei WEIV)(V), d.h. W ist ein K-linearer Unterraum der
Dimension dim V - 1. Dann ist

VIW
von der Dimension dim V - dim W = 1, d.h. es gibt einen Isomorphismus
V/W K.
Sei
p f
l:=fp:V VIW K

die Zusammensetzung von f mit der naturlichen Abbildung. Dann gilt
Kerl=Kerp=W.

Injektivitit der Abbildung. Seienl: V— K und I’: V — K zwei von Null verschiedene
K-linerer Abbildungen mit

W:=Kerl=Kerl.

Man beachte, es gilt
dimW=dimV - 1.
Wir vergleichen | und I’ mit dem Kokern der naturlichen Einbettung
W —=V.
Dieser Kokern ist nach Definition gerade
KoKer(W — V) = V/W zusammen mit der naturlichen Abbildung p: V — V/W
(vgl. 6.6.1). Wegen
I(W)=I'(W)=0.
und der Universalitatseigenschét dieses Kokerns gibt es eindeutig bestimmte K-lineare
Abbildungen

T: V/IW = Kund T": V/W =K
mit
1=Tepund 1’ =T"°p.
Weil 1 und I’ von Null verschieden sind, gilt dasselbe fur Tund T Letztere Abbilungen
sind Abbildungen zwischen 1-dimensionale K-Vektorraumen, also Isomorphismen,

also gerade Multiplikationen mit einer von Null verschiedenen Zahl aus K.
Insbesondere gilt

T = ¢T fur ein cEK- {0}.
Dann gilt aber auch I’ = ¢1, also [I’] = [1].
QED.
Bemerkungen

(i)  Sei durch
H: oot Xy = 0
eine Hyperebene im (durch den Ursprung) gegeben. Ihre Punkte bilden
gerade den Kern der linearen Abbildung

Kn+1
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X

n+l _
K K, X acOXO+...+chn.

n
Der obige Satz besagt gerade, die Angabe der Hyperebene ist dquivalent zur
Angabe des Punktes

“

= Kn+1 O
c
n
wobei es auf Vielfache mit einem von Null verschiedenen Faktor c€K nicht
ankommt. Zwei solche Punkte liefern genau dann dieselbe Hyperebene, wenn sie
proportional sind.

(i) Wir verwenden jetzt die Bezeichnung [c ,...,cn] auch fur die Hyperebene mit der

0
Gleichung

c.X.+...4c x =0,
00 n n

d.h. fur den entsprechenden Punkt im 15% Wir identifizieren die Raume Prll{ und

f’rf( Ob wir die Punke dieser Raume als Punkte oder Hyperflachen auffassen ist

nur eine Frage der Interpretation. Als formale mathematische Objekte besteht
zwischen ihnen kein Unterschied.

(iii) Die Identifikation des dualen projektiven Raumes P mit dem Py macht die
PIOj K K

Begriffe “Gerade” und “Hyperebene” austauschbar. Giltige Satze uber
Hyperebenen und Geraden im projektiven Raum bleiben gultig, wenn man diese
Begriffe vertauscht.

(iv) Ein besondere Rolle spielt dabei der P% , da dort diese beiden Begriffe
zusammenfallen.

8.13 Beispiel: Punkte auf einer Geraden in der projektiven
Ebene

Seien drei Punkte
[XO’Xl’Xz] , [yo,yl,yzl, [ZO’Zl’Zz]

im P% gegeben. Wir wollen der Frage nachgehen, wann diese Punkte auf einer

Geraden liegen. Da wir die Ferngerade immer so legen konnen, daf sie diesen Punkten
ausweicht (ist das auch richtig im Fall endlicher Korper ?), konnen wir annehmen, dies

Punkte liegen im K2, d.h.

X zO,yOzO, z. =0,

0 0
Die Gleichung einer Geraden im K2 ist von der Gestalt
a+bx+cy=0,
wobei b und c nicht beide Null sind. Die Punkte liegen genau dann auf dieser Geraden,
wenn gilt

X X
L2 _,
X

a+b-X—+ c
0 0

und analog fur y und z. Das ist 4quivalent zu
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k —
) ax0+bxl+cx2—0

und analog fur y und z. Der Fall a =b =0 (aber c = 0) entspricht dabei der Situation, in
welcher alle drei Punkte auf der Ferngeraden liegen.
Zusammenfassung
Folgende Aussagen sind dquivalent:
. . 2 .. .
(i) Die Punkte [XO,XI,Xz] , [yO,yl,yz], [ZO’ZI’Z2] € PK liegen auf einer Geraden.
0\ (7o) [0

a % LY 1A € K3 sind linear abhingig.

X

) \2) \*2
(iii) Die Geraden [x,Xx,,X

071 2]
Punkt.
Beweis. Man beachte, die Bedingung (*) bedeutet auch, daf} eine Gerade durch einen

2 ) .
) [yO’yl’yz]’ [ZO’Zl’ZZ] e PK schneiden sich in einem

Punkt geht: der Punkt mit den projektiven Koordinaten a, b, ¢ liegt auf der Ebene im K3

0 Xl, X2 hat. Eine Ebene im K3 entspricht aber

gerade einer Geraden im P12< , d.h. die Punkte des ISZK kann man mit den Geraden des P

, deren Gleichung die Koeffizienen x

12< identifizieren.
QED.

Alternative Formulierung

(i)  Sien [a], [b] zwei verschiedene Punkte des P12< , so ist die Menge der Punkte auf
der Geraden durch [a] und [b] gleich
{[AMa+ub] I A,u€EK, (Au)=(0,0)}.
Eine Menge dieser Gestalt heilt Punktrethe und kann man mit dem PII<
identifizieren.

(i) Sien [a] ,[b] Elv)zK zwei verschiedene Geraden des P2K , so ist die Menge der
Geraden durch den Schnittpunkt von [a] und [b] gleich
{[Aa+ub] I A,u €K, (Au) = (0,0) }.

Eine Menge dieser Gestalt heiit Geradenbuischel (und kann mit dem PII<

“indentifiziert werden).

Diese Menge kann man mit dem P11< identifizieren.

Beweis. Sind [a] , [b] und [c] drei verschiedene Punkte (bzw. Geraden), so sind keine
zwei der Vektoren

a,b,c
proportional, in einer nicht-trivialen linearen Relation zwischen diesen Vektoren sind
also alle drei Koeffizienten ungleich Null, d.h. man die Relation nach jedem der drei
Vektoren auflosen. Deshalb liegt [c] genau dann auf einer Geraden mit [a] und [b],
wenn ¢ Linearkombination von a und b ist.
QED.

Bemerkungen

(i) Die Grundlage der klassischen (ebenen) Geometrie ist die Indizenz-Relation, d.h.
die Relation, welche bedeutet, da} Punkte auf einer Geraden liegen, bzw. Gerade
sich in einem Punkt schneiden.
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(i)) Die obige Beobachtung bedeutet, die Inzidenz-Relation laf3t sich in die Sprache
der linearen Algebra ubersetzen. Sie hat zur Folge, da} sich Fragen der
klassischen Geometrie in Fragen der linearen Algebra ubersetzen und mit deren
Mitteln losen lassen. Diese Herangehensweise an die Fragen der klassischen
Geometrie heiBit Analytische Geometrie. Wir beschrinken uns hier auf ein
Beispiel fur deren Methoden.

8.14 Die Winkel-Halbierenden im Dreieck

Die Winkel-Halbierenden im Dreieck schneiden sich in einem Punkt.
Beweis. Sei A das Dreick mit den Seiten

2
[a] = [ao, a, a2] , [b] = [bO, bl’ b2] ,[c]= [CO, P 02] E PR,

(d.h. a,b.cER3).

a-b

Wir konnen annehmen, die Normalenvektoren der Seiten haben die Lange 1 und zeigen

ins Innere des Dreiecks,
2 2 2
lal = agtaj+ay = 1

und analog mit b und c. Dann sind
[a-b], [a-c], [b-c]
gerade die Winkel-Halbierenden dieses Dreiecks. Wegen
(a-b) - (a-¢)+ (b-¢c) =0
gehen diese durch einen Punkt.
QED.

8.15 Satz von Desargues

Seien zwei Dreiecke in der Ebene gegeben mit den Seiten a,b,c bzw. a’,b’, ¢’ und den
Ecken A,B,C bzw. A’,B’,C’. Liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten
auf einer Geraden s, so gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Punkte
durch einen Gemeinsamen Punkt S.
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Beweis. Wir fuhren folgende Bezeichnungen ein.
P := Schnittpunkt von a und a’
Q := Schnittpunkt von b und b’
R := Schnittpunkt von ¢ und ¢’

p := Verbindungsgerade von A und A’
q := Verbindungsgerade von B und B’
r := Verbindungsgerade von C und C’
Dabei sei
A := Schnittpunkt von b und ¢
B := Schnittpunkt von a und ¢
C := Schnittpunkt von a und b
und A’, B’, C’ seien analog definiert.

Voraussetzung: P, Q und R liegen auf einer Geraden.
Behauptung: p, q und r schneiden sich in einem Punkt

Beweisen wir die Behauptung. Da s mit a und a’ bzw. mit b und b’ bzw. mit ¢ und ¢’
einen gemeinsamen Punkt hat gilt

s=Aha+MNa=ub+ub’ =vc+v'c’
(wir nehmen der FEinfachheit halber an, die einander entsprechenden Seiten sind
verschieden). Durch Umordnen der Glieder erhalt man

p:=ub-vc=-ub +v'c’
g;=vc-Aa=-vic’+MNa’
r:=Aa-ub=-Aa +ub’
Man beachte, p , q und r lassen sich tatséchlich in der angegebenen Weise definieren:

p ist eine Gerade, die einen gemeinsame Schnittpunkt mit b und ¢ (ndmlich A) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit b’ und ¢’ (ndmlich A’) hat.

q ist eine Gerade, die einen gemeinsame Schnittpunkt mit a und ¢ (ndmlich B) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit a’ und ¢’ (ndmlich B’) hat.
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r ist eine Gerade, die einen gemeinsame Schnittpunkt mit a und b (namlich C) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit a’ und b’ (namlich C’) hat.

Es reicht zu zeigen, die wie oben definierten Vektoren p , q und r sind linear abhéngig.
Das ist aber der Fall, wegen

p+q+r=0
QED.

8.16 Satz von Desargues (Umkehrung)

Seien zwei Dreiecke in der Ebene gegeben mit den Seiten a,b,c bzw. a’,b’, ¢’ und den
Ecken A,B,C bzw. A’,B’,C".

Gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Punkte durch einen Punkt, so
liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten auf einer Geraden.

Beweis. Man dualisiere 7.14 oder verwende den Beweis von 7.14 in dualer
Interpretation.

QED.

8.17 Satz von Pascal

Liegen die Ecken 1,2,3,4,5,6 eines Sechsecks abwechseln auf zwei Gerade g und h, so
liegen die Schnittpunkte gegenuiberliegender Seiten auf einer Geraden.

Wird im selben Stil bewiesen wie 7.14. Siehe Keller: Analytische Geometrie.

8.18 Satz von Brianchon

Gehen die Seiten eines Sechsecks abwechselnd durch zwei feste Punkte, so gehen die
Verbindungslinien gegenuiberliegender Ecken durch einen Punkt.

Beweis: die Aussage ist dual zum Satz von Pascal.

QED.
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8.19 Das Doppelverhaltnis

Seien [m] und [n] zwei verschiedene Punkte (bzw. Geraden) in der projektiven Ebene
und

[gi] mit g = Kim + wn
vier weitere Punkte (bzw. Geraden). So heif3t die Zahl
?\1 A )»2 A

3 3

Dlg, . I, [g,). gD = AL I et
‘ ?\1 7\.4 ‘ 7\.2 7\.4

[ M| [ M2t

Doppelverhiltnis der vier Punkte bzw. Geraden.

Unabhiangigkeit der Definition von der Wahl von m und n. Nach
Voraussetzung sind die Vektoren m und n , linear unabhéngig. Wir haben zu zeigen, die
Zahl D := D(gl,gz;g3,g 4) andert sich nicht, wenn man die Basis m, n des

Vektorraumes Km + Kn durch eine andere Basis m’,n’ ersetzt,
Km + Kn=Km’ + Kn’.
Die Matrix
7\i Kj m,n
Dye={ = Mm@
1]
ist gerade die Matrix der K-linearen Abbildung

cp:Km+Kn%Km+Knmitmagi,nagj

bezuglich der Basis (m,n). Analog ist

i W, w M’
1]
die Matrix derselben Abbildung bezuiglich der Basis (m’,n”) (im Bild-Raum) falls gilt

g = K’im’ + pL’in’.
Deshalb gilt
, m,n m,n . m,n
D. = Mm’,n’((p) = A'Mm,n((p) mit A := Mm’,n’(ld)

1
also

det D’.. =det D..-det A
1] 1

Die beiden Quotienten

det D13 det D23

und
14  detDy,

in der Definition von D @ndern sich also nicht, wenn man zu der neuen Basis iibergeht.
QED.
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Unabhiangigkeit der Definition von der Wahl der Repriasentanten g der [gi
]. Wir haben zu zeigen, D andert sich nicht, wenn man eines der g mit einem von Null

verschiedenen Faktor multipliziert. Dann kann man jedoch direkt aus der Definition von
D ablesen.

QED.

Bemerkung

Die Bedeutung des Doppelverhiéltnisses beruht darauf, da3 es sich nicht dandert, wenn

. o . 2
man eine projektive Transformation des P anwendet.

8.20 Projektive Transformationen, die projektive Gruppe

Sei f: V — ein K-linearer Automorphismus des endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V. Dann ist die Abbildung

[f] = P(): P(V) —= P(V), [v] a [f(V)],
korrekt definiert und bijektive. Abbildungen dieser Gestalt hei3t projektive

Transformationen. Sie bilden eine Gruppe, die projektive allgemeine lineare Gruppe
heiflt und mit

PGL(V)
bezeichnet wird.
Bezeichnung:
PGL(n, K) := PGL(K™).

8.21 Satz von Pappos

Seien S ein Punkt im P12< und g eine Gerade, die nicht durch S geht. Weiter seien
S 828308

vier Geraden durch S und
P1’ P2’ P3 ’ P4
deren vier Schnittpunkte mit g. Dann gilt
D(gl, 85 83> g4) = D(Pl, P2, P3 ,P4)-

Beweis-Skitze. Wir konnen annehmen, g ist die Ferngerade und S der Ursprung von

2 2
K = UO C PK .
Die Punkte Pi haben dann die Gestalt
Pi = [O;ai , bi]

und die Geraden g sind gegeben durch die Gleichungen
g bix -ay = 0,
d.h. als Punkt von Iv’zK hat g. die Gestalt
i
gl = [O’ bl s _ai]
Der Punkt Pi hat also die projektiven Koordinaten a bi bezuglich der Punkte [0;1 , O]

und [0,0,1].
Analog hat die Gerade g die projektiven Koordinaten a bi bezuglich [0,0,-1] und
[0,1,0].
Benutzt man diese Koordinaten zur Berechnung der Doppelverhaltnisse
D, P,, P, P,)bzw. D(g . g,. 85, 2,)
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so erhalt man denselben Wert.
QED.
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