Kommutative Algebra
(frei nach Matsumura, Commutive ring theory)

Im folgenden sei A ein kommutativer Ring mit 1.

Bezeichnungen

Annm Annullator des Elements m, vgl. 2.4.1.

af die zum Ring-Homorphismus f gehorige Abbildung der Spektren, vgl.
3.14.

coht p Kohohe des Primideals p, vgl. 2.2.1.

dim X kombinatorische Dimension des topologischen Raums X, vgl. 2.2.1.

dim A Krull-Dimension des Rings A, vgl. 2.2.1.

ht p Hohe des Primideals p, vgl. 2.2.1.

s1a Quotientenring von A bzgl. S, vgl.2.1.1.

AS Quotientenring von A bzgl. S, vgl.2.1.1.

Ap Quotientenring von A bzgl. des Primideals p von A, vgl. 2.1 4.

K(p) Restekorper des Primideals p, vgl. 2.1.5.

f(p) Wert der durch das Element f eines Rings definierten Funktion im Primideal

p des Rings, vgl. 2.1.5.

s'Im Quotientenring des Moduls M bzgl. der multiplikativen Menge S, vgl. 2.1.6.

M S Quotientenring des Moduls M bzgl. der multiplikativen Menge S, vgl. 2.1.6.

M Quotientenring des Moduls M bzgl. der multiplikativen Menge S, vgl. 2.1.6.

p
w(p, M)  Anzahl der Erzeuger des Moduls M iiber dem lokalen Ring zum Primideal
p,vgl.2.3.1.
m-Spec(A) maximales Spektrum von A, vgl. 2.1.5.
Spec A Spektrum von A, vgl. A4.2.1.5.
Supp(M) Triger des Moduls M, vgl. 2.1.6.
tr. degk A Transzendenzgrad der nullteilerfreien k-Algebra A, vgl. 2.2 4.

N Nullstellenmenge des Ideals I im Spektrum des Rings von I, vgl. 2.1.5.

QA) maximales Spektrum von A, vgl. 2.1.5.

A

M Vervollstdndigung des mit einer lineaeren Topologie versehenen Moduls M,
vgl.32.2.

1 Grundbegriffe

2.1 ldeale

Jedes echte Ideal liegt in einem maximalen.
Vergleich der Idealmengen beim Ubergang zu Faktorringen.
Vergleich der Idealmengen beim Ubergang zu Quotientenringen.

Das Radikal \ﬁ :
Potenzen von Elementen und Durchschnitt von Primoberidealen.
Das Jacobson-Radikal rad(A):

Durchschnitt von maximalen Idealen und Elemente' x mit 1+xA C A*.

" Liegt x nicht in einem maximalen Ideal m C A so ist x Einheit modulo m, d.h. es gibt ein yE A mit
Xy =-1 mod m,d.h. 1 + Xy € m, d.h., das Element 1 + xy € 1 + xA ist keine Einheit. Gezeigt:
1 +xAC A* = x Erad A.



Durchschnitt und Produkt von Idealen: komaximalen Ideale: I’ + I’ = A.
Chinesischer Restesatz
ZPE-Ringe: Beispiel Polynomringe

1.2 Moduln

1.2.1 Konstruktionen mit Moduln

Hom-Modul
Annullator Ann(M)
Quotienten von Moduln

N*:N” := {x€A | xN” C N’} fiir Teilmoduln N*; N> C M
M:I := {xEM | Ix & M} fiir Ideale I C A, Moduln M von A.

1.2.2 Der Determinanten-Trick>

M= Am1+...+Amr ein endlich erzeugte A-Modul

I ein Ideal von A
@EHom A(M, M) ein Endomorphismus mit ¢(M)CIM.

=
Es besteht eine Relation der Gestalt ‘
o + a cpn'1 t..ta = 0 mit a, e 1" fiir jedes i.

1.2.3 Lemma von Nakayma I (NAK = Nakayama-Azumay-Krull)®

Seien M ein endlich erzeugter A-Modul und I ein Ideal mit
M =IM.

Dann gibt es ein Element a € A mit
aM=0und a= 1 mod I.
Im Fall T C rad(A) gilt sogar M =0.

1.2.4 Lemma von Nakayama II*

Seien M ein A-Modul, N C& M ein Teilmodul und I ein Ideal von A. Es gelte

M =N +IM, I C rad(A), M/N endlich erzeugt.
Dann gilt
M=N.
Folgerungen des Nakayama-Lemmas:

1.2.5 Minimal-Basen iiber lokalen Ringen

Seien (A, m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.

Dann:

(1)  Die Reprisentanten in M jeder Basis des A/m -Vektorraums M/mM bilden
Erzeugendensystem von M iiber A (minimaler Lénge).

(i1)) Jeddes Erzeugendensystem minimaler Lange erhélt man auf diese Weise.

ein

Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

% Man betrachte eine Matrix (a,.) von ¢ beziiglich der Erzeuger von M und zeige det (g5, - a.) = 0.
1) 1)

1]
* Man wende den Determinanten-Trick mit (¢ = Id: M — M an.

* Man wende die erste Variante des Nakayama-Lemmas auf M/N an.



(iii) Die Determinate der Matrix, die zwei minimale Erzeugendensysteme ineinander
tiberfiihrt ist umkehrbar.’

1.2.6 Freiheit und Projektivitiit iiber lokalen Ringen
Jeder projektive Modul iiber einem lokalen Ring ist frei.’

Bijektivitit von surjektiven Endomorphismen

Seien M ein endlich erzeugter A-Modul und ¢: M — M eine surjektive A-lineare
Abbildung. Dann ist ¢ bijektiv.’

1.2.7 Moduln von endlicher Darstellung

Ein A-Modul M heifit von endlicher Darstellung, wenn es eine exakte Sequenz der
Gestalt

f
ADES AP s M — 0

gibt. Das bedeutet, der Modul M besitzt ein endliches Erzeugendensystem
mi = f(ei) ,i=1,..,p

derart, daf} der Modul der Relationen

= p =
Rmy....m):={ (a....a) EAPI igaimi 0}
endlich viele Erzeugende besitzt (z.B. g(el), s g(eq)).

1.2.8 Kriterium fiir endliche Darstellung

Seien M ein A-Modul von endlicher Darstellung und
0—K—DSF—5M—0

eine exakte Sequenz mit F endlich erzeugt. Dann ist auch K endlich erzeugt.®

Insbesondere sind fiir jeden A-Modul M die folgenden Aussagen dquivalent.
6) M ist von endlicher Darstellung.

> Man betrachte die zugehorige Matrix der Eintriige modulo m.
% Siehe H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge Mass. 1980, Theorem 2.5, Seite 9.
7 (Vasconcelos). Wir betrachten M als A[x]-Modul mit

xem = (X)
fiir mEM. Dann gilt XM = M.Nach NAK gibt es ein Element f € A[x] mit fM =0 und f = 1 mod
xA[x],d.h. f =1 + xg mit gEA[x]. Fiir m € Ker(g) (C M) gilt

0 =fem (wegen tM = 0)
= (1 + xg)*m (wegen f =1 + xg)
=m + geX°m
=m=gep(m) (nach Definition von *)
=m (wegen m € Ker(g))

¥ Man konstruiere ein kommutatives Diagramm

A AP s M0

Bl o I
K— F —>M—0
und fixiere ein endliches System von Erzeugern f, von F. Fiir jedes i wihle man ein g, mit
i i

g €EKundf -g € Im(a).
i i i

Dann erzeugen die g. zusammen mit Im(f$) den Modul K.
i



(i1) Es gibt eine Surjektion A™ — M mit endlich erzeugten Kern.

(iii))  Fiir jede Surjektion A™ —s M ist der Kern endlich erzeugt.
1.3 Moduln endlicher Lange

Kompositionsreihen

Eine Komposisitonsreihe der Linge r eines A-Moduls M ist eine Kette von echt
ineinander liegenden A-Teilmoduln von M der Gestalt

O:MOCM1 C ...CMr:M
mit der Eigenschaft, daf3 Mi/Mi-l fiiri = 1,....,r ein einfacher A-Modul ist, d.h. der Modul

ist von O verschieden und enthélt keine echten Teilmoduln. Falls eine solche
Kompositionsreihe existiert, so heist M Modul endlicher Linge. In diesem Fall hingt
die Linge r der Kompositionsreihe nur von M und nicht von der speziell gewdhlten
Kompositionsreihe ab und wird mit

(M) = ZR(M) =r
bezeichnet. Man sagt auch, diese Zahl ist die Lénge von M. Falls es keine

Kompositionsreihe fiir M gibt, so schreibt man auch
¢(M) = .

Additivitiit der Lingenfunktion
Fiir jede kurze exacte Sequenz

O—-M —>M—M —0
von A-Moduln gilt
(M) = (M) + €(M™).

Insbesondere ist M genau dann von endlicher Linge, wenn M’ und M” es sind.
Fiir jede exakte Sequenz

0— M1
von A-Moduln endlicher Lénge gilt

S (-)ieM) =0.

=1

— M —>...—>Mr—>0

2

Beispiel: die Hilbert-Samuel-Funktion
Sei m C A ein maximales und endlich erzeugtes Ideal. Dann sind die A/m-Vektorrdume
mYmi+!
endlich erzeugt also von endlicher Dimension, also als A-Moduln von endlicher Linge,
¢mYm ) < oo
Also ist auch A/m™*! fiir jedes n von endlicher Linge:
(A = dam™) + ¢m"m™
= ¢Am™ 1y + ¢m™ 1 /m™)+ ¢m"/m"*)

= 3 ¢mimi*!) < oo,
i=0

n+1 n+l

90 — m"/m™' — A/m™' — A/m"™ — 0 ist exakt.



Die Funktionen
0
H Al ZZO
1

HA:Z2 — 7

n+1)

—7Z . .np lmYm

=0’
0 0 ne Z(A/mn'i'l)

heillen auch Hilbert-Funktion bzw. Hilbert-Samuel-Funktion von A in m.

1.4 Kettenbedingungen

1.4.1 Halbgeordnete Mengen
Sei I ein halbgeordnete Mengen. Dann sind folgende Bedingungen fiquivalent.'
(1) Jede nicht-leere Teilmenge von I” besitzt ein maximales Element.
(i1) Jede aufsteigende Kette
Y SVySVy S
ist stationdr, d.h. von einer bestimmte Stelle an gilt das Gleichheitszeichen.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagt man, I" gentigt der aufsteigenden

Kettenbedingung. Analog definiert man die absteigende Kettenbedingung: man ersetze <
durch =.

1.4.2 Ringe und Moduln

Ein Modul iiber einem Ring heif3t noethersch, wenn die Menge seiner Teilmoduln der

aufsteigenden Kettenbedingung geniigt (beziiglich ).
Ein Modul iiber einem Ring heif3t artinsch, wenn die Menge seiner Teilmoduln der

absteigenden Kettenbedingung geniigt (beziiglich C).

Ein Ring hei3t noethersch bzw. artinsch, wenn er als Modul iiber sich selbst diese
Eigenschaft hat (d.h. die wenn die Menge der Ideale des Rings der aufsteigenden bzw.
abgsteigenden Kettenbedingung geniigt).

Faktormoduln, Teilmoduln, Quotientenmoduln

Jeder Teilmodul oder Faktormodul oder Quotientenmodul eines noetherschen Moduls
ist noethersch.

Jeder Teilmodul oder Faktormodul oder Quotientenmodul eines artinschen Moduls ist
artinsch.

Die analogen Aussagen fiir Faktorringe und Quotientenringe sind ebenfalls richtig.
Die analogen Aussagen fiir Teilringe miissen nicht richtig sein."

1.4.3 Endliche Erzeugendensysteme und noethersche Moduln bzw. Ringe

Ein Modul ist genau dann noethersch, wenn jeder Teilmodul ein endliches
Erzeugendensystem besitzt.

Ein Ring ist genau dann noethersch, wenn jedes Ideal ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

19 (i) = (ii). Andernfalls hiitte die Menge der y. kein maximales Element.
i

(i) = (i). Andernfalls kénnte man eine unendliche echt aufsteigende Kette konstruieren.

' Sei A ein Polynomring in unendlich vielen Unbstimmten iiber einem Korper. Dann ist A weder
artinsch noch noetersch, aber Teilring seines Quotientenkorpers, d.h. eines Rings der sowohl artisch als
auch noethersch ist.



1.4.4 Kurze exakte Sequenzen
Sei

O—>M’—>MiM”—>O
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Dann gilt'?
6)) M ist genau dann noethersch, wenn M’ und M” es sind.
(i1) M ist genau dann artinsch, wenn M’ und M” es sind.
Folgerungen:
Jeder endlich erzeugte Modul iiber einem noetherschen Ring ist noethersch.
Ein Modul ist genau dann von endlicher Liinge, wenn er noethersch und artinsch ist."

Eigenschaften noetherscher Ringe

(1) Mit A ist auch A[x] noethersch (Hilbertscher Basissatz)."*

(i) Mit A ist auch A[[x]] noethersch."

(i) Avist genau dann noethersch, wenn jedes Primideal endlich erzeugt ist (Satz von
Cohen).

2 Man zeige, fiir je zwei Submoduln N”, N” von M mit
N C N ) = £1N?) und g(N) = o(N7)
gilt N’ = N”. Eine unendlich aufsteigende bzw. absteigene Kette von M liefert somit eine ebensolche fiir

M’ oder M”.
3 Sei M # 0 noethersch und artinsch. Dann gibt es einen mimimalen Teilmodul M1 # 0 von M. Im

Fall M1 # M gibt es einen minmalen Teilmodul M2 der echt groBer ist als Ml usw. Die so
konstruierten Mi bilden eine Kompositionsreihe.

" Fiir ein gegebenes Ideal I C A[x] betrachte man das Ideal I' C A der hichsten Koeffizienten der
Elemente von I und fiirr =0, 1, 2, ... das Ideal Ir C A der Koeffizienten von x! welche in den

Elementen von I vorkommen.
15 Siehe H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge Mass. 1980, Theorem 3.3.
16 Siehe H. Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge Mass. 1980, Theorem 3.4. Man
betrachtet die Menge I aller Ideale von A welche nicht endlich erzeugt sind. Falls diese Menge nicht leer
ist, so enthélt sie nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element, sagen wir I. Dann ist I kein
Primideal. Es gibt also Elemente x, y € A mit
xy €Elund x &l jnd y € L.

Die Ideale I + xA und I + yA sind echt groBer als I, d.h.

I+ xA und I + yA sind endlich erzeugt.
Es gibt insbesondere Element ul, . ur € [ mit

I+yA= Au1+...+Au + Ay.
r

Wegen x € ly = {a€ A | ay €I} ist L'y ein Ideal, das echt groBer ist als 1. Es ist also endlich erzeugt,
sagen wir
Ly=Av_+ ..Av .
1 S

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
I= Au1+...+Au + Av1y+...+AV y.
r s

Trivialerweise gilt “22”. Sei a€l. Nach Wahl der u, gitl dann
i
a=au +.+au +fy.
11 rr
Es reicht zu zeigen, f ist eine Linearkombination der v,. Wegen o€l und u €I gilt
i i

By €1, also BEI:y=AV1 + ... Av .
s



(iv) Sei M ein noetherscher A-Modul. Dann ist A/Ann(M) ein noetherscher Ring."”

1.4.5 Kriterium fiir noethersche Ringe (Satz von Formanek)

Sei M ein endlich erzeugter A-Modul mit'®
Ann(M) = 0.
Die Menge der Teilmoduln von M der Gestalt
IM, I Ideal von A,
geniige der aufsteigenden Kettenbedingung. Dann ist A noethersch.
Beweis. Wegen Ann(M) = 0O reicht es zu zeigen, M ist ein noetherscher A-Modul.
Nehmen wir an,
M ist als A-Modul nicht noethersch.

Betrachten wir die folgende Menge.

{ M| Iist ein Ideal von A und }

M/IM ist als A-Modul nicht noethersch (1)

Diese Menge ist nicht leer, denn sie enthélt den trivialen Modul 0-M. Weil die Menge
der IM der aufsteigenden Kettenbedingung geniigt, enthdlt die Mengen (1) ein
maximales Element. Sei IM ein solches maximales Element. Wir ersetzen M durch
M/IM und A durch A/Ann(M/IM). Die Voraussetzungen des Satzes bleiben dabei
erhalten. Wir konnen somit annehmen,

1. M ist als A-Modul nicht noethersch.

2. M/IM ist noethersch iiber A fiir jedes von Null verchiedene Ideal I C A.

Betrachten wir jetzt die folgende Menge.
{N | N C M ist ein A-Teilmodul mit Ann(M/N) = 0} )

Nach Voraussetzung ist M als A-Modul endlich erzeugt, sagen wir
M= Am1+...+Amr.

Ein A-Teilmodul N C M liegt genau dann in der Mengen (2) wenn gilt

a(M/N) # 0 fiir jedes a € A - {0},
d.h.

{ am .., amr} _¢_ N fiirjedesa€ A - {0}.

Ist die letztere Bedingung fiir die Moduln einer Kette erfiillt, so auch fiir die Vereinigung
der Moduln dieser Kette. Die Menge (2) geniigt also den Bedingungen des Zornschen

Lemmas."” Sie enthilt also ein maximales Element, sagen wir NO' Ist der treue A-Modul

M/NO noethersch, so ist auch A noethersch. Als endlich erzeugter A-Modul ist dann

aber auch M noethersch im Widerspruch zu unserer Annahme. Wir ersetzen M durch

M/NO und konnen damit annehmen,

1. M ist als A-Modul nicht noethersch.
2. M/IM ist noethersch iiber A fiir jedes von Null verchiedene Ideal I C A.

3. Ann(M/N) # O fiir jeden von Null verschiedenen A-Teilmodul N C M.

'70.B.d.A. sei Ann(M) = 0. Man fixiere ein Erzeugendensystem von M, sagen wir

M= Am1+...+Am und bette A als Teilmodul in M" ein vermittels
r
A—)Mr,a|-> (am1 ..... am ).
r

Als Teilmodul des noetherschen Moduls M" ist A noethersch.
18 Solche Moduln heiflen treu.
"% Sie ist nicht leer, denn der triviale Teilmodul von M liegt in der Menge (2).



Es reicht zu zeigen, die erste Aussage kann nicht gleichzeitig mit den beiden anderen
gelten. Zeigen wir also M ist noethersch. Dazu betrachten wir einen beliebigen nicht-
trivialen A-Teilmodul

NC M.
Nach Aussage 3 gibtes eina € A - {0} mit a(M/N) =0, d.h.

aM C N.

Nach Aussage 2 ist M/aM noethersch, d.h. der Teilmodul N/aM ist endlich erzeugt,
sagen wir
N =An_+ ...+Ans+aM.

1
Weil M als A-Modul endlich erzeugt ist, gilt dasselbe fiir aM. Also ist N endlich
erzeugt.
QED.

1.4.6 Satz von Eakin-Nagata

(1)  Sei A Teilring eines noetherschen Rings
Modul ist. Dann ist A noethersch.

(i) Sei A Teilring eines nicht-kommutativen Rings®>' B, welcher als linker A-Modul
endlich erzeugt ist und dessen rechte Ideale der aufsteigenden Kettenbedingung
geniigen. Dann ist A noethersch.

(i11) Teilring eines nicht-kommutativen Rings®> B, welcher als linker A-Modul
endlich erzeugt ist und dessen zweiseitige Ideale der aufsteigenden
Kettenbedingung geniigen. Dann ist A noethersch, falls A ganz im Zentrum von B
liegt.

20 B, welcher ein endlich erzeugter A-

Beweis. Zu (i). Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Satz von Formanek.
Zu (i1). Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Satz von Formanek.
Zu (111). Weil A im Zentrum liegt, sind die A-Moduln der Gestalt
IB,I1deal von A,
zweiseitige Ideale von B. Die Aussage folgt damit aus dem Satz von Formanek.
QED.

1.4.7 Kriterium fiir artinsche Ringe

Folgende Bedingungen sind dquivalent fiir A.

@) A ist artinsch.

(i1) A hat als A-Modul iiber sich selbst endliche Léinge.
(iii)) A ist noethersch und jedes Primideal ist maximal.
Beweis.

(ii) = (iii). Trivialerweise ist A noethersch. Sei p & A ein Primideal. Dann liegt p in
einem maximalen Ideal, sagen wir

p & m.
Dann gilt

00 > U(A) = {(A/m™ 1) = § é(mi/miﬂ)

i=0
i+1

i+1y 5 0 sein: es gibt ein i mit m' = m'*1.

fiir jedes n. Also konnen nicht alle Z(mi/m
Nach NAK gibt es ein a € A mit

am'=0und a =1+ x mit x € m.

2 kommuativ mit 1.
2 mit 1.
2 mit 1.



Insbesondere liegt a nicht in m, also erst recht nicht in p. Wegen
am'=0Cp
und weil p ein Primideal ist, folgt m' C p, also m C p also m = p.

(1) = (i1). 1.Schritt. A besitzt nur endliche viele maximale Ideale.

Angenommen, es gibt unendlich viele, sagen wir
Py:PysPg s

Sei
Ij = pl-...-pj
da Produkt der ersten j dieser maximalen Ideale. Dann ist Ij ganz in pj enthalten,

wihrend dies fiir Ij—l nicht gilt. Insbesondere sind Ij und Ij—l verschieden. Wir erhalten

so eine nicht-stationére Kette
113 12 D) 13 ...
von Idealen von A, was nicht moglich ist, weil A Artinsch sein soll.

Wir bezeichnen im folgenden die maximalen Ideale von A mit
PysesP. -
1 r

2. Schritt. Das Produkt I := Py P, der maximalen Ideale ist nilpotent.
Die absteigende Kette der Potenzen von I ist, weil A Artinsch ist, stationir, d.h. es gibt
ein s mit
IS — IS+1 )
Wir setzen
J:=0:15:={xEA I xI° = 0}.
Dann gilt
FI=0:15:0=0:15t1 =],
Angenommen, J ist ein echtes Ideal von A. Weil A Artinsch ist gibt es in der Menge der
Ideale von A, die J echt enthalten, ein minimales, sagen wir J’:

JCrCA.
Fiir jedes x €J’ - J gilt dann J’ = J + xA. Betrachten wir das Ideal
JO I+J=0+Ix+J=Ix+J (CJ) (1)

Wegen
—n e o =23 —
I—p1 Py pll )... | |pr rad(A)

ist (1) von J’ verschieden (denn andernfalls wére nach NAK J* =J was der Wahl von J”’
widerspricht). Also ist (1) ein echter Teilmodul von J’, und wegen der Minimalitét von
J’ folgt

Ix+J=1.
Es folgt Ix C J, also x € J:.I = J, also x € J im Widerspruch zur Wahl von x. Wir

haben gezeigt, J ist kein echtes Ideal von A,
J=A.
Dann gilt aber

o =AP
=J.1°
= (0:I%)1° (Definition von J)

» die p, sind paarweise komaximal.
i
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=0.
3. Schritt. Konstruktion einer Kompositionsreihe fiir A.
Wir betrachten die folgende Kette von Idealen von A.

AD pD ppy DD pyrp (=D
D Ip, D Ippy DD Ip=op (= 1)
D%, D1 p, DD Ppsop_(=1)

D p DD peap =120
Alle Faktoren dieser Kette haben die Gestalt
I/p.1
i

mit einem (endlich erzeugten) Ideal I von A. Diese Faktoren sind also endlich-
dimensionalen Vektorrdume iiber dem Korper A/pi und haben deshalb eine endliche

Linge. Dann ist aber auch die Lange von A endlich.

(1) = (1). Sei also A noethersch, und jedes Primideal von A sein maximal. Wir
verwenden hier die Theorie der Zerlegung in Primérideale von E. Noether (siehe unten).

Sei
0=4,N-Na,
die Zerlegung des Nullideals von A in Primérideale.**

Definition
Ein Primérideal eines Ringes A ist ein echtes Ideal ¢ C& A, fiir welches die folgende
Implikation besteht.

Xy € q,x & q = y" € q fiir ein n.

Bemerkungen
(i)  Die Primérideale von Z sind gerade die von einer Primzahlpotenz erzeugten Ideale.
Primérideale verallgemeinern also den Begriff der Primzahlpotenz.

(i)  Fiir jedes Primirideal q ist \/a ein Primideal und heif3t das zu q gehorige Primideal.

Bezeichne jetzt
P =4/9
das zu q gehorige Primideal. Nach Voraussetzung sind die p; maximale Ideale. Weil sie

endlich erzeugt sind, gibt es eine natiirliche Zahl s mit
S
P &, -
Es folgts
° ° S —
(py-+p)” & q,(M-- g, =0.

Wie im 3. Schritt der vorangehenden Implikation sehen wir, A hat endliche Linge.
Insbesondere ist A Artinsch.
QED.

* Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von der Zerlegung in Primfaktoren. Die Aussage, jede
natiirliche Zahl # 1 ist Produkt von Primzahlpotenzen, bekommt die Gestalt, jedes echte Ideal eines
noetherschen Ring ist Durchschnitt von endlich vielen Priméridealen.
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2 Primideale
2.1 Quotientenringe und das Spekitrum eines Rings

2.1.1 Definition des Quotientenrings

Eine Teilmeng S C A heifit multiplikativ, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind.

1. 1eS

2. Fiir je zwei Elemente x ,y € S gilt xy € S.

Ein Quotientenring von A beziiglich der multiplikativen Menge S ist ein kommutativer

Ring B mit 1 zusammen mit einem Homomorphismus von Ringen mit 1, sagen wir
A —B

mit

(1) f(S) C B*.

(i1) Fiir jeden Homomorphismus von g: A — B’ von Ringen mit 1, fiir welchen

g(S) € B’*,

gilt, gibt es genau einen Homomorphismus g: B — B’ mit der Eigenschaft, daf3 das
folgende Diagramm kommutativ ist.

A5 B

| %
B b
Bezeichnung:
sta=a =B

Bemerkungen
(i)  Der Quotientenring existiert. Man kann ihn beschreiben als die Menge

B'={zla€A.bES)
der Aquivalenzklassen %der Paare (a, b) mit a € A und b € S modulo der Relation
(a,b) ~(a’,b’) & Es gibt ein s&S mit s(ab’ - ba’) = 0.
Die Ringoperationen in B’ sind dann gegeben durch

b

a a ab’ +a’b

R
a a _aa
b b’ bb’

(i)) Der Kern der natiirlichen Abbildung f: A — STA besteht gerade aus den
Elementen, die von einem Element von S annulliert werden,

Ker(f) :={a& Alsa=0 fiireins € S}

Beispiele fiir multiplikative Mengen

1.  Die Potenzen eines festen Elements aus A.

2. Das Komplement eines Primideals.

3. Die Mengen der Gestalt 1 + I mit einem echten Ideal I von A.
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4.  Fiir jede multiplikative Menge S ist auch S = {ac Alabe Sfireinb& A}

eine multiplikative Menge von A. Sie heif3t Saturation von S. Es gilt AS = Afg

2.1.2 Vergleich der Idealmengen von A und s-1a

Seien S C A eine multiplikative Menge und f: A — SLA die natiirliche Abbildung in
den Quotientenring
(1) Die Abbildung

{Ideale von sia } — {Ideale von A}, I » 1(I) = 1NA.

ist injektiv. Ihr Bild besteht aus den Idealen J von A, mit J : s = J fiir s&€S.*°
Genauer, es gilt*®

(ImA)AS =1. (1

(i) Die Menge der Primideale von S'lA 14Bt sich vermittels der Abbildung von (i)
identifizieren mit den zu S disjunkten Primidealen von A.

(iii) Jedes Ideal von AS hat die Gestalt IAS mit einem Ideal I von A.*’

(iv) Jedes Primideal von AS hat die Gestalt pA

welches giltp () S =27

(v)  Jedes Primérideal von AS hat die Gestalt A

welches gilt (S = J.*°

(vi) Quotientenringe von noetherschen Ringen sind noethersch.
(vi)) Quotientenringe von artinschen Ringen sind artinsch.

S mit einem Primideal p von A, fiir

g mit einem Primérideal q von A, fiir

2.1.3 Quotientenbildung und Faktorisierung
Seien S C A eine multiplikative Menge, I C A ein Ideal und S das Bild von S beim

natiirlichen Homomorphismus A —» A/I. Dann gilt*

» Sei J] C A ein Ideal mit der angegebenen Eigenschaft. Wir setzen I := JAS. Dann gilt nach

Konstruktion
JCINA.

Sei x € INA. Dann gilt %e I=JA .dh. ?: Z—lmit ac€Junds €S, dh.
te(xs-a-l1)=0
fir ein t€S,dhstx =ta€ J,dh.x&€J:st=1].
% Die Implikation “C” ist trivial. Beweisen wir “2D”. Sei &I, x = %mit aEA, s&S.Dann ist
a€lNA,

also aTe (INA)A. Weil STEinheit in A ist, folgt x = *Sl: aT-(ST)‘l €INAA, .

T Wegen (1).

% Wegen (1).

» Wegen (1).

% Sei B einer der beiden Ringe. Dann gibt es einen Homomorphismus
fA— B

von Ringen mit 1, wobei gilt:

1.f() = 0.

2. £(S) C B*.
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Ag/IAg = (Allg

2.1.4 Iterierte Quotientenbildung

Seien S C A eine multiplikative Menge und f: A — A, die natiirliche Abbildung.

S
Weiter existiere ein kommutatives Diagramm

f
A —A

gl /h
B

S

von Ringen mit 1.

Fiir jedes b € B existiere s&€S mit g(s)*b € g(A).

Dann ist A ein Quotientenring von B. Genauer, es gilt

S
As=Bys) =By

mit T = {t € B | h(t) ist Einheit in AS}.
Beispiele
1. Seien p C A ein Primideal, S = A - p und B wie im obigen Satz. Dann gilt

A =B._ mitP:=pA B.
p P ppm

2. Enthalte die Menge S C A des Satzes keine Nullteiler. Dann kann man A als Teilring
von A_ ansehen,

S
AC AS ,
und fiir jeden Ring B zwischen A und AS
ACBC AS

ist AS ein Quotientenring von B.

3. Seien S und T zwei multiplikative Teilmengen des Rings A mit S C T und sei T” das

natiirliche Bild von T in AS. Dann gilt (AS)T, = AT.

4. Seien p, q Primideale von A mit p C q, so gilt (Aq)p = Ap.

2.1.5 Spektrum und maximales Spektrum eines Rings, Nullstellenmengen
Die Menge aller Primideale von A heifit Spektrum von A und wird mit

Spec A
bezeichnet.Die Menge der maximalen Ideale von A heifit maximales Spektrum von A
und wird mit

m-Spec(A) oder Q(A)

Aullerdem faktorisiert sich jeder Homomorphismus f”: A — B’ von Ringen mit 1, wobei gilt
1.£0) =0

2.f(S) & B’*

auf genau eine Weise iiber f.

Beide Seiten geniigen also derselben Universalititseigenschaft.



14

bezeichnet. Fiir jedes Primideal p C A heiBt der Quotientenkdrper

K(p) := Q(A/p)
des Restklassenkorpers von A/p auch Restekdrper von p. Fiir jedes f € A und jedes p €
Spec (A) setzen setzen wir

f(p) := Bild von f beim natiirlichen Homomorphismus A — A/p C «k(p).

Zu jedem Element f von A gehort also eine Funktion

f: Spec(A) — V x(p), p b f(p),

auf dem Spektrum von A, welche Werte in der disjunkten Vereinigung der
Restklassenkorper annimmt. Wir werden diese Funktion oft ebenfalls mit f bezeichnen
(obwohl das Element f im allgemeinen nicht durch die Funktion f bestimmt ist).

Fiir jedes Ideal I C A setzen wir

V() :={p € Spec(A) | IC p } = {p € Spec(A) | f(p) = O fiir jedes f E I}

und werden auch sagen, V(I) ist die Nullstellenmenge von I in Spec(A) oder auch die

Varietit von I in Spec (A).

Bemerkungen

(i) Da jeder von Null verscbiedene Ring ein nicht-triviales Ideal und damit ein
maximales Ideal besitzt, gilt

A # 0 QA) # J e Spec(A) # C.
(il)) Maximale Ideale des Polynomrings und affiner Raum. Sei A = k[xl, s xn] ein

Polynomring iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz hat dann jedes maximale Ideal von A die Gestalt
m:(x—c1 - ,x—cn).

Die Restklassenkorper der maximalen Ideale sind also alle gleich k, und die
natiirliche Abildung
A —s A/m = k(m) —k, f(x) +> f(x) mod m = f(c) mod m > f(c),

146t sich mit der Auswertungsabbildung an der Stelle ¢ identifizieren, d.h. mit der
Abbildung, welche jedem Polynom in dessen Wert an der Stelle ¢ zuordnet.

Insbesondere lassen sich so die maximalen Ideale von A mit den Punkten des k™
identifizieren,

, e, X-C ).

n =
k —>Q(k[x1,...,xn]),(cl,...,cn)|—> (X-C1 n

und fiir f € A und m € Q(A) ist f(m) gerade der Wert von f im zu m gehdrigen

Punkt ¢ € k",
f(m) = f(c).
(iii) Primideale des Polynomrings und affiner Raum. Fiir jedes Primideal p (C A ist
K(p) = Q(A/p) in der Situation von (ii) ein Erweiterungskorper von k. Bezeichne ¢

€ k(p) die Restklasse der Unbestimmten X, im Faktorring A/p. Dann ist die
natiirliche Abbildung



(iv)

V)

15

A — A/p =x(p), f(x) » f(x) mod p = f(c),
gerade die Abbildung, welche das Polynom f abbildet auf den Wert von f im Punkt
¢ mit den Koordinaten c.. Die Werte
f(p)

der f € A in Primidealen sind also gewdhliche Werte der f in Punkten, deren

Koordinaten in irgendwelchen Erweiterungskorpern von k liegen.
Sei umgekehrt ¢ = (Cl’ -y cn) ein Punkt mit Koordinaten ci aus einem

Erweiterungskorper
K/k
von k. Dann ist die Auswertungsabbildung in c,

cpC:A — K, f(c),

ein Homomorphismus von k-Algebren und induziert einen injektiven
Homomorphismus

A/Ker((pc) — K.
Insbesondere ist p := Ker(cpc) Primideal und die Auswertungsabbildung P,
faktorisiert sich tiber A/p. Weil K ein Korper ist, faktoriesiert sich ¢, sogar tiber

Q(A/p) =x(p),

A —x(p) & K.
Identifiziert man «(p) mit einem Teilkorper von K, so wird die
Auswertungsabbildung zur Abbildung p = f(p). Wir haben damit die

Spec k[Xl’ s xn]

beschrieben als etwas, was fiir die Gesamtheit der affinen Riume K steht, wobei
K die Erweiterungskorper des algebraisch abgeschlossenen Korpers k durchliuft.
Maximale Ideale und Nullstellenmengen. Betrachten wir jetzt einen Faktorring des
Polynomrings, sagen wir

A =Kk[x , Xn]/I

Lo
mit einem Ideal I C k[x1 s s Xn] und einem algebraisch abgeschlossenen Korper

k. Die maximalen Ideale von A entsprechen dann gerade den maximalen Idealen m
des Polynomrings mit

Igm=(x—c1 ,...,X—Cn).

Die letztere Bedingung bedeutet gerade, fiir f €I gilt f € m, d.h.
0 = f mod m = f(m) = f(x) mod m = f(c).
Mit anderen Worten,

QA) ={m€E Qk[x]) I TC M}

={c €k If(c) =0 fir fET}
ist gerade die Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome des Ideals I.
LiBt man als Nullstellen auch Punkte mit Koordinaten aus einem
Erweiterungskorper von k zu®', so mul man das maximale Spektrum von A durch
das Spektrum Spec A ersetzen. Genauer,
Spec A
besteht aus Konjugationsklassen iiber k von Nullstellen. Sei zum Beipspiel
A =k[x]/(f)
und

' und verzichtet auf die algebraische Abgeschlossenheit von k.
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e e
f=f Lo of T
1 r
die Zerlegung von f in paarweise teilfremde Potenzen von irreduziblen Polynomen.
Die Menge Spec A steht dann fiir die Menge der Punkte des affinen Raumes

Spec k[x] = AII(

mit Koordinaten in einem Erweiterungskdrper von k, welche Nullstellen von f
sind. Genauer erhalten

Spec A = V(1)
c (&}
= V<f11> U..U V(E 1)

= V(fl) ..U V(fr)

= {flA y e ’frA}
Dabei kann man das Primideal fiA identifizieren mit einem gewohlichen Punkt mit
Koordinaten im Erweiterungskorper k[x]/(fi) von k, wobei die einzige Koordinate
dieses Punktes gerade die Restklasse x ist, d.h. eine Nullstelle von fi' Man beachte,
je zwei Nullstellen von fi sind konjugiert iiber k. Alternativ kann man sich f 1A als
die Gesamtheit der endlich vielen Nullstellen von fi vorstellen.
Betrachten wir eine weiteres (hoherdimensionales) Beispiel. Sei

A =Kk[x, yJ/(f) mit f := X3 - y2.

A

Es ist nicht schwer zu zeigen, das von f erzeugte Ideal ist gerade der Kern der
Auswertungsabbildung

K[x, y] —s k(t), p(x. y) & p(t%. ), (1)
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an der Stelle (t2, t3), wobei t eine Unbestimmte bezeichne. Insbesondere ist f
irreduzibel. Die Menge

Spec A = {(a®, o) lagk } U { (%, }
besteht gerade die gewohnlichen (0-dimensionalen) Punkten mit Koordinaten aus

k und einem weiteren (1-dimensionalen) Punkt (t2, t3) mit Koordinaten im

Erweiterungskorper k(t). Ersetzt man t durch eine andere Unbestimmte, so bleibt

der Kern der Abbildung (1) unverindert, d.h. man erhélt denselben Punkt.

Man beachte die einpunktige Menge

(GRS

liegt dicht’” in Spec A = V(x3 - y2). Man nennt solche Punkte allgemeiner Punkte.
(vi) Der Fall von Ringen ohne Teilkorper. Die Konstruktionen von (iii) und (iv) lassen

sich auf beliebige Ringe A verallgemeinern, welche einen Korper k enthalten. Die

Mengen Spec A stehen dann fiir die Losungen von nicht notwendig linearen

Gleichungssystemen mit Koordinaten in den Erweiterungskorpern von k. LaBt

man auch Ringe zu, die keinen Korper enthalten, so tritt ein neues Phdnomen ein:

man erhélt Losungen von Gleichungssystemen in Korpern unterschiedlicher

Charakteristik. Zum Beipiel steht

Spec Z[x, y]/(x2 + y2 -1)
fiir alle Punkte des Einheitskreises mit Koordinaten in allen Korpern (aller
Charakteristiken), zum Beispiel auch fiir den Einheitskreis tiber dem Korper Z/(p)
mit p Elementen.
(vii) Fiir je zwei Ideale I’, I eines Ringes A gilt
V(Is) U V(I”) — V(I,'I”) — V(I’ml”).33
(viii) Fiir jedes Familie {Ia} von Idealen des Rings A gilt

N V(Ia) = V(g Ia) 3

32 Seien (O(3 R OLZ) S V(X3 - y2) ein beliebiger Punkt und U eine offene Umgebung dieses Punktes. Wir
haben zu zeigen,

& .} eu.
Zum Beweis konnen wir U bei Bedarf verkleinern. Wir konnen also annehmen, U ist eine offene

Hauptmenge, sagen wir
U=D(g). g €kIx, yl.

Wegen (OL3 , (12) € U =D(g) gilt g(ot3 , otz) # 0. Dann gilt aber erst recht dasselbe, wenn man a&k

durch eine Unbestimmte ersetzt, d.h. es gilt g(t3 s t2) # 0, also
%) ED(g) = U.
3 Fiir p € Spec A gilt
PEVIIMep ol Il epDloderp D" pe VI)UVA).
Aus p D I’(I” folgt trivialerweise p 2 I’«I”. Zusammen erhalten wir
VIO C VT =vVT) () VA?).
Sei jetzt p nicht in V(I’()I””). Dann gibt es ein x € I’(1)I”, welches nicht in p liegt.
Dann liegt aber auch
X2 E Tl
nicht in p, d.h. p liegt nicht in V(I’I”).
* Fiir p € Spec A gilt
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(ix) Die Mengen der Gestalt V(I) mit I C A Ideal bilden die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie von Spec A. Diese heifit Zariski-Topologie von Spec A. Die
Mengen der Gestalt

D(f) := {pESpec A | f(p) # 0} = {p € Spec A | f & p}
sind offen in der Zariski-Topologie. Sie heilen offene Hauptmengen und bilden
eine Topologiebasis.

Spec A
ist quasi-kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung™ .
(x) Fir jeden Homomorphismus h: A — Ringen betrachten wir die
Abbildung

Spec(h): Spec B— Spec A, p » h'l(p).
Fiir jedes f € A gilt

Spec(h) ! (D(H) = D(h(f)).
Insbesondere ist Spec(h) stetig.”®

pEﬂV(IG)@pQIafﬁrjedesaﬁp;)gla@pEV(%Ia)

3 Trivialerweise gilt V(A) = @ und V({0}) = Spec A. Zusammen mit (vii) und (viii) bedeutet das, die
V() sind die abgeschlossenen Mengen einer Topologie von Spec A. Die Menge D(f) ist offen wegen
D(f)={p!f&p}={pIfA L p}=Spec A-V(fA).
Zeigen wir, die D(f) bilden eine Topologie-Basis, d.h. jede Menge der Gestalt
Spec A - V(I) , I Ideal von A,
ist Vereinigung von Mengen der Gestalt D(f).
Sei {foc} ein Erzeugendensystem des Ideals I. Dann gilt fiir p € Spec A:

pPESpec A-V() &« f &pfireina«w pEDE )fireina e p& U DI ).
a a a

Wir haben noch die Kompaktheit von Spec A zu zeigen. Sei eine offene Uberdeckung von Spec A
gegeben,
Spec A=J Ua . (1)

Wir haben zu zeigen, bereits endlich viele der UOL iiberdecken Spec A. Zum Beweis konnen wir
annehmen, die UOL sind offene Hauptmengen, sagen wir
U =D ).
(04 ( O(.)
Wegen (1) liegt jedes Primideal p von A in einem D(fa), d.h. fa$ p. Deshalb liegt das von den fa

erzeugte Ideal
I:= (foc | o beliebig )

in keinem maximalen Ideal von A ist also gleich A. Es folgt 1 € I, d.h. 1 ist Linearkombination von

endlich vielen f ,sagen wirvonf ,..,f ,dh.
o o (04
1 r
f )Y=A
( a b b a )
1 r
Kein Primideal p von A enthélt alle fOL . Jedes Primideal p liegt in mindestens einem D(fa ), d.h.
i i

D(fal) J..uU D(far) = Spec A.
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(ix) Istin (x) der Ring B der Quotientenring
B=A ¢

beziiglich der Potenzen eines Elements f € A und h die natiirliche Abbildung
h:A—A £
SO 1st
Spec(h): Spec Af —>Spec A,q b q[ A,
ein Homoomorphismus, welcher Spec Af mit der offenen Teilmenge D(f) von
Spec A identifiziert.”’

2.1.6 Quotientenmoduln

Seien M ein A-Modul und S C A eine multiplikative Menge. Dann ist
sIM:=Mg = (T ImEM,s €S}

definiert als die Menge der Aquivalenzklassen ?der Menge MxS der Paare (m, s)
beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation.

(m,s) ~(m’,s’) & %: I:—,’@ te(s’m-sm’) =0 fiireint € S.
Die folgenden Definitionen sind korrekt und versehen die Mengen M _ mit der Struktur

S
eines A _-Moduls.

S

m m’ s’m + sm’
-+ =
S S SS

3 Fiir q € Spec B gilt
q € Spec(h) (D) 4 Spec(h() € D()
enl@eDd
sfehl
< h(f) &q

< q € D(h(D)).
7 Wie wir wissen ist Spec(h) stetig und bildet Spec Af bijektive auf D(f) ab. Wir haben noch zu zeigen,

die Abbildung
Spec(h): Spec(Af) — D(f),

ist offen, d.h. sie bildet offene Mengen in offene Mengen ab. Dazu reicht es zu zeigen, daf das Bild
einer offenen Hauptmenge stets offen ist, d.h. es reicht zu zeigen

Spec(h)(D(@/")) = D(HD(a).
Fiir p € Spec A gilt:

p € Spec(h)(D(a/f")) & p ED(f),d.h.p = DA, und pA € D(a/f")
& pED() und a/f" & DA
S pED®() und a/l1 & pAf(Weil f/1 Einheit ist in Af)
@pED(f)undaﬁEpAfrﬁA:p

< p € D(f) und p € D(a)
& p EDHMD(a).
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a,m - am
s t T st

Im Fall S := A - p mit einem Primideal p von A schreibt man
M= s M

Die Menge

Supp(M) := {p € Spec A | Mp # 0}
heiB3t Tridger von M in Spec A.

2.1.7 Eigenschaften von Quotientienmoduln
(i)  Fiir jeden A-Modul M und jede multiplikative Menge S C A ist die Abbildung
M— MS ,m > %
A-linear und besitzt den Kern

{m € M | sm = 0 fiir ein SES}

(i)  Fiir jeden endlich erzeugten A-Modul M, sagen wir
M=Am, + ...+Amr

1
gilt®®
» Supp(M) = V(Ann(M)).
(1i1) MS = M®AAS )
¥ Es gilt:

pPE SuppM) &M # 0& einm, ist # 0in M (liegt nicht in Ker®M — M )
P 1 P P
& Ann(m,) C p fiir ein i
i
< () Ann(m) Cp (mit dem Durchschnitt liegt auch das Produkt in p)
i

< Amn(M) C p
& p € V(Ann(M))

% Die natiirliche Abbildung M x AS — MS , (m, a/s) » am/s , ist bilinear iiber A. Fiir jede

Abbildung
b: M x AS — N

mit Werten in einem A S—Modul N, welche bilinear iiber A ist, betrachte man die Abbildung
b’:MxS — N, (m, a) » b(m, 1/a).

Fir &= d.h. t«(s’m - sm’) = O fiir ein t€S gilt
S S

tss’(b’(m,s) - b’(m’,s’)) = tss’(b(m,1/s) - b(m’,1/s’)
=Db(m, ts’) - b(m’ ts)
=b(ts’m, 1) - b(tsm’, 1)
=b(ts’m - tsm, 1)
=b(0,1)
= O’
also
tss’b’(m,s) = tss’b(m’,s’) in N.
Weil N ein A S—Modul ist und tss’ eine Einheit in A S ist, folgt b’(m,s) = b(m’,s’). Die Abbildung b’
induziert somit eine wohldefinierte Abbildung
bM_ —» N,?.-) b(m, 1/s).

S
Fiir diese ist das folgende Diagramm kommutativ
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(iv)  Fiir je zwei A-Moduln M und N und jede multiplikative Menge S C A gilt
M® AN)S =M ®, N

SASS

d.h. der Ubergang zum Quotientenring kommutiert mit dem Tensorprodukt.*’
(v)  Seien M ein A-Modul und m € M ein Element mit
m=0in Mp fiir jedes p € Q(A).
Dann gilt m =0 in M.*!

vi) A= A fiir jeden Integrititsbereich A.*

(vii) Sei M ein endlich erzeugter A-Modul mit
M®AK(p) = 0 fiir jedes p € Q(A).
Dann gilt M =0.%

MXAS - MS (m,a/s) »  am/s
N b(am;1/s)

denn b ist bilinear. Weil MS von den Elementen der Gestalt m/s erzeugt wird, ist die Abbildung b

auferdem durch die Kommutativitdt dieses Diagramms eindeutig bestimmt. Mit anderen Worten, b
faktorisiert sich auf genau eine Weise liber MS Wir haben gezeigt MS besitzt die

Universalitétseigenschaft von M®AA

S
“Es gilt
M =M A h (iii
( ®AN)S ( ®AN)®A S (nach (iii))
=M®, (N® A
= M®ANS (nach (iii))
= M®AAS®ASNS (weil NS ein AS-Modul ist)
=M® N (nach (iii))
S
4 Es gilt

m=0in Mp < sm =0 fiir ein SEA-p & Ann(m) _¢_ p-
Auf Grund der Voraussetzung liegt also das Ideal Ann(m) in keinem maximalen Ideal
von A. Es gilt also Ann(m) = A, d.h. 1 € Ann(m),d.h. m = 1em =0.

2 Weil A ein Integritisbereich ist, lassen sich die Quotientenringe A mit Teilringen des
p

Quotientenkorpers K von A identifizieren. Der Durchschnitt auf der rechten Seite ist somit
wohldefiniert. Wegen
A C A fiir jedes p
p

gilt offensichtlich “C”. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir jedes x € K betrachten wir das

folgende Ideal von A.
I ={acAlax€ A}
X

Firxe A giltl _¢_ p. Liegt x im Durchschnitt auf der rechten Seite, so liegt das Ideal I in keinem
p X X
maximalen Ideal von A,d.h.esist] =A,dh.1E€1 ,dh.x=1x€E A.
X X

* Nach Definition ist K(p) = Ap/pAp. Nach Voraussetzung ist also
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(viii) Sei h: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein endlich
erzeugter B-Modul mit

M® AK(p) = 0 fiir jedes p € Spec(A).
Dann gilt M =0.*
(ix) Exaktheit. Sei
00— M —5M-—M —0
eine exakte Sequenz von A-Moduln und S C A eine multiplikative Menge. Dann
ist die zugehorige Sequenz der Quotientenmoduln
O M —M,—M_—0

S S S
exakt.®

0=M® A /pA =M® A /poM® A =M /pM__,
A p P p AP P AP p P p
d.h.
M, =PM,
Nun ist Mp ein endlich erzeugter Modul iiber dem lokalen Ring Ap (mit dem Radikal
pAp). Nach NAK folgt

Mp = 0 fiir jedes p € Q(M).

Wegen (v) ist dann aber M = 0.

* Angenommen, M # 0. Dann gibt es nach (v) ein maximales Ideal ¢ C B mit M # 0. Nach NAK
q

ist dann

0#M /qM
qQ 49

Wirsetzenp:=q[ ) A (:= h_l(q)). Dann ist p ein Primideal von A,
p € Spec A,
mit pM C gM . Insbesondere ist
q q

0%M /pM =M ® A /pA (M istein A -Modul)
° 9 g9 A p p ( P
= Mq@A K(p)
p
= Mq@A Ap®AK(p) (Quotientenring von k(p) sind gleich k(p))

=M ® «(p) (M istein A -Modul)
q A q P
=B ® M® K(p) (Definition von M )
qg B A q
Wir haben gezeigt ein Quotientenmodul von M®AK(p) ist ungleich Null. Dann muf}

aber auch M®AK(p) selbst ungleich Null sein. Dies steht im Widerspruch zu unseren
Voraussetzungen. Also muf3 M gleich Null sein.

s

4 Exaktheit an der Stelle M” S: Jedes Element von M” S hat die Gestalt m—mit m”EM” und sES. Sei
S

29

mEM ein Urbild von m in M. Dann ist Eein Urbild von m_.
S S

Exaktheit an der Stelle MS: sei % ein Element im Kern von MS — M” _und bezeichne m”EM”
s

das Bild von m bei M —s M. Dann ist 2= 0 in M” g d.h. es gibt ein t€S mit tm” = 0. Dann
S
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(x) Seien M ein A-Modul, S C A ein multiplikative Teilmenge und
N, , N” g M

zwei Teilmoduln. Dann gilt in MS:‘“’

(NN =N N N

2.1.8 Offenheit verschiedener Mengen

Die Frage nach der Offenheit oder Abgeschlossenheit verschiedener Mengen gehort zu
den zentralen Fragen der kommutativen Algebra. Die wichtigste von diesen Frage,
nidmlich die Frage nach der Offenenheit der Menge der nicht-singuldren Punkte, konnen
wir an dieser Stelle nocht nicht behandeln. Wir beschridnken uns hier auf zwei einfache
Beispiele.

Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt:
(1) Fiir jede nicht-negative ganze Zahl r ist die folgende Menge offen in Spec A.

Ur :={p € Spec A | Mp kann tiber Ap von r Elementen erzeugt werden }
(11) In M von endlicher Darstellung, so ist die folgende Menge offen in Spec A.
UF :={p &€ Spec A | Mp ist frei als Ap—Modul}

Beweis. Zu (i). Seip € Ur dann gilt

M =Am/s +..+A m}/s

p p 11 p rr

mit ml, s mr € A und Sl’ e sr € A - p. Weil die Si/l Einheiten in Ap sind, konnen
wir annehmen Sl: = sr =1,d.h.

M =Am/1+..+A m/l

o p pl Pt
Betrachten wir die A-lineare Abbildung
cp:Ar—>M,(a s d) P> i a.m. ,
1 r Syt

und die zugehorige exakte Sequenz

Ari)M—>C—>O

liegt tm im Kern von M—»M?”, kann also als Element des Teilmoduls M” C M aufgefal3t

werden. Dann kommt aber = = ttﬂ von einem Element aus M’ .
S S
Exaktheit an der Stelle M’ . Sei m"EM" und Le M’ sei Null in M. Dann gibt es ein t€S mit tm’
S

=0 in M. Dann ist aber —= m _ 0 in M’S.
% Man betrachte die injektive lineare Abbildung
M/N’(N” — M/N’ @ M/N”, m mod N’((\N” b (m mod N’, m mod N”).

Wegen der vorangehenden Bemerkung ist dann auch die induzierte Abbildung
(M/N’ﬂN”)S — (M/N’)S @ (M/N”)S,
injektiv, also auch
M _/(N°(IN” M /N _ @®M_/N” .
g NN — MYN'g & MUN™ o
Letzteres ist gerade die Behauptung.
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mit C = Koker ¢ = M/ Im(¢p). Durch Ubergang zum Quotientenring beziiglich S = A-q,
g € Spec A, erhalten wir eine exakte Sequenz

Ar—>M —C —0
q q

Weil die m, tiber Ap ein Erzeugendensystem von Mp bilden, gilt Cq =0 fiir ¢ = p. Nun

ist der Faktormodul C des endlich erzeugten A-Moduls M ebenfalls endlich erzeugt.
Nach Bemerkung (ii), FEigenschaften von Quotienten-Moduln ist Supp(C)
abgeschlossen. Es gibt also eine offene Umgebung U von p,

peU
mit
Cq = 0 fiir jedes q € U.
Dann ist aber Ag — Mq surjektiv fiir ¢ € U, d.h. Mq wird von r Elementen erzeugt
iiber Aq firqe U,dh.UC Ur'

Zu (11). Seip € UF' Dann gibt es ein iiber Ap linear unabhingiges Erzeugendensystem

von Mp , sagen wir

m,/s, ,..,m/s EM
171 rr

Wie oben konnen wir annehmen,

slz e = srzl

und wie oben betrachten wir die Abbildung ¢ und die zugehorige exakte Sequenz
0—K—AT 5 M_sC—0

mit C := Koker(¢) und K := Ker(gp). Wie wir gerade gesehen haben, gibt es eine offene

Umgebung U von p mit Cq =0 fiir ¢ € U. Wir konnen annehmen, U ist ein eine offene

Hauptmenge, sagen wir U = D(f). Indem wir A und alle beteiligten Moduln durch die
Quotienten-Ringe bzw. Moduln beziiglich der Potenzen von f ersetzen, erreichen wir,

daB o. B. d. A. gilt D(f) = 0, d.h. Cq = 0 fiir alle ¢ € Spec A, d.h. C = 0 (nach

Eigenschaft (v) von Quotientenmoduln). Wir konnen also annehmen, unsere exakte
Sequenz hat die Gestalt

0—K—A' i) M—0
Wir betrachten die zugehdrigen exakten Sequenzen

0—>Kq—>Ar—>Mq—>0

q
Firq=pist Mq ein freier Aq—Modul vom Rang r, also isomorph zu Aa. Nach A4.1.2
Freiheit und Projektivitit iiber lokalen Ringen ist die Surjektion Aa — Mq sogar ein

Isomorphismus, d.h. es gilt
Kq =0 fiirq =p.

Nach Voraussetzung ist M von endlicher Darstellung. Also ist K ein endlich erzeugter
A-Modul. Insbesondere ist der Triger von K abgeschlossen. Es gibt also eine offene
Umgebung U von p mit

Kq =0 fiir jedes q € U.

Dann ist aber
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T
Aq—>Mq

fiir jedes q € U ein Isomorphismus, d.h. Mq ist frei tiber Aq ,d.h.es gilt
UC UF'
QED.

2.2 Dimensionstheorie /

2.2.1 Kombinatorische Dimension und Krull-Dimension
Sei X ein topologischer Raum. Eine abgeschlossene Teilmenge
7CX
heiflt reduzibel, wenn sie Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen ist,
Z=2\UJZ,22# Z,2” # Z,7’,7” abgeschlossen.

Betrachten wir eine echt aufsteigende Kette der Lénge r,

ZOCZ1 C ...CZr,
von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X. Das Supremum dieser Léngen
tiber alle diese Ketten heifit kombinatorische Dimension von X und wird mit

dim X :=sup {rl Z0 C Z1 C..C Zr , Zi irreduzibel und abgeschlossen in X}

bezeichnet.

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Betrachten wir eine echt aufsteigende Kette der
Linger,

pOCplC...Cpr,

von Primidealen von A. Das Supremum dieser Léngen iiber alle diese Ketten heifit
Krull-Dimension von A und wird mit

dim A :=sup {r| Py C P, cC..C P, - P; Primideal in A}

bezeichnet. Fiir jedes Primideal p € Spec A heifit Supremum dieser Lingen iiber alle
Ketten, die ganz in p liegen Hohe von p und wird mit

ht p := sup {rlpo Cp1 C ...Cpr Cp P Primideal in A }

bezeichnet. Das Suprmum der Lingen von Ketten, die p ganz enthalten, heilit Kohohe
von p und wird mit

cohtp:=sup {rlpC Py C P, C..C PP Primideal in A }
bezeichnet. Fiir jedes Ideal I C A heif3t

htT:=inf { ht pI| I C p € Spec A}
Hohe des Ideals 1. Fiir jeden A-Modul M definieren wir dessen Dimension als die
Kohohe seines Annullators,

dim M := dim A/Ann(]).

Bemerkungen
(i) Die Krull-Dimension eines Rings ist gerade die kombinatorische Dimension
seines Spektrums®’,

* Es reicht zu zeigen, die Abbildung
{ Primidealketten in A } — {Ketten irreduzibler Mengen in Spec A}

pOCplC.-.Cp » Ve)C Ve H)C..CVp)
r r r-1 0

ist wohldefiniert und bijektiv.
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1. Schritt: Beweis von (1).
Die Implikation “<«" ist trivial: aus ‘\ﬁ = ‘\/} folgt
v =vAah = vl = va).

Sei umgekehrt V(I) = V(J). Dann gilt
p=0

N

ICpESpec A JCpESpec A

also ‘\/- = ‘\/}

2. Schritt: V(I) ist irreduzibel <> A1 ist Primideal.

Zum Beweis konnen wir annehmen, I = \ﬁ .Nehmen wir an,

V(I) ist reduzibel,
sagen wir
v =v@) U va). ()
0O.B.d.A. konnen wir annehmen
ICrundICI” 3)

(andernfalls kénnen wir wegen V(I)2V(I’) die Menge V(I’) durch V(I')(\V({) =
V(I'+]) ersetzen, d.h. I’ durch I’+I, und analog fiir I’). Weiter konnen wir annehmen,
=T und I” =\T".

Aus (2) erhalten wir dann V(I) = V(I'( I, also nach dem ersten Schritt

I=\/'='\/1’ﬂ1” =AT NV =N D Ir-I”.

Zusammen mit (3) bedeutet letzteres, I = ‘\ﬁ ist kein Primideal.
Nehmen wir jetzt umgekehrt an, I = 4/T ist kein Primideal. Dann gibt es Elemente
a,b&A-Imitasb€&l.
Wegen
VI+aA D1+aA D1=41

gilt dann V(I+aA) (C V() und analog erhalten wir VI+bA) (C V(). Es reicht zu
zeigen,
V() = V(I+aA) U V(I+bA),
denn dann ist V(I) reduzibel. Trivialerweise gilt gilt “2”. Sei p € V(I). Dann gilt
asbe1C p,
also a € p oder b € p, also I+aA C p oder I + bA C p, also p EV(I+aA) oder p € V(I+bA), also
pE VA +aA) J VA + bA).
3. Schritt: die obige Abbildung ist wohldefiniert.

Nach dem zweiten Schritt sind die V(p.) irreduziblen Mengen. Wir haben noch zu zeigen, sie sind
i

paarweise verschieden. Trivialerweise gilt
Vp) 2V, ).
i i+1

Wairen die beiden Mengen gleich, so wire nach dem ersten Schritt

;= \/p_i= Piv1 TP

was nach Voraussetzung nicht der Fall ist.
4. Schritt: Die Abbildung ist bijektiv.
Es reicht zu zeigen, die Umkehrabbildung ist durch
Y I(Y) :={f€ Alf(p) =0 fiir alle pEY}
gegeben, d.h. zu zeigen ist:
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dim A = dim Spec A.
Das folgt im wesentlichen aus der Aquivalenz

V) =VA) V1= (1
(1) Ist X ein noetherscher topologischer Raum, d.h. die Menge der offenen
Teilmengen von X geniigt der aufsteigenden (und die der abgeschlossenen der
absteigenden) Kettenbedingung, so hat jede echt absteigende Kette von
irreduziblen Teilmengen eine endlich Linge. Trotzdem kann die Dimension von X
unendlich sein.
(ii1) Zerlegung in irreduzible Komponenten. .Sei X ein noetherscher topologischer
Raum. Dann gilt:

1. Jede abgeschlossene Teilmenge F C X ist Vereinigung von endlich vielen
irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen*® F. , sagen wir

1. I(Y) ist ein Primideal fiir jede nicht-leere irreduzible Teilmenge Y C Spec A.

2. I(V(p)) = p fiir jedes Primideal p € Spec A.
3. VU(Y)) =Y fiir jede abgeschlossene Teilmenge Y von Spec A.
Zu 3. Sei Y = V(I) abgeschlossen. Dann gilt

VAY) =Y 4 VA(Y) = VD & VIV =1
Nach Definition von I(Y) stimmt das Ideal I(Y) mit seinem Radikal iiberein (fiir fEA gilt

f(p) = 0 genau dann, wenn eine Potenz von f(p)&xk(p) gleich Null ist). Es reicht somit zu
zeigen,

VD) =T
Nach Definition sind alle f € I in allen Punkten von Y = V(I) gleich Null, d.h. es gilt
IC 1Y),
also
VICI(Y).

Sei umgekehrt f € I(Y). Dann ist f in allen Punkten von Y = V(I) gleich Null, d.h.
f(p) = O fiir jedes p € Spec A mit I C p,

d.h.
fe rngpESpeC AP= VI
Zu 2. Es gilt
I(V(p))={f€ Alf(q) =0 fiir jedes q € V(p)}

={f € A | f € qfiir jedes q € Spec A mit p C q}
={feAlfep}
= p_

Zu 3. Sei Y C Spec A eine nicht-leere irreduzible Teilmenge, d.h.

Y=V
mit einem echten Ideal I C A. Nach dem zweiten Schritt ist /T =:p ein Primideal. Nach 2.

ist damit

I(Y)=I(VD) =1I(V(p)) =p
ein Primideal.

8 Angenommen F ist nicht Vereinigung endlich vieler irreduzibler abgeschlossener Teilmengen. Dann
ist FO nicht irreduzibel, d.h.
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FzFIU"'UFr (2)
2. Wihlt man die Darstellung (2) von F derart, da} r minimal wird, so sind die
irreduzublen abgeschlossenen Mengen Fi durch F eindeutig bestimmt und heiflen
irreduzible Komponenten von F.*’
3.Sind F,F’ ,F” abgeschlossene Teilmengen von X mit F irreduzibel und

FCPFNF.

Dann gilt F C F’ oder F C F”.%°

(iv) Aus den Definitionen von Hohe und Kohohe folgt unmittelbar
ht p = dim Ap ,coht p=dim A/p, ht p + coht p = dim A.

Wir werden spéter sehen, die Hohe ist im Fall noetherscher Ringe stets endlich,
ht p < oo fiir p € Spec A, A noethersch.

(v)  Aus (iii) und der Definition der Hohe eines Ideals I C A folgt

F — F’ F”
o -FU

mit zwei echten Teilmengen F” und F” von F0 , welche abgeschlossen sind. Eine von ihnen ist nicht

Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen, sagen wir

F =F,
1

denn anderenfalls hitte auch FO dieses Eigenschaft. Die Menge F1 ist eine echte Teilmeng von FO,
F F
0 - 1
Durch Wiederholen der obigen Argumentation mit F1 anstelle von F0 erhidlt man eine echte
abgeschlossene Teilmenge von Fl, die nicht Vereinigung von endlich vielen irreiduziblen

abgeschlossenen Teilmengen ist. Durch Wiederholen der Argumentation erhélt man so eine unendlich
absteigende nicht-stationédre Kette von abgeschlossenen Teilmengen von X, was nicht moglich ist, weil
X noethersch sein soll.

* Das folgt im wesentlichen aus der nachfolgenden Aussage 3. Sind nimlich

FU.UF=F=F U.UF,_

zwei minimale Darstellungen von F als Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen, so
gilt
FCF U. UF,
1 1 r
d.h. auf Grund der erwdhnten Aussage 3 liegt Fi gnaz in einer der Mengen F’j. Nach demselben
Argument liegt F’j ganz in einer der Mengen der linken Darstellung, sagen wir F’j C Fi’ . Zusammen

erhalten wir
FCF CF, .
i j i

Waire eine der Inklusionen echt, so konnte man F. weglassen, ohne daf} sich die Vereinigung der iibrigen
i

F d@ndern wiirden, was im Widerspruch zur Minimalitidt von r steht. Also gilt
F=F =F .
i j i
Insbesondere stimmt die Menge der F, mit der Menge der F’_ iiberein.
1 ]

% Falls die Behauptung nicht gilt, sind F(\F’ und F(\F” echte Teilmengen von F, und
F=FNF) U FNF)

wire eine Darstellung von F als Vereinigung von zwei echten Teilmengen, welche abgeschlossen sind.
Eine solche Darstellung ist aber unmoglich, da F irreduzibel ist.
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ht I + dim A/l <dim A.
(vi) Fiir endlich erzeugte A-Moduln M gilt
dim M = dim A/Ann(M) =" dim V(Ann(M)) =% dim Supp M.
(vii) Nagata nennt ht p Rang von p, coht p Dimension von p und dim A Altitude von A.

Beispiele

1. Jeder Korper ist O-dimensional,

dim k = O fiir k Korper.

2. Sei A ein Artinscher Ring. Dann besitzt A nur endlich viele maximale Ideale und
deren Produkt ist nilpotent. Jedes Primideal enthilt also eines dieser Ideale und ist
damit maximal, d.h. es gilt

dim A =0 fiir A Artinsch.
3. Jeder O-dimensionale Integrititsbereich ist eine Korper.
dim A =0, A nullteilerfrei = A Korper.

4. Sei A ein Hauptidealring, der kein Korper ist. Dann ist jedes von Null
verschiedene Primideal maximal, d.h. es gilt
dim A=1.
Insbesondere ist A = Z und alllgemeiner jeder Dedekind-Ring 1-dimensional.
5. Sei A = k[xl, e s Xr] ein Polynom-Ring iiber einem Korper. Dann ist A ein
Integrititsbereich. Wegen

k[Xl’ s Xr]/(xl’ . Xi) = k[Xi+1’ s Xr]

ist (X1 y e Xi) fiir jedes 1 ein Primideal. Wir erhalten eine Primidealkette
0 C ) C %, %) C e C X))

der Léange r, d.h. es gilt
dim k[xl, s xi] >T.

Wir werden bald sehen, es gilt sogar das Gleichheitszeichen,
dim k[x1 s e s Xi] =T.

2.2.2 Katenire Ringe
Ein Primideal-Kette

po Cp, C..Chp,

heif3t saturiert, wenn es kein Primideal gibt, welches echt zwischen zwei benachbarten
Primidealen dieser Kette liegt.

Ein Ring A heiBt kateniir, wenn fiir je zwei Primideale p’, p € Spec A mit p’ (C p sind
die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. Es gibt eine saturierte Primidealkette, welche mit p’ beginnt und mit p endet.
2. Jede saturierte Primidealkette von p’ nach p hat dieselbe Linge.
Bemerkungen

(1)  Fiir jeden katenéren lokalen Integrititsbereich A und jedes Primideal p € Spec A
gilt
ht p + coht p=dim A.
(i)  Sei A ein lokaler noethersche Integritiitsbereich mit
ht p + coht p=dim A.
fiir jedes Primideal p von A. Dann ist A katenir. Der Beweis (vgl. Ratliff [3],
1972) ist schwierig und wird auf spiter verschoben.

>! Wir identifizieren hier V(I) mit Spec A/I.
32 weil M endlich erzeugt ist iiber A.
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(iii) Praktisch jeder wichtige noethersche Ring, der in der Praxis auftritt, hat sich bisher
als katenir erwiesen. Das erste Beispiel eines nicht-kateniren noetherschen Rings
geht auf Nagata zuriick (Nagata [2], 1956).

(iv) Wir wenden uns jetzt der elementaren Dimensionstheorie der endlich erzeugten
Algebren iiber einem Korper zu.

2.2.3 Proposition: endlich erzeugte Teilalgebren eines Erweiterungskorpers

Seien k ein Korper, L/k eine algebraische Korpererweiterungund a, ..., o € L. Dann

1
gilt
@A) k[(xl, ,ocn] = k(al, ,ocn).
(i)  Sei : k[X1 y s Xn] — k(OLl y e s an) der k-Algebra-Homomorphismus mit
(X)) = o,
fiir jedes i. Dann ist der Kern von f ein maximales Ideal
Ker(op) = (fl(Xl)’fZ(Xl’XZ)’ v fi( Xl’ ’Xi)"" ,fn( Xl’ ,Xn)),

welches von n Polynomen der angegebenen Gestalt erzeugt wird. AuBerdem kann
man fi fiir jedes 1 normiert beziiglich Xi wihlen, d.h. der héchste Koeffizient als

Polynom in Xi ist gleich 1.

Beweis. Bezeichne
fl (X 1 )

das Mininmalpolynom von a., iiber k. "Dann ist (f 1) ein maximales Ideal von k[Xl] ,

d.h.

1
Kler, 1= kIX JAE))

ist ein Korper. Insbesondere gilt
k[al] =k(oc1). (D)
Weiter bezeichne
P,(X5)

das Minimalpolynom von o, iiber dem Teilkorper (1). Die Koeffizienten von ®

2

konnen als Polynome in o, mit Koeffizienten aus k geschrieben werden (wegen (1)),

1
und es gibt ein Polynom
f2 S k[X1 , X2],

welches normiert in X2 ist mit 102(011 , X2) = (pz(Xz). Insbesondere gilt

kKlo), ay] =k(ala,] =k(a,, a,) = ke )X, V(5 (0, X))
Indem wir so fortfahren, erhalten wir fiiri =1, ... , n ein Polynom
fi( Xl’ ’Xi) ek[ Xl’ ’Xi]’
welches normiert ist beziiglich Xi mit
k[ozl, ,oci] = k((xl, ,ozi) = k(ozl, ,oci_l)[Xi]/(fi( ocl, s ai—l ,Xi ).

Nach Konstruktion gilt
fi (ocl, - oci) =0,

d.h. jedes fi liegt im Kern von ¢, d.h.
Ker(p) 2 (fl’ s fn).
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Es zu zeigen, es gilt sogar das Gleichheitszeichen. Sei P ein Polynom aus dem
Kem,

P € Ker(p).
Dann gilt

P(ocl, ,ocn)=0. (2)
Wir dividieren P durch das normierte Polynom fn ,
| P |

Wegen (2) ist P(ocl, s an—l , Xn) ein Vielfaches von fn(al, . an—l’ Xn). Deshalb ist

das Polynom in Xn
Rn_l(ocl, ,ocn_l,Xn)=O 3)

identisch Null, d.h. die Koeffizienten des Polynoms R_ . als Polynom in Xn liegen im

n-1
Kern von ¢. Wir dividiren Rn_l5 * durch das in Xn- 1 normierte Polynom fn-l ,
Rn—l - Qn—l.fn—l * Rn—2

Welil die Koeffizienten von Rn—l

, ocn 2 Xn 1), wenn man fiir die ersten n-2 Unbestimmten die

im Kern von ¢ liegen, erhilt man Vielfache von
fn-l( (11 R
entsprechenden o einsetzt. Fiir das Restepolynom erhélt man durch Einsetzen das
Nullpolynom,

Rn—2 (ocl, ’an-Z’X Xn) =0 4)

Indem wir so fortfahren, erhalten wir
P= % Quf +R(X,,...X ),

i=1
s e s Xn) identisch Null ist. Also gilt

n-1’

wobei das Restpolynom R

O(X

1
P= él Qef €, ... T ).
QED.

2.2.4 Proposition: Teilalgebren mit positiven Transzendenzgrad

Seien k ein Korper und
A= k[ocl, s ocn]

eine endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra mit dem Transzendenzgrad
r:=tr. degk A

(d.h. der Quotientenkdrper von A habe den Transzendenzgrad r iiber k). Dann ist im
Fall r > 0 die Algebra A kein Korper.
Beweis. O.B.d.A. sei

Oy vee s O

eine Transzendenzbasis von A iiber k, d.h. die Elemente (xl, .y (xr seien algebraisch

unabhéngig und fiir jedes i sei o algebraisch iiber
K:= k(ocl, ,ar).

Weil O s O algebraisch sind iiber tiber K sind,gibt es nach 2.2.3 Polynome

17

33 oder, was dasselbe ist, das Tupel der Koeffizienten von R I
n_
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f.(X

XL ’Xi) EK[XrH’ s X

i
mit

K[ocr+1, ,ocn] = K[Xr+1’ ,Xn]/( fr+1’ ,fn), (1)
wobei fi normiert ist beziiglich Xi' Bezeichnen wir den Grad von fi beziiglich Xi mit di'

Auf Grund der Konstruktion der fi im Beweis von 2.2.3 kdnnen wir annehmen, es gilt
di = degXi fi = [K(OLH_I, ,ai):K(ocH_l, ,(xi_l)]. )
Die Koeffizienten der fi liegen in K. Wir konnen deshalb ein

ge k[ocl, ,ocr] - {0}
finden mit
g-fi e k[onl, ’ar’Xr+1’ ,Xn],

d.h. die Polynome fi lassen sich als Polynome mit Koeffizienten aus

B:= k[ocl, ey O g'l] (CK)
schreiben,

f ..., f €B[X
r+1 n

Der weitere Beweis erfolgt in drei Schritten.

e X

1. Schritt: A[g'l] besitzt als B-Modul das B-linear unabhingige Erzeugendensystem

e e

o *tle ca MmitO=<e. <d. firi=r+l, ..., n. 3)

r+1 n 1
Es gilt
-1, _ -1 -1
Alg '] = k[al, e O 8 ]= k[ocl, s 0L, 8 ] [ocr+1, s an]
= B[ocr+1, ,ocn].
Jedes Element dieses Rings hat die Gestalt
P(ocH_l, ,an)

mit einem Polynom P € B[X , Xn]' Wegen (1) kénnen wir P modulo der fi

r+17 7
abédndern, ohne daB} sich das durch P représentierte Element &dndert. Insbesondere
konnen wir P durch das beziiglich XIl normierte Polynom fn teilen und P durch den

zugehorigen Rest ersetzen. Wir konnen also annehmen,
degX P < degX fn = dn
n n

Anschlielend konnen wir P durch das beziiglich Xn— normierte Polynom fn teilen

1 -1
und P durch den zugehorigen Rest ersetzen. Indem wir so fortfahren, sehen wir, dafl wir
fiir P ein Polynom wihlen konnen mit
deg,, P< d. firi=r+1, ... ,n.
Xi 1

Mit anderen Worten, P ist eine B-Linearkombination der Elemente (3), d.h. diese

Elemente erzeugen A[g'l] iiber B.
Wir haben noch zu zeigen, die Elemente (3) sind B-linear unabhéngig iiber B. Dazu
reicht es zu zeigen, daB} sie K-linear unabhiingig sind.

Zumindest erzeugen sie eine nullteilerfreie Teilalgebra des Korpers (1), welche als K-
Vektorraum endlich erzeugt ist. Diese Teilalgebra ist somit ein Korper, also gleich ihren
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Quotientenkorper,also gleich (1). Es reicht also zu zeigen, die Anzahl der Erzeuger (3)
ist gleich dem Korpergrad von (1) ist iiber K. Das ist aber gerade die Aussage von (2).
2. Schritt. B ist kein Korper.
Nach Wahl sind die ozl, s ocr algebraisch unabhéngig iiber k, d.h.wir konnen

k[al, ,ocr]
als Polynomring tiber k in r Unbestimmten ansehen. Wegen r > 0 (nach Voraussetzung)
besitzt dieser Polynomring unendlich viele irreduzible Polynome.’* Insbesondere gibt es
ein irreduzibles Polynom

he k[ozl, s ocr]
welches von allen Primteilern von g verschieden ist. Dann gilt>
bl ¢ ko, g1 (=B),

d.h. h ist keine Einheit von B. Insbesondere ist B kein Korper.
3. Schritt. A ist kein Korper.
Nach dem zweiten Schritt gibt es in B ein von Null verschiedenes echtes Ideal I,

0#1#B.
Weil A[g'l] nach dem ersten Schritt ein freier B-Modul ist, dann
1ALz
ein von Null verschiedener echter Teilmodul von A[g" 1]. Dieser Teilmodul ist aber sogar

ein Ideal von A[g'l]. Es gibt also in A[g'l] ein von Null verschiedenes echtes Ideal.
Insbesondere ist

Alg™1] kein Korper.

Wiire nun A ein Korper, so wire A[g'l] = A und insbesondere wire A[g'l] ein Korper,
was, wie wir gerade gesehen haben, nicht der Fall ist.
QED.

2.2.5 Die maximalen Ideale eines Polynomrings iiber einem Korper
Seien k ein Korper und

mC k[Xl’ s Xn]

ein maximales Ideal. Dann ist der Restklassenkorper
k[Xl’ ,Xn]/m

ein algebraische Erweiterung von k.
Insbesondere besitzt dann das Ideal ein Erzeugendensystem aus n Elementen.

Ist k algbraisch abgeschlossen, so hat m die Gestalt

m=X,-¢,,..,X -c )mitc,,..,c Ek.
1 n n n

1 1

Beweis. Betrachten wir den Korper
K:= k[Xl’ s Xn]/rn.

Bezeichne o die Restklasse von Xi modulo m. Dann gilt

4 Der Beweis ist derselbe wie Euklids Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Primzahlen.

% LieBe sich h_1 als Polynom in otl, e, O, g_1 schreiben, so gibe es eine Potenz gm von g derart,
r

daf sich gm/h als Polynom in otl , ... , o0 1dBt. Dann wére aber h einer der Primteiler von g.
r
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K= k[al, ,an].

Weil K ein Korper ist, hat K nach 2.2.4 den Transzendenzgrad O tiber k, d.h. K ist
algebraisch iiber k. Ebenfalls nach 2.2.4 besitzt m ein Erzeugendensystem aus n
Elementen.

Nehmen wir jetzt an, k ist algebraisch abgeschlossen. Dann gilt K = k. Insbesondere ist
jede der Unbestimmten Xi kongruent modulo m zu einem Element von k, sagen wir zu <

€ k. Dann gilt
X,

Weil das Ideal links bereits ein maximales Ideal von k[X

-, X -c)Cm.

1 n n
P ,Xn] ist, mul} sogar das
Gleichheitszeichen gelten.
QED.
2.2.6 Algebraische Nullstellen
Seien k ein Korper mit der algebraischen AbschlieBung k und

D gk[Xl, ,Xn]

eine Menge von Polynomen mit Koeffizienten aus k. Eine algebraische Nullstelle von ®
ist ein n-Tupel

" —n
o= (ocl, ,an) €k

mit Koordinaten aus der algebraischen AbschlieBung k mit

f(o) = O fiir jedes f € D.
Mit anderen Worten eine algebraische Nullstelle von @ ist eine gemeinsame Nullstelle
der Elemente von @, deren Koordinaten in der algebraischen AbschlieBung von k liegen.

2.2.7 Hilbertscher Nullstellensatz
Seien k ein Korper und ® C k[X

die folgenden beiden Aussagen.
(i) Das von ® erzeugte Ideal ist gleich (1) = k[Xl’ s Xn] falls ® keine algebraische

Nullstelle besitzt.
(i)  Ist jede allgebraische Nullstelle von @ eine Nullstelle des Polynoms

fe k[Xl’ s Xn],

so liegt eine Potenz von f im von ® erzeugten Ideal.
Beweis. Zu (i). Sei I das von @ erzeugte Ideal. Angenommen, I ist von (1) verschieden,
d.h. ein echtes Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m des Polynomrings mit

I1C m.

1 Xn] eine Menge von Polynomen. Dann gelten

Nach 2.2.5 ist dann
K:= k[Xl’ ,Xn]/m

eine algebraische Korpererweiterung von k, kann also als Teilkorper der algebraischen
Abschliefung k von k aufgefaBt werden. Sei
0:k[X,....X m=K —k
ein k-Einbettung und bezeichne
Q1= E)(Xi mod m) €
das Bild der Restklasse der i-ten Unbestimment. Fiir jedes
gEmM
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gilt dann
0 =0(0) = 6(g(X) mod m) (wegen g € m)
= 6(g(X1+m,...,Xn+m)) (Definition der Operationen im Faktorring)
= g(B(X1+m),..., B(Xn+m)) (6 1st ein Homomorphismus)
= g(ocl, ,ocn).
Wir haben gezeigt, o := (ocl s e s ocn) € k" ist algebraische Nullstelle von m, also erst

recht von I, also auch von ©. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dal ® keine
solche Nullstelle besitzt. Die Annahme, da3 I ein echtes Ideal ist, ist also falsch, d.h. es
gilt wie behauptet

I=(1).

f#=0.
Jede algebraische Nullstelle ist nach Voraussetzung eine Nullstelle von f, also keine

Nullstelle von 1 - Xn+1.f’ wobel Xn+1 eine weitere Unbestimmte bezeichne. Die

Zu (ii). O.B.d.A. sei

Teilmenge
Oy {1—Xn+l-f} C k[Xl’ ’Xn+1]

besitzt somit keine algebraische Nullstelle, erzeugt also nach (i) das Ideal (1). Es gibt
Polynome

£(X o X )ED

Pi(Xl’ ’Xn+1)’ Q(Xl’ ’Xn+1) ek[X
i=1,...,s) mit

,X ]

I’ n+l

1= 21 E(X s X ) POX o, X

1)

F XK, XOQX e X,

Dies ist eine Identitdt von Polynomen in k[X , Xn+1]' Die Identitit bleibt somit

L
erhalten, wenn man fiir Xn+1 den Werte 1/f einsetzt. Also gilt

1= él £(X s X ) PX s, X VA, X ).
in k(X1 s s Xn). Durch Multiplikation mit einer hinreichend hohen Potenz von f , sagen

wir f', erhalten wir eine Identitit im Polynomring k[X., ..., Xn], durch welche f' ein

1’

Linearkombination der fi € ® mit Koeffizienten aus k[X , Xn] wird. Mit anderen

=

Worten, f* liegt im von ® erzeugten Ideal.

QED.

Bemerkung

Die Argumentation des zweiten Teils des obigen Beweises kann wie folgt formuliert
werden: das von ® erzeugte Ideal I erzeugt in der Lokalisierung A ¢ das Einheitsideal (1),

d.h.

a
1€Af_.IAf_{f—uIaEI,uEN}

Also liegt eine Potenz von fin I.
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2.2.8 Das Radikal als Durchschnitt von maximalen Idealen

Seien k ein Korper, A eine endlich erzeugte k-Algebra und I ein echtes Ideal von A.
Dann ist das Radikal von I gerade der Durchschnitt aller maximalen Ideale, welche I
enthalten:

\ﬁ=mlgmeg(A)m' M
Beweis. Seien
A= k[ozl, ey ocn]
und ¢ der k-Algebra-Homomorphismus
Q: k[Xl’ .. 1

Weil @ surjektiv ist, reicht es die Behauptung fiir das vollstdndige Urbild von I bei ¢ zu

beweisen, d.h. wir konnen annehmen,
A= k[Xl’ ,Xn].

Die linke Seite von (1) ist offensichtlich in der rechten enthalten. Es reicht also, die
umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei also

fek[X

L X ] —k[a o L, X. o .
n n’ i i

1o ’Xn]

ein Polynom, welches in jedem maximalen Ideal m liegt mit I & m. Wir haben zu

zeigen, eine Potenz von f liegt in I. Nach dem zweiten Teil des Hilbertschen
Nullstellensatzes reicht es zu zeigen, jede algebraische Nullstelle von I ist eine Nullstelle
von f.

Sei

oc:((xl,... ,ocn)ek

eine algebraische Nullstelle von I. Dann liegt I im Kern des k-Algebra-
Homomorphismus

cpa: k[X19 ey Xn] — k9 P(X) = P(a)9
d.h.
1C Ker(cpa) =m,
Aus den Inklusionen
kCk[X,,..,X /m Ck
1 n o

lesen wir ab, daf} k[Xl, -y Xn]/ ma eine algebraische Korpererweiterung von k ist. 6

Insbesondere ist m, ein maximales Ideal (welches I enthélt), d.h. es gilt

fe m = Ker(cpa),

also
0= () = f(a).

Wir haben gezeigt, jede algebraische Nullstelle von I ist ein Nullstelle von f.
QED.
Bemerkung

Die obige Aussage ist sehr viel tiefliegender als die Aussage von 2.1, da3 VI gleich dem
Durchschnitt aller Primoberideale von I ist. Die Bedingung, daf} jedes Radikal gleich
dem Durchschnitt der maximalen Oberideale ist, ist 4quivalent zu der Aussage, daf3 sich
jedes Primideal als Durchschnitt von maximalen schreiben 146t. Solche Ringe heilen
Hilbert-Ringe oder auch Jacobson-Ringe. Sie wurden unabhéngig voneinander durch O.
Goldman [1] und W. Krull [7] untersucht. Siehe auch Kaplansky [1] und Bourbaki [1].

% Der Faktorring ist eine nullteilerfreie k-Algebra, die von endlich vielen algebraischen Elementen
erzeugt wird, also ein endlich-dimensionaler Vektorraum, also ein Korper.
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2.2.9 Dimension und Transzendenzgrad
Seien k ein Korper und A eine nullteilerfreie endlich erzeugte k-Algebra. Dann gilt
dim A =tr. degk A.

Beweis. Wir schreiben

A=k[X , Xn]/P

L
und setzen
r=tr. degk A.

1. Schritt. tr. degk A =dim A.
Es reicht zu zeigen, fiir je zwei Primideale P, Q € Spec k[X] des Polynomrings
k[X] =k[X,,..,X ],
1 n
welche echt ineinander liegen,

PCQ

tr. degk k[X]/Q < tr.degk k[X]/P,

d.h. jede VergroBerung des Primideals P fiihrt zu einer  Verkleinerung des
Transzendenzgrades®’ . Die identische Abbildung des Polynomrings induziert wegen

PC_Q eine Surjektion

gilt

k[X]/P —» k[X]/Q.
Die Urbilder eines Systems von algebraisch unabhingigen Elementen in k[X]/Q bilden

somit ein algebraisch unabhingiges System von Elementen aus k[X]/P. Es gilt also
tr. degk k[X]/Q = tr.degk k[X]/P.

Wir haben noch zu zeigen, dafl die Ungleichung sogar echt ist. Angenommen, sie wire
nicht echt. Wir schreiben o fiir die Restklasse von Xi modulo P und Bi fiir die modulo

Q,d.h.
k[X]/P = k[ocl, s (xn]
KIXVQ=KIB B |
Wir konnen dabei annehmen, [31 y oo Br bilden eine Transzendenzbasis von k[X]/Q iiber

k. Dann sind auch OLys e O algebraisch unabhéngig iiber k und wegen der Gleichheit
der Transzendenzgrade bilden letztere Elemente eine Transzendenzbasis von k[X]/P iiber
k. Wir setzen

S:= k[Xl’ ’Xr] - {0}.
Dies ist eine multiplikative Menge im Polynomring k[X], und wegen des algebraischen
Unabhingigkeit der Oy e s O bzw. [:’)1, s [3r gilt
S(\P =D und S(Q=2.
Deshalb erzeugen P und Q im Quotientenring k[X] S echt ineinander liegende
Primideale,
PkiX] C QKIXIq (D).
Mit
R = k[Xl’ ,Xn]
K = k(Xl’ ’Xr)

7 Bei Vorliegen einer Primidealkette der Linge ¢, die mit P beginnt, kann man also den
Transzendenzgrad ¢ mal verkleinern. Er muf also vorher mindestens ¢ gewesen sein.
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gilt
RS = K[Xr+1’ ,Xn]
RS/PRS = k(ocl, ’ar)[arﬂ’ ,an]
Insbesondere sind die Elemente von RS/PRS algebraisch tliber

K= k(Xl’ ’Xr) = k((xl, ,(xr).
Nach 2.2.3 ist der Kern der natiirlichen Abbildung
RS = K[Xr+1’ ,Xn] — K[a
ein maximales Ideal, d.h. PR, ist maximal in R

S S
ndmlich daB P und Q in RS echt ineinander liegende Primideale erzeugen.
2. Schritt. tr. degk A =dim A.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach
r:=fr. degk A.

] (xn] = RS/PRS

. Das steht aber im Widerspruch zu (1),

Im Fall r = 0 ist A endlich erzeugt und algebraisch iiber k, also ein Korper (z.B. nach
2.2.3). Betrachten wir den Fall r > 0.
Sei

A= k[cx1 an] = A[X1 Xn]/P,

und sei o, transzendent iiber k. Mit

1
S:= k[Xl] -{0},R:= k[Xl""’ Xn]

erhalten wir

RS =k(X1)[X2,...,Xn]
RS/PRS = k(ocl)[ocz,...,an]
Nach Definition von r, Wahl von ocl und der letzten Identitdt hat RS/PRS den

Transzendenzgrad r - 1 iiber k((xl). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine echt

aufsteigende Kette von Primidealen der Lange r-1 in R, , sagen wir

S b

PR(=Q,C..CQ_,- )
Wir setzen

Pi = Qi M R.
Dann bilden die Pi eine echt aufsteigende Kette von Primidealen von R,
P,C..CP_,

welche disjunkt sind zu S = k[Xl] - {0}. Insbesondere ist R/Pr—
k (weil die Restklasse von X

| nicht algebraisch iiber

es nicht ist), d.h. es gilt
tr. degk R/Pr—l > 0.

Nach 2.2.5 ist Pr-l nicht maximal in R, d.h. die Kette (2) ldaBt sich rechts um ein

Primideal verldngern. Es gilt also
dim A =dim k[X]/P=coht P=r =tr. degk A.

1

QED.

2.2.10 Folgerung: die Dimension von Polynomringen iiber einem Korper
Seien k ein Korper und X1 s s Xn paarweise verschiedene Unbestimmte. Dann gilt
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dim k[Xl’ s Xn] =n.

Beweis. Folgt aus 2.2.9 und der Tatsache, daf}

'ur.degk k[Xl’ s Xn] = 'ur.degk k(Xl’ s Xn) =n
ist.
QED.

2.2.11 Folgerung: Hohe und Kohohe in Polynomringen
Seien k ein Korper und Xl’ s Xn paarweise verschiedene Unbestimmte. Dann gilt

htp+cohtp=n

fiir jedes Primideal p von k[Xl’ s Xn]'

Beweis.Sei
r := coht p = dim k[X]/p.
Weil k[X]/p eine nullteilerfrei endlich erzeugte k-Algebra ist, gilt dann auch
r=tr. deg.k k[X]/p (D)
(nach 2.2.9). Wir konnen annehmen, die Unbestimmten
Xl’ ,Xr
reprisentieren eine Transzendenzbasis von k[X]/p iiber k. Sei K der Korper
K:=kX,,..,X)=k[X,,..,X]
1 r 1 rS
mit
S:= k[Xl’ ’Xr] - {0}
Nach Konstruktion liegt keines der Polynome von S in p,
S C kIX] - p,
d.h. k[X]p ist ein Quotientenring von k[X]S. Insbesondere gilt

KIX oo X TS k[X]p,

und der Ring rechts ist die Lokalisierung des Rings links nach dem Primideal
pk[X]pﬂ K[Xr+1’ ,Xn].

Die Abbildungen

arqM K[Xr+1, ,Xn]

q b gk[X]

sind zueinander inverse Bijektionen, welche Spec k[X]p mit

{a€SpecKIX ... X 114 S pkiX] )
identifizieren, d.h. es gilt
ht p = dim Spec k[X]p =dim {q € Spec K[Xr+1’ s Xn] | g € pk[X] p} 2)
Nach Wahl der Unbestimmten Xl""’Xr sind modulo p alle Xi algebraisch tiber K, d.h.

die Elemente von
K[Xr+1’ ,Xn]/pK[Xr+1, ,Xn]

sind algebraisch iiber K. Nach 2.2.3 ist pK[Xr+1’ ,Xn] ein maximales Ideal mit

einem Erzeugendensystem Gestalt

fr+1(X )seees fi( Xr+1’ e 3 X )gewo , T (X WX ),

r+1 1 n" o+l n
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mit Polynomen fi wie in 2.2.3 beschrieben. Auf Grund der induktiven Konstruktion der

fi erzeugen die Polynome

f X .. f(X .,.,X)
r+1" r+l 1+l 1
fiir jedes 1 ein maximales Ideal von K[Xr+l y e s Xi] und damit ein Primideal von
K[Xr+1’ ,Xn].

Wir erhalten auf diese Weise eine echt aufsteigende Kette von Primidealen in diesem
Ring, welche mit dem von p erzeugten maximalen Ideal endet. Aus (2) erhalten wir damit

htp=n-r,
Also
ht p + coht p = n.
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial, weil der Polynomring k[Xl’ e s Xn] die
Dimension n hat.
QED.
2.3 Erzeugendenzahlen

2.3.1 Bezeichnungen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein endlich erzeugter A-Modul und
p € Spec A
ein Primideal. Dann heif3t
K(p) := Ap/pAp =Q(A/p)
Restekorper von p in A. Dann ist
M® AK(p) = Mp/pMp
ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber k(p). Seine Dimension bezeichenen wir mit
wp, M) := dimk M® AK(p).
Es ist gerade die minimale Anzahl der Elemente eines Erzeugendensystems des A -
Moduls Mp (nach dem Lemma von Nakayama). b

Bemerkung
Fiir zwei Primideale p, p’ mit p C p’ gilt

" - w(p, M) < w(p’, M)
(wegen p—( p,)p).

2.3.2 Satz von Forster (1964)

Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und
b(M) :=sup {w(p, M) + dim A/p | p € Supp M }.

Dann besitzt M ein Erzeugendensystem aus b(M) Elementen.

Bemerkung

Es gibt eine bessere Abschitzung fiir die Erzeugendenzahl als die von Forster, ndmlich
die von Swan. Unsere Ziel ist es hier, den Satz von Swan zu beweisen. Zu diesem Zweck
bendtigen wir den von Swan eingefiihrten Begriff des j-Spektrums.
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2.3.3 Begriff des j-Spektrums

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Ein Primideal von A heift j-Primideal, wenn es
Durchschnitt maximaler Ideale ist. Die Menge aller j-Primideale von A wird mit

J-Spec A
bezeichnet und heilt j-Spektrum von A.

Bemerkungen
(i)  Offensichtlich gilt
j-Spec A C Spec A.
Wir denken uns j-Spec A mit der Unterraum-Topologie der Zariski-Topologie von
Spec(A) versehen.
(i)  Seien
M :=m-Spec A
J :=j-Spec A

Fiir jede abgeschlossene Teilmenge F C J gibt es dann ein Ideal I C A mit
F=vVO)MJ.

Ein Primideal p&Spec A gehort genau dann zu F, wenn es Durchschnitt von

Elementen aus V(I)( )M = F (] M ist. Insbesondere ist F durch F()M bereits

eindeutig festgelegt. Genauer: F ist die AbschlieBung von F( )M in J.*®
(iii) Die Abbildung

{abgeschlossene Teilmengen J} —» {abgesclossene Teilmengen von M}, F +» F(\J,

ist bijektiv.” Insbesondere gilt:
(iv) Eine abgeschlossene Menge in J ist genau dann irreduzibel, wenn ihr Bild in M es
ist.
(v) Der Raum J ist genau dann Noethersch, wenn M es ist.
(vi) Fiir die kombinatorischen Dimensionen von J und M gilt
dim J = dim M.

*® Wegen F( \M C F und F abgeschlossen gilt trivialerweise F( JM C F. Zum Beweis der
umgekehrten Inklusion reicht es zu zeigen, fiir jede in J abgeschlossene Mengen F’ mit F( )M C P’

gilt
FC F.
Sei also F’ eine in J abgeschlossene Menge mit F{ \M C F’. Dann gilt
F=vI)NJ

mit einem Ideal I’ C A.

Jedes Primideal pEF ist Durchschnitt von maximalen Idealen aus F = V(I){")J. Diese maximalen Ideale
liegen in F YM C F’ = V(I’) () J, enthalten also das Ideal I'. Also ist p ein Durchschnitt von
maximalen Idealen mit I’ C p. Es giltalsop € VI)(\J =F.

Nach Voraussetzung gilt

VONM=FMCF=vID)NJ.
Jedes p€EF ist Durchschnitt von maximalen Idealen von
% Die Abbildung ist wohldefiniert, weil jede abgeschlossene Menge von J die Gestalt F=V(I)()J hat,
d.h. FM = V(I)( M ist abgeschlossen in M. Die Abbildung ist injektiv auf Grund der letzten
Bemerkung von (ii). Sie ist surjektiv, weil die abgeschlossene Menge V(I){ )M von M das Bild der
abgeschlossenen Menge V(I)(\J von J ist.
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(vii) Eine abgeschlossene Menge F von J ist genau dann irreduzibel, wenn es ein PEF

gibt mit®

F:=VP)(\J.
Das Primideal P ist durch F eindeutig bestimmt und heiflt generischer Punkt von
F.

(viii) Sei F = V(P) () eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von J mit dem

generischen Punkt P. Dann heifit die kombinarische Dimension von F auch j-
Dimension von P und wird mit

j-dim P := dim V(P) () J = dim A/P

behzeichnet. Fiir jeden endlich erzeugten A-Modul und jedes j-Primideal p von A
setzen wir

0 falsM =0
p

b(p, M) :=
P M)=04 dim p + w(p M) falls M 0

2.3.4 Satz von Swan
Seien A ein kommutativer Ring mit A, fiir welchen m-Spec A noethersch ist, und M ein
endlich erzeugter A-Modul. Wir nehmen an,
r:=sup {b(b, M) | p €j-Spec A} < ©
ist endlich. Dann besitzt M ein Erzeugendensystem aus r Elementen.

Zum Beweis benotigen wir das folgende
Lemma
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein endlich erzeugter A-Modul und

% Sei F von der Gestalt F = V(P)(")J mit einem Primideal P € F. Angenommen F ist reduzibel, d.h.
F=FUF’

mit echten abgeschlossenen Teilmengen F’ und F”. Mit

F = VI)(M\J und F” = V(I
gilt

PEF=FUF=vT) U V.
Es gilt also I'CP oder I"C_P. O.B.d.A. sei 'C_P Dann gilt V(P) C V(I’), also

F=vP)N\J S VI)NI=F.

Insbesondere ist F’ keine echte Teilmenge von F. Also ist F irreduzibel.
Sei umgekehrt eine irreduzible abgeschlossene Menge F von J gegeben, sagen wir F = V(I)( \J. Sei P

der Durchschnitt aller Elemente von F. Dann gilt I C P, also V(P) () J € VI)() J. Nach Wahl von
P gilt aber auch die umgekehrte Inklusion, d.h. es ist

PEF=VOMI=VENJ.

Es reicht zu zeigen, P ist ein Primideal. Angenommen es ist kein Primideal. Dann gibt es Elemente
f,gEA mit
fgEP, &P, g&P.
Jedes Primoberideal von P enthilt f oder g, also ist
F=VE+A)NI U VEP+gA)M]. 6))
Wegen f & P gibt es nach Definition von P ein Q’ € J mit P C Q’ und f& Q’. Analog gibt es ein Q”
€ J mit P C Q” und g&Q”. Mit anderen Worten, (1) ist eine Darstellung von F als Vereinigung zweier

echter abgeschlossener Teilmengen. Weil F irreduzibel sein soll, ist das aber nicht moglich. Also ist die
Annahme, P ist kein Primideal, falsch.
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pl, s pn endlich viele Primideale mit

M®AK(pi) #Z0firi=1,..,n.

Dann gibt es ein Element m&EM dessen natiirliches Bild in
M® AK(pi)
fiiri=1, ..., nungleich O ist. Ein solches Element wollen wir erzeugend beziiglich Py
,p, nennen. Man beachte, diese Bedingung ist dquivalent zu
pL(pi , M/Am) = y,(pi ,M)-1fiiri=1,..,n.
Beweis des Lemmas. O. B. d. A. kdnnen wir annehmen, daf3 P, minimal in der Menge

der Py 5Py ist. Entsprechend konnen wir auch annehmen, P, 1 ist minimal in der

Menge der Py e s Py 5 USW. Wir erreichen auf diese Weise, da fiiri=1, ... ,n gilt:

p; ist in keinem der Primideale P q-P Py enthalten. (1)

i+l
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei also n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Element

m €M,
welches erzeugend ist beziiglich P> Py g Ist m” auch erzeugend beziiglich p, S0 ist

weiter nichts zu beweisen. Sei also m’ nicht erzeugend beziiglich P, Nach

Voraussetzung ist M® AK(pn) # 0. Es gibt also ein Element

m’ € M,
welches erzeugend beziiglich P, ist. Wegen (1) liegt keines der Primideale P, mit i <n

im Primideal P, Also liegt auch deren Produkt nicht in P, Wir konnen ein Element

aEe pl.""pn-l - pn
aus dem Produkt der P, mit i < n finden, welches nicht in P, liegt. Das natiirliche Bild
von
m’ + asm”
in M® AK(pi) stimmt dann fiiri = 1, ... , n-1 mit dem Bild von m’ iiberein (nach Wahl

von a), ist also ungleich Null. Das natiirliche Bild dieses Elements in M® AK(pn) ist

gleich dem a-fachen des Bildes von m” und damit ebenfalls ungleich Null (nach Wahl
von m” und a). Wir haben gezeigt, m’ + am” ist erzeugend beziiglich Pyss Py

QED.

Beweis von 2.3.4. 1. Schritt. Es gibt nur endlich viele pEj-Spec A mit b(p,M) =r.
Firn=1,2, 3, ... betrachten wir die Mengen

Xn =4{p €Jj-Spec Al u(p, M) =n}.

Die analog definierten Teilmengen von Spec A sind nach 2.1.8(i) abgeschlossen im
Spektrum von A. Nach Definition der Topologie von J (als Unterraumtopologie von
Spec A) ist dann aber auch XIl abgeschlossen im  j-Spektrum von A. Nach

Voraussetzung ist m-Spec A noethersch. Dasselbe gilt damit auch fiir j-Spec A (vgl.
Bemerkung 2.3.3 (v)). Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge von j-Spec A
Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Wihlt man
die Anzahl dieser Teilmengen minimal, so sind diese Teilmengen eindeutig bestimmt
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und heillen irreduzible Komponenten (vgl. 2.2.1(iii)). Jedes Xn besitzt also endlich viele

irreduzible Komponenten. Seien

pnl > pnv
n

die allgemeinen Punkte der irreduziblen Komponenten von Xn.

Nach Voraussetzung ist M endlich erzeugt iiber A. Besitzt M ein Erzeugendensystem
aus s Elementen so ist nach Definition Xn = O fiir jedes n > s. Die Menge der

Primideale

pni

ist somit endlich. Es reicht also zu zeigen, jedes p € j-Spec A mit b(p, M) = r ist gleich
einem der P Sei also

b(p,M) =r.
Wir betrachten die Zahl
n = wp, M).
Dann giltp € Xn also p 2 P fiir ein 1 und
n=wup,M)=up ..M =n. (2)

Man beachte, das Gleichheitszeichen rechts gilt wegen P S Xn. Angenommen, p ist
verschieden von P Dann gilt
J-dim p < j-dim P
also wegen (2) auch
r=b(p, M) <b(p_.,M).

Nun ist aber r nach Definiton gerade der maximale Wert, den die Funktion b(?,M)
annehmen kann auf j-Spec A. Die Ungleichung kann also nicht bestehen, d.h. die
Annahmen, dal p von P ist falsch: p liegt in der endlichen Menge der P

2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach r. Im Fall r = 0 gilt

M® AK(p) =0
fiir jedes maximale Ideal p von A, d.h. es ist M = 0 (nach 2.1.7 (vii)) und die

Behauptung ist trivial. Sei also
r>0.

Wir wihlen ein Element m € welches erzeugend ist beziiglich der endlich vielen

Primpideale p € j-Spec A mit b(p, M) =r. Dann gilt

b(p, M/Am) < r-1
fir alle p &€ j-Spec A. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt M/Am ein
Erzeugendensystem aus r-1 Elementen, d.h. M besitzt ein solches aus r Elementen.

QED.

2.4 Assozijerte Primideale und Primérzerlegung

Ziel dieses Abschnitts ist eine weitgehende Verallgemeinerung des Satzes von der
Zerlegung natiirlcher Zahl in ein Produkt von Primzahlpotenzen. Fiir das folgende
behalte man die folgende Tatsache im Auge. Ist

n, n
n= p1 -...-prr
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die Primfaktortzerlegung der natiirlichen Zahl n, so gilt nach dem Chinesischen
Restesatz

n n
ZInZ = 7./ P, Dx_ xZ@p 1)
T

n.
Fiir jede Primzahl p, die in der Faktorzerlegung von n nicht vorkommit, ist p modulo p_ !
i

ein Einheit fiir jedes 1, d.h. die Multiplikation mit p ist also Abbildung
ZInZ, — Z/nZ
injektiv. Andererseits ist das Primideal
p.Z
gerade der Annullator des Elements

n.-1 n.
©,..0,p.1 modp. L0,..,0).
i i

Die nachfolgende Definition des assoziierten Primideals zu einem gegebenen Modul ist
durch diese Tatsache motiviert.

2.4.1 Assoziierte Primideale

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Ein zu M gehoriges
Primideal (oder auch zu M assoziiertes Primideal) ist ein Primideal

p € Spec A,

der Gestalt
p=Anmmm={a€E Alam=0}

fiir ein m € M, d.h. p ist Annullator eines Elements von M. Die Menge der assoziierten

Primideal von M wird mit
Ass(M) = Ass A(M)

bezeichnet. Fiir jedes Ideal I C A heifen die assoziierten Primideale von A/l auch
Primkomponenten von I oder auch Primdivisoren von 1.

Ein Element a € A heiit Nullteiler fiir M, falls es ein m € M - {0} gibt mit am = 0.
Andernfalls heif3t das Element auch M-regulir.

2.4.2 Existenz assoziierter Primideale im noetherschen Fall

Seien A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1 und M # 0 ein A-Modul. Dann gilt:
(i) Jedes maximale Element in der Menge der Ideale

F:={AnnmIm&M - {0}}
(beziiglich der Inklusionsrelation “C_ ") ist ein assoziiertes Primideal von M.
Insbsondere gilt Ass(M) #= &.°!
(ii) Die Menge der nicht M-regulidren Elemente von A ist gerade die Vereinigung

U Ass(M)

der assoziierten Primideale von M.
Beweis. Zu (i). Sei Ann m ein maximales Element der betrachteten Menge, und seien ab

& A Elemente mit

abm =0 und bm # 0.
Dann gilt

a € Ann(bm) C Ann(m).
Weil Ann(m) maximal sein soll, ist die Inklusion rechts nicht echt, d.h. es gilt sogar

' Weil A noethersch ist, besitzt jede nicht-leere Menge von Idealen von A ein maximales Element.
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a € Ann(m).

Wir haben gezeigt, Ann(m) ist ein Primideal, und damit ein assoziiertes Primideal von
M.
Zu (i1). Wir haben zu zeigen, jedes nicht M-regulédre Element von A liegt in

U Ass(M)
(denn nach Definition ist jedes Element dieser Vereinigung umgekehrt auch nicht-
regulir). Sei also a € A nicht M-regulir. Es gibt also ein
meEM - {0}
mit am =0, d.h.

a € Ann(m) €F.

Die Menge der Elemente von F, welche das Element a enthalten, ist nicht leer. Weil A
noethersch ist, enthélt diese Menge ein maximales Element. Dies ist nach (i) ein
Primideal

p € Ass(M).
Nach Konstruktion gilt a € p,d.h.esista € p C | Ass(M).
QED.
2.4.3 Verhalten von Ass(M) bei Quotientenbildung

Seine A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A eine multiplikative Menge. Wir
identifizieren Spec AS mit einem Unterraum von Spec A vermittels der Abbildung

Spec AS —> Spec A,p » p[ A.

Dann gilt:
6)) Fiir jeden A_-Modul N gilt

Ass A(N) = Ass

S
(N,
AS

(i1) Ist A noethersch, so gilt fiir jeden A-Modul M
Ass(MS) = Ass(M)ﬂSpec(AS).

Beweis. Zu (i). Beweis von “ .

Fiirn € N gilt
Ann A(n) = Ann AS(n) M A.
Fiir PEAss, (N) gilt deshalb auch P € Ass, (N).
AS A
Beweis von “C_". Seip € AssA (N). Dann gibt es ein n € N - {0} mit
p=Ann A (n).
Die Elemente von S sind Einheiten in AS und annullieren deshalb keines der Elemente
von N - {0}, insbesondere also auch nicht das Element n. Also gilt
pMS=4.
Deshalb ist pAS ein Primideal von AS, und es gilt
PA ={%IbES,an=O}= {%IbES,a—-n=0}=AnnA (n)

S
Also gilt



47

pAS € AssAS (N).

Bei der oben beschriebenen Identifizieren von Spec AS mit einem Unterraum des

Raums Spec A entspricht pA aber gerade dem Primideal p.

S
Zu (ii). Beweis von “”. Sei p € Ass(M)ﬂSpec(AS).Dann gilt

pMS=3,

und es gibt ein mEM mit

p ={a€A | am = 0}.

Insbesondere ist pAS ein Primideal von AS’ und wie oben erhalten wir

PA.={>1bES,am=0}=Ann, () E Ass(M
S ' A S 1
Beweis von “C_". Sei P € Ass(MS). Dann ist P ein Primideal der Gestalt

S)'

P:pASmitpESpecA,p:PﬂA,pﬂSz@
und es gibt Elemente m € M, s € S mit
m
P =AnnA (?)
S
a a m
:{BIbES,aEA,B-?:O}
62 (& am._
= {bIbES,aEA,11 =0}
Es folgt
P =PA
={aEAI%-IE=O}

={a€&€ Alasm =0 fiir ein s € S}.
Nach Voraussetzung ist A ein noetherscher Ring, d.h. p ist endlich erzeugt, sagen wir
p=(a,,..,a)A.
1 n

Weil die Zahl der a, endlich ist, gibt es ein t € S mit aitm = 0 fiir alle 1.’ Dann gilt aber

atm = 0 fiir alle a € p, also

p ={a€ Alasm =0 fiirein s € S}
D{a€Alatm=0}
=2p,
also
p :{aEAIatm:O}:AnnA(tm)EAss(M).

Wegenp () S = gitl aus p € Spec (A
QED.

S)'

62.5/1 udn b/1 sind Einheiten in AS

5 Fiir jedes i gibt es ein solches t. Das Produkt aller dieser t ist ein Element der gesuchten Art.
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2.4.4. Beschreibung von Ass(M) mit Hilfe von Lokalisierungen
Seien A ein noetherscher Ring (kommutativ mit 1), M ein A-Modul und p € Spec A.
Dann gilt:
p € Ass A(M) o pAp € Ass Ap(Mp).
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von 2.4.3 (ii) mit S = A - p( wegen pApESpec Ap).

QED.

2.4.5 Ass(M) und exakte Sequenzen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und

00— M —>>M-—M —0
eine exakte Sequenz von A-Moduln.Dann gilt

Ass(M) C Ass(M’) | Ass(M”).
Beweis. Sei p € Ass(M). Dann gibt es einen Teilmodul

NCM,
welcher isomorph ist zu
N = Alp.
Weil p ein Primideal ist, ist fiir jedes n € N - {0} der Annullator von n gleich
Ann(n) = A/p.
Falls N (Y M’ # 0 ist, kdnnen wir n aus diesem Durchschnitt wihlen und erhalten
p € Ass(M’).

Fall N (Y M’ = @ ist, ist die Einschriinkung der Surjektion M —» M” auf N injektiv,
d.h. M” enthilt einen zu N isomorphen Teilmodul,
Alp=NC M".
Dann gilt aber p € Ass(M”).
QED.

2.4.6 Ketten von Teilmoduln mit Faktoren der Gestalt A/p (im noetherschen
Fall)

Seien A ein noetherscher Ring (kommutativ mit 1) und M # 0 ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann gibt es eine endliche echt aufsteigende Kette von Teilmoduln, sagen wir

0=MOCM1C...CMH=M,
mit der Eigenschaft, daB fiiri =1, ..., n eine Isomorphie von A-Moduln der Gestalt
Mi/Mi— = A/pi mit P, € Spec A

1
besteht.
Beweis. Sei P € Ass(M). Dann gibt es einen Teilmodul M1 C M mit
A/p1 = M1 = MI/MO'
Ist M1 ein echter Teilmodul von M, so fixiere man ein
Py € Ass(M/Ml).
Ein Teilmodul von M/M1 ist dann isomorph zu A/p2. Bezeichnet M ) dessen

vollstiandiges Urbild in M bei der natiirlichen Abbildung M — M/M 1 J» so gilt
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Alp ’ = M2/M1.
Indem man so fortfihrt, erhélt man eine echt aufsteigende Kette von Teilmoduln Mi mit

Mi/Mi- | = A/pi P, S5 ASS(M/Mi-l)'

Da M als endlich erzeugter A-Modul noethersch ist, bricht das Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab, d.h. es wird
Mi =M
fiir ein 1.
QED.

2.4.7 Endlichkeit von Ass(M) und Vergleich mit Supp(M) (im noetherschen
Fall)

Seien A ein noetherscher Ring (kommutativ mit 1) und M ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann gilt:
(i)  Ass(M) ist endlich.

(i) Ass(M) C Supp(M).

(i) Die minimalen Elemente von Ass(M) und Supp(M) sind dieselben.
Beweis. Zu (i). Nach 2.4.6 und 2.4.5 gibt es endlich viele Primideale

Pys s Py € Spec A
mit
Ass(M) C Ass(A/pl) U..U Ass(A/pr).
Wegen Ass(A/p) = {p} fiir jedes Primideal p folgt daraus die Behauptung.

Zu (i1). Sei p € Ass(M). Dann kann man A/p mit einem Teilmodul von M identifizieren
und erhilt so eine exakte Sequenz von A-Moduln

0 — Ap—>M—M’"—0.
Durch Tensorieren mit Ap iber A erhilt man nach 2.1.7 (ix) eine exakte Sequenz
0—A/pPA —M — M’ —0.
P P P P
Wegen Ap/pAp #= 0 folgt Mp # 0, also p € Supp(M).

Zu (iii). Sei p € Supp(M) ein minimales Element. Dann gilt Mp # 0, also
%) 7 Ass(Mp) (nach 2.4.2)

= Ass(M) () Spec A (nach 2.4.3(ii))

C Supp(M) () Spec Ap (nach (ii))
={p} (weil p minimal in Supp(M) ist)
Insbesondere gilt p € Ass(M) und wegen (ii) ist p minimal in Ass(M).

Sei umgekehrt p € Ass(M) minimales Element. Wegen (ii) gilt dann p € Supp(M).

Wiire p nicht minimal in Supp(M), so wire wegen der gerade bewiesenen Aussage p
auch nicht minimal in Ass(M).
QED.

2.4.8 Isolierte und eingebettete Komponenten

Seien A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Weiter seien
P P
=
die endlich vielen minimalen Elemente von Supp(M) (vgl. 2.4.7). Dann gilt
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Supp(M) = V(Ann M) = V(Pl) J.. U V(Pr)
und die V(Pi) sind die irreduziblen Komponenten der abgeschlossenen Menge Supp(M)

(vgl. Bemerkugen 2.1.7 (ii) und 2.2.1(iii)). Die Primideale heien auch isolierte
assoziierte Primideale von M. Die {iibrigen Elemente von Ass(M) heiBlen auch
eingebettete assoziierte Primideale von M.

Bemerkungen
(i) ImPFall

M=A/N
mit einem Ideal I C A besteht

Supp(M)

gerade aus den Primoberidealen von I. Die isolierten Primideale Pi von M sind gerade

die minimalen Primoberideale von I (und es gibt nur endlich viele solche
Primoberideale).

(i) Die assoziierten Primideale von A/l bilden die Analoga der Primteiler in der
Zerlegung einer ganzen Zahl in Primzahlpotenzen. Wir kommen jetzt zu dem
Begriff, welche den Begriff der Potenz einer Primzahl verallgemeinert. Man
beachte, ist

n, n
n= p1 -...-prr
die Zerlegung der natiirlichen Zahl n in paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen

n.
p. 1, so entsprechen die Kerne der natiirlichen Surjektionen
i

. pl n. =
Mi=Z/(n) =5 ZU(p 1) := M,
1

n. —
gerade den Primzahlpotenzen p_ 1. Deren Bilder Mi haben die Eigeschaft, daf} die
i

Multiplikation mit einer ganzen Zahl a,

_ a —
Mi — Mi
injektiv ist, wenn a teilerfremd ist zu p;» und nilpoten ist andernfalls. Fiir die Kerne

dieser Abbildungen
Ni = Ker(pi),

bedeutet das, es besteht die folgende Implikation.
mEM—Ni ,amENi = aVMgNifijreinv.
Auf Grund der nachfolgenden Definition heift eine Teilmodul Ni’ fiir den diese

Implikation besteht ‘primar’.

249 Primire Teilmoduln
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und N C M ein echter

Teilmodul. Dann heif3t N primér, wenn fiir jedes a € A und jedes m € M mit
m & N und am €N
eine natiirliche Zahl v existiert mit
a¥M C N.

Ein Primirideal des Rings A ist definiert als primérer A-Teilmodul von A.
Bemerkungen
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(i) Die Bedingung an einen Teilmodul, ein Primdrmodul zu sein 146t mit Hilfe seines
Faktormoduls ausdriicken: ein Teilmodul N C M ist genau dann ein

Primdrmodul, wenn jedes Element a € A, welches ein Nullteiler beziiglich M/N ist,
eine Potenz besitzt, welche M/N annulliert:
a nicht M/N-regulir = a € \/Ann(M/N).

(il) Man kann versuchen den Begriff des Primideals zum Begriff des Primmoduls zu
verallgemeinern. Das hat sich jedoch bisher nicht als niitzlich erwiesen.

2.4.10 Charakterisierung der priméren Teilmoduln (noetherscher Fall)

Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und N C M ein

Teilmodul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1)  Nist primér in M.
(i) Ass(M/N) = {p} besteht aus genau einem Element.

Sind die beiden Bedingungen erfiillt, so ist
I := Ann(M/N)

Vi=p.
Beweis. (i) = (i). Sei Ass(M/N) = {p}. Nach dem gerade bewiesenen Aussage
2.4.7(iii) gilt dann

ein Primérideal mit

Supp(M/N) = V(p),
und mit I := Ann(M/N) ist
V() = Supp(M/N) = V(p)

p=vp =yl
(vgl. Bemerkung 2.2.1 (i)). Ist nun a € A ein Nullteiler beziiglich M/N, so liegt in einem
Ideal der Gestalt

(vgl.2.1.7 (i1)) also

Ann(m), fiir eine m € M/N - {0}.
Dieses liegt in einem Annullator eines Elements der maximal ist in der Menge aller
solcher Annullatoren. Nach 2.4.2(i) ist letzterer ein assoziiertes Primideal von M/N, also
gleich p. Es folgt

aenp.
Wir haben gezeigt, N (C M ist primir in M.
(i) = (ii). Sei N (C M primir in M und sei p € Ass(M/N).
Ist a ein Element von p,
acyp,
so ist a ein Nullteiler beziiglich M/N.** Weil N (C M primir ist in M, folgt

a €A1 mit I := Ann(M/N).
Wir haben gezeigt,

pCAI.
Wegen p € Ass(M/N) C Supp(M/N) = V(Ann(M/N)) = V(I) gilt aber auch I C p,
also \ﬁ C p. Zusammen erhalten wir also

p= A1 mit I := Ann(M/N).
Wir haben gezeigt,

% Weil p der Annullator eines Elements von M/N ist.
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Ass(M/N) C {p}.

Weil N ein echter Teilmodul von M ist, gilt M/N 7= 0, also ist Ass(M/N) nicht leer, d.h.
Ass(M/N) = {p}
besteht aus genau einem Element.

Es bleibt noch zu zeigen,
I = Ann(M/N)
ist primér in A, falls (i) und (ii) erfiillt sind.

Seien a, b € A Elemente mit ab € I und beZl. Dann gilt
0 =ab*M/N und 0 # b*M/N,
d.h. a € A ist ein Nullteiler fiir M/N. Dann ist aber die Multiplikation mit a nilpotent auf

M/N (weil N primér ist in M), d.h. es gibt eine Potenz von a, sagen wir a", die im
Annullator liegt:

al e 1.

Wir haben gezeigt, I ist ein Primér-Ideal.
QED.

2.4.11 Teilmoduln, die primér sind beziiglich eines Primideals
Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul, N (C M ein echter

Teilmodul und p € Spec (A) ein Primideal. Falls

Ass(M/N) = {p}
nur aus dem Primideal p besteht, so sagt man, N ist p-primir in M, oder auch ein
primérer Teilmodul in M zum Primideal p.

2.4.12 Der Durchschnitt primirer Teilmoduln zum selben Primideal

Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul, p € Spec A und
N, N CM
zwei p-primére Teilmoduln. Dann ist auch
N’(N”
ein p-primédrer Teilmodul von M.
Beweis. Die A-lineare Abbildung

M —s M/N’ @ M/N”, m 5 (m,m),
hat den Kern N’(|N”, induziert also eine Injektion
M/N’(IN” & M/N” @ M/N”.
Damit gilt
Ass(M/N'(N”) C Ass(M/N*) U Ass(M/N™) = {p}.
QED.

2.4.13 Begriff des irreduziblen Teilmoduls
Seien A ein kommutativer Ring, M ein A-Modul und N C M ein echter Teilmodul.
Dann hei3t N reduzibel in M, falls es zwei echte Teilmoduln N’, N” C M gibt, die N
als echten Teilmodul enthalten, mit

N=N () N".

Andernfalls heif§t N irreduzibel in M.
Bemerkungen
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(i)  Dieser Begriff hat nichts mit dem Begriff des irreduziblen Moduls in der
Darstellungstheorie zu tun.

(i) Jeder Teilmodul eines noetherschen Moduls M ist Durchschnitt endlich vieler
irrduzibler Teilmoduln.®

(iii) Die Darstellung eines Teilmoduls als Durchschnitt von irreduzibler Teilmoduln ist
im allgemeinen nicht eindeutig. Ist zum Beispiel K ein Korper und M ein endlich
dimensionaler Vektorraum, so sind die irreduziblen Teilmoduln von M gerade die
linearen Unterrdume der Kodimension 1. Die anderen (echten) linearen
Unterrdume konnen dann auf viele verschiedenen Weisen als Durchschnitte von
irreduziblen geschrieben werden.

(iv) Die Darstellung eines Teilmoduls N (C M als Durchschnitt von endlich vielen

Teilmoduln von N, sagen wir

N= Nlﬂ...ﬂNr ,
heift irredundant, wenn keiner der Moduln Ni weggelassen werden kann, ohne
daB sich die rechte Seite éndert.

2.4.14 Irreduzible und Primérzerlegungen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Die Darstellung

N= Nlﬂ ...ﬂNr
eines Teilmoduls N (C M als Durchschnitt von endlich vielen Teilmoduln Ni CwMm
heiBt Zerlegung von N. Sie heif3t irreduzible Zerlegung, wenn jeder der Moduln Ni

irreduzibel ist, sie heifit Primédrzerlegung, wenn jeder der Moduln Ni primdr ist.
Seien jetzt A noethersch, M ein endlich erzeugter A-Modul und
N=N 1 N ...ﬂNr
eine irredundante Primérzerlegung mit
Ass(M/Ni) = {Pi}
Gilt Pi = P. so ist auch der Teilmodul NiﬂN. primér und gehort zum selben Primideal.
Wir kénnen also Teilmoduln Ni zum selben Primideal so zusammenfassen, daf} gilt
Pi = Pj fiiri # j.
Eine irredundante Primédrzerlegung von N mit dieser Eigenschaft heiflt kiirzeste
Primérzerlegung von N, und die Teilmoduln Ni , welche in dieser Zerlegung auftreten,

heilen Primdrkomponenten von N. Gehort die Primirkomponente Ni von N zum
Primideal P, d.h.,

Ass(M/Ni) = {P},

so heil3t Ni auch P-primire Komponente von N.

2.4.15 Satz von der Primérzerlegung

Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter A-
Modul, Dann gilt:

% Sei F die Menge aller Teilmoduln von M, die keine solche endliche Darstellung besitzen. Falls F
nicht-leer ist, besitzt die Menge, weil M noethersch ist, ein maximales Element, sage wir N. Dann ist
N reduzibel,d.h. N =N’ () N” mit N (C N’ und N C N”. Wegen der Maximalitit von N besitzen N’

und N” eine endliche Darstellung durch irreduzible Moduln. Dann gilt dies aber auch fiir N, im
Widerspruch zu N € F. Dieser Widerpruch zeigt, das F leer sein muf3.
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(1)  Jeder irrduzible Teilmodul von M ist priméir.
(i) Ist
N= Nlﬂ...ﬂNr mit Ass(M/Ni) = {Pi}’

eine irredundante Primirzerlegung des echten Teilmoduls N (C M, dann gilt
Ass(M/N) = { Pl’"" Pr}'

(iii) Jeder echte Teilmodul N (C M besitzt eine Primérzerlegung. Ist N ein solcher
Teilmodul und

P € Ass(M/N)
ein minimales assoziierten Primideal von M/N, so ist

-1
%p (Np)
gerade die P-priméire Komponente von N. Dabei sei

Pp M— MP

gerade die natiirliche Abbildung in den Quotientenring. Insbesondere sind die
Primédrkomponenten zu den minimalen assoziierten Primidealen eindeutig
bestimmt.

Beweis.’® Zu (i). Sei N (C M ein echter Teilmodul, welcher nicht primér ist. Wir haben

zu zeigen, N ist reduzibel. Indem wir M durch M/N ersetzen, reduzieren wir den Beweis
der Behauptung auf den Fall
N=0.
Sei also N nicht primér. Nach 2.4.10 besteht dann
Ass(M) = Ass(M/N)
aus mindestens zwei Elementen, sagen wir

P .P, € Ass(M),P, # P

1’2 2°
Der Modul M enthilt dann Teilmoduln
K CM,
welche isomorph sind zu
K. = A/P..
i i
Wegen
Ann(a) = Pi fiira € Ki - {0}
gilt

K1 N K2 =0.
Also ist der Nullmodul in M reduzibel.

Zu (11). Wie im Beweis von (1) konnen wir M durch M/N ersetzen, d.h. wir konnen
0.B.d.A. annehmen,

0=N= Nlﬂ...ﬂNr.
In dieser Situation konnen wir M mit einem Teilmodul der direkten Summe der M/Ni

identifizieren,
MC M/N1 @ ...@M/Nr.

Deshalb gilt (nach 2.4.5)
Ass(M/N) = Ass(M) C Ass(M/Nl(JD...@M/Nr) = ULl Ass(M/Ni) = {P1 ""’Pr}'

Weil die Primérzerlegung irredudant sein soll, gibt es ein x mit

% Wir benétigen die Exakteheit des Quotienten-Funktors (vgl. 2.1.7).
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0#x€e Nzﬂ...mNr.

Es gilt
Ann(x) =0:x
= (Nlﬂ...ﬂNr):x
= (lex)ﬂ...ﬂ(Nr:x)
= Nl:x
Nun ist
I :=N1:M ={a€AI aMgNl}

={aEAI a-(M/Nl) =0}
= AnnA(M/Ni)

ein Primérideal mit \ﬁ = Pi (nach 2.4.10, weil Ni primér ist zum Primideal Pi)’ d.h. eine
Potenz von Pi liegt in I, sagen wir P\ll C1,dh. P\{M - Nl' Insbesondere gilt
v
P x C Nl'
also nach Wahl von x,
PixC N, N..NN_=0,

d.h.

P\{X =0.
Wir konnen eine nicht-negative ganze Zahl i wihlen mit

Pllx # 0 und P11+1x =0.
Sei '
0=ye Pllx.

Dann gilt

Ply =0. (1)

Wegen y € Nzﬂ...ﬂNr undy # 0 gilty & N, . Wegen Ass(M/N,) = {P,} liegen
die Annullatoren der Elemente von M/N 1" {0} samtlich in P1 (nach 2.4.2(1)). Also ist

Ann(y) €& Ann(y mod Nl) C Pl'
Zusammen mit (1) erhalten wir
Ann(y) = P1 ,YEM,
d.h.

P1 € Ass(M).

Dieselbe Argumentation zeigt Pi € Ass(M) fiir jedes 1.

Zu (iii). Nach 2.4.13 besitzt jeder Teilmodul von M eine irreduzible Zerlegung. Nach (1)
1st dies auch eine Primérzerlegung. Fiir den weiteren Beweis kdnnen wir annehmen,

N=N,N..ON_ 2)

ist die kiirzeste Primirzerlegung des echten Teilmoduls N (C M und das minimale
assoziierte Primideal P ist gleich



P= Pl'
Aus (2) erhalten wir (siehe 2.1.7 (X))
NP = (Nl)Pﬂ...ﬂ(Nr)P.
Wie wir im Beweis von (i1) gesehen haben wird M/N ; annulliert von einer Potenz von Pi'
Weil Pi fiir 1 > 1 nicht ganz in P liegt, gibt es Elemente in Pi’ welche Einheiten in A

sind (und M/N ; annullieren). Deshalb gilt

P

(M/Ni)P =0
also

(Npp =Mp
fiiri=2,...,r. Esfolgt

Np=Wpp
also

-1 -1
op (Np) = 9p (N D)) DN, 3)

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf auch rechts das Gleichheitszeichen
gilt. Sei

-1
d.h. es gibt Elemente nEN1 und s € A - P mit

? = Sgin MP ,
d.h. sem - n wird von einem Element von S annulliert. Indem wir den Bruch lsl— geeignet

erweitern, konnen wir annehmen,
sem -n=0in M.
Mit anderen Worten, die Restklasse von m in M/N 1 wird von s annulliert. Wegen

Ass(M/Nl) = {P}

und s & P ist s ein M/Nl-regul'eires Element (vgl. 2.4.2(ii)). Also ist die Restklasse von

m selbst schon Null, d.h. es gilt

mENl.

Wir haben gezeigt, in (3) gilt auch ganz rechts das Gleichheitszeichen, d.h. es ist
-1
%p (NP) =N 1

die P-primédre Komponente von N.
QED.

3 Eigenschaften von Ring-Erweiterungen
3.1 Flachheit

3.1.1 Definition

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M eine A-Modul. Dann heifit M flach iiber A
oder auch A-flach, wenn fiir jede exakte Sequenz von A-Moduln

S:.— N —-N—5N— ..
die zugehorige Sequenz
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S®AM: .— N ®AM—>N®AM—>N ®AM—>...

ebenfalls exakt ist. Der Modul M heif3t treuflach iiber A, wenn fiir jede Sequenz S gilt

S ist exakt & S® AM ist exakt.

Sei f. A — B ein Homomorphismus von Ringen. Dann heifit f flach, falls B als A-

Modul flach ist. Man sagt in dieser Situation auch, B ist eine flache A-Algebra.
Bemerkungen

®

(i)

(iif)

@iv)

Jede exakte Sequenz S kann man in kurze exakte Sequenzen

00— N —>N—0N"—0
zerlegen. Deshalb kann man sich beim Uberpriifen der Flachheit oder treuen
Flachheit eines Moduls auf die Betrachtung kurzer exakter Sequenzen
beschrinken.
Das Tensorprodukt ist rechtsexakt, d.h. fiir jede kurze exake Sequenz von A-
Moduln

00— N —>N—N'—0
und jeden A-Modul M ist die Sequenz

N'®OM — NOM — N”®OM — 0
exakt. Deshalb kann man sich beim Uberpriifen der Flachheit eines Moduls auf
die Betrachtung von exakten Sequenzen der Gestalt
00— N — N
beschrinken (d.h. es reicht zu iiberpriifen, ob die Injektivitit von Abbildungen
erhalten bleibt).
Transitivitit. Seien f: A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.
Dann gilt:

1. B ist A-flach und N ist B-flach = N ist A-flach.®”’
2. B ist A-treuflach und N ist B-treuflach = N ist A-treuflach.’®
3. N ist B-treuflach und A-flach = B ist A-flach.®’
4. N ist treuflach iiber A und B = B ist A-treuflach.”

Basiswechsel. Seien f: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.
Dann gilt:
1. Mist flach iiber A = M® , B ist flach iiber B M

7 Sei S exakt iiber A. Dann ist S®AB exakt, also ist auch

exakt.
%8 Sei

S®AB ®BN = S®AN

S®AN = S®AB®BN

exakt. Dann ist auch S®AB exakt, also ist es auch S.

% Sei S exakt iiber A. Dann ist auch

S® N=S® B®_N.
®A ®A ®B

Weil N treuflach iiber B ist, ist auch S®AB exakt.

0 Sei S®AB exakt. Dann ist auch

S®AB ®BN = S®AN

exakt. Weil N treuflach ist iiber A, ist auch S exakt.
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2. M ist treuflach iiber A = M® AB ist treuflach iiber B.”?

3.1.2 Lokale Bedingungen fiir die Flachheit

Seien f: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein B-Modul. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
@) M ist A-flach.

(i1) M, ist Ap-ﬂach fiir jedes Primideal P € Spec B, wobei p := A[ P sei.

P
(iii) MP ist Ap-ﬂach fiir jedes maximale Ideal P € Spec B, wobei p := A[ P sei.
Beweis.
1. Schritt: M® AN =M® A N fiir AS-Moduln M, N und S C A multiplikativ.
S
Es gilt
M®AN = M®ASAS®A AS®ASN (M\,N sind AS—Moduln)

=M® AS(AS)S® ASN (Definition von Quotienten-Moduln)

=M® ASAS® ASN (Elemente von S sind Einheiten in AS)

= M®A N (M ist AS—Modul).

S
2. Schritt: (i) = (ii).
Sei also M flach iiber A. Der Ring-Homomorphismus f: A — B induziert einen Ring-
Homomorphismus g: A —)BP (auf Grund der Universalitidtseigenschaft der

Quotientenringe), und MP ist ein BP—Modul.

Sei S ein exakte Sequenz von Ap—Moduln. Dann gilt

S® ApMP =S® AMP (nach dem ersten Schritt)
=S® A(M®BBP)
Nun ist S® AM exakt, weil M flach ist iiber A, also ist auch S® AM®BBP exakt, weil

BP flach ist iber B (nach 2.1.7(ix)).

3. Schritt: (ii) = (iii).
Dies ist trivial.
4. Schritt: (iii) = (i).
Sei

0— N —N (1)
eine exakte Sequenz von A-Moduln und bezeichne K den Kern der induzierten
Abbildung N’®AM —> N®AM, d.h. sei

"1 Sei S exakt iiber B. Dann ist auch
S M=S B M
®A ®B ®A

exakt.
2 Sei S®B B®AM = S®AM exakt. Dann ist es auch S.
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0—>K—>N’®AM—>N®AM (2)
exakt. Wir haben zu zeigen, es gilt
K=0.
Fiir jedes maximale Ideal
P € m-Spec B
ist dann die induzierte Sequenz

0—K_—SN&® M_.—SN® M

P AP AP

exakt. Da M ein A -Modul ist,dh. M = A ® , M_, laBt sich diese Sequenz auch
P p P p Ap P
in der Gestalt
0—>KP—>N ®AAp®A M —>N®AAP®A M
schreiben, also auch in der Gestalt

0—K

P P

P—)NP®APMP—>NP®A MP 3)

Nun ist mit (1) auch die Sequenz 0 — N’ — N _ exakt (weil die Quotientenbildung

ein exakter Funktor ist nach 2.1.7(ix)), also nach Voraussetung (i1) auch

O—>Np®A MP—>Np®ApMP.
Aus der Exaktheit von (3) lesen wir deshalb ab, es gilt

KP=O

fiir jedes maximale Ideal P von B. Dann gilt aber K = 0 (nach 2.1.7(v)).
QED.

3.1.3 Charakterisierung der Treuflachheit I

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
@) M ist treuflach tiber A.

(i1) M ist flach iiber A und M® AN # 0 fiir jeden A-Modul N # 0.

(iii) ~ M ist flach iiber A und pM # M fiir jedes maximale Ideal p C A.
Beweis. (i) = (i)). Wire M® AN =0, so wire die Sequenz, die aus

0—N—70,

durch Tensorieren mit M iiber A entsteht, exakt, also miiite auch die Ausgangssequenz
exakt sein, d.h. N =0 im Widerspruch zur Wahl von N.

(ii) = (iii). Nach Voraussetzung ist
0# M® AA/p = M/pM

fiir jedes maximale Ideal p von A. Also gilt pM #= M.
(iii) = (ii). Nach Voraussetzung gibt es ein von Null verschiedenes Element in N, sagen
wir
0# nEN.
Aus der Exaktheit der Sequenz
0—nA —N
erhalten wir die von

0 —)M@AnA—>M®AN.
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Es reicht also, zu zeigen, M® AnA # 0, d.h. wir konnen annehmen,
N =nA.
Es gilt
An = A/Ann(n)
mit einem von A verschiedenen Ideal Ann(n) von A. Sei p ein maximales Ideal von A,
welches dieses Ideal enthilt,

Ann(n) C p € m-Spec A.
Es gibt damit eine Surjektion
M®N = M® AA/Ann(n) —»> M® AA/p = M/pM.

Nach Voraussetzung (ii1) ist der Modul rechts von Null verschieden. Dann ist es aber
auch der Modul links.

(i) = (1). Sei
f
SIN' —5 N5, N~
eine Sequenz von A-Moduln mit der Eigenschaft, daf3

b f gM 29
S®AM.N®AMMN®AM—>N CRY

exakt ist. Wir haben zu zeigen, dann ist auch S exakt. Nach Voraussetzung gilt
Env = €0 =0y =0
also
Im(g°f)®AM = Im(gMofM) =Im(0) =0.
Nach Voraussetzung (ii) folgt Im(gef) =0, d.h. gef =0, d.h.

Im(f) C Ker(g).

Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei
H :=Ker g/ Im f.
Dann gilt, weil M flach ist iiber A,

H®OM=Kerg®@M/Img® M = Ker(gM)/Im(fM) =0.

Nach Voraussetzung (i1) folgt H =0, d.h.

Im(f) = Ker(g).
QED.

3.1.4 Die Faser eines Morphismus affiner Spektren
Sei f: A — B ein Homomorphismus von kommuatativen Ringen mit 1. Wir bezeichnen
mit
af. Spec B —s Spec A, P 1 PA = 1(P).

die zugehorige Abbildung der affinen Spektren. Fiir jedes p € Spec A ist dessen
vollstindiges Urbild bei ?f gleich

a1y = (PeSpec BIf1(P)=p } = Spec B® , k(p). )
Hinsichtlich des Gleichheitszeichens rechts wird dabei Spec B&® AK(p) mit einer

Teilmenge von Spec B identifiziert’* mit Hilfe des natiirlichen Homomorphismus
B— B®AK(p),b B b®1.

Deshalb nennt man

3 Man betrachte die exakte Sequenz 0 — Im(f) — Ker(g) — H — 0.
7 d.h. jedes Primideal von B®K(p) wird mit dessen vollstindigen Urbild in B identifiziert.
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Spec Spec B® AK(p)

auch Faser von 2f: iiber p und
B® AK(p)

Faser von f iiber p.
Beweis der rechten Identitédt von (1). Wir setzen

C:= B®AK(p) und S :=A - p.
Weiter sei g die natiirliche Abbildung
2B —C,bp bXI.

Dann gilt
C =B® A(A/p) S (Definition von k(p))
=B® AA/p® AAS (Definition des Quotienten-Moduls)
=B/pB® AAS
= (BIpB)g
= (B/pB)f(S).
Die natiirliche Abbildung g bekommt so die Gestalt
) b mod pB
gB— (B/pB)f(S)’ b —
Es folgt

Spec (B/pB)f(s) C Spec B/pB C Spec B.
Dabei erfolgt die Identifikation der linken Menge mit einer Teilmenge der mittleren
vermittels der natiirlichen Abbildung

B/pB — (B/pB)f(S)
auf den Qutienten-Ring und die Identifikation der mittleren mit einer Teilmenge der
rechte vermittels der natiirlichen Abbildung

B — B/pB,b » b mod pB,
auf den Faktorring. Wir erhalten

Spec (B/pB)...... = {P € Spec B/pB | P () (f(S) mod pB) = & }

f(S)
Spec B/pB ={P& Spec B |pB C P}
Damit ist
Spec C = Spec (B/pB)f(S)
={PESpecBIP(f(S)=T und pB C P}
= {PE SpecBIfLP)N S= S und p C P}
= {PeSpec BI L P)C pundp Cflp)}
- {PESpecBIflP)=p
=2 p)
QED.
Bemerkung

Mit den Bezeichnungen des Beweises wird jedes Primideal P der Faser C = B® AK(p)

identifiziert mit dem Primideal

o 9P =g l(P)
von Spec B identifiziert. Umgekehrt entspricht das Primideal
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PeE af“l(p) C Spec B
gerade dem Primideal

PB_/pB

S € Spec C

S
der Faser.

3.1.5 Charakterisierung der Treuflachheit 11

Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und N ein B-Modul. Dann
gelten die folgenden Aussagen.
@) Ist N treuflach iiber A, so ist af(Supp N) = Spec A.

(i1) Ist N ein endlich erzeugter B-Modul, so sind folgende Aussage dquivalent.
1. N ist treuflach iiber A.

2. N ist flach iiber A und *f(Supp N) 2D m-Spec A.
Beweis. Zu (i). Sei p € Spec A. Wir haben zu zeigen,

p € #(Supp N).
Weil N treuflach ist liber A, gilt
N® AK(p) # 0.

(nach 3.1.3(ii)). Mit
C:= B®AK(p) und N’ := N®AK(p) = N®BC

ist der C-Modul N’ von Null verschieden. Es gibt also ein P*&Spec C mit
N’P>k # 0
(nach 2.1.7(v))"®, Wir setzen
P := P*()B.
Dann ist

N'pi =N®LCp,

= N®B(BP®BPCP*) (CP* ist ein BP—Modul)
= NP®BPCP* (Definition der Quotienten-Moduln)

Mit N° . # 0 gilt also auch N

p # 0,d.h.

p

P € Supp(N).
Wegen

P*ESpec C = 3 L(p)
(nach 3.1.4) gilt
p = #(P*) =7° *f(P) € (Supp N).
Zu (i1). Die Implikation 1. = 2 ist trivial auf Grund von (i). Bleibt die umgekehrte

Implikation. Sei also Bedingung 2 erfiillt. Wir haben zu zeigen, N ist treuflach iiber A.
Nach 3.1.3 reicht es zu zeigen,

N/mN # 0
fiir jedes maximale Ideal m C A. Nach Voraussetzung 2 gibt es ein Primideal

™ Es gibt ein n€EN und ein maximales Ideal P* derart, daB n in N,P* von Null verschieden ist.

7 Wir identifizieren das Faser-Element P* € Spec B®AK(p) mit dem Element P € Spec B.



63

P € Spec B mit NP # 0 und P(A =m.

Weil N ein endlich erzeugter B-Modul ist, gilt

NP/mNP # 0

(nach dem Lemma von Nakayama 1.2.3). Es folgt

0+ NP/mNP = (N/mN)P

also N/mN # 0.
QED.

3.1.6 Lokale Homomorphismen

Seien (A, m) und (B, n) lokale Ringe und
frA—B

ein lokaler Homomorphismus, d.h. ein Homomorphismus von Ringen mit 1 mit
f(m) C n.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) fistflach.
(i) fist treuflach.

Beweis. (i) = (i). trivial.
(1) = (i1). Nach dem Kiriterium 3.1.5 (ii) reicht es zu zeigen,
m-Spec A C #(Spec B).
Wegen m-Spec A = {m} reichte es zu zeigen, es gibt ein Primideal PESpec B mit

m=f1P).
Letzterer Identitit besteht fir P = n, denn nach Vorausetzung ist f ein lokaler

Homomorphismus, d.h. { 1(n) ist ein Primideal von A, welches das Ideal m enthélt, d.h.
es gilt

m=flm).
QED.

3.1.7 Beispiel: Quotienten-Ringe nur im trivialen Fall treuflach

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A eine multiplikativer Teilmenge. Die
Bild der Abbildung

Spec AS — Spec A, @))
welche von der natiirlichen Abbildung
A—A S
in den Quotientenring kommt, besteht aus allen Primidealen P € Spec A mit
P S=4d. 2)

Die Abbildung (1) ist genau dann surjektiv, wenn Bedingung (2) fiir alle Primideale P
von A erfiillt ist, d.h. wenn keine NIcht-Einheit in S liegt, d.h. wenn S ausschlieBlich aus
Einheiten besteht.

Der flache Homomorphismus A — A ist nur dann treuflach, wenn es sich um einen

S
Isomorphismus handelt (nach dem Kriterium 3.1.5(i1)).

3.1.8 Durchschnitte und Quotienten-Ideale bei flachen Erweiterungen

(i)  Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M,N zwei A-Modul mit
M flach iiber A
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und
N, N C M
zwei Teilmoduln. Dann gilt fiir die Teilmoduln in M&® AN
M®AN’ N M®AN” = M®A(N’ﬂN”).
(i) Seien f: A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe mit 1 und
r,rcCA
zwei Ideale von A. Dann gilt
I'B(I”"B={\I")B.
(iii) Istin (ii) das Ideal I endlich erzeugt, so gilt auBerdem
(I'B):(I"B) = (I":I”")B.
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die A-lineare Abbildung
@: N— N/N° @ N/N”,n » (n mod N’, n mod N”).

Ihr Kern ist gleich N’(\N”, sie definiert also eine exakte Sequenz

0 — N’(N” —s N —5 N/N’ @ N/N”.
Weil M flach ist iiber A erhidlt man durch Tensorieren mit M iiber A eine exakte
Sequenz
0— M®A N°(N”) — M®AN —_— M®AN/M®AN ® M®AN/M®AN

Daraus ergibt sich die Behauptung.
Zu (i1). Dies ist ein Spezialfall von (i). Man setze
M=B,N=AN = N"=I"
und beachte, daf} die Teilmoduln
B® AI und B® AI
von
B®AAEB,b®aHba, (1)

beim Isomorphismus (1) gerade den Idealen I’'B und I”’B entsprechen.
Zu (iii). Sei

I"=x A+ ...+xrA.

1
Dann gilt
I"B=x.B+ ..+xB.
1 r
Wir erhalten
I':1 =I:X1ﬂ...ﬂI:Xr
I’B:I”B = I’B:x1 MN...N I’B:xr
und mit Hilfe von (ii):
(I'.:1’)B = (I’:Xl)B MN...N (I’:xr)B

Es reicht also zu zeigen,
I’B:x = (I":x)B fiir jedes x € A. 2)
Zum Beweis betrachten wir die A-Lineare Abbildung
¢ A— Al'ap axmod I.
Ihr Kern ist gleich I':x, sie definiert also die exakte Sequenz

0—>I'x —> A —5 AT
Wir tensorieren mit B iiber A und erhalten die exakte Sequenz
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0— (I’:x)@AB — A®AB — A®AB/I®AB.
Weil A® AB isomorph zu B ist, bekommt diese exakte Sequenz die Gestalt
0 — (I'’'x)B— B — B/IB.

Der Kern der Abbildung rechts ist gleich I’B:x. Es gilt also tatssédchlich (2).
QED.

3.1.9 Beispiel fiir eine Injektion, die nicht flach ist
Seien k ein Korper, x ein Unbestimmte tiber k und

A= k[xz, X3]
der Teilring des Polynom-Rings
B :=k[x].
Dann besteht A aus den Polynomen ohne Linearglied, und
x2A N XA
besteht aus allen Polynomen, fiir welche die Koeffizienten vor
1,x, x2, x3, X4
gleich Null sind, d.h.
x2A N XA - x°B
und
(x2A () x°A)B - xB.
Auf der anderen Seite ist
x°B M B - x°B,
d.h. es ist
x2A N x°A)B = x2B () x°B.

Nach 3.1.8 (ii) kann B nicht flach sein iiber A.

3.1.10 Eigenschaften treuflacher Homomorphismen

Sei f: A — B ein treuflach Homomorphismus kommutativer Ringe mit 1.Dann gilt:
(1)  Fiir jeden A-Modul M ist die natiirliche Abbildung
M —>M®AB,m B m®1,

injektive. Insbesondere ist f selbst injektiv.
(i)  Fiir jedes Ideal I von A gilt

IB(A=L
Beweis. Zu (i). Sei m ein von Null verschiedenes Element von M,
0 # meM.
Wir haben zu zeigen,
Nach 3.1.3 ist
mA ® AB #0

ein von Null verschiedener Teilmodul von M® AB' Er besteht gerade aus den Elementen

der Gestalt
ma ®b=m ® ab=(m®1)-ab

mitm €M, a € A,b € B, d.h. aus den Vielfachen von m®1. Es gilt also
(m®1)B #= 0.
Das ist nur moglich, wenn m®1 in M® AB von Null verschieden ist.

Zu (i1). Nach (i) ist die Abbildung
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Al — A/l ®AB,X|->X®1, (1)
injektiv. Wegen
A/I®AB = B/IB, (a mod I)®b » ab mod IB,
ist (1) bis auf Isomorphie gerade die Abbildung
A/l — B/IB,amod I » a mod IB.

Deren Kern ist gleich I/IB{)A. Die Injektivitit von (1) bedeutet also, es gilt
I=IB(A.

QED.

3.1.11 Flachheit und lineare Gleichungssysteme
(1) Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein flacher A-Modul. Weiter seien aij

& A und mj & M Elemente mit

i a..m, =0firi=1,...,s.
=1 J )
Dann gibt es Elemente a’jkEA und m’kEB mit

m. = i a’.m’ firj=1,..,s und

PZ Kk

S a.a, =0firi=1,..,sundk=1, ...t
=1 1j jk
Mit anderen Worten, die Losung eines linearen Gleichungssystems in M mit
Koeffizienten aus A 148t sich als A-Linearkombination von Losungen in A
desselben Systems schreiben.

(i) Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Wenn sich die Lésung
(m1 youe ,ms) einer Gleichung

él ajmj =0

in M mit Koeffizienten aus A stets als A-Linearkombination von Losungen in A
schreiben 146t, so ist M flach tiber A.
Beweis. Zu (i). Seien

@: AS — AT
die A-lineare Abbildung mit der rxs-Matrix (aij) und
vt MS —s MF
die analog fiir M definierte A-lineare Abbildung. Dann gilt
P =09, L
wenn 1 die identische Abbildung von M bezeichnet:
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1
(@@, D - = (@@ (3 &/®x)
XS J:l
a. .
1
= i ®x.
J=1 arj J
3

\jgarjxj )

K :=Ker(p).

Weiter sei

Aus der exakten Sequenz

i
0— K —y AS Py AT

erhalten wir durch Tensorieren die exakte Sequenz

i® .9
O—>K®M—>MS—M>Mr.

Nach Voraussetzung ist

1
cpM .. |=0.
m
S
M
Deshalb liegt | ... [="" i e.®m. im Bild von i®1, d.h.es gibt ein Element von K&®M,
m =1 ] ]
S
sagen wir
i é ea . ®m’
== ) kK
M
dessen Bild in M gerade | ... |ist,d.h.esist
m

m.:ia’. m’ .
Joggy Ok

7 Wir identifizieren M® mit AS®M. Dabei bezeichne e_ den j-ten Standard-Einheitsvektor von A%.
]

8 Wir identifizieren AT@M mit M.
™ Wir identifizieren M® mit AS@M.
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Weil i eja’.

ik in K liegt, gilt
=1

i a..a’.. =0

izl ij jk

fiir jedes 1 und jedes k.

Zu (i1). Der Beweis wird sich als Folgerung aus der Aussage von 3.1.14 ergeben (vgl.
die dortige Bemerkung).

QED.

Bemerkung

Fiir meisten der noch zu beweisenden Flachheitskriterien bendtigen wir die Tor-
Funktoren, welche als abgeleitete Funktoren des Tensor-Produkts definiert sind. Wir
erinnern deshalb zunichst an den Begriff des abgeleiteten Funktors.

3.1.12 Abelsche Kategorien und abgeleitete Funktoren

Definitonen

Eine Kategorie C heif3t additiv, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. Die Kategorie € besitzt ein Null-Objekt, d.h. ein Objekt O von € derart, daf3 es fiir
jedes Objekt X von € genau eine Morphismus

0—X
gibt (d.h. O ist initiales Objekt) und genau einen Morphismus
X—0

(d.h. 0 ist terminales Objekt).
2. Inder Kategorie gibt es fiir je zwei Objekte X, Y deren Produkt™

XxY
und deren Koprodukt®'
X®Y.
3.  Fiir je zwei Objekte X und Y von C besitzt die Hom-Menge
Hom(X,Y)

die Struktur einer abelschen Gruppe, und zwar derart, daf fiir je drei Objekte X, Y,
Z von € die Morphismen-Komposition
Hom(X,Y) x Hom(Y,Z) — Hom(X, Z), (f, g) & g°f,
eine bi-additive Abbildung ist.
Bemerkung
(i)  Produkt und Koprodukt sind dann in natiirlicher Weise isomorph **
(i)  Aus Bedingung 3 ergibt sich, daf} das neutrale Element von Hom(X, Y) gerade der
eindeutig bestimmt Morphismus X — Y ist, der sich iiber das 0-Objekt

faktoriesiert.®?

% d.h. ein Objekt XxY zusammen mit zwei Morphismen pl: XxY — X und pz: XxY — Y, welche

Projektionen des Produkts heifien, so daB fiir jedes Objekt Z die Abbildung
Hom(Z, XxY) — Hom(Z, X) x Hom(Z,Y), f » (p1°f, pzof),

bijektiv ist.

81 d.h. ein Objekt X®Y zusammen mit zwei Morphismen qlzX — X®Y und ay: Y — X@Y,

welche Einbettungen des Koprodukts heifSen, so daB fiir jedes Objekt Z die Abbildung
Hom(X®Y,Z) — Hom(X,Z) x Hom(Y, Z), f (foql, f°q2),

bijektiv ist.

82 siche zum Beispiel Bass [1].
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Eine Kategorie C heifit abelsche Kategorie, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1.  Cisteine additive Kategorie.
2. Jeder Morphismus von C besitzt einen Kern und einen Kokern (also auch ein Bild
und ein Kobild).
3. Fiir jeden Morphismus f: X — Y ist der natiirliche Morphismus
Koim(f) — Im(f)

ein Isomorphismus.
Bemerkungen

(i)  Der Morphismus Koim(f) — Im(f) 146t sich genauer wie folgt beschreiben.

Dazu beachte man zunécht, da3 Kerne stets Monomorphismen sind (auf Grund
der Eindeutigkeitsaussage ihrer Universalititseigenschaft). Dadurch erhilt das
folgende kommutative Diagramm.

a f B
Kerf) — A — B — Koke(f)

v, e 1o

Koim(f) i) Im(f)
Dabei ist a der Kern von f, f der Kokern von f, y der Koker von o und & der Kern
von f3,
v := Koker(a)
0 := Ker(f)

Wegen fea = 0 faktorisiert sich f iiber den Kokern von a, d.h. {iber y. Auf diese
Weise erhilt man den Morphismus €, der das obere Dreieck kommutativ macht.
Es gilt also

Bocoy = Pof = 0
(nach Definitoin von § als Kokern von f). Weiter ist y (als Kokern von o) ein
Epimorphismus. Deshalb gilt sogar

Bee =0.

Wegen der Universaltidtseigenschaft von d (als Kern von () faktoriesiert sich €
tiber 6. Wir erhalten so den Morphismus C , welcher durch die Kommutativitét des
Vierecks sogar eindeutig festgelegt ist.

(1) Morphismen in abelschen Kategorien, die gleichzeitig Monomorphismen und
Epimorphismen sind, sind Isomorphismen.

Ist ndmlich f in (i) monomorph und epimorph, so sind o und f trivial (d.h. Ker(f)
und Koker(f) sind 0-Objekte). Fiir y und 6 kann man deshalb die identischen
Morphismen wihlen. Dann ist aber f = T, d.h. f ist ein Isomorphismus.

Definitionen
Sei F: € — D ein Funtor von abelschen Kategorien C und D. Ein solcher Funktor
heif3t additiv, wenn fiir je zwei Objekte X und Y von C die Abbildung

Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y)), f » E(f),

ein Gruppen-Homomorphismus ist. Ein additiver Funktor heifit exakt, wenn er exakte
Sequenzen in exakte Sequenze iiberfiihrt. Er heifft linksexakt, wenn fiir jede kurze exakte
Sequenz

8 Hom(0,Y) enthilt genau ein Element 0 —s Y, dieses ist das neutrale Element der Gruppe Hom(0,Y).
Die Komposition mit X — 0 ist ein Gruppen-Homomorphismus (nach Bedingung 3), iiberfiihrt also

das neutrale Element ins neutrale Element.
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00— X —-X—X —0
in C die zugehorige Sequenz
0 — F(X’) — F(X) — F(X?)
exakt ist. Analog heif3t er rechtsexakt, wenn fiir jede kurze exakte Sequenz
00— X —-X—X —0
in C die zugehorige Sequenz
F(X’) — FX) — F(X’) — 0
exakt ist.

Beispiele
1. Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A eine multiplikative Menge. Dann
ist der Funktor
s7l: A-Mod —s STTA - Mod, M 15 $7IM,
auf der Kategorie der linken A-Moduln mit Werten in der Kategorie der linken

S A-Moduln exakt.
2. Sei C eine abelsche Kategorie. Dann sind fiir jedes Objekt X von € die Funktoren

Hom(X, ?): ¢ — Ab, Y » Hom(X,Y),

Hom(?, X): ¥ —s Ab, Y +» Hom(Y, X)

linksexakt.
3. Sei A ein nicht notwendig kommutativer Ring mit 1. Dann ist fiir jeden rechten A-
Modul N der Funktor

®AN: A-Mod — Ab,M M®AN,
auf der Kategorie der linken A-Moduln rechtsexakt, und fiir jeden linken A-Modul
M ist der Funktor

M®A: Mod-A — Ab,N » M®AN
auf der Kategorie der rechten A-Moduln ebenfalls rechtsexakt.

Definitonen
Sei € eine abelsche Kategorie. Ein Objekt X von € heif3t projektiv, wenn der Funktor

Hom(X, ?): € — Ab, Y » Hom(X,Y),
auf C mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen exakt ist. Das Objekt X heif3t
injektiv, wenn der Funktor

Hom(?, X): @0 — Ab, Y i» Hom(Y, X)
exakt ist.

Sei C eine abelsche Kategorie. Man sagt C besitzt geniigend viele injektive Objekte,
wenn jedes Objekt ein Teilobjekt eines injektiven Objekts ist, d.h. fiir jedes Objekt X von
C gibt es einen Monomorphismus

f: X —1,

dessen Zielobjekt I injektiv ist. Man sagt € besitzt geniigend viele projektive Objekte,
wenn jedes Objekt ein Faktorobjekt eines projektiven Objekts ist, d.h fiir jedes Objekt X
von € gibt es einen Epimorphismus

f:P— X,

dessen Quellobjekt P ein projektives Objekt ist.
Beispiele
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1.  Ein Objekt von A-Mod ist genau dann projektiv, wenn es ein direkter Summand
eines freien A-Moduls ist. Insbesondere sind freie A-Moduln projektiv.**

2. Ein linker A-Modul I ist genau dann injektiv, wenn es fiir jedes linke Ideal ] C A
und jede A-lineare Abbildung f: ] — I ein Element g € I gibt mit f(a) = xg fiir

jedes x € J. Zum Beispiel sind Q und Q/Z injektive Z-Moduln.*’

3. Die Kategorie A-Mod besitzt sowohl geniigt viele injektive als auch geniigend
viele projektive Objekte.*®
Definitionen

Sei F: € — D ein linksexaker Funktor zwischen abelschen Kategorien € und D. Die

rechtsabgeleiteten Funktoren von F bilden eine Folge von additiven Funktoren
RF:C—D,i=0,1,2,..

mit folgenden Eigenschaften.

i RIF=F.
(i)  Fiir jede kurze exakte Sequenz in C,

EO0—wX X —X"—0

gibt es funktorielle Morphismen o' RIF(X”) —s RITIE(X’) derart, daB die
folgende Sequenz exakt ist.

. . . s
.. — RIF(X’) — R'F(X) — RIF(X”) — FHIRX) — .
(iii)  Fiir jeden Morphismus von kurzen exakten Sequenzen, d.h.fiir jedes kommutative
Diagramm

0—m X' —- X — X7 —0

U R
0—wY —Y— Y —0

mit exakten Zeilen sind die folgenden Diagramme kommutativ
i

. ) .
RIF(X”) — R1+1F(X’)
RIF(f”)l ‘ lR1+1F(f’)
. 3t .
RIF(Y”) SN R1+1F(Y’)
fir1=0,1, ... Mit anderen Worten die lange exakte Sequenz von (i1) hingt
funktoriell von der kurzen exakten Sequenz E ab.

(iv)  Fiir jedes 1> 0 und jedes injektive Objekt I von € gilt

R'F(I) = 0.
Bemerkungen

% Seien P ein projektives Objekt und F —» P eine Surjektion mit F frei. Dann faktorisiert sich der
identische Morphismus P — P iiber F, d.h. P ist ein direkter Summand von F.

% Man beachte, Z ist ein Hauptideal-Ring.

% Das erste ist tivial. Das zweite zeigt man am besten indem man den Begriff des erzeugenden Objekts
einer Kategorie einfiihrt und zeigt,

1. A ist ein Erzeuger von A-Mod ist.

2. Eine Kategorie mit Erzeuger besitzt geniigent viele injektive Objekte.

vgl Grothendieck [1]. Einen direkten Beweis fiir die Existenz geniigend vieler injektiver Objekte findet
man im Buch von Cartan und Eilenberg [1].
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Sei F: € — D ein rechtsexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien € und
D. Dann kann man F als linksexakten Funktor

F: ¢¥ — pY
auffassen. Die zu den so aufgefaten Funktor O gehorigen rechtsabgeleitenen
Funktoren heilen linksabgeleitete Funktoren von F und werden mit LiF

bezeichnet.
Sei F: € — D ein linksexakter Funktor und besitze C geniigend viele injektive
Objekte. Fiir jedes Objekt X von C konnen wir dann einen Monomorphismus
f: X —1
mit [ injektiv finden und die zugehorige exakte Sequenz

0 —-X—DI1I—Y—0 ey

betrachten (wobei I — Y gerade der Kokern von f ist). Dazu gehoren exakte
Sequenzen

0 F(f) 1 1
— F(X) — F(I) —s F(Y) — RIF(X) — RIF()

und
RIF(I) — RIF(Y) —s RITIE(X) —s RITLR(D).
Weil die hoheren abgeleiteten Funktoren nach Bedingung (iv) der Definiton fiir

injektive Objekte triviale Werte annehmen, bekommen diese exakten Sequenzen
die Gestalt

0 — FX) 3 F(1) — F(Y) — R'F(X) — 0
und
0 — RIF(Y) — RI*1EX) — 0,
d.h. man hat wohldefiniert Isomorphismen
RIF(X) = Koker(F(I) —s F(Y)) = Koker(F(Koker(f)))
und
RITIE(X) = RIF(Y) = RIF(Koker(f)).

Man erhélt damit Iterationsformeln mit denen man die Werte der abgeleiteten
Funktoren, falls sie existieren, fiir vorgegebene Objekte berechnen kann.

Fiihrt man die Iteration explizit aus, so erhélt man folgende Rechenvorschrift fiir
den i-ten abgeleiteten Funktor.

Sei F: € — D ein linksexakter Funktor und besitze C geniigend viele injektive

Objekte. Fiir jedes Objekt X von C gibt es dann eine exakte Sequenz
0—oX—lV ot 52— . )

deren Objekte (mit eventueller Ausnahme von X) injektiv sind®’. Durch Anwenden
von F erhilt man einen Komplex

%7 Die obige Sequenz (1) bildet den Anfang eines solchen Komplexes (mit I0 =1I). Das néchst Glied
bekommt man, indem man einen Monomorphismus

y 1!

wihlt und die zugehorige exakte Sequenz

0—>Y—>Il—>Y1—>O

betrachtet. Durch Zusammensetzen mit (1) erhilt man eine exakte Sequenz

0—>X—>IO—>11—>Y1—>O.
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0 —s Fa% — Fal) — Fa1?) —s ...
Die Kohomologie dieses Komplexes an der n-ten Stelle ist dann kanonisch
isomorph zu RYF(X),

R"F(X) = H(F(I*)).
Exakte Sequenzen der Gestalt (2) heilen injektive Auflésungen von X.
Satz
(i)  Fiir jeden linksexakten Funktor
F:C—D

abelscher Kategorien existieren dessen rechtsabgeleiteten Funktoren, falls C
geniigend viele injektive Objekte besitzt.
(i)  Fiir jeden rechtsexakten Funktor

F:C— D

abelscher Kategorien existieren dessen linksabgeleiteten Funktoren, falls C
geniigend viele projektive Objekte besitzt.

3.1.13 Tor und Ext-Funktoren

Die Modul-Kategorien iiber einem (nicht notwendig kommutativen) Ring A mit 1 besitzt
geniigend viele injektive Objekte. Also existieren die linksabgeleitenten Funktoren

Tor (M, 9) = L(M® , 7): Mod-A —> Ab

TorIiA‘(?, N) := Li(‘?@A N): A-Mod — Ab

fiir jeden linken A-Modul M und jeden rechten A-Modul N. Aus der
Bezeichnungsweise

TorIiA‘(M, N)
ist nicht ersichtlich, ob es sich um den abgeleiten Funktor von M® A? oder von 7® AN

handelt. Das hat den Grund, daf} diese beiden Funktoren kanonisch isomorph sind. Sie
werden deshalb als derselbe Funktor angesehen.
Analog existieren die rechtsabgeleiteten Funktoren

Exty (M, ?) := Ri(Hom A(M.2)): A-Mod —s Ab

Exty (2, N) := Ri(Hom , (2N)): (A-Mod)® —s Ab
fiir beliebige linke A-Moduln M und N. Wieder 148t sich an der Bezeichnung

Ext, (M.N)

nicht erkennen, um welchen der beiden Funktoren es sich handelt. Das hat denselben
Grund. Man geht deshalb in derselben Weise vor.

3.1.14 Flachheit und das Tensorprodukt mit Idealen

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.
(i) Mist A-flach.

(ii)  Fiir jedes Ideal I C A ist die natiirliche Abbildung
I®AM — IM, a®m - am,

ein Isomorphismus.

die weiteren Glieder Sequenz erhilt man, indem man Y1 in ein injektives Objekt einbettet und in
derselben Weise wie bisher fortfihrt.
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(iii)  Fiir jedes endlich erzeugte Ideal I C A ist die natiirliche Abbildung
I®AM — IM,a®m p am,
ein [somorphismus.
Beweis. (i) = (ii). Weil M flach ist liber A, erhilt man aus der natiirlichen Inklusion

IS A
durch Tensorieren die injektive A-lineare Abbildung
I®AM >—>A®AM =M, a®m p» a®m  am.

Das Bild dieser Abbildung ist gerade IM. Also ist die Abbildung von (ii) ein
Isomorphismus.

(ii) = (iii). trivial.
(iii) = (ii). Wir haben zu zeigen, fiir jedes Ideal I C A ist die Abbildung

1®,M FA® AM.2®m 1> a®m,

injektiv. Angenommen, sie ist es nicht. Dann gibt es Elemente

a,...,a €lundm,,..,m €M
1 n 1 n

mit

g a.®m. # 0inI® , M und § a.®m. =0 in M.

) 1 1 A ) 1 1

i=1 i=1
Sei I’ = a1A+ e + anA. Die Inklusionen I' & I & induzieren dann A-lineare
Abbildungen

b

I’®AM i) I®AM i) A®AM, a®m B a®m B a®m,

Sei o = E ai®mi das Element von I’'® AM. Dann gilt
i=1
@’ (o) #Z 0und p(¢’(av) = 0.
Insbesondere ist o€ I'® AM von Null verschieden und das Bild von o in A® AM

gleich Null. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung (iii).
(ii) = (i). Seien N ein A-Modul und N* C N ein Teilmodul. Wir haben zu zeigen, die
natiirliche Inklusion
NS N
induziert eine injektive A-lineare Abbildung
N’®AM — N®AM, n®m  n®m. (D)

1. Schritt. Reduktion auf den Fall, dal N/N” endlich erzeugt ist.
Angenommen, die Behauptung ist richtig fiir alle Paare (N, N’) mit N/N’ endlich
erzeugt.

Seien N’ & N ein beliebiges Paar und seien

n,..,n ENundm_,....,m €M
1 r 1 r

mit der Eigenschaft, dafl die Summe
i n.®m.
R D
=1
in N® AM gleich Null ist. Wir haben zu zeigen, sie ist dann auch Null in N°® AM.
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Dazu denken wir uns
N® AM = F(NxM)/R

als Faktormodul des Moduls F(NxM) mit dem freien Erzeugendensystem NxM
geschrieben nach dem Teilmodul R, der durch die Relationen der Bilinearitit erzeugt
wird:

(an, m) - (n, am) mit aEA, nEN, meM
(n’+n”, m) - (n’, m) - (n”, m) mitn’,n” EN,mEM
(2)
(n,m’+m”) - (n,m’) - (n, m”) mit n€N, m’, m” € M
Dann liegt
3 m.m) 3)
=1

im Teilmodul R, d.h. ist A-Linearkombination von endlich vielen der Elemente (2). Sei

N’ : =N’ + AX1 + ...+ Axr

Dabei seien die X, samtliche Elemente aus N, welche in dieser Darstellung von (3) als

Linearkombination von Elementen der Gestalt (2) vorkommen. Dann gilt bereits

Y n.®m =0inN"® ,M
S A
Nun ist aber N”/N’ endlich erzeugt. Da fiir diesen Fall die Behauptung als richtig

angenommen wurde, folgt i ni®mi =0mN'® AM.
i=1
2. Schritt: Reduktion auf den Fall, dal N/N’ einfach erzeugt ist.
Auf Grund des ersten Schritts konnen wir annehmen, es gilt
N:=N"+ Ax1 + ..+ Axr

mit endlich vielen xi & N. Wir setzen

Ni =N+ Ax1 + ...+ Axi'
Die Inklusionen
N = NO SN
induzieren dann A-lineare Abbildungen

N® M=N&® M—N&® M— ..—N&® M=N® M
A 0" A 1A r A A
Wir haben zu zeigen, die Zusammensetzung dieser Abbildungen ist injektiv. Dazu reicht

es aber zu zeigen, je einzelne von ihnen ist injektiv. Wir konnen also o0.B.d. A.
annehmen, N hat die Gestalt

S ... N =N
1 r

N =N’ + xA.
3. Schritt. Der Fall N = N” + xA.
Wir betrachten die exakte Sequenz

0— N — N— NN — 0.
Wir wenden den Funktor & AM an und erhalten die exakte Sequenz

TOT?(N/N’, M) — N’®AM — N®AM — (N/N’)®AM — 0.
Es reicht also zu zeigen,

TorlA(N/N’ ,M)=0.
Wegen N = N’ + xA ist die Abbildung
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A — N/N’,a » ax mod N’,

surjektiv. Bezeichnet I den Kern dieser Abbildung, so gilt N/N” = A/I. Es reicht also zu
zeigen,

TorllA‘(A/I, M)=0
fiir jedes Ideal 1. Dazu betrachten wir die exakte Sequenz
0 —>I—A—AT—0.
Wir wenden den Funktor ® AM an und erhalten die exakte Sequenz

Tor? AM) — Tor? (A/I,M) — I®AM — A®AM

Nach Voraussetzung (ii) ist die Abbildung ganz links injektiv. Die Abbildung links
daneben ist somit die Null-Abbildung. Deshalb muf} die Abbildung rechts surjektiv sein,

Torf‘ (A,M) —» Torf‘ (A1, M).
Nun ist aber A als freier A-Modul projektiv. Deshalb gilt Torf‘ (A, M). Dann mul}3 aber

auch
A
Torl (A/1,M)=0

gelten.

QED.

Bemerkung

Mit Hilfe der gerade bewiesenen Aussage kdnnen wir die bisher noch nicht bewiesene
Teilaussage (ii) von 3.1.11 bewiesen. Sei die Bedingung dieser Teilaussage fiir den

kommutativen Ring A und den A-Modul M erfiillt, und sei I C A ein Ideal von A. Ein
Element aus dem Kern der natiirlichen Abbildung

I®AM—>A®AMEM 4
ist ein Element der Gestalt
i a.®m. mit a.€l, m.€EM und i am.=0.
i1 1 i A1

i=1 i=1
nach Voraussetzung von 3.1.11(i1) gilt dann

mi: i a ijm iuri=1,..,r
=1
mit Elementen a’ij € A und m’j € M, wobei gilt
i a, a’i. =0.
i=1 ' Y
Dann gilt aber in I® AM:

élai(@mi = i§1j§13i® a’ijm’j

1l
%
M=
o
m\l
®
3,
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Wir haben gezeigt, die Abbildung (4) ist injektiv fiir jedes Ideal I C A. Nach 3.1.14 ist

M flach iiber A.
QED.

3.1.15 Ein Tor-Kriterium der Flachheit

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivlent.
) M ist A-flach.

(i1) Tor?(M ,N) = 0 fiir jeden A-Modul N und jedes i >0.

(iii) Tor‘lA‘ (MLA/T) = 0 fiir jedes Ideal I C A.

Beweis. (i) = (ii). Sei eine projektive Auflosung

—N—00

...—>Pi—>Pi_ — ...— P

1 0
von N gegeben, d.h. eine exakte Sequenz von A-Moduln, wobei alle Pi projektiv sind.
Anwenden des Funktors M® A liefert, weil M flach ist iiber A, eine exakte Sequenz

. —> M®APi — M®APi-
Also gilt

1—)...—>M®APO—>M®AN—>0

A
Tor; (M, N) = Hi(M®AP*) =0.

(i) = (iii). trivial.
(iii) = (i). Fiir jedes Ideal I C A liefert die kurze exakte Sequenz

0 —I—A—AM1—0
eine exakte Sequenz

Tor|" (M, Al) — M@® RE=SVEIN
Nach Voraussetzung (iii) ist der Tor-Modul links gleich Null. Also ist die Abbildung

links fiir jedes Ideal I C A injektiv. Nach 3.1.14 ist dann aber M flach iiber A.
QED.

3.1.16 Flachheit und kurze exakte Sequenzen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und

O—-M —sM-—>>M"—0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Falls M’ und M” flach sind iiber A, so gilt
dasselbe auch fiir M.

Beweis. Fiir jeden A-Modul N ist die Sequenz
TorlA (M’.)N) —>Tor? (M,N) —>Tor‘i“ (M”.N)

exakt. Falls M’ und M” flach sind, so sind die beiden dufleren Tor-Moduln gleich Null.
Deshalb gilt dasselbe auch fiir den mittleren Tor-Modul (und jedes N). Nach 3.1.15(iii)
(mit N = A/I) ist M flach iiber A.

QED.

Bemerkung

Fiir jeden kommutiven Ring A mit sind die freien A-Moduln F offensichtlich treuflach.
Fiir jedes Sequenz S von A-Moduln ist dann ndmlich

S®AF
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eine direkte Summe von Kopien von S (d.h. S ist genau dann exakt, wenn S® AF es ist).

Die nachfolgende Aussage zeigt, daf3 fiir endlich erzeugte A-Moduln umgekehrt aus der
Flachheit liber A die Freiheit folgt, sodal in dieser Situation die Begriffe ‘flach’,
‘treuflach’ und ‘frei’ zusammenfallen.

3.1.17 Flachheit und lineare Unabhiingigkeit im lokalen Fall
Seien (A, m) ein lokaler Ring und M ein flacher A-Modul. Weiter seinen

ml,...,mrEM (D
Elemente, deren Restklassen in M/mM,
rTll, ,Elr € M/mM

linear unabhingig iiber A/m sind. Dann sind die Elemente (1) linear unabhéngig iiber A.

Ist insbesondere M endlich erzeugt iiber A oder m nilpotent, so ist jedes minimale
Erzeugendensystem von M iiber A sogar linear unabhiingig, d.h. M ist frei iiber A.*®
Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach r.

I.Fall.r=1.

Sei a € A ein Element mit

a-m1 =0.

Nach 3.1.11 (Flachheit und lineare Gleichungssysteme) gilt

m, = i a’.m’. mita’. €Aund m’. €M,
s ] ]
wobei au3erdem noch
aa’.=0

gilt fiir jedes j. Nach Voraussetzung ist die Restklasse von m, in M/mM von Null

verschieden, d.h. es ist m1 & mM. Dann konnen aber nicht alle a’. in m liegen, d.h.

mindestens eines von ihnen ist eine Einheit in A. Dann muf3 aber a = 0 gelten.
2. Fall: r beliebig.

Seien a1 y e s ar Elemente mit

i am; =0. 2)
=1
Wieder nach 3.1.11 gilt
m. = i a.m’. mita’.. EAundm’. EM,
S | I ij j

J=1
wobel auBBerdem noch

ﬁ a.a’..=0.
i=1 'Y
gilt fiir jedes j. Nach Voraussetzung liegt m_ nicht in mM. Deshalb muB} eines der a’r. in

A-m liegen, also eine Einheit sein. Deshalb ist a eine A-Linearkombination der iiberigen

ai, sagen wir

1,
ar= rE aia r
1=1

% Nach dem Lemma von Nakayama.



79

Durch Einsetzen in (2) erhalten wir
al(m1+a’1mr) + ...+ ar_

Die Restklassen in M/mM der r-1 Elemente

m,+a’ m ,..,m . +a  .m
1 " 1'r r-1 r-1r

sind aber lineare unabhédngig iiber A/m.Nach Induktionsvoraussetzung sind die
Elemente selbst linear unabhéngig tiber A. Also gilt

a1 =..= ar_1 =0.

1(mr_ +a’ m)=0.

Dann ist aber auch ar =0.
QED.

3.1.18 Flachheit und der Hom-Funktor
Seien
f:A—B

ein flacher Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1 und

M, N
zwei A-Moduln. Ist M auflerdem von endlicher Darstellung, so ist die natiirliche A-
lineare Abbildung

HomA(M, N)AB — HomB(M®AB, N®AB), f®b B (M®b’ B f(m)®bb’),

ein [somorphismus.
Beweis. Wir fixieren N und B und betrachten die beiden Funktoren

F,G: A-Mod® —» A-Mod
mit
F(M) := Hom A(M, N) AB
GM) = HomB(M®AB, N®AB)
Weil B flach ist iiber A, sind diese Funktoren linksexakt.

Die in der Behauptung beschriebene Abbildung definiert eine natiirliche Transformation
MF— G.
Weil M von endlicher Darstellung ist, besteht eine exakte Sequenz

Al 53 AS s M—0.

Durch Anwenden von F und G erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0—» F(M) — F(A%) — F(A)
A )
0—s G(M) — G(A®) — G(A)
Nun gilt F(A") = N'® AB und G(AH = N® AB) T dh. die vertikale Abbildung rechts

ist ein Isomorphismus. Analog ist auch die vertikale Abbildung in der Mitte ein
Isomorphismus. Deshalb dasselbe auch fiir die vertikale Abbildung links.
QED.

3.1.19 Hom und S~! kommutieren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, S C A ein multiplikative Menge und M, N zwei
A-Moduln, wobei M von endlicher Darstellung sei. Dann gilt
HomA M, N)®AAS = HomAS(MS, NS).
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Beweis. Dies ist der Spezialfall B = AS von 3.1.18.
QED.

3.1.20 Projektivitiatskriterium fiir Moduln endlicher Darstellung

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul endlicher Darstellung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.
1) M ist projektiv iiber A.

(i1) Mm ist Am—frei fiir jedes maximalen Ideal m C A.

Beweis. (i) = (ii). Als projektiver A-Modul ist M ein direkter Summand eines freien A-
Moduls F, sagen wir

F=MoOM’.
Durch Anwenden des Funktors &® AAm erhalten wir
F =M oM .
m m m
Dabei ist Fm ein freier Am—Modul. Der Am—Modul Mm ist direkter Summand eines

freien Moduls, also projektiv. Uber lokalen Ringen sind aber projektive Moduln sogar
frei (vgl. 1.2.6).

(i) = (1). Sei
N— N'—0 (1)
eine exakte Sequenz von A-Moduln. Wir wenden den Funktor Hom A(M, ?7) und
betrachten die zugehdrige Sequenz
Hom A(M,N) — Hom A(M, N”) — 0. 2)

Wir haben zu zeigen, diese ist exakt. Bezeichne C den Kokern der Abbildung links, so
dal} wir eine exakte Sequenz

HomA(M,N) —_— HomA(M, N)—C—0
erhalten. Wir wenden den Funktor ® AAm an und erhalten, weil M von endlicher

Darstellung ist, eine exakte Sequenz

Hom Am(Mm,Nm) —> Hom Am(Mm, N m) — Cm —0 3)
(vgl. 3.1.19). Weil nach Voraussetzung Mm frei sein soll iiber Am (also Am—ﬂach ist),

folgt aus der Exaktheit der Sequenz (1) die Surjektivitit der linken Abbildung von (3).
Deshalb gilt

Cm =0
fiir jedes maximale Ideal m von A. Nach 2.1.7 (v) folgt C = 0. Also ist die Sequenz (2)

exakt.
QED.

3.1.21 Freiheit projektiver Moduln von endlicher Darstellung

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul von endlicher Darstellung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

6)) M ist projektiv iiber A.

(i1) M ist frei {iber A.

Beweis. (i) = (i). trivial.

(1) = (ii). Nach 3.1.20 ist Mrn flach tiber Arn fiir jedes maximale Ideal m von A. Dann

ist aber auch M flach iiber A (nach 3.1.2 mit B=A).
QED.
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3.1.22 Aufgaben
Anhang: reine Teilmoduln (pure submoduls)
3.2 Vervollstandigungen und das Lemma von Artin-Rees

3.2.1 Die linearen Topologien eines Moduls
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Weiter sei
F=Mhen
eine Familie von A-Teilmoduln von M,
M, C M,

mit einer gerichteten®” Index-Menge A. Fiir je zwei A, u € A gelte
M7¥ D) MM falls A < .

Dann konnen wir M mit einer Topologie versehen, fiir welche die Mengen MK eine

Umgebebungsbasis von 0 € M bilden. Die offenen Mengen dieser Topologie sind
gerade Vereinigungen von Mengen der Gestalt™

m+M}M mit m € M und AEA.

Fiir jedes feste m € M bilden die Mengen der Gestalt m + M}\ mit AEA eine

Umgebungsbasis von m (d.h. jede offene Umgebung von m enthélt eine Menge dieser

Gestalt). Die so definierte Topologie heifit die durch J definierte lineare Topologie von

M.

Bemerkungen

(i) Beziiglich der durch JF definieten linearen Topologie von M ist die additive
Gruppe von M eine topologische Gruppe, d.h. die Abbildungen

SMXM— M,(m’,m”) » m’+m”,

@9

¥ d.h. A ist eine Menge mit einer Halbordnung “<” und fiir je zwei Elemente a, § € A gibt es ein
Element yYEA mit o <y und B <.
% Man beachte, fiir je zwei m’,m” € M und je zwei A’, A\”EA und

mE(m’+MN)ﬂ(m”+M )

}\'77
gilt
m=m+x =m”+x”
mit X’EM)\’ und x”EM}\”. Sei MEA derart, daf gilt A’<A und A”<A, also
M. CM M. ).
A k’m )»”)
Dann gilt
+ M Cm+x+M . =m’+M
m ) & WX o= m X
und analog
+M Cm”+x"+M,  =m"+M__.
m , S WX Thi 2
Zusammen gilt

meE m + M?» C@m + M}‘,) M (m” + M)»”)’

d.h. die Durchschnitte der Gestalt (m’ + MN) () (m” +M_ ) sind Vereinigungen von Mengen der m +

}\'”

M, .
A
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iM—M,mp -m,

sind stetig.”!
(1) Beziiglich der linearen Topologie ist auch die Subtraktion

MXM—M,(m’,m”) » m-m”,
stetig (als Zusammensetzung von s mit i).
(i11) Beziiglich der linearen Topologie ist fiir jedes a € A die Multiplikation mit a,

multa:M —»>M,m P am,

stetig.”
(iv) Die lineare Topologie ist separiert (Hausdorffsch) genau dann wenn gilt
Mypea My =0
(v) Fiir jedes AEA ist M - M)\ Vereinigung von Nebenklassen modulo Mx, also

offen. Mit anderen Worten, jedes M, ist offen und abgeschlossen.

A

%! Stetigkeit von s: Wir haben zu zeigen, fiir jedes m € M und jedes AEA ist s_l(m + M}\) offen. Sei

(m’.m”) € s (m + M,).

Dann gilt
m+m” Em+M_,
A
d.h.
+m” -mEM_,
m’+m” - m X
d.h.
+ M "+ M, -mC M
m’+ }\+m + N m C 2
d.h.
M IX(M+M )N C m+M
s((m x) (m k))_m .
d.h.

-1
+ M )x(m”+ M) C +M)).
(m )\) (m x) Cs (m )\)
Stetigkeit von i: Wir haben zu zeigen, fiir jedes m € M und jedes AEA ist i_] (m+M}\) offen. Es gilt

._] = - = - - = (-
i (m+Mx)— (m+MX) m M}\ (m)+M}\,

d.h. diese Menge ist offen.

%2 Wir haben zu zeigen, fiir jedes m € M und jedes AEA ist (mult )_l(m + M}\) offen. Sei
a

m’ € (mult ) L + M),
a A

d.h.
Em+ M. .
am’ € m A
Dann gilt
'+ M, )=am’ +aM,_ € M
a(m’+ )\) am’ +a 2 m + X
also

m+M, € (multa)‘l(m +M).
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(vi) Fiir jedes AEA ist M/M, diskrete beziiglich der Faktor-Topologie.”

I8

(vii) Der mit der Faktor-Topologie versehene Modul M/ﬂ7ME A M)\ heiflit der zu M
gehorige separierte Modul.

(viit) Im Fall M = A ist jedes der Mk ein Ideal von M. Deshalb ist auch die

Multiplikation
mAxXA—A (@,a”)p» a’a”,
eine stetige Abbildung.**

3.2.2 Die Vervollstiindigung beziiglich einer linearen Topologie
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul mit der durch die Familie
F=M; hen

definierten linearen Topologie. Fiir je zwei A, uw € A mit A < u gilt dann MXQMM' Die

identische Abildung auf M induziert dann eine lineare Surjektion

CPXM:M/MX — M/MM

und fiir je drei Indizes aus A mit A < u < v gilt
cPuvo (P}\.M = P
Die cpMJL bilden ein projektives System, d.h. wir konnen den projektiven Limes
/AN .
lim
M = M/M)»
AEA

€ [ MM

AEA

bilden. Dieser heifit Vervollstindigung von M beziiglich der durch F gegebenen linearen
Topologie.

Icp)\u(x)\)=xufﬁr7x,uEAm1t7»spL}

={%)en A

% d.h. beziiglich der stéirksten Topologie von M/M}\, fiir welche die natiirliche Abbildung

M— M/M}\

stetig ist.
% Wir haben zu zeigen, fiir jedes AEA und jedes a € A ist m_l(a + M}\) eine offene Menge. Sei

xy)Em(a+ M),

d.h.
Ea+M_.
Xy Ea A
Dann gilt
x + M)\)-(y+ M}») C xy+ Mk Ca+ MX’
also

X -1
m((x + M}\) (y+ M}\') Y)Em (a+ M}\‘).
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Dabei versehen wir die Faktor-Moduln M/M, mit der diskreten Topologie, das direkte

A
A
Produkt [] M/MX mit der zugehdrigen Produkt-Topologie und M mit der Unterraum-
AEA
Topologie des Produkts.
Bemerkungen

A
(i)  Die lineare Topologie von M. Fiir jedes AEA bezeichne

A
% M— M/MX’ (XK)%EA B X,
A
die Einschrinkung auf M der Projektion auf die A-te Koordinate. Die offenen
A
Mengen von M sind dann gerade die Vereinigungen von endlichen Durchschnitten
von Mengen der Gestalt

cpi} (m + MK) mit AEA und m € M.
Insbesondere bilden die Kerne der Abbildungen P

%k
M, = Ker(cpk)

A A
eine Umgebungsbasis des neutralen Elements von M. Die Topologie von M ist
gerade die lineare Topologie zur Familie

%k
=AM e

A
(i)  Die natiirliche Einbettung von M in M.Wir betrachten die Abbildung

A
YM—Mmp (m+ M)\)XEA'

Die vollstiandigen Urbilder der Mengen cp;\1 (m + M}\) bei ¢ sind gerade die

Mengen der Gestalt™

m + M)»'
Da diese offen sind, ist ) stetig.

A
(iii) Vollstéindigkeit. Das Bild von 1 liegt dicht in M.”® Ist ¢ ein Isomorphismus, so
sagt man, der Modul M ist vollstindig.”’

% Es sind gerade die vollstindigen Urbilder einzelner Elemente bei den Zusammensetzungen

Mwlolcp}\M/M M M
— M — )\,m|->(m+ k)kEAHm-'- .

A
% Fiir vorgegebenes § :=(x. ). _ €M und vorgegebenes A=A wihle man einen Représentanten

NAEA
X € M von x}\EM/MK. Dann gilt
CPK(E -P(x)) = CP)\(E) -0, W) =x, - (x+M, )= 0,
dh.§-yx) E Ker(cp}\). Wir haben gezeigt, in jeder Umgebung von & liegt ein Element aus dem Bild

von .
7 In der Terminologie von Bourbaki bedeutet die Bijektivitit von v, daB M vollstéindig und separiert
ist.
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sind surjektiv.”® Sie

A A
Vollstindigkeit von M. Die Abbildungen cp}\:M — M/MK

induzieren deshalb Isomorphismen

A % =
M/M; — M/M

X
A A
Deshalb ist die Vervollstindigung von M isomorph zu M, genauer die natiirliche
A
A A A
Abbildung M — M st ein Isomorphismus. Mit anderen Worten, M ist
vollstéindig.
Aquivalente Umgebungsbasen. Sei
T =M hea
eine weitere Familie von A-Teilmoduln von M,
M, CM,

mit einer gerichteten Index-Menge A’ wobei ebenfalls
M 2 M u
gelte fiir je zwei A, w € A mit A < u. Wir sagen, diese Familie 3’ ist dquivalent

zur Familie 3, wenn es fiir jedes AEA ein A’EA’ gibt mit

M. &My

und umgekehrt fiir jedes A’EA’ ein AEA mit
M)» M X
Dies bedeutet gerade, daB3 jede offene Menge in der durch & definierten Topologie
auch offen ist in der durch 3~ definierten Topologie und umgekehrt. Mit anderen
Worten zwei solche Familien sind genau dann &quivalent, wenn sie dieselbe
Topologie definieren.
Unabhingigkeit der Vervollstindigung von der definierenden Familie. Seien F
und &’ zwei dquivalente Familien. Zu den Inklusionen der Moduln von J in die

von J gehoren dann von der identischen Abbildung induzierte A-lineare
Abbildungen

(Im o vwe

N=TCRE » M

Die Universalititseigenschaft des projektiven Limes liefert damit eine A-lineare
Abbildung

—)M/M’, , — M/M

&M, — v, )
NEA’ NEA

Analog definieren die Inklusionen der Moduln von & in die von &’ eine A-lineare
Abbildung

oM, — oMM, @)
"EA NEA’

Auf Grund ihrer Konstruktion (mit Hilfe einer Universalititseigenschaft) sind die
beiden Abbildungen (1) und (2) zueinander isomorph. Die Vervollstindigung von
M beziiglich einer linearen Topologie héngt also nur von Tologie und nicht von
der definierenden Familie ab.

% Weil die Zusammensetzung mit 1 gerade die natiirliche Surjektion M —» M/MK ist.
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(vii) Vervollstindigung von Ringen. Im Fall M = A sind die Teilmoduln M, Ideale von

A
A und die A/M}\ bilden ein inverses System von Ringen. Deshalb ist in diesem
Fall
A A
A=M
ein kommutativer Ring mit 1, und die natiiliche Abbildung

A

A—>A,a|->(am0dM7¥)}\|A

ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Die natiirlichen Abbildungen

A
A— A/M)»’ (ax mod M B a, mod M

A A 2
sind dann ebenfalls Homomorphismen von Ringen mit 1, und ihre Kerne

* A
M, C A
A
sind nicht nur A-Teilmoduln, sondern Ideale von A.

3.2.2 Unterraum- und Faktor-Topologie zu einem Teilmodul

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul mit einer linearen Topologie,
welche durch die Familie

F={M, 1y e

von Teilmoduln gegeben sei. Weiter sei
NCM
ein Teilmodul. Dann gilt:
(i) Die AbschlieBung von N in M beziiglich der linearen Topologie von M gerade der

Teilmodul
N::m)\EA(N-'_M)\)
von M.
(ii) Bezeichne M’, das Bild von M, bei der natiirlichen Abbildung M — M/N.

A A
Dann ist die Faktor-Topologie von M/N gerade die lineare Topologie, welche

durch die Familie der M,)» definiert ist.

(iii) Folgende Bedingungen sind dquivalent.
(a) M/N ist separiert beziiglich der Faktor-Topologie.

® M, oy N+M)=N.

(c) N ist abgeschlossen in M.
(iv) Die Unterraum-Topologie von N ist gerade die lineare Topologie, welche durch
die A-Teilmoduln

N M, mitAEA

definiert ist.

Beweis. Zu (i). Es gilt
nEN é(n+Mk)ﬂN = @ fiir jedes A

< n €N+ M, fiir jedes A

A

enEM, o, N+M).
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Zu (ii). Seien G & M das vollstéindige Urbild der Teilmenge G* & M/N. Dann gilt:
G’ ist offen beziigich der Faktor-Topologie von M/N

< G ist offen in M
& Fiir jedes x € G gibt es ein A mit x + Mh cG

& Fiir jedes x EG’ gibtesein A mitx + M, C G’

Zu (iii). Es gilt:

M/N ist separiert
M)A M3 =0

<M aen N+M) =N (dh.esgilt (b))

I

&'" N ist abgeschlossen (d.h. es gilt (c)).

Zu (iv). Die offenen Mengen von N in der Unterraum-Topologie von N sind gerade die
Mengen der Gestalt

N () G mit G offen in M,
Fiir jedes x € NG gilt deshalt x € G, d.h. es gibt ein A mit x + M)\ C G. Wegen x

€ N folgt

x+NmM)\QNﬂ(x+MX)QNmG.
Mit anderen Worten, jede Teilmenge von N, die offen ist in der Unterraum-Topologie,
ist auch offen in der linearen Topologie zur Familie der N () M)\.
Sei jetzt G umgekehrt offen in der linearen Topologie zur Familie der N () M)»' Dann
hat G die Gestalt

G=UiEI(Xi+Nmei)

mit x, € N fiir jedes i. Deshalb ist'"!

Xi+NmMKi=Nﬂ (Xi+MKi)'
Es folgt

G=NNCmitG=UJ. . (x. + M, ).
i€l i )\i

Insbesondere ist G offen in M, d.h. G ist offen in der Unterraum-Topologie von N.
QED.

3.2.3 Exaktheitseigenschaften der Vervollstindigung
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul mit einer linearen Topologie, und

NCM

% Wegen N C G.

1% pach (i).
1! Liegt eine Summe aus zwei Elementen in N und ist auBerdem der eine Summand in N, so muB auch
der andere Summand in N liegen.
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ein Teilmodul. Wir versehen N mit der Unterraum-Topologie und M/N mit der Faktor-
Topologie. Dann gilt:

A A A A
i) 0—N-—M— (M/N) isteine exakte Sequenz von A-Moduln. Au3erdem

A A A

ist N gerade die AbschlieBung von W(N) in M, wenn {: M — M bezeichnet.

(i) Ist die Topologie von M auBerdem durch eine (abzihlbare) absteigende Kette
M1 QM22M32

von A-Teilmoduln von M definiert, so ist sogar die Sequenz
A A A

0—N—M-—MN) —0

exakt. Mit anderen Worten, es gilt
A A A
M/N = (M/N) .

Beweis. Zu (i). Fiir jedes A ist die Sequenz

0— N/NﬂMx — M/N, — M/(N + M?») — 0

A
exakt. Mit
M’ .= M/N
erhilt sie die Gestalt
0— N/NﬂMx — M/M7M — M’/M’x — 0

und durch Ubergang zum projektiven Limes erhalten wir die Exaktheit von
A A A

O—N—M—7M".
A
Exaktheit an der Stelle M: ein Element
X = (x}\ mod M

AEA
A A
liegt genau dann mit Kern der Abbildung M — M’, wenn fiir jedes A gilt
Xy eEN+ M)\.

Man kann also die X, SO abdndern, daB fiir jedes A gilt

X, EN,

A
ohne daf} dabei x veridndert wird. Die Bedingung

XK_XMEM)\fur}\'SM

hat dann zur Folge, da8 sogar

X —XMENﬂMKfﬁrksu

A
gilt. Dann ist aber
(x)\ mod N () MK))\EA

A A

ein wohldefiniertes Element von N, dessen Bild in M das vorgegebene Element x ist.
A

Exaktheit an der Stelle N. ein Element
X = (Xk mod N (M

A A
von N hat ein triviales Bild in M, wenn gilt

WAEA
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Xy € M?» fiir jedes A.

Wegen x, € N fiir jedes A gilt dann aber sogar x, € N () Mk fiir jedes A, d.h. x ist

A A

A
gleich Null in N.
A

Wir haben nocht zu zeigen, dal N mit der AbschlieBung von y(N) {ibereinstimmt. Ein
Element

X =) en

A A

von M liegt sogar in N genau dann, wenn fiir jedes A das Element Xy S5 M/MX durch

ein Element von N représentiert werden kann (siehe oben). Mit anderen Worten, fiir
jedes A gibt es ein n € N, welches bei

A
N—M—MM
dasselbe Bild hat wie x bei

X n  (n mod M?») = n mod M}\,

A
M— M/MX’ (XX)KEA B X, .

k
Das bedeutet aber, x € P(N) + M, _fiir jedes A, d.h. x liegt in der AbschlieBung von

YN).
Zu (i1). Sei jetzt A ={1,2, ...} mit der gewohnlichen linearen Ordnung versehen. Sei

AN A
E=(E ), . EMN.E EMIN+M),

Wir wihlen einen Reprisentanten x, € M von & 1 und einen Reprisentanten y2EM von

1
EZ' Dann gilt

y2-x1€N+M1

d.h.

Yy~ X4 =t1 +m, mi‘[‘[ENundm1 EMl.
Wir setzen

X2 :=y2-t1 =X1 +m1.
Dann Reprisentiert Xy sowohl El als auch EZ'

Angenommen, wir haben bereits ein Xn € M gefunden, welches die Restklassen El ,...,En

reprasentiert. Sei 'y ein Reprisentant von §n+ . Dann gilt

n+1
yn+1 - Xn e N + Mn’

1

d.h.
y -X_ =t +m _mitt ENundm_ €M .
ntl "n n n n n n
Wir setzen
Xn+1 - yn+1 ) tn - Xn + mn
Dann reprisentiert X1 die Restklasse En+1 und gleichzeitig alle vorherigen
Restklassen Ei firi=1, ..., n. Insbesondere ist

X -Xx €M ,
n+l “n n
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d.h. die Familie

(Xn mod Mn)n=1 2.

A A A
ist ein Element von M, dessen Bild in M/N das vorgegebene Element & ist.

QED.

3.2.4 Fortsetzung stetiger A-linearer Abbildungen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und
ftM— N

ein Homomorphismus von A-Moduln M und N. Wir nehmen weiter an, daf3 die beiden
Moduln mit linearen Topologien versehen sind, gegeben durch die Familien

{Ma}aEI bzw. {NB}BEJ .
(1) Die Abbildung ist genau dann stetig, wenn es fiir jedes fEJ ein o€l gibt mit
f(M(x) - NB.
A A A

(i1) Ist f stetig, so gibt es genau eine stetige A-lineare Abbildung f: M — N mit der
Eigenschaft, da} das Diagramm

f

M—
A

M—

kommutativ ist. Dabei seien die vertikalen Abbildungen gerade die natiirlichen

Abbildungen in die Vervollstindigungen.
(iii))  Sind A und B kommutative Ringe mit 1, welche mit linearen Topologien

-~ >

N
l
A
N

versehen sind, und ist f: A — B ein stetiger Homomorphismus von Ringen mit 1, so ist

A A A
die nach (ii) existierende Abbildung f: A —» B stetige Abbildung ein

Homomorphismus von Ringen mit 1.
Beweis. Zu (i). trivial.

A A
Zu (i1). Die Eindeutigkeitsaussage fiir f folgt aus der Stetigkeitsforderung an f und der
Tatsache, da3 das Bild der natiirlichen Einbettung

A

M—)M,m|—>(m+Ma)

ocl’
A
dicht liegt in M. Sei
A
g:=( ma ) o&l M
Wir definieren das Bild
A A
fe) EN
A

von € bei f als das Element

A
(©®) = (e -
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dessen pB-te Koordinate n, € N/N , wie folgt gegeben ist. Wir wihlen ein o€l derart,

p p
da f(Ma) C NB und definieren n B als das Bild von m, bei der natiirlichen Abbildung
M/M(x — N/NB’ m mod Moc > f(m) mod NB. (D
Wegen der Bedingungen and die Koordinaten von § € T[] M/Ma , welche € als

o&l

Element des inversen Limes definieren, hiingt diese Definition nicht von der speziellen
Wahl von a ab. Weil die Abbildungen (1) A-lineare Abbildungen sind, ist die so

A
definierte Abbildung f ebenfalls A-linear. Weil sich die Abbildungen (1) in kommutative
Diagramme

f
M — N
! ! @)
M/M  — N/N
a B
einfligen lassen (wobei die vertikalen Abbildungen die natiirlichen Homomorphismen
A

auf die Faktormoduln sind), bilden f und f zusammen mit den natiirlichen Abbildungen
in die Vervollstindigungen ein kommutatives Viereck. Es bleibt also nur noch zu zeigen,

A

daf} die Abbildung f stetig ist.

Die vertikalen Abbildungen des kommutativen Diagramms (2) faktorisieren sich {iber
A A A

die natiirlichen Abbildungen M — M und N — N, und die Definition von f ist

gerade so gewihlt, daB3 die Diagramme

Af A (m )+ (n,)
M — N a p
l l 7 7
m P n
M/ MOL e N/N B a |3
fiir beliebige a&l, PEJ mit f(Ma)g NB kommutativ sind. Die Kerne der beiden

* *
vertikalen Abbildungen sind gerade gleich M, bzw. NB' Auf Grund der Kommutativitit
dieser Vierecke gilt somit

Ao %
f(Ma) g N[3

fiir jedes Paar (o, ) mit f(Ma)g N, . Auf Grund der Statigkeit von f gibt es somit fiir

p
A * * A
jedes o€l ein BET mit f(M,) & Nf). Mit anderen Worten, f ist stetig beziiglich der

A A
linearen Topologie von M und N.
A A A
Zu (iii). Die Eigenschaft von f: A — B, ein Homomorphismus von Ringen mit 1 zu

sein, ergibt sich aus der entsprechenden Eigenschaft der Homomorphismen
M/M = — N/N
a p

(mit M = A und N =B).
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QED.
3.2.4 Adische Topologien

Seien A ein kommutativer Ring mit 1,1 C A ein Ideal und M ein A-Modul. Die lineare
Topologie von M, welche durch die Familine

n
{I M}nzl 2.

gegeben ist, heiflit I-adische Topologie von M. Analog heif3t die lineare Topologie von A,
welche durch die Familie

n
{ }n=1,2,..

A A
gegeben ist, [-adische Topologie von A. Die Vervollstindigungen A und M von A bzw.
M beziiglich der I-adischen Topologien heif3t auch I-adische Vervollstindigungen.
Bemerkungen

A A
(i)  Esistleicht zu sehen, da3 M die Struktur eines A-Moduls hat. Fiir
A A
S=m)_y, EMunda:=@),_ , €A
kann man
OE= @M |
setzen.

(i) Eine Folge {mi}i—l )
jede natiirliche Zahl T eine natiirliche Zahl s gibt mit

m. . -m. EI'M fiir allei>s.
1+1 1

Ein Modul M mit einer I-adischen Topologie ist genau dann vollstindig (im

von Elementen aus M ist hei3t Cauchy-Folge, wenn es fiir

A
obigen Sinne, daB M = M gilt), wenn jede Cauchy-Folge einen eindeutig
besimmten Limes besitzt.

(i) Ein Modul M mit einer I-adischen Topologie ist genau dann vollstindig, wenn es
fiir jede Folge {mi}i—l 5 von Elementen aus M mit

m, . -m, €M fiir jedes 1
1+1 1

ein Element m € M gibt mit

m - m, € 1M fiir jedes i.

3.2.5 Eigenschaften I-adisch vollstindiger Ringe und Moduln
Seien A ein kommutativer Ring mit 1,1 C A ein Ideal und M ein A-Modul.
(i)  Ist A vollstidndig in der I-adischen Topologie, so gilt I C rad(A).
(i) Ist M vollstandig in der I-adischen Topologie und a € I ein Element, so ist die
Multiplikation mit 1 + a ein Automorphismus M — M.
Beweis.Zu (i). Fiir a € I ist die Reihen
2 .3

l-a+a”-a +..
konvergent in A und der Limes ist invers zu 1 + a. Mit anderen Worten

1 + aA € A*
fiir jedes a € 1. Nach Definition von rad(A) gilt I C rad(A).
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A A
Zu (ii). Nach Voraussetzung ist M = M, also ein A-Modul. Nach (i) ist das natiirliche -
A

Bild von 1 + a eine Einheit von A. Die Multiplikation mit diesem Element ist somit ein
Automorphismus.
QED.

3.2.6 Henselsches Lemma
Sei (A, m) ein lokaler Ring, welcher m-adisch vollstindig ist.

Weiter sei
F e A[X]

ein normiertes Polynom, fiir welches das zugehorige Polynom
F €K[X]

mit Koeffizieten im Restekorper k := A/m in ein Produkt von teilerfremden normierten
Polynomen zerfillt, sagen wir

F = gh, g, h €K[X] normiert und teilerfremd.
Dann gibt es normierte Polynome

G,HEA[X]mitF=GHundG=gund H=h.
Beweis. Wir fixieren irgendwelche normierten Polynome

G, .H, €AX] mitél = g und ﬁl =h.

Dann gilt

F= GlHl mod mA[X].

Nehmen wir induktiv an, wir haben bereits normierte Polynome
G ,H EAX]mitG =gundH _ =h
n’ n n n
und (D)
F=G H_mod m"A[X]
nn

konstruiert. Wir konnen dann schreiben
F-GH = .U miton. € m"™ und U, € A[X] und deg U. < degF.
n n ; i1 i i i

Weil g und h teilerfremd sind, also eine Linearkombination besitzen, die gleich 1 ist, gibt
es fiir jedes 1 Elemente Vi W € k[X] mit gy, + hwi = I_Ji. Dabei konnen wir das Polynom

\A durch seinen Rest bei der Division durch h ersetzen und w. entsprechend abédndern,

d.h. wir kOnnen annehmen
deg V. < deg h.

Dann gilt deg hwi = deg([_Ji - gvi) <degF, also
deg w. < deg g.
Wir fixieren Polynome Vi’ Wi € A[X] mit
Vi =V, und Wi =W, deg Vi =V, deg Wi =deg W,
und setzen

Gn+1 = Gn + % miwi
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Hog=Hyt % o\
Dann gilt
k- Gn+lHn+1 =F- (Gn * 2 wiwi)( Hn * E ini)

i i
=20 -G oV -Z oW H
i i i
+ % wiwi? ini
Wegen . € m" liegt die letzte Summe in mn+1A[X]. Modulo mn+1A[X] erhalten wir
k- Gn+1
Nach Wahl der Vi und Wi liegen die Koeffizienten der . samtlich in mA[X].

Zusammen ergibgt sich
F-G
n+

Ho= 21: o (U -GV, -WeH )

n+1
lHn+l Em  TA[X].

Wir erhalten damit fiir jedes n eine Zerlegung von F modulo m"A[X] wie in (1). Fiir n
gegen oo konvergieren die Folgen {Gn} und {Hn} gegen Polynome

G,HEA[X]
mit

F=G-Hund G=gund H =h.
QED.

3.2.7 Lemma von Nakayame im vollstéindigen Fall

Seien A ein kommutativer Ring mit 1,1 C A ein Ideal und M ein A-Modul. Weiter gelte
1. A ist vollstdandig in der I-adischen Toplogie.

2. M ist separiert in der I-adischen Topologie.
Dann bilden Elemente
m,,..m €M,
1 r

deren Restklassen den Modul M/IM iiber A/I erzeugen, ein Erzeugendensystem von M
tiber A.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

M= 3 Am. +IM.
i=1
Durch Multiplikation mit IV erhalten wir
M= 3 Mm o+ "M firv=12, ..
i=1
Sei jetzt EEM vorgegeben. Wir wollen zeigen, § 146t sich als Linearkombination der m,

schreiben. Zunéchst hat € die Gestalt
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E= élai’omi + El mit ai,OEA und El € IM.

Analog hat %1 die Gestalt

— . 2
El = élai,lmi + §2 mit ai,lel und El € 1“M.
Indem wir so fortfahren erhalten wir Darstellungen
_ . Y v+1
Ev = ilai Nmi + EV+1 mit a, ,VEI und §v+1 el M

fiirv=1,2, .... Weil A vollstindig ist, konvergiert die Reihe

a.=a. .+a ,+..+a +..
i 1,0 1,1 1,V

fiir jedes 1. Durch ineinander Einsetzen der Formeln fiir die EV erhalten wir

E- 3 am EMMfirv=1,2, ..
i=1
Weil M separiert ist, folgt

-3 am € MI'M={0},
=1
d.h. es gilt

tEe i Ami
=1
fiir jedes EEM.

QED.

3.2.8 Lemma von Artin-Rees
Seien A ein noetherscher Ring (kommutativ mit 1), M ein endlich erzeugter A-Modul,

NCM
ein Teilmodul und
ICA
ein Ideal. Dann gibt es ein natiirliche Zahl ¢ € N mit
MM AOAN="CM N N)
fiir jede natiirliche Zahl n > c.

Beweis. Die Inklusion “_)” besteht trivialerweise (fiir beliebiges ¢). Wir haben die

umgekehrte Inklusion (fiir geeignetes c) zu beweisen. Wir beginnen mit der
Konstruktion eines geeigneten c.

Weil A noethersch ist, ist das Ideal I endlich erzeugt, sagen wir

I=a, A+..+aA.
1 r

Als endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen Ring A ist M noethersch, also
insbesondere endlich erzeugt, sagen wir

M=m,A+..+mA.
1 S

Jedes Element von I™M [:Bt sich in der Gestalt
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iglfi(a)omi

schreiben, wobei fi(X) = fi (X1 ""’Xr) € A[X1 ""’Xr] ein homogenes Polynom vom Grad
n ist und a abkiirzend fiir a EE ar steht. Wir setzen
B = A[Xl""’Xr]

I ={(f....T)E BS| f. homogen vom Grad n,  f.(a)sm. € N}
i

C :=dervon | JJ | erzeugte A-Teilmodul von BS

Da BS als endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen Ring B noethersch, also
insbesondere endlich erzeugt ist, konnen wir

C =Bcl+ ...+Bct

schreiben, wobei jedes der ci ein Element aus [ J 0 ist, sagen wir

ci = (cil ) ’Cis) EJdi.
Wir setzen
c = max{d1 y e ’dt}'

Wir haben zu zeigen, es gilt
MMAOANCIC*M N N)
fiir jedes n > c. Sei
neMMMN.
Wir schreiben

n= élfi(a)-mi mit (f, .. ,£) EJ .
Nach Definition von C liegt das s-Tupel der fi in C, d.h. es gilt

f,,...,f)= i p.(X)ec. mitp. EB=A[X,... X ].
1 S =1 ] ] ] 1 r
Die linke Seite ist ein s-Tupel, dessen Koordinaten homogene Polynome des Grades n
sind. Die Glieder auf der rechten Seite mit einem von n verschiedenen Grad miissen sich
also gegenseitig wegheben. Wir konnen deshalb annehmen,
p. ist homogen vom Grad n - d.

(andernfalls konnen wir alle Glieder mit einem von n - dj verschiedenen Grad
weglassen). Wir erhalten

n= iglfi(a).mi = élél p(a)e; (@m,

= é p.(a)* i c..(a)m.
=1 =
und

d.
i c..(am. €1 M
=1 !
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also

c-d:
1938 c.@m CIM
=1 !

Nach Wahl der cji liegt die Summe links in N, d.h. es gilt

d:
1798 c.(@m CIEMON
=1 !

Wir multiplizieren mit I""® und erhalten

-d:
s ci(@m, C 1" M NN (1)
i=1

. n-d; .
Fiir n > c ist pj(a) €1 ). Also liegt

p.(a) i c..(@m,
Ig= ! !
in der linken Seite von (1), also erst recht in der rechten. Summation iiber alle j ergibt
nemMmC 1™ N N.

QED.

3.2.9 Die Unterraum-Topologie einer I-adischen Topologie
Seien A ein noetherscher Ring (kommutativ mit 1), M ein endlich erzeugter A-Modul,
NCM
ein Teilmodul und
ICA
ein Ideal. Wir versehen M mit der I-adischen Topologie. Dann ist die Unterraum-
Topologie von N gerade die I-adische Topologie.

Beweis. Nach der gerade bewiesenen Aussage von 3.2.8 gilt mit den dort verwendeten
Bezeichnungen

I'NC ™ O NCI"N
fiir jedes n > c. Die erste Inklusion bedeutet, die offenen Mengen der Unterraum-
Topologie sind offen beziiglich der I-adischen Topologie. Die zweite bedeutet, die I-

adische offenen Mengen von N sind offen beziiglich der Unterraum-Topologie.
QED.

3.2.10 Vervollstindigen durch Tensorieren

Seien A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul.

A A
Wir schreiben A und M fiir die I-adischen Vervollstindigungen von A bzw. M. Dann
gilt
A A
M® AA =M.

Ist insbesondere A vollstindig in der [-adischen Topologie, so auch M.
Beweis. Nach 3.2.3 ist die [-adische Vervollstindigung einer exakten Sequenz exakt.
Betrachten wir eine exakte Sequenz der Gestalt
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AT AS 5 M—0.
Durch Ubergang zur den Vervollstindigungen erhalten wir, da die Vervollstindigung mit

endlichen direkten Summen kommutiert, eine exakte Sequenz
A A

A
AT A M —0.
und damit ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
A

A A
Al A 5 M —0
A A A
A'® A — A°® A— MO, A—0
Die vertikalen Abbildungen seien dabei induziert durch die natiirlichen Abbildungen in
die Vervollstindigungen. Die beiden linken vertikalen Abbildungen sind dabei

Isomorphismen. Dasselbe gilt deshalb auch fiir die rechte vertikale Abbildung.
QED.

3.2.11 Flachheit der Vervollstindigung
A
Seien A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal und A die I-adische Vervollstindigung.

A
Dann ist A flach iiber A.

Beweis. Nach 3.1.14 reicht es zu zeigen, fiir jedes Ideal J C A ist die natiirliche
Abbildung

A A
J®A — A, x®a » xa,
A A A A

injektiv. Nach 3.2.10 ist aber J®A =J, und die natiirliche Abbildung J — A ist injektiv

(nach 3.2.3 und 3.219).
QED.

3.2.12 Durchschnittsatz von Krull (allgemeine Variante)

Seien A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal und M ein eindlich erzeugter A-Modul.
Wir setzen

N:=2g I™M.

Dann gibt es ein Element a € I mit a = 1 mod I und aN = 0.
Beweis. Nach dem Lemma von Nakayame reicht es zu zeigen,
IN =N.
Nach dem Lemma von Artin-Rees gilt
"™ ONCIN
fiir hinreichend grofes N. Die linke Seite stimmt aber nach Definition von N mit N

tiberein.
QED.

3.2.13 Durchschnittsatz von Krull (spezielle Variante)

(i)  Seien A ein noetherscher Ring und I C rad(A) ein Ideal von A. Dann ist fiir jeden

endlich erzeugten A-Modul M die I-adische Topologie separiert und jeder
Teilmodul ist abgeschlossen in M.

(ii)  Fiir jeden noetherschen Integrititbereich A und jedes echte Ideal I C A gilt
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Moy I = {0},
Beweis. Zu (i). Das Element a des vorigen Satzes liegt in der vorliegenden Situation in
keinem maximalen Ideal von A, ist also eine Einheit. Mit aN = 0 gilt deshalb N = 0, d.h.

M ist separiert. Fiir jeden Teilmodul M” C M ist auch M/M” separiert, also ist M’ nach

3.2.2 abgeschlossen.
Zu (i1). Wir wenden den vorangehende Satze 3.2.12 an mit M = A. Weil 1 nicht in I
liegt, muBt dann das Element a von Null verschieden sein. Weil A ein Integritéitsbereich

ist, gilt mit ae QOZO " = 0 sogar ﬂ;ﬁo M =0.
QED.

3.2.14 Die I-adische Vervollstindigung von M/JM

Seien A ein noetherscher Ring, I und J Ideale von A und M ein endlich erzeugter A-
Modul. Wir verwenden die Bezeichnungen ! fiir die I-adische Vervollstindigung und v
fiir die natiirliche Embettung in die Vervollstandlgung Es gilt:

@) IM) ’ = JM AbschlieBung von y(M) in M

(11) M/IM) ’ = 1<\/I/Jl<\/l.

Beweis. Zu (i). Nach 3.2.3 und 3.2.9 ist
A
(M)
A A
der Kern der natiirlichen Abbildung M — (M/JM) und (nach 3.2.3) die

A
AbschlieBung von y(JM) in M, d.h. es ist
A A
(JM) = AbschlieBung von (M) in M.
Fixieren wir ein Erzeugendensystem von J,

J=a A+..+a A
1 T

und betrachten die A-lineare Abbildung

aal
oM — M, (ml, ,mr) [N alm1 + ...+ ar mr.

Dann ist die Sequenz

M™% M MM —s 0,

wobei p die natiirliche Abbildung auf den Faktor bezeichne, exakt. Wir gehen zu den I-
adischen Vervollstindigungen iiber und erhalten eine exakte Sequenz

A A
A Aou A
M' M — (M/IM) — 0.
A
Die Abbildung ¢ ist dabei durch dieselbe Formel gegeben wie ¢. Deshalb gilt

A A A A
(JM) =Ker(n) =Im(¢p) =IM.
Zu (i1). Folgt aus 3.2.3 und (i).
QED.

3.2.15 Beispiel: Der formale Potenzreihen-Ring als Vervollstindigung

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und Xl’ s Xn Unbestimmte. Dann ist die
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X, ,.., Xn)—adische Vervollstindigung von A[Xl’ . Xn] gerade der formale

1
Potenzreihen-Ring A[[Xl’ s Xn]].

Beweis. Wir setzen R := A[X_, ..., Xn], S =A[[X , Xn]] und

1 P

L= (X, s X R

e
Die natiirlichen Abbildungen

S — SI(X. ., X)' =R
A
induzieren auf Grund der Universalititseigenschaft von R einen Ring-

Homomorphismus
A
a:R — S, (pIl mod I » p.

Dabei ist p die formale Potzenzreihe, deren Glieder des Grades < n mit den Gliedern des

Grades < n des Polynoms pn tbereinstimmt fir n = 1, 2, .... Weiter hat man eine

Abbildung
A
B:S— R,pr (pIl mod M),

wobei p, aus der formalen Potenzreihe p entstehe, indem man in p alle Gliedes eines

Grades = n weglifB3t. Aus der Beschreibung der beiden Abbildungen liest man ab, daf3 sie

zueinander invers sind.
QED.

3.2.16 Die Vervollstindigung eines Rings und formale Potenzreihen
Seien A ein noetherscher Ring und

I=(a1,... ,ar)gA

ein Ideal. Dann ist die I-adische Vervollstindigung von A isomorph zu

A
A=AlX s, XX -, X -2,

L
A

Insbesondere ist A noethersch (vgl. 1.4.4).

Beweis. Wir setzen

B = A[Xl’ ’Xn]
I = (Xl’ ,Xn)B
J = (X1 -al, ,Xn-an)B
Dann gilt
B/J =A
und die I-adische Topologie von A entspricht dabei gerade der I’-adische Topologie des

A
B-Moduls B/J. Wir verwenden  zur Bezeichnung der I’-adische Topologie und
erhalten (nach 3.2.14)
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A
(B/J) =B/ =BB=A[X,...X /X, -a,...X -a).

Sk
QED.

3.2.17 Die Topologie der I-adischen Vervollstindigung

Seien A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal und M endlich erzeugter A-Modul.

A
Bezeichne M die I-adische Vervollstindigung von M. Dann gilt:

A
(1)  Die Topologie des A-Moduls M ist gleich der I-adischen Topologie.

A A A
(1) Die Topologie des A-Moduls M ist gleich der IA-adischen Topologie.
Beweis. Zu (i). Bezeichne
A

%k
M,, = KerM — M/I™M)

A A
dein Kern der natiirlichen Abbildung M —s M/I"M. Dann ist die Topologie von M

*
gerade die lineare Topologie, welche durch die Familie der M, gegeben ist. Somit reicht

es zu zeigen,
k

A
_n

M, =T"M. (1)

Weil M/I"M diskret ist beziiglich der I-adischen Topologie, so ist

A

M/I'™M) = M/I"M.
Nach 3.2.14 ist Kern der natiirlichen Abbildung
A A

M — M/I™™M) =M/I"™™M

A
gleich I"M. Also gilt (1).
Zu (ii). Folgt aus (1) und den Identitiéiten

A AN A A
"M = I"AM und I"A = (IA)™.
QED.

3.2.18 Kriterium fiir die treue Flachheit der Vervollstindigung

Seien A ein noetherscher Ring und I C A ein Ideal. Wir denken uns A mit der I-
adischen Topologie versehen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
) I C rad(A).

(i1) Jedes Ideal von A ist eine abgeschlossene Teilmenge von A.
A
(i)  Die I-adische Vervollstindigung A von A ist treuflach iiber A.

Beweis. (i) = (ii). Das ist die Aussage des Krullschen Durchschnittsatzes 3.2.13.

A
(i) = (iii). Weil A flach ist iiber A (3.2.11), reicht es zu zeigen,
A A
mA # A
fiir jedes maximale Ideal m von A. Nach Voraussetzung ist {0} eine abgeschlossene
Teilmenge von A, d.h.

M 1" = {0}.
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Die natiirliche Einbettung in die Vervollstindigung
A
A—A
A A
ist somit injektiv. Nach 3.2.14 ist mA die AbschlieBung von m in A. Nach
Voraussetzung ist aber m abgeschlossen in A, d.h. es ist

A
mA () A=m.
A
Weil das Einselement nicht in m liegt, kann es damit auch nicht in mA liegen, d.h. es gilt
A A
mA # A.

A
(iii)) = (). Weil A treuflach iiber A ist, gilt nach 3.1.10

A
mA()A=m
fiir jedes maximale Ideal m von A.

A A
Nach dem Krullschen Durchschnittsatz 3.2.13 und 3.2.2 ist jeder A-Teilmodul von A
abgeschlossen. Insbesondere ist also

A A
mA abgeschlossen in A.
A

Weil die natiirliche Abbildung A — A stetig ist, ist damit auch

A
m =mA () A abgeschlossen in A.

Wiire I nicht in m, so wiire auch I" nicht in m, also

m+1"=A
fiir jedes n. Dann wiire aber die AbschlieBung von m,
m=()(m+IY=A.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dal m ein maximales Ideal von A sein soll.

Wir haben gezeigt, I liegt in jedem maximalen Ideal von A, d.h. es gilt I C rad(A).
QED.

3.2.19 Defintion: Zariski-Ring

Ein noetherscher Ring A, fiir welchen die Bedingungen des vorangehenden Satzes erfiillt
sind (fiir ein geeignet gewihltes Ideal I), heifit Zariski-Ring, und das Ideal I heif3t
Definitionsideal des Zariski-Rings A.

Bemerkungen

(i)  Ein Definitionsideal eines Zariski-Ring ist nicht eindeutig bestimmt. Jedes andere
Ideal von A, welches dieselbe Topologie wie I definert, ist ebenfalls ein
Definiiotnsideal.

(i) Das wichtigste Beispiel fiir einen Zariski-Ring ist das eines noetherschen lokalen
Rings (A, m) mit dessen maximalen Ideal als Definitionsideal. Die m-adische
Topologie von A heifit auch natiirliche Topologie des lokalen Rings A.

(iii) Wenn wir von der Vervollstindigung eines lokalen Rings sprechen, so verstehen
wir darunter stets die m-adische Vervollstindigung, falls dies nicht explizit anders
gefordert wird.

3.2.20 Die Vervollstindigung eines semi-lokalen Rings

Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring mit den maximalen Idealen
m,,..,m
1 r
und
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I:=rad(A) = mlﬂ N m.

A
Dann ist die I-adische Vervollstindigung A von A gleich dem direkten Produkt
A A A
A=A x_.xA.
1 T
A
Dabei sei Ai = Am die Lokalisierung von A in m, und Ai die Vervollstindigung des
i
lokalen Rings Ai'

Beweis. Da die m, paarweise verschiedene maximale Ideale sind, gilt

my +my = A firi # |
(d.h.sie sind paarweise komaximal). Nach dem Chinesischen Restsatz gilt dann

I=m1ﬂ ...ﬂmr=m1- em

Und
AN = A/myx.xA/m, (1)

Fiir jedes 1 ist der Faktorring A/min lokal, d.h. es gilt

1

n__ n, n
A/my = (A/my )mi = Ami/m1 Am
Aus (1) erhalten wir durch Ubergang zum inversen Limes

A lim

n Iim n
A = A /mA x.xX A /mA
n ml 1ml n mrmr mr
A A
=A X.XA.
1 r

A .
Dabei ist A. = (hﬂ A /ml-nA die Vervollstindigung des lokalen Rings A beziiglich
oy om m, m,
der natiirlichen Topologie.

QED.

3.2.21 Zusammenfassung
Sein (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann gilt:

@) Npoqm”=1{0}.
(ii) mﬁio (N + m"™™) = N

fiir jeden endlich erzeugten A-Modul M und jeden Teilmodul N C M.

A
(ii1) Die Vervollstindigung A von A in der natiirlichen Topologie ist treuflach iiber A.
A
Insbesondere ist die natiirliche Einbettung A — A injektiv und es gilt

A
IA (M) A =1 fiir jedes Ideal | C A.

A A
(iv) A st ein lokaler noetherscher Ring mit dem maximalen Ideal mA. Er hat denselben

A A
Restkorper wie A. Allgemeiner gilt A/m"A = A/m™ fiir jede natiirliche Zahl n.
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(v) Ist A vollstindig und I C A ein echtes Ideal von A, so ist A/l ein vollstindiger

lokaler Ring.
Bemerkungen
(1)  Die Lokalisierung A _eine vollstandigen lokalen Rings A in einem Primideal p ist

im allgemeinen nicht vollstindig.
(i) Jeder Artinsche lokale Ring (A, m) ist vollstindig (weil sein Radikal m nilpotent
ist).

3.3 Ganze Erweiterungen

3.3.1 Definition: ganze Erweiterung
Sei A ein Teilring eines (kommutativen) Rings B (mit 1). Wir sagen in dieser Situation,
B sei eine Erweiterung von A. In dieser Situation sagen wir, ein Element b € B ist ganz
tiber A, wenn Nullstelle eines normierten Polynoms mit Koeffizienten aus A ist, d.h.
wenn eine Relation der Gestalt

b + albn'l to.ta = 0 mit a, EA
besteht. Das Polynom

XM 4 aan'l +ota
heif3t dann Ganzheitspolynom fiir b iiber A. Ist jedes Element von B ganz iiber A, so

heiBt B ganz iiber A oder auch ganze Erweiterung von A.

3.3.2 Kriterium fiir die Ganzheit eines Elements, die ganze AbschlieBung
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und B eine Erweiterung von A. Dann gilt:

(1) Fiir ein Element b € B sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. b ist ganz iiber A.
2. A[b] ist ein endlich erzeugter A-Modul.

3. b liegt in einem Zwischenring C, A C© C C B, welcher als A-Modul endlich
erzeugt ist.

(i1) Sei A die Menge der Elemente von B, welche ganz sind iiber A. Dann ist A ein
Ring zwischen A und B, A C A C B. Er heiBt ganze AbschlieBung von A in B.
Beweis. Zu (i). 1. = 2. Sei

fX)=XM+a X1y 4 a € A[X]

1
ein Ganzheitspolynom fiir b € B. Fiir vorgegebenes P(X) € A[X] betrachten wir den
Rest r(X), der bei Division von P durch f entsteht,

P(X) = Q(X)+f(X) + r(X), Q(X), r(X) € A[X],deg r < deg f=n.
Diese Division mit Rest kann ausgefiihrt werden, weil der hochste Koeffizient von f
gleich 1 ist. Dann gilt
P(b) = 1(b),
d.h. jedes Polynom in b kann durch ein Polynom in b eines Grades n geschrieben
werden. Der Teilring

A[b] = A + Ab + Ab%+.. +Ab"1

von B ist als A-Modul endlich erzeugt.
2. = 3. Bedingung 3 ist mit C := A[b] erfiillt.

3. = 1.Sei C ein Ring zwischen A und B,
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AC CCHB,
welcher als A-Modul endlich erzeugt wird und das Element b enthélt. Wir schreiben C
in der Gestalt

C=Ae«c +..+AeC .
1 n

Wegen b € C liegen die Produkte der Erzeuger c mit b ebenfalls in C, d.h.

bec. = E a..c.mita.. EA.
i izl ijj ij
Es folgt

S (bed.. - a )ec. =0 firi=1,...,n.
i=1 oy
Wir betrachten die Matrix mit den Eintrigen boéij - aij' Multiplikation der i-ten

Gleichung mit der adjungierten Unterdeterminante zur Position (i, j’) mit festtem j’ und
Aufsummieren der Produkte liefert nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten'®

det(bed.. -a..)ec.,=0
LU VSN
fiir jedes j’. Da ein Linearkombination der c., gleich 1 € C ist, folgt
det(b*d.. - a..) =0.
LY
Dies ist ein Ganzheitspolynom fiir b iiber A, d.h. b ist ganz {iber A.

Zu (i). Sind b’, b” € X, d.h. sind b’ und b” ganz iiber A, so ist

ein endlich erzeugter A-Modul und, weil Il?[,lzu}(,:h ganz ist liber A[b’],

ein endlich erzeugter A[b’]-Modul. Zus%&ErferE ,c’e]rgibt sich, daf}

ein endlich erzeugter A-Modul ist. Da di[e F:lem]ente b’b” und b’ £ b” in diesem A-

Modul liegen, sind sie nach (i) ganz iiber A, d.h. sie liegen in A . Mit anderen Worten, A
ist ein (kommutativer) Ring (mit 1).
QED.

3.3.3 Definition: normale Ringe

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und B ein Erweiterung von A. Falls A mit seiner
ganzen AbschlieBung in B iibereinstimmt, so hei3t A ganz abgeschlossen in B. Ist A
insbesondere ein Integrititsbereicht, welcher ganz abgeschlossen in seinem
Quotientenkdrper ist, so heiit A ganz abgeschlossener Integrititsbereich. Ein normaler
Ring ist ein kommutativer Ring A mit 1, welcher die Eigenschaft hat, daf fiir jedes

Primideal p € Spec A die Lokalisierung Ap ein ganz abgeschlossnere Integrititsbereich

ist.

Bemerkungen

(i)  Der Begriff “normaler Ring” wird oft in dem Sinne verwendet, dal man darunter
einen ganz abgeschlossenen Integritéitsbereich versteht.

(i) Die obige Definition geht auf Serre und Grothendieck zuriick.

(iii) Ist A eine noetherscher Ring, welcher normal ist im Sinne der obigen Definition
3.3.3, so kann man zeigen, dafl A isomorph ist zum direkten Produkt

AéA/pIX...XA/pr,

192 Wie beim Beweis der Cramerschen Regel.
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wobel pl, s pr die minimalen Primideale von A bezeichnen sollen. Jeder der
Faktoren A/pi ist dann ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich (vgl. Aufgabe

9.11 bei Matsumura).
(tv) Umgekehrt ist das direkte Produkt einer endlichen Anzahl von ganz
abgeschlossenen Integritdtsbereichen normal (siehe unten).

3.3.4 Die ganze Abgeschlossenheit der ganzen AbschlieBung
Seien A C C C B ineinander liegende Ringe. Dann gilt:

(i) Istb & B ganz iiber C und C ganz iiber A, so ist b ganz {iber A.
(1)) Die ganze AbschlieBung von A in B ist ganz abgeschlossen in B.
Beweis. Zu (i). Nach Voraussetzung gibt es ein Ganzheitpolynom
fX) = X"+ ¢ XM e e € CPX]
fiir b iiber C. Weil die Koeffizienten c in C liegen, sind sie ganz iiber A. Deshalb ist

A[cl, ,cn] (D

ein endlich erzeugter A-Modul. Die Koeffizienten des Ganzheitspolynoms f liegen in im
Ring (1). Deshalb ist b sogar ganz iiber (1). Dann ist aber
A[Cl’ ’Cn’b]

ein endlich erzeugter Modul iiber (1) und damit {iber A. Insbesondere ist b ganz iiber A.
Zu (i1). Sei C die ganze AbschlieBung von A in B. Dann ist C ganz iiber A und nach (i)
ist jedes iiber C ganze Element ganz iiber A, liegt also in C. Mit anderen Worten, C ist
ganz abgeschlossen in B.

QED.

3.3.5 Beispiel: ZPE-Ringe
Jeder ZPE-Ring ist ein ganz abgeschlossener Integritétsbereich.

Beweis. Sei A ein ZPE-Ring. Dann ist A nach Definiton ein Integritétsbereich. Sei
K:=Q(A)

der Quotientenkdrper von A und b € K ein iiber A ganzes Element. Wir haben zu
zeigen b € A. Nach Voraussetzung gibt es ein Ganzheitspolynom

f(X) = X" + alxn'l +..+a EAXI.

Wir schreiben b = %mit r,s € A. Weil A ein ZPE-Ring ist, konnen wir annehmen,

r und s sind teilerfremd.
Wir setzen b in f(X) ein und erhalten in K:

0 = f(b) = f(%) = (g)n + al(g)n'1 Fota .

Multiplikation mit s™ fiihrt zu einer Identitit in A:
0=r"+ alrn'ls + azrn'zs2 + ...+ ansn.
Alle Summanden auf der rechten Seite mit eventueller Ausnahme des ersten sind durch s

teilbar. Dann muf3 aber auch der erste Summand durch s teilbar sein:

n
slr.
Das bedeutet, jeder Primfaktor von s ist auch ein Primfaktor von r. Weil r und s
teilerfremd sein sollen, ist dies nur moglich, wenn in s keine Primfaktoren vorkommen.
Mit anderen Worten, s ist ein Einheit. Dann gilt aber

b=§EA.
QED.
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3.3.6 Beispiel fiir eine ganze AbschlieBung
Seien k ein Korper und t eine Unbestimmte. Wir setzen
A =k, 3] Ck[t] =: B.

Dann ist B ein ZPE-Ring, also ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich. Nun ist t
ganz iiber A, also B ein endlich erzeugter A-Modul, also B ganz iiber A. Mit anderen
Worten, B ist die ganze AbschlieBung von A im Quotienten Korper k(t) von A.
Bemerkung
Es ist nicht schwer einzusehen, daf3

A =KX, Y)(Y2-X)
gilt. Der Ring A ist also gerade der Koordinaten-Ring der semikubischen Parabel. Diese

hat eine Singularitit im Ursprung. Die Tatsache, da3 A nicht ganz abgeschlossen ist
steht im Zusammenhang mit der Existenz dieser Singularitiit.

3.3.7 Ganze AbschlieBung und Quotientenbildung

Seien A C B ineinander liegende Ringe, S C A eine multiplikative Teilmenge und A
die ganze Abschliefung von A in B. Dann gilt:

(1) Die ganze AbschlieBung von AS in B S ist gerade A

(i1) Ist A ganz abgeschlossen in B, so ist auch A

g
g 8anz abgeschlossen in B

. Wir wihlen ein Ganzheitpolynom

g

Beweis. Zu (i). Sei b € B, ganz iiber A

S
f(X)=X"+a

von b iiber AS und schreiben

S
n-1
1X + ...+ an € AS[X]

2

, a’,
b :b—,a. :—1mitb’,a’. €A und s € S.
s ’%1 s i

Man beachte, weil die Anzahl der ai endlich ist, kann man durch Erweitern der Briiche
erreichen, daf} iiberall im Nenner dassselbe Element steht. Wir setzen in f fiir X den
Wert b ein und multiplizieren mit s”. Das Ergebnis ist ein Element

shef(b) = b + &’ bl 4 sa b1 24 5200 b’n'3+...+sn'1a’n

1 2 3
von B, dessen Bild in B gleich Null ist. Deshalb wird dieses Element von einem

S

Element t € S annulliert. Multiplikation mit der n-ten Potenz von t ergibt dann aber auch
gleich Null:

0 = (tes)"+f(b)
= (tb")" + ta’l(tb’)n'l +2sa’ 2(tb’)n'2+ 3522’ 3(tb’)n'3+...+tnsn'1a’n.

Diese Identitit zeigt, tb’ € B ist ganz iiber A, d.h. tb’ € A.Dann gilt aber

Wir haben gezeigt, die ganze AbschlieBung von A in B liegt in A

S S . Sei umgekehrt b

S

€ A .. Wir haben zu zeigen, b ist ganz liber A. Nach Voraussetzung hat b die Gestalt

S
_b
s

mit b’ € A und s € S. Insbesondere ist b’ ganz iiber A. Sei



108

£f(X) = X1 + alxn'l +..+a EAX]
ein Ganzheitspolynom von b’ iiber A. Es gilt

0=f(b)=b"+ alb’n'l +ota

in B. Wir wenden den natiirlichen Homomorphismus B — B S und erhalten in B S

_n.in n-1, b'n-1 . n-2_ b\n-2
O0=s (S) + s al(s) +S a2(s) + ...

Da das Bild von s in BS ein Einheit ist, konnen wir diese Identitit durch s™ teilen. Wir
erhalten

a a, a

0=bl4—ptlspn2, O

S S2 §
Mit anderen Worten, b ist ganz iiber AS.
Zu (ii). Sei A ganz abgeschlossen in B. Dann ist die ganze AbschlieBung von A in B
gleich

A=A.

Nach (i) ist die ganze AbschlieBung von AS inB S gleich

AS=AS.

Mit anderen Worten A ist ganz abgeschlossen in B

S N
QED.
3.3.8 Ganzheit und algebraische Korpererweiterungen
Seien A ein ganz abgeschlossener Integritétsbereich mit dem Quotientenkérper K und
L/K eine algebraische Korper-Erweiterungen. Fiir jedes Element o €L sind dann die
folgenden Bedingungen dquivalent.
(i) o ist ganz iiber A.
(i) Die Koeffizienten des Minimalpolynoms von a. iiber A liegen in A.'*
Beweis. Bezeichne

f(X)=X"+a
das Minimalpolynom von a iiber K.
(i) = (). Nach Vorauissetzung liegen die Koeffizienten a, in A. Also ist f ein

n-1
1X + ...+ an € K[X]

Ganzheitspolynom von a iiber A, d.h. o ist ganz tiber A.

(1) = (i1). Bezeichne L eine algebraische AbschlieBung von L. Dann zerfillt f iiber L in
Linearfaktoren,
f(X)=X- ozl)-...-(X - ocn).

Weil f irreduzibel tiber K ist, gibt es fiir jedes 1 einen K-Isomorphismus
K((xi) = K[X]/(f(X)) = K(av),

welcher a in o tiberffiihrt. Jedes Ganzheitspolynom fiir o ist dami auch ein solches fiir

o Insbesondere sind die 0. ganz tiber A. Wegen

al, ,an e A[ocl, s an]

19 d h. diese Polynom ist ein Ganzheitspolynom von « iiber A.
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sind dann aber auch die a, ganz iiber A (und liegen in K). Weil A nach Voraussetzung

ganz abgeschlossen ist, folgt

.,a EA,

a,.
1’ n

dh. es gilt (ii).
QED.

3.3.9 Beispiel einer ganz abgeschlossenen quadratischen Erweiterung
Seien A ein ZPE-Ring, in welchem 2 eine Einheit ist, und

feA

ein quadrat-freies Element, d.h. es gebe kein Primelement in A, durch dessen Quadrat f
teilbar ist. Dann ist

AW

ein ganz abgeschlossener Integritétsbereich.
Beweis. Seien
K:=Q(A)

der Quotienten-Korper von A und o = \ﬁ eine Quadratwurzel aus f, d.h.
2 _
o =f.
1. Fall: a€K.
Nach Wahl von a ist a ganz liber A. Als ZPE-Ring ist A ganz abgeschlossen in K
(nach 3.3.5). Also gilt aEA, also ist A[\ﬁ] = A trivialer (als ZPE) ganz abgeschlossen.

2. Fall: oK.
Der Quotientenkorper von

AW = Ala]

K(a) =K + Ka.
Jedes Element EEK () hat die Gestalt

E=x+yomitx,y € K.
Das Minimalpolynom von § ist gleich

X2 2 2xX + (x2-fy2).

ist dann

Nehmen wir an,
€ ist ganz iiber Ala].

Weil Alo] = A + Ao ganz ist iiber A, ist dann § auch ganz iiber A. Nach 3.3.8 liegen
die Koeffizienten des Minimalpolynoms von & iiber A in A, d.h.

2x€Aundx2-fy26A.
Nach Voraussetzung ist 2 ein Einheit in A. Es folgt deshalb
XEA,
also fy2 EA.
Schreiben wir y in der Gestalt
y= %mit u,vE A und u, v teilerfremd.
Dann gilt
fu? € v2A.
Fiir jeden Primteiler p von v gilt damit p2Efu2. Weil f quadrat-frei ist, folgt p € u2, also

plu. Jeder Primteiler von u teilt somit v. Weil u und v teilerfremd sind, ist dies nur
moglich, wenn v keinen Primteiler besitzt, d.h. wenn v ein Einheit von A ist. Dann gilt
aber
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yEA.
Zusammen erhalten wir

E=x+ya € Ala]

fiir jedes iiber Ala] ganze Element EEK(a). Mit anderen Worten A[a] ist ganz

abgeschlossen.
QED.

3.3.10 Ganze Erweiterungen und die Korper-Eigenschaft

Seien B ein Integrititbereich und A C B ein Teilring mit der Eigenschaft, daB B ganz ist

tiber A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
@A) A ist ein Korper.
(i1) B ist ein Korper.

Beweis. (i) = (ii). Sei b € B - {0}. Weil B ganz ist iiber A, besteht in B eine Identitét
b1 + albn'l +..+a_=0mitaEA fiir alle .
Weil B ein Integritdtbereich und b # 0 ist, kénnen wir annehmen,
a #0,
n

Weil A ein Korper ist, ist damit a eine Einheit in A und damit auch in B. Also ist

Jwn-1 n-2 _
be(b +a1b +..+ an-l)_ a

eine Einheit in B. Dasselbe gilt dann auch fiir den Faktor b der linken Seite. Wir haben
gezeigt, jedes von Null verschiedene Element von B ist eine Einheit in B. Mit anderen
Worten, B ist ein Korper.

(i) = (). Seia € A - {0}. Weil B ein Korper ist, besitzt a ein Inverses in B, sagen wir
b:=al€B.
Weil B ganz ist iiber A, besteht eine Identitét

b + albn'1 + ...+ an =0 mit aiEA fiir alle i.

Multiplikation mit a1 liefert

n-1_
b+a1+a2a+...+ana =0.

Alle Summanden auf der linken Seite - mit eventueller Ausnahme des ersten - liegen in
A. Dann liegt aber auch der erste Summand in A, d.h. a besitzt in A ein Inverses. Wir
haben gezeigt, jedes von Null verschiedene Element von A besitzt ein Inverses, d.h. A ist

ein Korper.
QED.

3.3.11 Ubereinander liegende maximale Ideale
Seien A ein Ring und B eine ganze Erweiterung von A. Dann gelten folgende Aussagen.

) Ist P C B ein maximales Ideal von B, so ist A[ )P ein maximales Ideal von A.

(ii) Ist p C A ein maximales Ideal von A, so gibt es ein Primideal P C B mit

AP =p,
und jedes solche Primideal P von B ist maximal in B.

Beweis. 1. Schritt: Seien PC B ein Primideal und p := P()A. Dann gilt:
P ist maximal in B < p ist maximal in A.

Die natiirliche Einbettung A & B induziert einen injektiven Homomorphismus
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A/p — B/P

von Ringen mit 1. Weil P ein Primideal ist, ist B/P ein Integritdtsbereich. Weil B ganz ist
tiber A, ist B/P ganz iiber A/p. Nach 3.3.10 gilt

B/P ist ein Korper < A/p ist ein Korper.
Das ist aber gerade die Behauptung des ersten Schritts.

Zum Beweis der Aussagen (i) und (ii) reicht es zu zeigen:
2. Schritt: Uber jedem maximalen Ideal p C A liegt ein maximales Ideal P C B.

Sei p C A ein maximales Ideal von A. Es reicht zu zeigen,
pB # B,
denn dann gibt es ein maximales Ideal P C B mit pB C P, und auBerdem ist
1EPNA,
d.h. P(A ist ein echtes Ideal von A mit p C P()A. Weil p maximal in A ist, folgt

p=PNA.
Zeigen wir also, es gilt

pB # B.
Angenommen, es ist pB = B. Dann gibt es Elemente p; € pund b1€B i=1,..,r)mit

Spb.=1.

i=1 '
Wir setzen

C:= A[bl’ ’br] (CB).

Nach Konstruktion gilt

pC=C. (1)
Mit B ist auch C ganz iiber A, also als A-Modul endlich erzeugt, sagen wir

C=Ac, +..+Ac
1 S

Wegen (1) bestehen Relationen

ci = él qijCj mit qij Ep
firi=1,...,s. Esfolgt

0= d..-q..c.).
21( 4
Wir betrachten die Matrix der 6ij - qijcj' Indem wir die i-te obige Identitdt mit der

adjungierten Unterdeterminante zur Position (i, j’) multiplizieren und die entstehenden
Produkte addieren, erhalten wir nach dem Entwicklungssazt

det(E)ij - qijcj).cj’ =0 fiir jedes j’.
Weil eine Linearkombination der c., gleich 1 ist, folgt
det(d..-q..c.)=0.
(- 45,
Wegen qij € p bekommt diese Identitidt modulo p die Gestalt
1 =0 mod p.

Es folgt 1 € p, was im Widerspruch dazu steht, dal p ein maximales Ideal von A sein

soll. Die Annahme pB = B ist also falsch.
QED.
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3.3.12

Seien A ein Ring, B eine ganze Erweiterung von A und p & A ein Primideal von A.
Dann gelten folgende Aussagen.

(i)  Es gibt ein Primideal P C B, welches iiber p liegt, d.h.mit P( A = p.

(i) Keine zwei iiber p liegende Primideal P C B sind ineinander enthalten.
(i1) Seien
* A ein ganz-abgeschlossener Integritéitsbereich mit dem Quotientenkdrper K,
* L/K eine normale Korper-Erweiterung im Sinne der Galois-Theorie (d.h. L/K ist
algebraisch und mit jedem o€L liegen alle Konjugierten von o ebenfalls in L).
* B die ganze AbschlieBung von A in L.

Dann sind je zwei iiber p & A liegende Primideale von B konjugiert zueinander.

Beweis.
QED.

Aufgaben

11.
Sei A ein noetherscher Integrititsbereich und Py Py dessen (paarweise verschiedene)

minimalen Ideale. Wir nehmen an,

A
p

ist ein Integritiitsbereich fiir jedes Primideal p € Spec A. Dann gelten die folgenden

Aussagen.
@A) AssA:{pl,...,pr}.

i  p,MN-Np =v0=0.

(iii) pi+ﬂj7+_ipj:Afur1:1,...,r.
() A= Alp X xAlp .
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