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1. Quaternionen-Algebren
1.1. Grundlegende Eigenschaften

1.1.1 Definition

Sei k ein Korper. Eine KRdgebraist ein k-Vektorraum V mit einer tber k bilinearen
Abbildung

V x V—Kk, (X, y) = »y,

welche assoziativ (aber nicht notwendig kommutativ ist):

Xe(yez) = (xy)-z fUr x,y,zEV.
Diese bilineare Abbildungeil3t auch Multiplikation der Algebra.

Eine solche k-Algebra heil3t endlich-dimensional, wenn sie als k-Vektorraum eine
endliche Dimension besitzt.

1.1.2 Vereinbarung: alle Algebren seien endlich-dimensional mit 1
Wenn nicht explizit anders erwahnt sollen alle k-Algebren endlich-dimensional sein und
ein Einselement besitzen:

1= ]V € V mit 1ex = x1 = x fUr jedes &V.

1.1.3 Die Quaternionen-Algebra von Hamilton

Das geschichtlich erste Beispiel einer nicht-kommutativen Algebra wurde von Hamilton
1843 wahrend eines Spaziergang mit seiner Frau gefunden: die Algebra der
Quaternionen. Heute beschreibt man sie meistens als Teilring der komplexen Matrizen-

AlgebraCS:
 Hex+ywA1 z+W\/—§ E
H = Jun X xysz]R

Sie ist als Vektorraum Uber den reellen Zahlen 4- dlmenswnal.
H =Re1+Rei + Rej + Rek .

Ihre Multiplikation ist durch die folgenden Relationen gegeben:
i2=.1,P=-1ij=i=k



Bemerkungen

() Hist ein Schiefkérpetheute auch oft: eine DivisionsalgebréberR, d.h.jedes
von Null verschiedendElement x bestt ein zwelseltigesnverses. Mitanderen
Worten, es gibt ein Element y mit

Xoy = yex = 1.
Der Beweis von Hamilton beruht auf den Begriffd#s konjugiertenQuaternions
und der Norm.

(i) Das zueinemQuaternion q = x + Vi +zj + wk konjugierte Quaternion ist
definiert als

q =X +Vyi+zj+wk.
Unter der Norndes Quaternions q versteht man das Produkt
N@) = ¢q =% +y2 + 2 + W2,

(i) Beweis der Schiefkdpereigenschatft: flie 0 gilt auch N(q)#= 0, d.h.

a/N(a)
ist ein wohldefinierte€Element vonH. Unmittelbaraus denDefinitionen folgt,
daR es sich um ein zweiseitiges Inverses von q handelt.
(iv) Uber Kompern, deren Charaktstik von 2 verschiederst, kann man die obige
Konstruktion in einfacher Weise verallgemeinern.

1.1.4 Definition: die verallgemeinerte Quaternionen-Algebra (a,b)
Seien k ein Korper der Charakteristk 2 und

a, bek

zwei von Null verschiedene Elemente dieses Korpers. Dann ist die verallgemeinerte
Quaternionen-Algebra
(ab=(@h

definiert als der 4-dimensionale k-Vektorraum mit der Basis
1,0, ij,
dessen Multiplikation definiert ist durch die Relationen
i2=a, =, ij = i.
Bemerkungen
(i) Die Isomorphie-Klasse vofa, b) kingt nur vorden Restklassenb € k/k2 von a
bzw. b ab

Bezulglich der Basis
L0707
mit
I'=uUel, ] =Ve,uvek
bekommen die definierenden Relationen der Algebra die Gestalt
2= (Pea, 2= V2eb, '] = ' o

Mit anderen Wortendie k-Algebren (a, b)und (u?a, \/2b) sind isomorph
(bezlglich des Isomorphismus

(u2a,\2b) s (a, b), i = Ui, = vj.

(i) Die Algebren (a, b) un¢b, a)sind isomorph

Bezuglich der Basis
L7,
mit
i’ = (ab)j und j = (ab)i
bekommen die definierenden Relationen der Algebra die Gestalt



12=g03,2=a0? ij =-ji.

(a, b)= (b3, b2 = (b, a).

(i) Die Multiplikation von (a, b) istassoziativ

Also gilt

Wir wahlen eine Korpererweiterung K/k mit der Eigenschaft, daf3 es Elemente
t,u,v,wek
gibt mit
u2:a,\?:bund12:-1.
Dann gilt
(a, b&g (a, bk = (1,1)K :
Es reicht, die Assoziativitat von (1, l%)zu beweisen, d.h. wir kbnnen annehmen
a=b=1.
Dann kann man aber (a, b) identifizieren mit der Matrizen-Algebra
;’éﬁyt z+wt§ il
z+wt X-yt Xy.zW %

Die Behauptung folgt also adsr Tatsach, dal’die Matrizen-Multiplikation tber
einem Korper kommutativ ist.

1.1.5 Das Konjugierte eines Quaternions

Fur jedes Element
g=X+Yyi+z+ wi
der Quaternionen-Algebra (a, b) heif3t
b =X - yi - Zj - wij
das zu dconjugierte Elememder aucleinfach Konjugierteson g.

Bemerkungen
() Die Abbildung
(a! b)_> (a’ b)! q :q ’
ist ein Anti-Automorphismus der k-Algebra (a,b), d.h. ein k-Vektorraum-
Automorphismus mit

(i) Die Abbildung ist sogar einivolutio ,d.h.-es gilt auRerdem

fur jedes q aus (a, b).

1.1.6 Die Norm eines Quaternions
Fir jedes Element

g=X+yi+z+ wi
der Quaternionen-Algebra (a, b) heifdt

N(a) = oo

Normvon q.
Bemerkungen
() Esqilt

N(q)=x2-ay2-b22+abv\72€ K,

d.h. die Abbildung
N: (a, b)— k

ist einenicht-entartetguadratisch&orm' auf (a, b) Uber k.

1 d.h. die Bilinearform



(i) Die Norm ist multiplikativ,

N(9'q”) = N(Q)N(q").

1.1.7 Umkehrbarkeitskriterium
() Ein Element gder Quaternionen-Algebra (a, I8} genaudann umkehrbarwenn
gilt
N(q) # 0.

(i) Die Quaternionen-Algebra (a, b) ist genau dann ein Schiefkdrper, wenn ihre Norm

N: (a, b)— k
keinenicht-triviale Nullstelle besitzt, d.h. keine aufRer der Null.

Beweis Die Argumentationist dieselbewie im Fall der klassischenQuaternionen-

AlgebralH (siehe 1.1.3 Bemerkung (iii)).
QED.

1.1.8 Eine koordinaten-unabhangige Beschreibung von Konjugation und Norm
Ein Element

qe€ (a b)-{0}
heil3treines Quaternionyenn gilt

qZEkabercﬁék

gilt. Die Null wird ebenfalls als rein angesehen.
Bemerkungen
() Eine direkte Rechnung zeigt,

g =X +yi+zj+ wijist reine x = 0.
(i)  Jedes Quaternion g laft sich somit in der Gestalt
g=9 +q"'mitq € kund g” rein
schreiben. Die Konjugation ist dann durch die Formel
q=q -0

gegeben.

1.1.9 Beispiel: die Matrizen-Algebra I\/&(k)

Neben den klassischen Hamiltonschen Quaternionen ist das zweite grundlegende
Beispiel die k-Algebra I\ﬁ(k) der 2x2-Matrizen mit Eintragen aus k. Mit

SERE
R RERE R

MZ(k) = kel + kei + kej + keij

gilt namlich

also

und Mz(k) =3 (1, b).

1 th) 1 1 th) Y th)
b(@, ") = ZN(@+a) - N(@) - N(@")
= Linearglied der Taylor-Entwicklung von N(q'+q")
= X,X" - ay,y" - bZ,Z" + abWIWH
ist nicht-artet: die zugehérige Matrix hat Diagonalgestalt und die Eintrage 1, a, b, ab auf der
Hauptdiagonalen.

2 Genauer: N(@'q") = 4'q'q"q’ = IN(@") o’ = q'q *N(@") = N@)N(@").



1.1.10 Zerfallende Quaternionen-Algebren
Eine Quaternionen-Algebra Ubeh&ilitzerfallendwenn sie zu I\ﬂ(k) isomorph ist.

1.1.11 Kriterium fur zerfallende Quaternionen-Algebren

Folgende Aussagen sind aquivalent.
() Die k-Algebra (a, b) zerfallt.
(i) Die k-Algebra (a, b) ist kein Schiefkorper.

(i) Die Norm N: (a, b}— k besitzt eine nicht-triviale Nullstelle.
(v) Das Element b ist Norheines Elements der Korpererweiterung&yk.
Beweis (i) = (ii). trivial, denn I\/b(k) besitzt Nullteiler.

(i) = (iii). Gilt nach dem Umkehrbarkeitskriterium 1.1.7

(i) = (iv).
1. Fall: aist ein Quadrat in k.
Die Norm N der KérpererweiterungNi)/k ist gerade die identischen Abbildudgdes
Element von k , insbesondere b, liegt im Bild dieser Abbildung.
2. Fall:a ist kein Quadrat in k.
Sel
g=Xx+yi+2z+wi
ein von Null verschiedenes Quaternion mit der Norm Null,

x2-ay2-b22+abV\72:0.
(zz-av\/z)b:xz-ay2 #=°(,
22 - awf = (z - Wa)(z + w/a) = 0.

Dann gilt

also

Mit K := k(v/a) folgt

x2-ay? _ N/ xFyVa) N (x+y\/—
72-an? Ny /k(z+vv\/5) KIK*z+w\/a'
d.h. b ist Norm eines Elements von K wie behauptet.

(iv) = (i).

1. Fall:a ist ein Quadrat in k.

b=

b
% Die Spalten vor@ oEstehen senkrecht aufeinander.

* Sei K/k eine Korpererweiterung endlichen Grades d :kﬂirﬁ)ie Multiplikaton mit c& K definiert

eine k-lineare Abbildung
muItC:K — K, x =cx.

Die Determinante dieser Abbildung heif3t Norm von ¢ beziiglich K/k und wird mit
NK/k(c) = det (muI(t:)

bezeichnet. HB c die Kérpererweiteng ereugt, ist NK/k(c) bis aufs Vorszeichen gerad das

Absolutglied des Mininmalpolynoms von c.
Im Fall K = k(\/;.) bedeutet dies gerade

NG+ Va) = (r + 8fa)r - 9/a) = A - a

(falls a kein Quadrat in Kk ist).

5 weil a kein Quadrat in Kk ist.



Da es nur auf die Restklasse von a ir2kdkkommt, gilt
(a, b= (1, b)= Mz(k),

wobei sich die zweite Isomorphie aus 1.1.9 ergibt. Mit anderen Worten, (a, b) zerfallt.
2. Fall:a ist kein Quadrat in k.

Nach Voraussetzung ist Norm eines Elements von K := lfa). Da die Norm
multiplikativ ist, ist auch H eine Norm, d.h. es gibt r&k mit

1) bl=r2_ad
Wir betrachten jetzt die Vektorraumbasis
1,u,v,uv
von (a,b) mit
(2) u:=rj+sijundv:=(1+a)+ (1-a)ui

Bevor wir zeigen, dal3 es sich tatséchlich um eine Basis von (a, b) handelt, bestimmen wir
zunachst die multiplikativen Relationen bezlglich dieser Erzeuger.

Es qilt
W =32 + ijsij + siirj + Liji
= 2b - rsif? + rsij? - £i4j2 (wegen ij = - ji)
= b - ab€ (Wegen% =a und% =b)
= b(r? - as)
=1 (wegen (2)).
Wir haben gezeigt:
3) W = 1.
Weiter gilt
i = rji + siji = - rij - si% = -i(1j + sij) = -iu,
d.h.
(4) ui = -iu.
Mit
v:i=(1+aji+(1-a)ui
erhalten wir
w = (1+a)ui + (1-a)fi
= - (1+a)iu - (1-a)uiu (wegen (3))
=-vu
insgesamt also
(5) uv = - vu.
Weiter ist
v2 = (1+afi2 + (1+a)(L-a)(iui + W) +(1-aPuiui
= (1+a)2a +0 - (1-a§u2i2 (wegen (4))
= (1+a)2a - (1-a?a (wegen (5)).
= 4
zusammen also
6) v =2

Unter der Annahme, dal3 die Elemente 1, u, v, uv linear unabhéangig sind, ergibt sich die
Isomorphie

(@ b)= (1, 28) = M(K),
d.h. (a, b) zerfallt wibehauptet. Wihaben nocluie lineareUnabhangigkeitler 1, u, v,
uv tber k zu beweisen. Dazu bestimmen wir die Ubergangsmatrix. Es gilt:
u =1j + Sij (nach (2))
v = (1+a)yi + (1-a)(rji + siji) = (1+a3i - (1-a)saj {1-a)rij (nach (2))



(A+a)ui + (l-a)ai (vgl. den Beweis von (5))

(1+a)(rji + siji) + (1-a)i  (nach Definition von u und nach (3))
= (1-a)i - (1+a)saj - (1+a)rij

Damit bekommt die Determinante der Basiswechselmatrix die Gestalt

0 0 0
0 r S +a -(1-a)r +a -(1-a)s%
det 1+a -(1-a)sa -(1-a)r{ f Olet%ﬁ-a -(1+a) +ode 1l-a -(1+a)s

l-a-(1+a)sa-(1+a

= -r2 (-(1+a)2+(1-a) 2) + se?-(-(1+a) 2+(1-a) 2)
= -4a(s§ - r2)

=4alb (nach (1))

= 0
QED.

1.1.12 Bemerkung

Die gerade bewiesene Aussage versetzt uns in die Lage, die nicht zerfallenden
Quaternionen-Algebren unter den 4-dimensionalen k-Algebren zu charakterisieren.

1.2 Das Zerfallen liber einer quadratischen Erweiterung

1.2.1 Das Zentrum einer k-Algebra
Sei A eine k-Algebra. Dann besteht das Zentrum

Z(A) :={x € A | xy = yx fur jedes ¥ A}

von A aus allen Elementen von A, welche mit allen Elementen von A kommutieren.
Bemerkungen
()  Nach Definition gilt

k C Z(A).

(i) DasZentrum isteine kTeilalgebra vorA: Summeund Produkizweier Elemente
aus Aliegenin A, Z(A) ist ein k-linearer Unterraum von A.

(i) Ist A ein Schiefkorper, so ist Z(A) ein Kdrper: liegexZ(A) - {0}, so gilt
Xy = yX

yl=xly,

fur jedes yE A, also

d.h. es gilt slez(A).
(iv) Eine k-Algebra A mit

Z(A) =k
heil3tzentral.
1.2.2 Beispiel
Die Quaternionen-Algebren (a, b) sind zentrale k-Algebren.
Beweis Sei

g=Xx+yi+z+wijeE (a, b)
ein Element aus dem Zentrum. Dann gilt

iq =Xi+ya+zij+aw] =ya+Xxi+awj+ zi
qi =xi+ya+zji+wiji =ya+xi -awj - zi
Vergleich liefert z = 0 und aw = 0, also w = 0, also
q =Xty
Weiter ist
19 =X -yl

Q=X i)



Vergleich lieferty = 0, d.h.
q =xe k.

Damit istgezeigt, Z((ap)) C k. Die umgekehrténklusion bestehttrivialerweise (vgl.
1.2.1 Bemerkung (i)).

QED.
1.2.3 Theorem
Seien
A
eine 4-dimensionale zentrale k-Algebra und
ack-k2

ein Element. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
() A istisomorph zu einer Quaternionen-Algebra (a, b) fur ko
(i)  Die kfa)-Algebra ADkk(\/é) ist isomorph zu I¥(k(\/é)).
(i) EsgibteingEA -k mit? = a.
Beweis Beweis von (i (ii).
Sei A isomorph zu (a, b). Dann gilt
ADkk(\Fol) = (a, b} kk(\/El) = (a, bk(\/a)
Nun ist aber a ein Quadrat im Korpes/&j, d.h. die Algebra rechts ist isomorph zu
(L b) /) = Mok(Va)

(nach 1.1.4 Bemerkung (i) und 1.1.9).
Beweis von (ii)= (). Sei
1) qEA-k f=a
ein Element wie in Bedingur(@i). Weil A nach Voraussetzurgentralist, liegt gnicht
im Zentrum von d, d.h. der innere Automorphismus

A — A X= q'qu,

ist von der identischen Abbildungerschiedenalso ein Automorphismus de©rdnung
2. Insbesondere besitztden Eigenwert -1 Es gibt also ein Element

reA-{0} mitq'qu =-r,

d.h. mit

(2) rq + gr = 0.
Es reicht zu zeigen, die Elemente

3 1,q9,rqr

s Bezeichné eine algebraische AbschlieRung von k undsei c®Kk: ATK —s ATK. Wegeno? =

Id sind +1 und -1 die einzigen moglichen Eigenwerte. Weil die Ordnung peich 2 ist, ist

X2 -1 = (X-1)(X+1)

das Minimalpolynom vom. Letzteres besitzt keine mehrfachen Nullstellen. Deshalb ist die Jordansche
Normalform vono eine direkte Summe von Jordanblocken des Tys @.h. eine Diagonalmatrix,

deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen +1 und -1 sind. Das charakteristische Polymoist von
insbesondere von der Gestalt

_ _ [ S
X =Xg= (1-T) (@-7)°

zerfallt also Uber k in Linearfaktoren. Deshalb sind die Hauptraumzerlegung und die Jordanzerlegung
bereist Uber k definiert (d.h. die obige Bestimmung der Jordanschen Normalform ist bereits tber k
glltig). Insbesondere ist -1 ein Eigenwert wrandernfalls ware die identische Abbildung, also nicht
von Ordnung 2.



bilden eineBasis desk-Vektorraums A.Diese Elementesind namlich invariant beim
inneren Automorphismus

A—AX= (12)'1x-r2
(trivialerweise bzw. wegen (2)). Dann sind aber alle Elemente von A invariant bei diesem

Automorphismusgd.h. Z liegt im Zentrum von AWeil A nach Voraussetzungentral
ist, folgt

(4) 2= bek.
Aus den Identitaten (1), (4) und (2) erhalten wir
A= (a,b),

d.h. A ist eine Quaternionen-Algebra wie in (i) behauptet.

Wir haben noclzu zeigengdie Elemente(3) sind Inearunabhangig. Zunachbeachten
wir,

(5) 1undq

liegen im Eigenraum zum Eigenwert 1 des Automorphismus

OA — A X= q'lxq.

Die Elemente
(6) rund qr

liegen im Eigermum zum Eigenwert -tlieses Automorgbmus: fur rgilt dies nach
Wabhl von r und fur gr erhalten wir

a(ar) =ao(a)-o(r) = (+q)(-r) = -qr.
Es reicht deshalb zueigen, die Elemente(5) und die Elemente(6) sind linear
unabhangigFir die Elementg5) folgt diesaus (1). Warerdie Elemente(6) linear
abhangig, so waren es aber auch die Elemente (5) (man multiplizie‘ré)mit r
Beweis von (ii)=> (iii).
Wir bezeichnen mit N die Quaternionen-Algebra-Norm auf der Matrizen-Algebra,

N: A+ Ava = AT, k(Va) = M (k(Va)) — k(Va).

eine nicht-triviale Nullstelle, d.h. es gibt Elemente

1) q,q" €A,
die nicht beide Null sind, mit

_ N(@' + q” v/a) = 0.
Bezeichne

B: Amkk(va) x Amkk(va)_> k(/a)
die zur quadratischen Form N gehorige Bilinearform, d.h.

B(x, ¥) =5 (N(x+y) - N(X) - N(y)) =5 (7 + yX).

Man beachte, es gilt

B(x, X) = N(X).
Es qilt

0 =N(a+q" Va)
=B +q"Va, g +q"Va)

B(q.q’) + &B(q".9") + 2/a B(q', q")
= N(q) + aN(g") + 2VaB(d, q").



Wegen ¢, g’ A liegen die Elemente N(q’) +bl(q") und B(q’, g”). beide in K. Da
a nach Voraussetzung kein Quadrat ist in k, sind hfankhear unabhéngig tiber k, d.h.
es folgt
0 =N@+aN@)
(2 O = 2B(q, q") =qq" +q" q’
Aus der ersten Identitat folgt
N(@)=-aN(@Q) =0
(da g’ und g” nicht beide Null sindl)Mit

7 Sej

o: M (k(Va) — M (k(Va)

der k-lineare Automorphismus, den das nicht-triviale Element der Galois-Gruppe G i\/é}il(}(durch

Operation aufdem echten Tensorfaktor 146) induziert. Danrist A geade der nivariante Teil des
Matrizenrings bezuglicb:

A=M 2(k(\/é))".

Sei x&€ A und

(@) X=X +X

die Zerlegung von x in ein X’ aus dem Grundkﬁrpe[a\g(und ein reines Quaternion x”. Dann ist auch
X =0(X) =o(X) + o(X")

eine Zerlegung derselben Art. Da diese Zerlegung eindeutig ist, folgt
o(xX’) =x und o(X”) = X",

also X' € A und x"€A. Die obige Zerlegung ist also eine Zerleguing in A. Insbesondere ist

N(X) = (¢ + X)X - X") € kA2 A
Bezeichnet 1, u, v, w eine k-Vektorraumbasis von A, so bekommt der Durchschnitt rechts die Gestalt
KAVayrLl) (k1 + keu + kv + kew) in ka)rl + k(Va)yu + kVayv + kfayw,
d.h. es gilt
N(x) = x2_ w2 ey
Wir haben damit gezeigt, die Einschrankung der Quaternionen-Norm XM‘\D@)) auf A definiert eine

nicht-entartete quadratische Norm

N: A — k.
Die Zerlegung (1) definiert eine direkte Summenzerlegung
)] A = kOA”

wobei der 3-dimensionale Unterraum A” aus lauter reinen Quaternionen besteQuiddiatische Form
N ist nicht identisch Nulldenn dann wére die Nt&x von N bezuglich einer mit der Zedung (2)
vertraglichen Basis von der Gestalt

oo~

00~

oo~

* % %
Die ersten drei Spalten wardinear abhangig, die Matrixleo vom Rang = 2. Das stehber im
Widerspruch dazu, daR3 die quadratische Form N nicht-entartet sein soll. Es gibt also ein

XEA”- {0} C A-Kk,
dessen Norm
N(X) = (0 + X)(0 - X) = £ E k
von Null verschieden ist:
X2 = yE k

Die bereits bewiesene Implikation (iig> (i) zeigt, daf? A eine Quaternionen-Algebra ist.



= qq"

erhalten wir
(@)% =99 a9
=-9qq q'Qq” (wegen (2) konjugiert)
= - N(@)N(a")
| = a N(@'P
Mit
o q=qUN@E)?
gilt also
2_

q )
d.h. g hat dien (iii) geforderter Eigenschaflan beachte, q liegnicht in k, da a nach
Voraussetzung in kein Qualrat sein sollWir habenuns nochdavon zu tberzeugen,

dafd g in A liegt. Nach (1) gilt ', g= A, also auch
9” = q” € Aund N(@") € k,
also
a = q"IN@)% € A

QED.

1.2.4 Folgerung

Sei A eine 4-dimensionale zentrale k-Algebra. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
() A ist eine Quaternionen-Algebra tber k.

(i)  Esgibt ein ac k mit ADkk(\/a) = M2(k(\/é)).
Beweis Beweis von (i) (ii). Siehe Theorem 1.2.3, Implikation & (ii).

Beweis von (ii)= (i).
1. Fall: a ist kein Quadrat in k: siehe Theorem 1.2.3, Implikatioes(if)).
2. Fall: aist ein Quadrat in k: Es gilt danw/&j = k, also

A = A k(W)= M, (k(va)) = M,(K).

Die Algebra rechts ist nach 1.1.9 eine Quaternionen-Algebra.
QED.

1.2.5 Folgerung

Jede 4-dimensionale zentrale Divisionsalgebra ist eine Quaternionen-Algebra.
Beweis Sei D eine zentrale Divisionsalgebra Uber k der Dimension 4. Wir wahlen ein
Element

de D -k.

8 Wir nehmen an dieser Stelle ataRR diegegebene Algelr A nicht zerfallt (wie wiroben geshen
haben, ist A ein Quaternionen-Algebra). Zerfallt A, so ist A isomorph 5(land die Matrix

E b
0
definiert ein Element von & A - k mit

BRI O
0 (tlm b

Mit anderen Worten, die zu beweisende Aussage ist trivialerweise richtig.
° d.h. die zentralen Divisionsalgebren fallen mit den nicht-zerfallenden Quaternionen-Algebren
zusammen.

E M (K)




Da D als Vektorraum endlich-dimensional ist, sind die Vektoren

1,d, & ..
linear unabhangig tber k. Es gibt also ein Polynom
f € k[x] mit f(d) = 0.

Als Schiefkorper ist D nullteilerfrei. Wir kdnnen also annehmen,

fist irreduzibel Uber k.
Der naturliche k-Algebra-Homomorphismus

k[X] — D, p(x) = p(d),
induziert einen k-Algebra-Homomorphismus

k(d) — k[x)/(f) — D, p(x) mod f = p(d),
welcher mitder naturlichen Einbettunder k-Teilalgebrak(d) in D zusammenfalit. Der
Grad
o k@K
der Korpereneiterungk(d)/k kannnicht gleich 1 seinweil d nicht in kliegt. Er kann
aber auch nichgleich 4sein,denn danrwére D =k(d) kommuativ, also nicht zentral.
Es folgt
[k(d):k] = 2.
Das Minimalpolynom f von d ist quadratisch,
f(x) = X2 4 UX +V = (x -i%u)2 - (%uz-v), u, \Ek.

Dann ist aber
= d
qg.=0%
ein Element von D - k mit%q: (%u2 - V) € k. Nach Aussage (iiyon Theoreml.2.3 ist
D eine Quaternionen-Algebra.
QED.
1.2.6 Eine Beschreibung der Quaternionen-Norm
Seien K = k{fa) ein Zerfallungskorper der Quaternionen-Algebra g(a(\tgl. 1.2.3),
g€ (a, b)
ein Element und
W (a, by, K — M,(K)
ein K-Isomorphismus. Dann gilt
N(q) = det ()(q)).

Beweis 1. Schritt: Der Wert der Determinante

_ , det @@)
hangt nicht von der speziellen Wahl degsémorphismusp al

Sei

W (a, b, K = M(K)
zweiter solcher Isomorphismus, so ist
Wow ™ M(K) — M(K)
ein Automorphismus von %K), also von der Gestalt

wrey(m) = ctme



mit einer Matrix C= MZ(K).10 Insbesondere der ist

det@ oy 1(M)) = det M fiir jedes M,
also
dety’(M) = det (M) fir jedes M.
2. Schritt: Redulkodn aufden Fall A = I\/&(K).

Die Quaternionen-Norm auf (a, ,b)st gerade di€inschrankung deQuaternionen-

Norm auf (a, t& , d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.
N
(a,bl< — k
N N N
(a, bk — K

Es reichtzu zeigendie untereZeile desDiagramms wird zuDeterminante, wenn man
(a, b)K vermittelsy mit M'Z(K) identifiziert. Da es nach dem ersten Schritt nicht auf die

spezielleWahl des Isomorphismup ankommt,reicht eszu zeigengdie Quaternionen-

Norm von
A=(11)=M(K)

(die nach1.1.8 nicht von der speziellenWahl der Basis abhangt)' fallt mit der
Determinanten-Abbildung zusammen.
3. Schritt: der Fall A £1, 1) = I\/&(K).

Wir wahlen die in 1.1.9 beschriebene Basis voé(IM mitb = 1.

OH HLO0H. H1H.
1‘%1@' '“%-1@’ "%o@”‘
und schreiben das Element
_BEY
9 _@WEE MZ(K)

als Linearkombination der Basiselemente:

10 wir werden diese Aussage in 2.4 fUF]M) , beliebige n und beliebige Koérper beweisen. Im Fall n =

2 kann man sie durch direkte Rechnung beweisen: Wir schreiben

M_(K) = K E +KE +KE +KE
2() 12 21 22

wenn Elj die 2x2-Matrix mit einer Eins in der Position (i,j) und Nullen in allen anderen Positionen ist.

Die multiplikative Struktur des Matrizenrings ist gegeben durch die Relationen

BB T By BirB™ By BipByy 70 BBy, =0

EipB11™0 EEp=0 BB =B BBt Ep

0 E

E_.E =E _,E E _=E _, E_<E__ =0, E__=0

21 11 21 21 12 22 21 21 E21 22
°E

E22Ell 0. E22 12 =0, E22 E21 E21 E22EZZ E22

(allgemeiner, EBE 5 6|3V Eaé)' Ein Automorphismus der Matrizenalgebra ist durch exé-4

Matrix (bezuglich der Basis deﬁngegeben, und die Multiplikation mit dieser Matrix erhalt die obigen

16 Relationen. Dies liefert Bedingungen an die Koeffizienten der Matrix und fuhrt dazu, dai3 die
Abbildung die behautptete Gestalt hat.

1 Die Bedingung, ein reines Quaternion zu sein, hangt auRerdem auch nicht von der speziellen Wahl
von b sondern nur von der multiplikativen Struktur der Algebra ab.



_X+wW X-W . Yy+Z. Y-Z.
R I R

In 1.1.6 Bemerkung (i)habenwir eine Fomel angegeben, die diblorm durch die
Koordinaten des Quaternions ausdrtickt. Nach dieser Formel gilt

N@ =g 0w -3 (cw) - 3 (y+2) + 3 (-2
= XW - yZ

w2

1.3 Der zugehdrige Kegelschnitt

QED.

1.3.1 Definition
Der zur Quaternionen-Algebra

(a b),

gehorige Kegelschnitt ist definiert als die ebene proejektive Kurve

C(a, b) = V(@X2+bY2-Z?)
mit der Gleichung

ax2+bY2-z2=0.
Mit anderen Wortenflr jede Kérper-Erweiterung</k ist die Menge derK-rationalen
Punkte von C(a, b) gerade die Menge

Cla, b)(K) = {Ix, y, Z1€ Pg | al+by? - 2 = 0},

Bemerkungen
@) Im Fall (1, 1)k = Mz(k) ist der zugehdrige Kegelschnitt gerade dewohnliche

Einheitskreis mit der Gleichung
X2+ Y2 =72
(i) Der zu (a, b) gehorige Kegelschnitt C(a, b) hdmgtauf Isomorphiaicht von der

speziellen Wahl deBasis von 4, b) ab. Dazieachterwir, C(a, b)ist isomorph
zum Kegelschnitt mit der Gleichung

(1) ax2 + bY? = abZ
(manfuhre die Koordinatentransformation X ¥/a, Y = X/b, Z = Z durch und
multiplizieren die entstehende Gleichung mit ab). Nun ist aber

-aX2 - bY2 + abZ
gerade dieNorm desreinenQuadernions Xi + Y] +Zij. Die Einschrénkung der
Norm aufden Raum der reinerQuaternionen ist abexine vonder Wahl der
Koordinaten unabhangige Abbildung.
(i) Sind zwei Quaternionen-Algebren (a, bixd (c, d)isomorph, sasind esauch die
zugehdorigen Kegelschnitte:

Auf Grund der Isomorphie vo(a, b) undc, d) gibt essineVektorraumbasis von
(@, b), bezuglich welchedas Multiplikationsgesetz geradelie Gestalt des
Multiplikationsgesetzes voft, d) annimmt.Die den Basiswechsel beschreibende
homogendineare Tansformatiorder i, j,ij Uberfihrt geradedie Gleichung von
C(a, b) in die Gleichung von C(c, d).

1.3.2 Rationale Punkte

Ein rationaler Punkt von C(a, b) ist ein Pumih C(a, b)(k), d.h. eine Nullstelle [X, vy, Z]
von

ax? + by2- 72,
mit X, y, z€k.



1.3.3 Kriterium fur zerfallende Quaternionen-Algebren

Fur beliebige a, & k sind folgende Aussagen aquivalent.
() (a, b)k zerfallt.

(in) C(a, b) besitzeinen rationalen Punkt.
Beweis Fall 1: a ist ein Quadrat in k.
Dann zerfallt (a, b) nach 1.1.9. Andererseits ist mit g,:uEE k die Gleichung von
C(a,b) von der Gestalt
ax2+bY2- 72 = (uX + Z)(uX - 2) + b¥?
hat also die Nullstelle [1, G:ul].
Fall 2: a iskkein Quadrat in k.

Beweisder Implikation (ii)= (i).

Sei [X, Y, z] ein Punkt von C(a, mit X, y, z€ k. Eineder dreiKoordinaten mu(¥ 0
sind.

Fall2.1:y# 0.
Dann gilt

b= -ad)ly?= (%)2 - a-(§)2 - N(§+ §\/a ).
Nach Bedingung (iv) von 1.1.11 zerfallt die Algebra (a, b).

Fall2.2:y =0.
Dann kann xnicht Null sein(denn danrwareauch z =0). Dannfolgt analog,dal’ a

Norm eines Eementsder Korpererweiterung ¥b)/k ist und dasselbe Argument
impliziert das Zerfallen der Algebra

(@ b)= (b, a).

Beweisder Implikation(i) = (ii).
Wenn (a, b) zerfalllt, so ist b Norm eines Elements der Erweitersfa/k((nach 1.1.11).
Weil a kein Quadrat in k ist, bedeutet dies, es gibt Elemenee k,rait

b=rP-as
Mit anderen Worten, [s, 1, r] ist ein rationaler Punkt von C(a, b).
QED.
1.3.4 Beispiel

Fur a# 1 besitzt der projektive Kegelschnitt
ax2 + a- a)\r2 = 72
den k-rationalen Punkt [1, 1, 1]. Mit anderen Worten, die Quaternionen-Algebra
(a,1-a)zerfallt.
Diese unschuldig aussehendatsache stellt einerSpezialfall der sogenannten
Steinberg-Relation fiir Symbole dar, der wir spater begegnen werden.

1.3.5 Zerfallen und Isomorphie zur projektiven Geraden
Eine wohlbekannte Tatsache der algebraischen Geometrie besagt, dal ein glatter
projektiver Uber k definierter Kegelschnitt genau dann tber k isomorph ist zur

projektven Geradelﬁ’l, wenn er einen k-rationalen Punkt besitzt. Der Isomorphismus
ordnet jedem Punkt des Kegelschnitts die Verbindungsgerade mit einem fest gegebenen
rationalen Punkt O zu und geht dann zum Schnitt dieser Verbindungsgeraden mit einem

Pl Uber, der so in die projektive Ebene eingebettet ist, dafd er den Punkt O nicht enthalt.

Man erhalt aufdiese Weise eine weitere zum Zerfalleneiner Quaternionen-Algebra
aquivalente Bedingung:



(a, bl( zerfallt genau dann, wenn C(a,b) tber k isomorph istPdm

Wir werden diese Bedingung spater in wesentlicher Weise verallgemeinern.
Bemerkung

Im Rest desAbschnitts gebemwir Beispieledafur an, wie man das Kriterium 1.3.3
verwenden kann, urBatze zum Zerfallen vo@uaternionen-Algebrefiber speziellen
Kdrpern zu beweisen.

1.3.6 Beispiel: das Zerfallen tber endlichen Kdrpern

Sei k der endliche Kérper mit g Elementen (q ungerade). Dann zerféllt jede
Quaternionen-Algebra
(a, bl( :

Beweis Die multiplikative Gruppe k vonk ist isomorph zurzyklischenGruppe der
Ordnung g-1, d.h. z#/(g-1). Der Homomorphismus
1) bk —s k, x =%,
l&Rt sich deshalb mit dem additiv geschriebenen Homomorphismus

ZI(q-1) — Z/(g-1),x = 2X,
identifizieren. Die Restklassevon x liegt genau dann im Kern, wegrl | 2xgilt, d.h.
wenn x ein Vielfaches voﬂé—1 ist. Fur die zugehorigeRestklassegibt esdamit nur 2

Moglichkeiten, d.h. es ist
# Ker@) =2
Das Bild des Homomorphismus (1) ist isomorph zu kieffesteht also aus
g1
2
Elementen. Mit anderen Worten, die Anzahl der Quadrate in Kk ist gleich

(weil 0 ein Quadraist). Je derbeiden folgendeMengen beeht damit auqu'1 +1
Elementen:

{ax2 | xE K} und {1 - b2 | XE K}.
Da k aus celementen bestehbesitzen die beideklengenein gemeinsameElement,

d.h. es gibt ein x, & k mit
al=1- by2

ad + by2 =1
Die Kurve C(a,b) besitzt einen k-rationalen Punkt, d.h. (a, b) zerfallt tber k.
QED.

d.h. mit

1.3.7 Formale Laurent-Reihen
Wir bezeichnen mit
K[[x]]
den Ring deformalen Potenzreihen in x mit Koeffizienten aus k.
Bemerkungen
() Der Ring K[[x]] besteht aus allen formalen Summen der Gestalt

2 . Lo .
cO + clx + c2 X<+ ... mit ?Ek fur jedes i,

wobei die Zahl der Summanden unendlich sein kann.
(i) Mit Hilfe der Identitat



(L-x)L+x+£+..)=1

sieht man leicht, dal3 jedes Element rBit?é 0 in K[[x]] eine Einheit ist. Insbesondere

hat jedes Element von K[[x]] die Gestalt

xMey

mit einer Einheit u und einer nicht-negativen ganzen Zahl n.
(i)  Durch Betrachtung der Anfangsglieder von Potenzreihen sieht man, daf3 k[[x]]
nullteilerfrei ist. Der volle Quotientenring von K[[x]] wird mit

k((x))
bezeichnet und heif3t Ring der formalen Laurent-Reihen.
(v)  Die Ideale von K[[x]] haben die Gestalt

(x".
Insbesondere ist K[[x]] ein Hauptidealring mit dem einzigen maximalen Ideal (x). Aus
der expliziten Beschreibung der Ideale ergibt sich aul3erdem, daf? k[[x]] ein ZPE-Ring
ist, dessen Primelemente alle assoziiert sind zu x.
v) Die Abbildung

K[X]I — k, p(x) = p(0),

ist ein surjektiver k-Algebra-Homomorphismus mit dem Kern (x). Er heil3t
Spezialisierungs-Homomorphismus.

1.3.8 Beispiel: Das Tensorprodukt (a,dJk((w))

Fur jede Quaternionen-Algebra (a, b) tiber k sind folgende Aussagen aquivalent.
0] (a, b)k zerfallt.

(i) (@ b)) Zerlt

Beweis (i) = (ii). trivial.
(i) = (i). Nach 1.3.3 besitzt C(a, b) einen rationalen Punkt

x vy ,zW]mitx Y,z e k((w)).
w'w w’ W w
Durch Multiplikation mit einer Potenz von w erreichen wir, dal3 sogar
Xy Yoy By € KW
gilt. Da mindestens ein&oordinate # 0 ist, kdnnen wir annehmen,dal’ die
Absolutglieder dieser Potenzreihen nicht alle gleich Null sind, d.h.

X, (0) . ¥,,(0), 7 (O)

ist einwohldefiniertk-rationalerPunktder projektivenEbene.Nach Konstruktiorliegt
er auf der Kurve C(a, b). Nach 1.3.3 zerfallt (%, b)

QED.

1.3.9 Beipiel: ein Zerfallungskriterium tber k((w))
Fur jedes & k sind folgende Aussagen aquivalent.



[ a, erfallt.

O & Wy zeral

(i) a ist ein Quadrat in k.

Beweis (ii) = (i). Trivial (vgl. Beispiel 1.1.9 - die Matrizen-AIgbraiQk)).

(i) = (ii). Nach 1.3.3 besitzt C(a, b) einen rationalen Punkt

X, Yo Znd MEX,, 0 Yo By € KW
Wie oben koénnen wir wieder annehmen,

Xy Vo g € IO

wobei mndestensineder drei Potenzreiheain von Null verschiedenes Absolutglied
besitzt. Es gilt

2 2 _2
@) axy WYy = 2y
Sind X, und 2 durch wteilbar, sogilt dasselbeauch fur Yo Wir kénnen also
annehmen,v>\<l und Z sind nicht beide durch w teilbar, d.h.
xW(O) und %N(O) sind nicht beide gleich Null.
Wir setzen w = 0 und erhalten aus (1):

arx (0) = 2/0).

Auf beiden Seiten mul insbesondere ein von 0 verschiedener Wert stehen. Also ist
a=(z (0)x (0)

ein Quadrat in k.
QED.

1.4. Ein Theorem von Witt

In diesem Abschnitt wollen wir einen Satz beweisen, welchelsdmorphieklassen von
Quaternionen-Algebrenmit Hilfe der Funktionen-Kérper der zugeordneten
Kegelschnitte beschreibt. Eine kurze Einfihrumdie indiesem Abschnitiverwendeten
Grundbegriffe deralgebraischen Geometrie figtdsich im Amang AO.1Affine und
guasi-projektive Varietaten.

1.4.1 Der Satz von Witt
Seien

(@ By)y und (@ by)y

Quaternionen-Algebren und
C1 = C(al, bl) und (‘2 = C(az, b2)

die zugehorigen Kegelschnitte. Dann sind folgende Aussagen équivalent.
0) (al, bl)k und (82’ b2) sind isomorph als k-Algebren

(i) k(Cl) und k(CZ) sind isomorph als k-Algebren.

Bemerkungen

() Da zwei glatte irreduzible projektive Kurven genau dann isomorph sind, wenn ihre
Funktionenkdrper es sind, kann man den Satz von Witt auch wie folgt
formulieren.

(i) Zwei Quaternionen-Algebren tber k sind genau dann isomorph, wenn die
zugehorigen Kegelschnitte als algebraische Kurven isomorph sind.

(i) Der Beweis des Satzes von Witt wird sich als eine Konsequenz der nachfolgenden
Aussage ergeben.



1.4.2 Isomorphie-Kriterium fir Quaternionen-Algebren

Sei
(a, bl(
eine Quaternionen-Algebra mit dem zugehdrigen Kegelschnitt C und

Q
eine weitere Quaternionen-Algebra Uber k. Es gelte:
() QDkk(C) zerfallt.

(in) Q zerfallt nicht (Uber k).
Dann gilt
Q= (a, b)(.
Beweisdes Satzes von Witt 1.4.1 mit Hilf des Kriteriums 1.4.2.
Beweis von(i) = (ii). Sei

@) b)) = (@ b))

Dann sind auch die zugehdrigen Kegelschnitte isomorph,

Cl"=’C2

(nach Bemerkund..3.1 (iii)). Dann sinddie Kegelschnitte abeerst recht birational
aquivalent, haben also isomorphe rationale Funktionenkorper.

Beweis von(ii) = (i). Sei
k(Cl) = k(CZ) uber k.

Zerfallen die beiden Quaternionen-Algebrensgal die zugehérigen Kegelschnittelc

und C;Z isomorph zumprojektivenGeraden (nach 1.3.53lso untereinandeisomorph.
Also sind es auch die zugehoérigen Quaternionen-Algebren (nach Bemerkung 1.3.1(iii)).

Wir kbnnen also annehmen,
Q) (al, bl)k zerfallt nicht.

Nach Bemerkung 1.4.9 (vii) zerfallt die Algebra

(al, bl)kak(Cl).
Das bedeutet aber auch, dai3 )
(2) (al, bl)kak(CZ) zerfallt

(da diebeiden rationaleirunktionenkorper isomorpéind). Die Aussager{l) und (2)
bedeuten, die beiden Bedingungen von Kriterium 1.4.10 sind erfullt far

Q= (3, by), und C =G (d-h. (a, b) = (3 b,)).

Wir wenden 1.4.10 an und erhalten

Q= (3 byy
Das ist aber gerade die Aussage von (i).
QED.
Bemerkung

Zum Beweis von 1.4.10 benétigen wir die folgende Aussage.

1.4.3 Lemma

Ist cE€ k* Norm eines Elements der Korpererweiterungay(k, so gilt

(a, b}( = (a, bc}(.



Beweis Ist aein Quadrat in k, sazerfallen beide Quatnionen-Algebrerund die
Aussage ist trivial. Wir kdnnen also annehmen, a ist kein QuadratDarin hat ¢ nach
Voraussetzung die Gestalt
c:><2-ay2mitx,yek.
Betrachten wir die Quaternionen
g:=x+vyi+0j+0j
und . . ..
, , J:=q =X +yi.
Das Quaternion g hat die Norm
) _ N(g) = (x + yi)(x - yi) =¥ - ay’ = ¢
und fur das reine Quaternion J gilt
iJ + Ji = (xij + ayj) + (-xij - ayj) =0
| P =2 - N(J) = - N(N()) = FN(9) = bc.
Es reicht also zu zeigen, die Elemente
1,i,3J,i1J
bilden eine k-Vektorraumbasis von (a, b). Die Matrix der k-linearen Abbildung mit
1=1,i=i,j=J,ij=1iJ
ist gleich
000
100
Oxay
Oy x
Die Determinante dieser Matrigt gleich 2 - ay2 = ¢, alsovon Null verschieden. Die
lineare Abbildung ist ein Isomorphismus, d.h. angegebenen Elemente bilden eine Basis.
QED.

1.4.4 Beweis des Isomorphie-Kriteriums 1.4.2

Nach 1.3.5 zerfallt jede Quaternionen-Algebra tber einem endlichen Kérper. Die

Aussage des Kriteriums ist in diesem Fall leer. Wir kbnnen zum Beweis also annehmen,
k ist unendlich.

1. Schritt. (a, t& zerfallt nicht.

Andernfallsware der zugehérige Kegelschnigomorph zurprojektiven Geraderyl.h.
der Kérper Kk(C) der rationalen Funktionen auf Cist isomorph zum rationalen
Funktionenkdrper in einer Unbestimmten,

k(C) = k(u), u Unbestimmte.

Nach Voraussetzung zerfallt aber die Quaternionen-Algebra

QO k(C) = QT k(u),
d.h. die Quaternionen-Norm
NQ: Q—k
hat einenicht-triviale Nullstelle Giber k(u)(nach1.1.11).Mit anderen Wortenes gibt
rationale Funktionen

X, Y, Z, we k(u),
welche nicht alle gleich Null sind und derart, dal3 dasQuaternionvon Q mit den
Koordinaten x, y, z, w die Norm Null hat,

X2 - a(Qpy? - b(Q)Z? + a(Q)b(QW? = 0.

12 Als reines Quaternion ist J gleich dem Negativen seines Konjugierten.



Durch Multiplikation mit dem Quadrat des Hauptnenners erreichen wir, dafl3 die
Koordinaten sogar Polynome sind,

X, Y, Z, we K[u].

Weil k unendlich ist, gibt es eiret k derart, dal® mindestens einer der Werte

. . o X(), Y, 2(), w(t) T
ungleichNull ist. Damit besizt jedocftie Quaternionen-Norm N aber eine nicht-

triviale Nullstelle Gber k.Dann mufR3te aber Q zerfallefiiber k) imWiderspruch zur
Voraussetzung (ii) des Kriteriums. Died#tiderspruch beweidlie Aussagedesersten
Schritts.

Folgerungen
1. Die Quaternionen-Norm auf (akb:)esitzt keine Nullstelle (aulRer der trivialen).

2. (a, b?( eine Divisionsalgebra (nach 1.1.7).

3. Das Element a ist kein Quadrat in k.
4- (a, b?(DkL = MZ(L) fur L := k(y/a) (nach Theorem 1.2.3).

5. L(C)="® LDkk(C) = LDkk(u) =" L(u).
6. Q®, L= Q@kk(va) zerfallt*
7. Es gibt ein €k* mit Q = (a, C‘\k (nach Theorem 1.2.3).

L .o 1
8. Es gibt ein€L(C)* mit NL(C)/k(C)(f) =C.

13 Fur Polynomringe gilt

LDkk[xl,...,xn] = L[xl,...,xn]

(weil das Tensorprodukt mit direktSummen kommutiert). Flrffame Varietaten folgt damit (durch
Faktorisieren nach den definierenden Idealen - wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts)

L®kk[\/] = L[V].
Ist V irreduzibel Uber L, so kdnnen wir zum Quotientenkdrper Ubergehen und erhalten
L) = Q(L®kk[\/]) ) LDkk(V).

Ist L/k eineendliche Koérpererweiterung, so stebthts eine nullteilerfreie k(WAlgebra, die als k(V)-
Vektorraum endlich-dimensionakt, also ein KoérperNach Defirtion des Quotientenkérpers (als
kleinster Kdrper, der die Algebra enthalt) mufd rechts das Gleichheitszeichen stehen.

1 Wegen k(CE k(u).

5 Nach demselben Argument wie fiir die Isomorphie ganz rechts.

8 Nach Voraussetzung (i) des Kriteriums zerfallt

AKEI =G

Dann zerféllt d@ Algebraaber erst rechtiber pdennoch gbl3eren Korper. Insbesdere zerfii die
Algebra

Qo= @)= QL HO =Q T, L)

Nach demselben Argument wie im ersten Schritt zerfallt dann aber die Algebra
=Q1 L
QL < k
(man betrachte rationale Funktionen mit Koeffizienten in L und erweitere mit dem Hauptnenner).
' Nach Voraussetzung (i) des Kriteriums zerfél]]ilg(C) = (a, C?((C). Nach 1.1.11 ist dann aber c

Norm eines Elements der quadratischen Erweiterung‘#[@)é k(\/;)Dkk(C) =10 kk(C) =L(C).



Unser nachstes Ziel ist es, das Element f genauer zu beschreiben, um danach das
Element ¢ zu bestimmen.

2. Schritt. Eine Beschreibung des Divisors div(f) der rationalen Funk&oo(€)*.

Der Korper L(C) ist der Kérper der rationalen Funktionen auf der Kurve

L

welche aus der uiber k definierten Kurve C entsteht durch den Ubergang zur

quadratischen Erweiterung L =&). Diese Kurve ist isomorph zur projektiven
Geradef?,

1l
C =P
Wir betrachten die Abbildung
div: L(C)* — Div(C
und die zugehdrige exakte Sequenz
div deg
0 — LO)*L* — DIV(CL) —7Z—0

(vgl. Bemerkung 1.4.7(v)). Weiter sei

G = Gal(L/k) ={1,0}
die Galois-Gruppe der quadratischen Erweiterung L/k/}k!°® Die Operation voro
auf L induzierteine Operatiorvon ¢ auf L(C)?° AuRerdem operiedasElemento auf
Div(CL) indem es jederPrimdivisor in denzugehdrigen konjugierte®rimdivisor

L)

uberfuhrt?* Die Abbildung div ist mit diesen Operationen (nacKonstruktion)
vertraglich:

 Weil (a, b} tber L = k) zerfallt.
1% Die Erweiterung ist separabel, weil die Charakteristik von k ungleich 2 ist: die Ableitung des

Minimalpolynoms )g - a ist nicht identisch Null.
20 Betrachten wir E der Einfachheit halbedlSaffine Gber k definierte Kurve C, d.h.

n
=V ,..f)C
CL =Vt JS AL
wobei die definierenden Gleichungen Polynome mit Koeffizienten aus k sind
. € e X |
fI k[xl, 'Xn]

Betrachten wir die Abbildung
_ 0
L[Xl’""xn] — L[Xl""’xn]’ f=f",

wobei © aus f entstehe, indem marauf die Koéfizienten von fanwendet. Weil die Koeffizienten der
fi in k liegen, bleiben sie bei dieser Abbildung unverandert. losdegetiberfihrt diese Abbildung das

von den fI erzeugte deal in sich. Nach demHomomorphiesatz erhalt man einen lgéthra-

Homomorphismus
L[C] — L[C]

und durch Ubergang zu den Quotientenkdrpern einen Homomorphismus
L(C) — L(C).

Warnung die Isomorphie L(CE¥ L(u) ist nicht notvendig Uber k definiert. Der eben konstruierte
Isomorphismus mul also nicht unbedingt mit der in offensichtlicher Weise duacifi L(u) definierten
Abbildung tGbereinstimmen.

2L FaRt man C als affine Kurve auf, so tberfiihrt die Operatiomaurf L[C] maximale Ideale in

maximale Ideale. Da sich die projektive Kurve C tUberdecken lafst durch tGber k definierte affine Kurven,
erhalt man so fur jeden Primdivisor ein wohldefiniertes (und von der Wahl der affinen Uberdeckung
unabhangiges) Bild.



div( o-a) = a-div(a).
Der Grad eines Divisors andert sich nicht, wenn maaof ihn anwendét,
degE-D) = deg(D).
Wir kdnnenalso Z mit der trivialen Operationversehenund erhalten soeine exakte

Sequenz von G-aquivarianteidlomomorphismen. Dadie Abbildung div ein
Homomorphismus ist, folgt

(1 +0)div() = div(f) + o-div(f)
= div(f) + div(o-f)

= div(f-o(f))

=2 div( N(f) )

=div (c) (nach Wahl von f)

=0 (weil c eine Konstante aus k* ist).

Wir betrachten die Zerle(:gung

Dv(C)=( B zZpoO( Y zp).
p =0(p) p = o(p)

Der Automorphismus operierttrivial auf demersten direkten Summandeand durch
Tranpositionen auf dem zweiten. Schreiben wir entsprechend dieser Zerlegung

div(f)=E, + E2

1

Dann gilt

0 = (1+40)-div(f) = (E1 + E2) + cr-(E1 + EZ) = 2-El + (1+cr)E2
Weil die Zerlegung direkt ist, folgt

2:E, =0 und (18)E, =0,

also

r
— —24
E1 =0und L:2 = iEl(mi-pi - mlo-pi)

22 Es reicht, dies flr Primdivisoren m zu tiberpriifen. Ist L[C] der Koordinatenring einer affinen
Umgebung von m, so gilt nach Definition des Grades
deg m = [L[C)/m : L]
Der Isomorphismus: L[C] — L[C] bildet m ino-m ab und induziert also einen Isomorphismus
L[C}/m — L[C])/Cem.

Die Grade Uber L der beiden Kérper sind somit gleich, d.h. deg m e-tdeg
Z Wir bezeichnen hier die Norm der quadratischen Erweiterung L(C)/k(C) mit N.
24 Jedenfalls kann man2EEn der Gestalt

E = N - .
2 i (=P, - 0P
i=1
schreiben, wobei die Primdivisoreri,p.. , pr paarweise nicht konjugiert sind. Die Primdivisoren

p ey F}, O"pl, vo-opr

11
sind dann paarweise verschieden. Werg%n 1 und
0 = (1+0)-E 9

=3 (mep, nowp) + 3 (M- 0B, -1, p)
=1 i=1

= 3 ((m-n)-p. + (m - n)o-p)
i=1



mit abgeschlossenen Punktei] PR und von Nullverschieden&oeffizienten m.
Mit

erhalten wir
div(f) = (1-0)+D.
Sei d der Grad von D,
d:=degD.
Der Punkt

Py =[1.0.Va]
ist ein L-rationaler Punkt von
C, = V(@ +by- 1),
also ein Primdivisor vom Grad 1. Der Divisor
D - d-p0

hat also den Grad 0. Auf Grund ddrigen exaktesequenz gibt es sonetne rationale
Funktion

ge L(C)*
mit

D - d-p0 = div(g).

Wir erhalten

div(f) = (1-0)D = (10)(div(g) + ¢py)

= div(gro(g) ) + ¢+(1-0)+p,,
Nun haben diekonjugiertenElemente gund o(g) dieselbeNorm, d.h. f und &(g)/g
haben dieselbe Norm. Wir kénnen also f dum{yf/g ersetzen und errreichen

div(f) = d+(1-0)+p,y

Wir sind jetzt in der Lage, die Funktion f bis auf einen konstanterraktor genau
anzugeben.

3. Schritt: f = %-hd mit ¢,EL* und h = (Z - Xva)/Y € L(CY",
Es reicht zu zeigen, die rationdtenktion #/i hat wedeNullstellen nachPole auf der
projektiven Kurve(denn dann ist tf eine vonNull verschieden&Konstante). Mit

anderen Worten, es reicht zaigen, fund ! haben denselben Divisdbamit ist der
Beweis des 3. Schritts auf den Beweis der Identitat

div(h) = (1 -0)p, = [1, 0,V/a]- [1, 0, /a].
reduziert. Zur Berechnung von div(h) nehmen wir an,
P =Dy Yo 7
1
ist ein Pol von h auf C = V(a%(+ bX2 - ZZ) C ]P)E' Dann muBg: 0 sein, also
ag-7=0,

also

folgt dann aber rln ni =0 fur jedes i.



=[1, 0,%/a].

Nun hat aber

= y‘l - Vé; (Ubergang zu affinen Koordinaten),

S1VEX B (aufcgitafeby2=1)

1 -4fax
- Wb
V(L -Vax)(1 +vax)
_NL1-Vax g
\1 +4/ax

in[1,0,7/a] = €=, 0) eine Nullstelle ,

Va!
d.h.

p, =[1,0 43

ist der einzige Pol, und es ist ein PoI der Ordriurigan beachte, y ish diesem Punkt
ein lokaler Paramet&rder Kurve

ax2+by2—1.

Wegen deg div(h) = 0 muR [1,4fa] die einzige Nullstelle sein, und sie muR die Ordnung
1 haben. Damit gilt
div(h) = [1, 0,//a] - [, 0, ¥/a].
4. Schritt: Beweis der Behauptung.
Es qgilt

¢ = N(f) = N(g)- N(h) 9 = N(c,)* (Z axzd =26 N(CO)-bd.

% d.h. ein Erzeuger des maximalen Ideals

=(x-==.Y)
\/;
des lokalen Ring® = OC 0 : es gilt namlich
1
x-=)x+2) = -1=1-pPa-i=-nfeyo.
a a a a
Weil x +L|n p ungleich Null ist, also eine Einheit (0, folgt
a
X - —E yO,
Va
also
mC yO,
also
m = yO.

2 Auf der Kurve ist a& + by2 _A=o.



Nach Folgerung 7 ist damit

Q= (& ¢) = (& N(g)b%,,
und nach Lemma 1.4.11

Q= (a ).

Nun soll Q nach Voraussetzung nigbktfallen. Deshalb muf® ungerade seirbann ist
aber

Q= (a ¥h=(a b),

d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

1.4.5 Bemerkung

Wir werden spater eine weitreichende Vdigemeinerungdes Kriteriums 1.4.10
beweisen, die auf Amitsur zurtickgeht (im Kapitel 5).

1.5 Tensorprodukte von Quaternionen-Algebren

1.5.1 Definition: Biquaternionen-Algebra

Wir gehen jetzt zur Betrachtung hoherdimensionaler k-Algebren tber, wobei weiterhin
die Charakteristik von k ungleich 2 sein soll,

char(k) #= 2.
Der einfachste Fallsind die Biquaternionen-Algebrenywelche definiert sind als
Tensorprodukte von zwei Quaternionen-Algebren.

Wir beginnenmit zwei Lemmatawelche sich alssehr riitzlich erweisen werden. Das
erste von ihnen ist wohlbekannt.

1.5.2 Tensorprodukte von Matrizen-Algebren
Das Tensorprodukt der beiden Matrizen-AIgebrenr(IM und Mm(k) ist Uber k

isomorph zur Matrizen-Algebra Nm(k).

Beweis Der vielleicht einfachste Beweis beruht auf der Beobachtung, daf3 je zwei
Endomorphismen

(pEEnq((kn) unquEEnq((km)

einen Endomorphismus
oY : kn®kkm —K'®
definieren. Man erhalt so eine Abbildung

kkm, vOw = (V) (W),

End (k") x End (k™ —s End (K"® k™), @, ) =@,
die offensichtlich bilinear ist, also eine k-lineare Abbildung
n m Ngy M
1) Encl((k )®k Encl((k ) — Enol((k ®kk )
induziert. Wir haben zuaeigen,diese Abbildungst einlsomorphismus. Daie beiden

Raume links und rechts dieselbe Dimensign’rr?' = (nm)2 haben, reicht es zzeigen,
diese Abbildung ist surjektiv. Bezeichne

E.

1
den Endomorphismus vof' bzw. K" welche den J-ten Standardeinheitsvektoneden
i-ten und alle tbrigen Standardeinheitsvektoren in die Null abbildet. Das Bild von

E.OE
ij uv



bei der Abbildung (1) ist der Endomorphismus
- Ny 1M Ny 1M
f=E (|u)(Jv)k ® kK" —k ®kk
f(ej Dev) = e|®eu,
wobei alle Ubrigenad]e in die Null abgebildet werden. Num bilden die

B

mit

n m
eo(De[3 ek ®kk

eine Basis von”@ kM und die U )eln Erzeugendensystem von lE(‘kﬂ‘@ K™M).
Das Bild der Abblldung Q) enthalt also ein Erzeugendensystem des Bildraums, d.h. die

Abildung ist surjektiv.
QED.

1.5.3 Tensorprodukte von Quaternionen-Algebren zum selben a
Fur beliebige Elemente a, b,&’k* besteht ein Isomorphismus

Q) (a, b}( Dk (a, b’)i (a, bb)O M2(k).

Beweis Seien
1,0, 0jbzw. 1,7, ], i

Quaternionen-Basen vda, bl( bzw. (a, b’}( Wir betrachten didolgendenk-linearen

Unterraume des Tensorprodukts auf der rechten Seite.

Al = ke(101) + ke(i01) + ke(1OJ) + k(1 T)")

A2 = ke(101) + ke(100)) + k(i) + k «((-b’i) O1")
Wir rechnen zunachstach,dal’ beideUnterraumeabgeschlossen singegenuber der
Multiplikation. Es reicht dies fur die Erzeuger zu Uberprifen: es gilt

(i01)2 =201 = a(101)

(07) 2 = 20j' 2 = bb-(101)

(0G0 =) oi=-G)oy=-00p)-d1)
und

(10j) 2 = 1Dj 2 = pe(101)

(O) 2 =203 = - a 2'+(101)

@opy«(iory=1 ggiy) =-b’@ 0y = (-b’i) Or

(igip) « AOp)=i0@yy) = b’ Or) =- (-b’) ar
Wir haben damit gezeigt,fund A2 sind Teilalgebrender Algebraauf der linken Seite
von (1). Wir werden gleich zeigen, sie sind als k-Vektorraume 4-dimensional,
2 dimAlzdimA2:4.
Auf Grund der eben durchd@éhrten Rechnungen handelt es sich dann um die
Quanternionen-Algebren

3) A = (a bb) und A, = (b, - #20).

Zum Beweis vor(2) beachterwir zunachstdal? jededer Erzeugeder erstenAlgebra
mit jedem der Erzeuger der zweiten kommutiert:

o op) =;agy) = @ ape oj)
auna o) = i) 0y = () 06T = 0 0iy) «gor).



Es gilt deshalb

4) ala2 = aza1 fur 31€A1 und a2 e A2.
Betrachten wir jetzt die bilineare Abbildung
A1 X A2—> (a, bl( Dk (a, b), (@, a”) =aa”.
Die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts liefert eine k-lineare Abbildung

(1):A1DkA2 — (a, bl( Dk (a, b), alla” — a’-a”.
Diese Abbildung tberflhrt Produkte in Produkte:
¢((@'Da”)®(b’0b"))= ¢((a'b’)L(a"b"))

a'b’-a”b”
a’a’sb’b” (wegen (4))

=¢(a'da”)-p(b’0b").
Wir sehenso, ¢ ist ein Homomorphismus vork-Algebren. Die Erzeugedes k-
Vektorraums rechts liegen alle im Bild vérf®

101 =¢( (101)®(1®1))
i® 1=¢((01)0(101))

01 =640 0A)))

101 = §( - sE(0L(Di0)

105 = ¢( (2A01)(10j))

ij01 = (i01)(jO1) € Im(¢) wegen iJ1 € Im(d) und [11€Im(d)

Der k-Aierra—Homomorphismus ist somit surjektiv. Es folgt

16= 44 = dlrrl( A1 -dlmkA2 = dlmk A1DkA2 = dlmk (a, b)( Dk (a,b)=44=16.
Wir sehen, dal3 Uberallas Gleichheitszeichageltenmul3. Insbesondemilt und damit
(3). AuRBerdem isp ein k-Algebra-Isomorphismus:

= = ! L 2
(a, b}( Dk (a, b)= A1DkA2_ (a, bb %Dk(b’ a b)k'
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal3 die Quaternionen-Algebra

(b, -a%), = (b, - b)),
zerfallt. Das ergibt sich aber aus der Tatsache, daf3

C(b, -b) = V(b'’X2 - b'Y2 - 79

den k-rationalen Punkt [1, 1, 0] besitzt.
QED.

1.5.4 Tensor-Quadrate von Quaternionen-Algebren
Fur jede Quaternionen-Algebra (ak Iyt deren Tensorprodukt mit sich selbst

(a, bl( Dk (a, b)k =M 4(k)
isomorph zur Matrizen-Algebra Mk).

2" \Wegen der k-Linearitét vap reicht es, dies fir Produkte von Elementen der Geszdt'@u

Uberprifen.

% Alle tibrigen Erzeuger sind Produkte der hier angegebenen, d.h. die hier angegebenen sind k-Algebra-
Erzeuger. D& ein k-Algebra-Homomorphismus ist, reicht es von diesen zu zeigen, dal3 sie im Bild von
¢ liegen.



Beweis Es gilt
(a b). 0, (a b), = (a t?)k 0, M, (K)  (nach15.3)

= (a, 1), 0, My(K) (nach 1.1.4(i))
= (1, a)ka |\/|2(k) (nach 1.1.4(ii))
= Mz(k) Dk Mz(k) (nach 1.1.9)
= M4(k) (nach 1.5.2)

QED.

1.5.5 Definitionen und Bezeichnungen
Fur jede Quaternionen-Algebra Q bezeichne

den Unterraum der reinen Quaternionen. Seien Q' und Q” zwei Quaternionen-Algebren
und
A e Q!DQH
die zugehdrige Biquaternionen-Algebra.Dann ist A mit einer Involution
O_ A é A, q1|:|qn éa’Da”,
versehen.

Bemerkungen

() o isteine k-lineare und selbst-inverse Abbildung.

(i)  oist nicht kanonisch definiert sondern hangt wesentlich von der Zerlegung von A
in ein Tensorprodukt von Quaternionen-Algebren ab.

1.5.6 Zerlegung in die Eigenrdume vow
Seien A = QIIQ” eine Biquaternionen-Algebra mit der Involutiorund

V:={a€A|o(a) =-a}
W ={a€A|o(a) = A}

Dann gilt
A=VIOW
V= (Q k) O (kbQ™)
W=kO (QUOQ™)
Beweis Nach Definition gilt
VAW=0

(well die Charakteristik von k ungleich 2 ist). Wegen
Q =kQ  und Q"=kO Q™
gilt
A = QUQ”
= (kOk) O (kOQ™) U (Q"Lk) O (Q"HQ™)
= kU (QHQ™) U (Q71k) O (k1Q™)

Da das Konjugierte eines reinen Quaternions gleich seinem Negativen ist, folgt
(Q 0K O (kOQM)CV

und
kO (QUQT)CW.

Aus Dimensionsgriinden muf3 tberall das Gleichheitszeichen gelten.
QED.



1.5.7 Die Albert-Form einer Biquaternionen-Algebra
Seien Q' und Q” zwei Quaternionen-Algebren mit den Quaternionen-Normen

N: Q — kund N: Q"— k
und
A=QO0Q' =vOW
die zugehorige Biquaternionen-Algebra. Dann heil3t die quadratische Form

e V=Q0Q" — Kk, (X, ¥) = N'(X) - N"(y),
Albert-Formvon A.

Bemerkung
Die Albert-Form von A hangt wesentlich von der Zerlegung von A in ein Tensorprodukt
von Quaternionen-Algebren ab.

1.5.8 Satz von Albert

Sei A = QUQ” eine Biquaternionen-Algebra tber k. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.
() A ist keine Divisionsalgebra.

(i) Es gibt Elemente a, b, &= k* mit Q' = (a, b) und Q" = (a, b’).

(i)  Die Albert-Form von A besitzt eine nicht-triviale Nullstelle.

Beweis (ii) = (iii). Nach Voraussetzung gibt es reine Quaternionen
g€ Q und g’€ Q" mit q’2 =a= q’2.

Dann ist aber

oa.q) = N@) - N'@) =g “+g?=-a+a=0
d.h. (', 9”)€ V ist eine nicht-triviale Nullstelle vog.

(i) = (i). Nach Voraussetzung gibt es reine Quaterniong&a Q' und g"€ Q" mit

| ~0=0(@, ) =N(@@) - N'@) =" - g%,
Es reicht zu zeigen, q’ und q” kommutieren,

(1) q-q" = ¢"q'in A= QDQ",
denn dann gilt

. 0=q%-q2 = (q" - )" + ). |
d.h. A besitzt von 0 verschiedene Nullteilst,also keindivisionsalgebra. ZunBeweis

von (1) wahlen wir eine Kdrpererweiterung K/k derart, daf3 Q' und Q” Ukmartéllen.
Dann gilt

AC AD K =Q0,Q 0K
= Q'0, K0, Q"
= Q0 KO, KO, Q"
= M(K) O, M(K).

= Enq<(K2)DKEndK(K2) (= Enq<(K2DK2))

29 Wir identifizieren hier g’ mit 11 € Q'0Q” und g” mit 10g” € Q'UQ".



Es reicht zwzeigen,dal’ jede€lementausdemersten Tasorfaktormit jedemElement
ausdemzweiten Tesorfaktorkommutiert.Fir a, B € Enok(KZ) und vw € K2 gilt

aber
(a@®1)(1B )(vOw) = @UI1)(vVBP (W) =a(v)B (w)
(IB )o(a®@1)(vOw) = (1B )(a(v)Ow) =a(v)B (w),
also ®1)(1B )(vOw) = (1P )°(a®1)(vCw). Da dieElementeder Gestalt Mw ein
Erzeugendensystem vortR K2 bilden, folgt
(@®1)e(1P )(vOw) = (1P )o(a®1).
(i) = (i)). Wir nehmen an, Bedingung (ii) ist nicht erfullt, und haben zu zeigen, daf} dann

A eine Divisionsalgebra ist. Ist Bedingung (ii) nicht erfullt, so sind Q' und Q” beides
Divisionsalgebren,
(2) Q' =(a, b) und Q" = (a’, b’) Divisionsalgebren.

Andernfalls kbnnten wir namlich o. B.d.A. Q” annehmen, Q’ z erféllt, ist also von der
Gestalt

) Q' =(1,a=(@a1l) . .
(nach 1.1.9 und 1.1.4(ii)). Bedingung (ii) ware dann aber mit b’ = 1 eMuiit.wissen
also, Q" und Q” sind Divisionsalgebren. Dann gibt es aber quadratische
Korpererweiterungen von k, die ganz in der jeweiligen Quaternionenalgebra liegen,

) kCKCQ kCK CQ

mit
K'/k und K"/k Korpererweiterungen vom Grad 2
(siehe den Beweis von 1.2.5). Schreiben wir

3) K' = k(a’) und K" = k(a”).

Wir kénnen dabei annehmen, esilt

a=a'2ekund a” :=a"2

€ k.

Weil die Algebren nicht zerfallen, gilt auRerdem

o' €Q -kunda” € Q" - k.
Nach Theorem 1.2.3 missen
4) Q’DkK’ und Q”DkK" zerfallen.
Andererseits wissen wir,

(5) Q’DkK” und Q”DkK’ zerfallen nicht.

Wennnamlich zumBeispiel Q’DkK” =Q Dkk(a’) zerfiele, so warenach Theorem
1.2.3 Q' von der Gestalt

Q=@ "),
und well Q’DkK” zerfallt, gilt dasselbe auch fur Q”,

% Jedenfalls genuigen die Erzeuger der Korpererweiterungen quadratischen Gleichungen. Wegen char(k)
# 2, kann man durch quadratische Erganzung erreichen, daR die Gleichungen die %esthhben
mit cck.



Q= @, ™).
k
d.h. Bedingung (ii) der Behauptung ware erflllt. Wir wisatso, die Algebrerf5) sind
Divisionsalgebren.
Wir wollen zeigen, jedes Element
aeA-{0}
besitzt ein Linksinverses. Dazu reicht es zu zeigen, es gibt ein Element
a* €A
mit der Eigenschaftdal3a*a ein vonNull verschiedene&lement istdald in einer der
Divisionsalgebren (5) liegt,

a*a € Q’DkK” - {0} oder a*a € Q”DkK’ - {O}.
Wir fixieren eine Quaternionen-Basis
1,ij,ij€eqQ”
K” = Kk()).
Das Elementa € A = Q’DkQ” =Q + Qi+ Q) + Qj lakt sich dann in der
folgenden Gestalt schreiben.
a= (Bl + [32]) + (B3 + [34J)Ij mit [3i eQ furi=1,2,3,4.

Wir kdnnen dabei annehmen,

und kénnen dabei annehnign

y=Bg+B = 0,
denn andernfalls wirde bereits selbst in
QUK =Q +Qj
liegen und wir kdnnteo* = 1 setzen. Als von Null verschiedenes Element besitzt
ye QO kK"

ein Inverses in ijK". Wir kénnena durchy'lo( ersetzerund erreichen sodal3a
die folgende Gestalt besitzt.
a :[31+[32]+Ij mit BiEQ furi=1,2.
1. Fall: [31 und[?;2 kommutleren[_%l-[B2 = [32-[31.
Dann ist
K = k(B,,B,) C Q

eine Korpererweiterung von k. Diese kann hochstens vom Gsaith2lenn andernfalls
waére k(31,[32) =Q’, also Q" kommutativ. Je nachdem, ob K vom Grad 1 oder 2 ist Uber

k, erhalten wir
o € Q" odera € Q”DkK mit K C Q’ quadratische Kdrpererweiterung von k.
In beiden Fallen kdnnem* = 1 setzen.
2. Fall: :[31 und[32 kommutieren nlcht[31-[32 - [32-[31 # 0.
Wir setzen o
o* = [31-[32]-|j.
Es gilt dann
o*ea =By -Bol -1)+(By + Bl +1))

31K sollte irgendeine quadratische Erweiterung von k sein, die ganz in Q” liegt.



=7 (B - Bo)+( By *+ By - (i) 2

=BT B3 - ()2 + BB, -B,B,)i
Nun Iiegen? und (ij)2 in K, und[31-[52 - [32-[51 ist von NullverschiedenAlso ista* «a
ein von Null verschiedenes Element au@ﬁ){”,

a*ea € Q0 K’ - {0}.

QED.

Bemerkung

Der obige Beweis stammt von Lam[1] ist eine Variante von Alberts urspringlichen
Argument. Fur andere Beweise, die beliebiger Charakteristik gultig sinc, siehe Knus [1]

und ebenso Tits [1] (fur die Aquivalenz & (ii)).

1.5.9 Beispiel fir eine Divisionsalgebra der Dimension 16
Seien k wie immer ein Korper der Charakteris#k2 und F der iterierte Laurent-

Reihen-Korper
F = k() (W) (W) ((W,).

Dann ist die Biquaternionen-Algebra
(Wl, WZ)DF(WB, w 4)
eine Divisionsalgebra tber F.
Beweis Es reicht zwzeigen,die Albert-Form besitzt aul3er datvialen Nullstelle keine

Nullstellen. Wir nehmen an, digitte eine solchBlullstelle. Auf Grundder Formel fir
die Quaternionen-Nornmat danndie folgenden Gleichung in den UnbestimmePXE

,xl’z,xs,x4,x3’4e|ne nicht-triviale Lésung mit Koordinaten irf¥.
2 2 2 2 2 2
Q) "Wy Xq WXy + W1W2X1,2+W3X3 +w 4" W3W %34~ 0

Durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz voEamreichen wir,

X1 XyXy XXy Xa 4 € KWW (W)W ]
wobei mindestens ein x ist nicht durcﬂ teilbar sein soll.

1. Fall: Wy teilt jede der Koordlnatenly«z,xl,z,xs.

Dann teilt vgzl den Ausdruck \Q{XZ - W3W4X§’4, d.h. vv4teilt x‘21 - W3 x:23’4. Wir setzen \Q(

Null und erhalten so eine nicht-triviale Lésung von

2 2 _
X W3X 0.

Das bedeutet abergvist ein Quadrat in

k(W ) (W) (W),
ein Widerspruch, dagveine Unbstimmte sein soll.
2. Fall: Wy teilt nicht jede der Koordlnateqxz,xl’zxg
Wir setzen vy Null und erhalten so aus (1) eine nicht-triviale Lésung der Gleichung

2 2 + 2 N 2 _ 0

32jj kommutiert mitB1 und [32 (weil jedes Element von Q' mit jedem von Q" kommutiert) und ij anti-

kommutiert mit j.
3 Man beachte, die Albert-Form ist nur fiir reine Quaternionen definiert.



mit Koordinaten in
k(W (W) (W.)).
Ein ahnliches Argument wie eben (miéwnstelle von \Q() zeigt, dafd damit auch
2 2 4 2 _ 0
“W,Z) WoZy + WaWoZp 5=
eine nicht-triviale L6sung besitzt mit Koordinaten in k_ED'(/(WZ)). ErneutesAnwenden
desselben Tricks (mit ﬁvanstelle von \Q() liefert eine nicht-triviale L6sung von

Wﬁzo
mit Koordinaten in k((vx)). Dieser endglltige Widerspruch beweistdie obige
Behauptung.
QED.

1.5.10 Divisionsalgebren mit der Periode 2

Von einer endlich-dimensionalen Divisionsalgebra D tber einem Korper k sagt man, sie
habe die Periode &enn

DDkD

isomorph ist zu einer Matrizen-Algebra tber k.

Bemerkungen

()  Quaternionen-Algebren sind von der Periode 2 nach 1.5.4.

(i) Tensorprodukte vork-Algebren derPeriode 2sind vonder Periode 2nach
1.5.2).

(i) Jede 4-dmensionalezentraleDivisionsalgebrast nach1.2.5 eine Quaternionen-
Algebra also von der Periode 2.

(iv) Albert hat1932 gezeigt,dal’ jede 16-dimensionaleentraleDivisionsalgebra der
Periode 2 isomorph ist zeiner Biguaternionen-Algebra. Egr alsonaheliegend
zu vermuten, daf3 eine zentrBlizisionsalgebrader Periode 2ind derDimension

4" stets ein Tensorprodukt von Quaternionen-Algebren ist.

(v) Amitsur, Rowenund Tignol haben jedocH979 eine 64-dimensionalezentrale
Divisionsalgebra derPeriode 2 konstruiert, die kein Tensorprodukt von
Quaternionen-Algebren ist.

(v) Die nachfolgende Aussage ist einer der Héhepunkte dieser Monographie.

1.5.11 Satz von Merkurjev

Sei D eine zentrale Divisionsalgebra der Periode 2 tber einem Korper k. Dann gibt es
natirliche Zahlen mm,y, n und Quaternionen-AIgebren_LQ.,Qn mit

DU, M Iml(k) = QlD...DQnDMml(k).

Aufgaben
1. Charakterisierung der Konjugation. Sei Q eine Quaternionen-Algebra tber k. Man

zeige, die Konjugation ist die einzige InvolutionQ — Q mito(1) = 1 undo(q)g € k
fur jedes (£ Q.

2. Man zeige, eine Quaternionen-Algebra zerféllt genau dann, wenn sie eine Basis
e f,gh
besitzt, bezlglich welcher die Norm von der Gestalt
xe + yf + zg + wh = xy - zw
ist. (In der Sprache der quadratischen Formen bedeutet dies, dal3 die Norm eine
hyperbolische quadratische Form ist).



3. Man bestimme alle Primzahlen p, fiir welche die Quaternionen-Algebra (-1 , p) tber
dem Kérpef(Q der rationalen Zahlen zerfallt.

4. Ketten-LemmaAngenommen die Quaternionen-Algebren (a, b) und (c, d) sind
isomorph. Man zeige, es gibt ein Elemest k* mit
(a, b)= (e, b)= (e, d)= (c, d).
Hinweis. Man betrachtdie quadratische Form
_l o_ o_
B(ay, ay) =5(9,°0, * 6,°4,)
auf dem Unterraum
By& (@ b)

der Elemente & (a, b) mit g +q = 0. Man beachte, es gilt

i,j,I,JEBO,
wenn 1, i, j,ijund 1, I, J, 13 Standard-Quaternionen-Basen von£a,(b) d) sindmit i
=a,f=b,ij=-ji¥=c, ¥ =d, 13 =-JI. Man wahle ein ElemeB,, - {0} mit

2

B(g, j) = B(€, J) = 0 und setze ec2.

2. Zentrale einfache Algebren und Galois-Abstieg

In diesem Kapitel behandeln wir die grundlegende Theorie der zentralen einfachen
Algebren aus der Sicht der modernen Algebra.

Als wichtigsten Punkt mdchten wir betonen, dal3 man die zentralen einfachen Algebren
infolge des Satzes von Wedderburn charakterisieren kann als diejenigen endlich-
dimensionalen Algebren, welche Uber einer endlichen Erweiterung des Grundkdrpers
isomorph werden zu einer vollen Matrizen-Algebra. Wir werden zeigen, dal? man als
Erweiterung eine Galois-Erweiterung wahlen kann, so daf3 uns fur die weiteren
Untersuchungen eine sehr starke Theorie zur Verfigung steht: die Theorie des Galois-
Abstiegs. Unter Verwendung der Abstiegstheorie kdnnen wir solche klassischen
Ergebnisse wie Konstruktion reduzierter Normen und den Satz von Skolem und
Noether in einer recht eleganten Weise abhandeln. Die wichtigste Invariante der
zentralen einfachen Algebren ist die Brauer-Gruppe, welche die endlichen zentralen
Divisionsalgebren Uber einem Korper klassifiziert. Mit Hilfe des Galois-Abstiegs
werden wir diese Gruppe mit einer nicht-kommutativen Kohomologie-Gruppe
identifizieren.

Die Grundzuge der Theorie der einfachen zentralen Algebren reichen zurlick zu den
grof3en Algebraikern am Beginn des 20. Jahrhunderts. wir erwahnen hier nur
Wedderburn, Dickson und Noether. Die Brauer-Gruppe erscheint erstmal in der
umwalzenden Arbeit des jungen Richard Brauer [1]. Obwohl der Galois-Abstieg in
impliziter Weise bereits von den Algebraikern des frihen 20. Jahrhunderts benutzt
wurde, war es André Weil, der als erster - inspiriert durch die Arbeiten von Chatelet -
eine systematische Behandlung des Phanoms gab, wobei er dabei Anwendungen auf
dem Gebiet der algebraischen Geometrie im Auge hatte (Weil [1]). Spater wurden die
Theorie von Jean-Pierre Serre popularisiet und fand eine qualende Verallgemeinerung in
der allgemeinen Abstiegstheorie von Grothendieck ([1], [2]).

2.1 Der Satz von Wedderburn

2.1.1 Definition

Seien k ein Kdrper und A eine k-Algebra. Wir bleiben bei unserer globalen
Vereinbarung des vorangehenden Kapitel, dal3 alle k-Algebren endlich-dimensional sein
sollen,



dimk A< _.

Die Algebra A heil3t einfach, wersie keine (zwei-seitigen) Idedbesitzt aul3er destets
existierenden ldealen A und 0.

2.1.2 Beispiel: Divisionsalgebren
Eine Divisionsalgebra D Uber k ist trivialerweise einfach. lhr Zentrum
Z(D) :={x € D | xy = yx fur ye D}
ist ein Korper: wegen der Implikation
xy=yx=yt=xlyt

gilt mit x € Z(D) - {0} auch x1 € (D).

Eine Divisionsalgebra Ost somiteine zentrale einfach&lgebra tUberderenZentrum
Z(D).

Konkrete Beispieldlr zentrale einfachdlgebrensind (neben derkKorpern)die nicht-
zerfallenden Quaternionen-Algebren. Diese sind zentral nach 1.2.2 und
Divisionsalgebren nach 1.1.10.

2.1.3 Beispiel: Matrizen-Algebren

Seien D eine Divisionsalgebra Gber k und
A= Mn(D)

der Ring der mn-Matrizen tber D. Dann ist A einfach.

Da jede Matrix im Zentrum einer Matrizen-Algebra ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist,
ist A insbesondere eine einfache zentrale Algebra tiber dem Zentrum Z(D) von D.

Beweisder Einfachheit von A. Dies ist ein Ubung in linearer Algebra. Sei
M e A - {0}
eine von der Nullmatrix verschieden Matrix. Wir haben zu zeigen, das von M erzeugte
zwei-seitige Ideal
<M>

ist die ganze Algebra A. Betrachten wir die Elementarmatrix

E.

1

mit einer Eins in der Position (i, j) und Nullen in allen anderen Positionen. Da jedes
Element von A eine D-Linearkombination deI:Jr ist, reicht es zu zeigen,

Eij € <M > fur jedes i und jedes j.

Wegen

E .E.E_=E
ai ij B op
reicht es zu zeigen,

Ei' € <M >flreiniundeinj.
Wir wahlen iund jderart,dafld der Eintrag nvon  in der Positon (i, j) von Null
verschieden ist,
m e D - {0}.
Dann gilt
<M>> m'lEii-M-E.. =E. .

T
QED.



2.1.4 Die minimalen Linksideale von '\41(D)

Seien D eine Divisionsalgebra tber k und
A=M (D)
der Ring der mn-Matrizen Uber D. Fir jede natlrliche Zahl r mit 1 = r = n bezeichne
Ir:{M:(mij)€A|mU. =0 flrj=# r}
die Menge der Matrizen, deren r-te Spalte beliebid deren tbrige Spalteyeich Nul

sind. Dann sind

[y

1 r
gerade minimale Linksideale von®A.
Allgemeiner, sei

MeEA
eine Matrix mit von Null verschiedenerster Zeile, dereitbrige ZeilenNull sind. Dann
ist
L=A-M
ein minimales Linksideal, und jedes Linksidealish dieser Gestalt. Al&-Modul ist L
isomorph zu [,

L = D" als A-Modul.
Beweis Multiplikation einer Matrix von Links bedeutet gerade, man bildet
Linearkombination der Zeilen dieser Matrix. D}eslnddeshaIbLinksideaIevon A. Die

oben angegebene Menge L ist trivialerweise ein Linkideal. Wir haben noch zu zeigen,

1. Jedes deE Ist von der Gestalt L.

2. Jedes Linksidea# 0 von A enthélt ein Ideal der Gestalt L =\A
3. Sind zwei Ideale der Gestalt L =M ineinander enthalten, so sind sie gleich.

4. Die Linksideale der Gestalt L sind als A-Moduln isomorph 2u D
Zul.SeiM= Iij' Dann ist

AM =1.,
denn durchelementar&Zeilen-Operationefkannmanaus Elj gerade die Matrizen mit
beliebig vorgegebener j-ter Spalte gewinnen, wobei alle tGbrigen Spalten Null sind.

Zu jetzt L’ ein vonNull verschiedenes Linksideal von AVir fixieren ein von
Null verschiedenes Element in L,

0= M €L,
und schreiben die Matrix M’ als Linearkombination der MatrizEnsEagen wir

M =y a.E. mita €D.
; ij ij ]

Multiplikation mit E__ liefert
oa

EG(XM, = Iz a|j EaaEij = 2 aajEO(j

Diese Matrix hat diesellee-te Zeile wie M. Es gibt also eim flr welches diese Matrix

von Null verschiedenst. Wir kdnnenmit Elo( multiplizieren und o0.B.d.Aannehmen,

34 1m Buch von Gille von Szamuely wird behauptet, es gebe auBei,derinl keine weiteren

minimalen Linksideale von A.



dies ist fura = 1 der Fall. Egjibt alsoin L’ eineMatrix M, deren erst&eile von Null
verschiedenist, und deren ubrigeZeilen Null sind. Insbesondereenthalt L’ ein
Linksideal

L=A-MC L’
der behaupteten Gestalt.

Zu 3. Seien M', M€ A zwei Matrizen,dereneinzige vonNull verschiedeneZeile die
erste ist und fir welche die zugehdrigen Linksideale ineinander enthalten sind, sagen wir
AM' C A-M".
Dann gilt M'e A-M", d.h. es gibt eine Matrix ME A mit
M' = M-M".
Da alle Zeilen von M"aulRer der ersten Nuind, kbnnenwir die Spaltenvon M mit
Ausnahme der ersten beliebig abandelnneadall sich das Pruad auf derrechten Seite

andert. Wir ersetzen alle Eintrage dieser Spalten durch Nullen. Seien
m,,...,m
1""'n

die Eintrage der ersten Spalte von M und bezeichne z" die erste Zeile von M". Dann ist
m..Z"
|

gerade die i-te Zeile von M'. WegenZ' 0 und weil alle Zeilen von M' aul3er der ersten
Null sind, folgt

m2:...:mn:0.

Damit ist

M :ml-M undm1 # 0.

Insbesondere erzeugen M' und M" dasselbe Linksideal von A.
Zu 4. Fir jedest setzen wir

ea = EaloM.

Die Matrix & hat genau eine von Null verschiedene Zeile, namliclode=Zeile. Diese

stimmt mit der ersten Zeile vorie E11M = M Uberein. Uber D sindlie Vektoren 8

linear unabhéngig. Fir X :ip(: > xij EiJEA gilt
]

(1) X€ 2% B Eq1M= > XM = 2 %0
Diese Identitat zeigt, die Multiplikation von Links bildet die Matrizen von
~ N
g Dea =D
in sich ab. Also bilden dieddatrizen ein Idealyelches dieMatrix M = € enthalt. Es
folgt
L=A-M=75 De_.

a a



AulRerdem zeigt Formel (1) daf3 die MatrizeE)A so auf den & operierenals waren
die & die Standard-Einheitsvektoreties B' und die Operation die gewdhnliche
Matrizen-Multiplikation3® Also ist L auch als A-Modul isomorph zU'D

QED.

2.1.5 Satz von Wedderburn
Sei A eine endlich-dimensionale einfache Algebra tUber einem Korper k. Dann gibt es

eine natlrliche Zahl n und eine Divisionsalgebra)x derart, da A isomorph ist zum
vollen Matrizenring I\ﬂ](D),

A= Mn(D)'
Die Divisionsalgebra D ist dabei bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Bemerkung

Als Vorbereitung des Beweises erinnern wir an einige Begriffe und beweisen zwei
Lemmata.

2.1.6 Einige grundlegende Begriffe der Modultheorie
Seien A ein Ring (mit Eins) und M ein linker A-Modul,
AxM—M,(a m)=am.
Ein Endomorphismus von M ist eine A-lineare Abbildung
¢oM— M.

Ein A-Modul M heilt einfachywenn er auf3er 0 und M keine Teilmoduln besitzt.

Bemerkungen
() Die Endomorphismen von M bilden einen Ring

EndA(M),
dessen Addition gegeben ist durch

(¢+@)(m) = @(m) + @’'(m) fur @, @' € EndA(M) und me M.
und dessen Multiplikation die Zusammensetzung von Abbildungen ist.
(i) Ist Aein k-Algebra, so gildasselbe fir ErKXM), denndie Multiplikation mit
einem Element von k definiert ein Element aus dem Zentrum vo&(lﬂl)d

(i) Ist A eine Divisions-Algebragdann ist Mein linker-Vektorraum tber ADurch
Wabhl einer Basis b von M uber Aerhadlt man mit Hilfe der Ublichen
Konstruktionen der linearen Algebra einen Isomorphismus von linken A-Moduln

End, (M) = M (A), 9= MB((p).

Dabei bezeichnet n die Dimension von M Uber A.
(v) Der A-Modul M Dbesitzt die Struktur eines linken Moduls Uber dem
Endomorphismenring EIAC(M),

st ea dera-te Standard-Einheitsvektor, so ist das Matrizenproduk(tx Xerade di@-te Spalte von

X, d.h. der Vektmz Xiaei'
i



EndA(M) x M — M, (g, m) =@m :=@m).
(v) Sei M ein linker A-Modul mit dem Endomorphismenring
D= EndA(M).

Da M nach(iv) die Struktur eines linken D-Moduls hat, kann man den
Endomorphismenring
EndD(M)

betrachten. Die Abbildung
)\M: A— EndD(M), a=(mp am),
ist wohldefiniert und ein Ringhomomorphismiis.

2.1.7 Das Lemma von Schur
Seien A ein Ring (mit Eins) und M ein einfacher A-Modul. Dann ist
EndA(M)
ein Schiefkorper.
Beweis Seigx M — M ein von Null verschiedenes Element von E(M). Dann ist

der Kern

Ker(gp)
ein echter Teilmodul von M. Da M einfach sein soll, folgt

Ker(g) = 0.

Analog ist Im(p) # 0 ein Teilmodul von M, d.h.
Im(g) = M.
Zusammen erhalten wir, dgfbijektiv ist, also ein Inverses in ERW) besitzt.

QED.

2.1.8 Lemma von Rieffel

Seien A eine einfache k-Algebra undL A ein nicht-triviales linkes Ideal. Dann ist der
Ring-Homomorphismus

)\L: A— EndD(L) mit D = EndA(L)

wie er in 2.1.6(v) definiert wurde ein Isomorphismus.

Beweis Das Bild von £A bei)\L ist die identische Abbildung von L, alsé 0. Der
Kern von)\L ist somit ein von 0 verschiedenes Ideal von A. Weil A einfach ist, folgt
Ker()\L) =0,

d.h.)\L ist injektiv.

Zum Beweis der Surjektivitat beachten wir zunéchst,
)\L(L) ist ein Linksideal in EnB(L):

Seien namlickp= End(L) und € L. Dann ist
(P'?\L(Z)

% Es ist klar, dafR es sich um einen Ring-Homomorphismus handelt, falls die Abbildung wohldefiniert
ist. Wir haben zu zeigen, die Abbildung
m = am,

ist D-linear. Trivialerweise ist sie additiv. gD = EndA(M). Wir haben zu zeigen,

a(@-m) = @-(am).
Das ist aber der Fall, weil die Elemente von D :E(M) linear sind Uber A.



die Abbildung
L — L, x =q@¢x).
Die Multiplikation von rechts mit x ist ein A-Endomorphismus von L,
Y:L—L y=yx
d.h. ein Element von D,
pyeDb= EndA(L).
Weil @ eine D-lineare Abbildun ist, folgt
X)) =) (nach Definition vonp)
= @(-f) (auf Grund der Definition der Operation von D auf L)
= P@(¢) (weil @linear is tiber D)
= @¢)-x (nach Definition vonp)
Damit istcp-)\L(Z) die Abbildung

L — L, x =@)+X,
d.h. es ist
¢A (O =2 (@) A L)
Die Multiplikation van links mit qEEndD(L) Uberfuhrt alsadie Menge)\L(L) in sich,
d.h.)\L(L) ist ein Linksideal wie behauptet.

Als néchstes beachten wir, das von L erzeugte Rechsideal
L-A
ist sogar ein zwei-seitiges Ideal. Wei A einfach ist, folgt
LA=A.

Insbesondere &Rt sich das EinselemeatAlin der folgenden Gestalt schreiben.
1=y €amitl €LundacA.
[
Fur jedespe EndD(L) gilt damit
¢=¢ld =@ (1) =iz A (€)A (@)
Wegen)\l_(al) S )\L(L) und weil)\L(L) ein Linksideal ist, folgt

Qe )\L(L).
Wir haben gezeigtl_ ISt surjektiv.
QED.

2.1.9 Beweis des Satzes von Wedderburn 2.1.5

Sei A eine endlich-dimensionale einfache Algebra tber k. Auf Grund der endlichen
Dimension mul} jede absteigende Kette von Linksidealen in A stationar sein. Es gibt also
ein minimales Linksideal L in A,

0# LCA.

Als A-Modul ist L dann einfach. Nach dem Lemma von Schur ist damit
D= EndA(L)

eine Divisionsalgebra. Nach dem Lemma von Rieffel besteht ein Isomorphismus

A= Endy(L).



Nun ist L als D-Vektorraum endlich-dimensional (Wegenkdlm: dimk A< ), d.h.es

besteht ein Isomorphismus
EndD(L) = Mn(D).

Also ist A wie behauptetisomorph zueiner vollen Matrizen-Algebra Uber der
Divisionsalgebra D.

Wir haben nocliie Eindeutigkeides Schiefkorgr D zu beween. Angenommen, D
und D’ sind Divisionsalgebren mit

A= Mn(D) = Mm(D’).
fur geegnete naturliche Zahlen ond m. Nach2.1.4 bstehenflr das minimale
Linksideal L A-Modul-Isomorphien
D"=L=p™M
Wir erhalten damit Isomorphien

° = N ~ = M ~ p°
D = EndA(D ) = EndA(L) = EndA(D ).=D"".

Dabei bezeichne D die zuD dualek-Algebra, d.h. den k-Vektoraum D dessen k-
Algebra-Multiplikation sich von derMultiplikation von D in der Reihenfolge der
Faktoren unterscheidet, d.h. der D-Vektorraum mit der Multiplikation

a°b ;= ba,
wenn '*" die Multiplikation von D bezeichnet.

Bemerkung zu den beid&iii3erenilsomorphien: AusSymmetriegrindefkonnen wir
uns auf die linke Isomorphie beschranken. Wir betrachten die Abbildung

1) D° —s EndA(Dn), de (Vi vd).

Dies ist offensichlich ein injektiver Ring-Homomorphismus. @&veisen wir die
Surjektivitat. Sei

f € End, (D").
Die Abbildung ist eine A-lineare Abbildung
f: D" — D",
Insbesondere gilt
f(asv) = af(v) firvE D"und ac A = M (D).

Bezeichne fE D" den i-ten Standard-Einheitsvekiand EI die nxn-Matrix mit einer

Eins in der Position (i,j) undullen in allenanderenPositionenDann hat dasBild von
e bei f die Gestalt

f(el) = f(Elle1 = Ell-f(el) = % E: elod mit d€ D.
Also ist

f(e)) = f(Ep-ep) =By fe)) = By-€- d = ged
furi=1, ..., d. FUr beleibiges
x= % xecD"
=1 '
erhalten wir damit

)= 3 xfe)= 3 xed=xd.
iz " o= !



Mit anderen Worten, fliegt im Bild von (1), d.h. diese Abbildung ist ein
Isomorphismus.

Wir haben gezeigt, die Dual®n D und D' sind isomorphtDann sind esber auch D
und D'.

QED.

2.1.10 Folgerung
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann ist jede zentrale einfache k-Algebra
isomorp zu einer vollen Matrizen-AIgebranM) mit einer naturlichen Zahl n.

Beweis Nach dem Satz von Wedderburn 2.1.5 reicht es zu zeigen, die einzige endlich-
dimensionale Divisionsalgebra D Uber k ist k selbst. Se) IDein solche Algebra. Fur

jedes d= D - {0} sind die Potenzen von d linear abhangig tber k, d.h. es gibt ein
Polynom
f € K[X] - {0}
mit
f(d) = 0.
Weil D als Divisionsalgebra nullteilerfrei ist, kbnnen wir annehmen, f ist irreduzibel. Der
k-Algebra-Homomorphismus

k[X] — D, p(x) = p(d),

hat dann den KernK[x] und ein Bild, welches d enthalt. Wir erhalten eine Einbettung
von k-Algebren,

K[X]/f -k[X] —> D,

deren Bild das Elemenmt enthalt.Links stehtabereinealgebraische Korpererweiterung
von k. Da k algebraisch abgeschlossen ist, fallt diese mit k zusammen, d.h. es gilt

de k.
Wir haben gezeigt, D_k, d.h. es gilt D = k.
QED.
2.2 Zerféllungkdrper

2.2.1 Charakterisierung der zentralen einfachen Algebren

Seien k ein Korper und A eine endlich-dimensionale k-Algebra. Dann sind folgende
Ausagen aquivalent.
(i) Adst zentral und einfach.
(i) Es gibt einenatirliche Zahl n und eine endliche Kdrpererweiterung K/k mit

Al K= M _(K).

k n

Bemerkung
Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

2.2.2 Zentralitat und Einfachheit beim Wechsel des Grundkorpers

Seien k ein Korper und A eine endlich-dimensionale k-Algebra. Dann sind folgende
Ausagen aquivalent.

() Aist zentral und einfach.

(i) Es gibteine endliche Kérper-Erweiterung K/k derart, dd[ﬁ(K zentral und

einfach ist.

(i) FOr jede endliche Korper-Erweiterung K/k isﬂ?\(K zentral und einfach.



Beweis (ii) = (i). Angenommen, A ist nicht einfach. Dann gibt es ein zwei-seitiges
Ideal

| CA,
welches von 0 und A verschieden ist. Dann ist aber

IDngADkK

ein zweiseitiges Ideal. Dieses ist von 0 und, K verschieden (auf Grund der

K
auftretenden Dimensionen) im Widerspruch zu der Annahme, ﬁﬁ,einfach sein

soll. Mit ADkK ist also auch A einfach.

Angenommen, A ist nicht zentral. Dann besteht eine echte Inklusion
kCZ:=2Z(A).
Tensorieren mit K Uber k liefert eine echte Inklusion
K(C ZDkK

(weil die Dimensionen beimTensorierenerhalten bleiben). Nun liegt aber der
Vektorraum rechts ganz im Zeérum Z(ADkK) von ADkK im Widerspruch zu

Annahme, dal} JEle zentral sein soll.

(i) = (ii). Triviial.
(i) = (iii). Sei K/k ein endliche Korpererweiterung.
1. Schritt: Reduktion auf den Fall, dal3 A eine Divisionsalgebra D ist.

Nach dem Satz von Wedderburn hat A als einfache k-Algebra die Gestatl
A=M (D)
n

mit einer Divisionsalgebra D. Weil A zentral sein soll, gilt

k=2(A) = Z(M (D)) = 2(D),

d.h. die Divisionsalgebra D iszentral(und trivialerweiseeinfach). Die zubeweisende
Aussage (iii) besagt, dal3 die folgende K-Algebra zentral und einfach ist:

AD, K =M (D)0, K =M (DO, K).
Ist DDkK zentral und einfach Uber K, so ist auckLK zentral:
Z(ADkK) = Z(Mn(DDkK)) = Z(DDkK) =K.

Bleibt die Einfachheit von B, K, d.h. die Aussage, dal} jedes von 0 verschiedene Ideal

k
| C ADkK = Mn(DDkK)
gleich ADkK ist. Sei
es gibt eine Matrix von I\/(DDkK)
l.={xEDO K| . A
1J K" mit dem Eintrag x in der Position (i,))
Weil | ein Ideal von I\/rI](DDkK) ist, ist Iij eine Ideal von ID]kK. Weil | von 0
verschiedenst, ist Ii' fur mindesten®in Paari,j) von Null verschiedenWeill DDkK

einfach sein soll, gilt

Iij = DDkK fur mindestens ein Paar (i,)).

Es gibt also eine Matrix Mt |, deren Entrag inder Position(i,j) gleich list. Danngilt
aber

E.=E.ME. €1
ij ]



fir mindestens ein Paar (i, j). Durbhultiplikation mit Elementarmatrizewon links und
von rechts sehewir, dies ist danrder Fallfur jedes iundjedes j. Da die IEaber die

Algebra Mn(DDkK) uber D]kK (also erst reicht tber MDDkK)) erzeugten, folgt
| = Mn(DDkK).

Wir habengezeigt,die Algebra Al K = Mn(DDkK) ist einfachund zentral, falls die

k
Algebra Dij einfach und zentral ist.
2. Schritt: der Fall, dal3 A = D eine Divisionsalgebra ist.
Sei

Wl, vy Wn ekK

eine Basis des k-Vektorraums K,
K:kwl+...+kwn,dika:n.

Dann hilden die Tensoren
1Dw1, . JDwne DO, K

k
eine Basis des linken D-Vektorraum@EK,

DO, K = D+(10w,) + ... + D(10w ).

Bestimmen wir das Zentrum vorEI%K. Jedes Element

X € Z(DO, K)
kdnnen wir in der Gestalt
Q) x= 3 o+(10w,) mita €.
i=1

schreiben. Da x im Zentrum liegt, wird x bei Konjugation mitldir jedes &D in sich
abgebildet:

x = (d01) x(do1) = (dlonxEoy) = § d'lo(id-(lDwi).
i=1
Vergleich mit (1) zeigt, es gilt
d'lo(id =q; fur jedes i und jedesd D.

Es folgt
a, € Z(D) =k,

denn D = A ist nach Voraussetzung eine zentrale k-Algebra. Es folgt
X E k®kK =K.

Wir habengezeigt,jedesElement xausdem Zentrum von

Algebra D]kK ist zentral Gber K.

Wir haben noch zweigen, die Algebra D]

kK liegt in K, d.h. die

kK ist einfach. Sei Jein von Null

verschiedenes Ideal dieser Algebra,

0= JC DDkK

Da DO kK als linker D-Vektoraum endlich-dimensioriat, gilt dasselbeauchfiir das
Ideal J. Sei

Zl’ e erJ



eine D-Vektorraum-Basis von J, _
J—Dzl+...+Dzr,d|mDJ—r.

Nach dem Austauschsatz von Steinitz kbnnen Wirict'za einer D-Vektorraumbasis von

DDkK erganzen, indenwir einige der ]DWJ. hinzufuigen. O.B.d.A. kénnen wir

annehmen, dieI bilden zusammen mit den n-r Ietzeﬂvﬂ] eine solche Basis,

DDkK = Dz1 +...+ Dzr + D-(1Dwr+1) +...+ D(lDwn).

Insbesondere lassegich die r ersten Tlw. als D-Linearkombinationen dieser neuen
Basiselemente schreiben:
(2) 1DWi = __E (xij-(lﬂwj) + Y; mitO(ij € D und ¥ e J.
J=r+1
Wir habenhier die D-Linearkorhinationen der iE‘J zusammengefaldt Alementen y
(die naturlich im Ideal J liegen). Dielemente }/sindlinear unabhangig uber D, da die
1Dwi es sind. Insbesondere bilden sie wieder eine D-Vektorraum-Basis von J,
J:Dy1+ ...+Dyr.
Weil J nach Voraussetzung ein zweiseitiges Ideal ist, liegen die Elemente
(d01) Yy, (d02)
fur jedes i und jedesd D in J, d.h.

- I .
(d01) 1yi(dD1) = é§1Bi g MitB,, ED.
Wir verwenden (2) um dieI ynit Hilfe der ]DWJ. auszudricken und erhalten:

10w - 3 (d’laijd)-(lij): > B 10w, - B / § y(10w).
j=r+l (=1 ¢=1 J=r+l
Koeffizientenvergleich liefert
B :1undBiZ:OfUri;éZ.
Weiter mul3 gelten

d'lo(ijd :aij fur jedes = D.

Da D = A nach Voraussetzung zentrale k-Algebra ist, imlngE k fur alle iund j. Aus
(2) erhalten wir

y, €kO, K=K,

k
d.h.die Erzeuger iydesldeals Jiegen in 1IK. Da J # O ist, ist die Anzahl dieser

Erzeuger > 0. Da J ein rechtes Ideal ist und K ein Korper (ilr;réi @), folgt

101C J.

Da J ein zweiseitiges Ideal ist, folgt
DDkK = D«(101-K) C J,
d.h. J ist die gesamte Algebra. Wir haben gezeigt, die Algeibka(lmt einfach.

QED.



2.2.3 Beweis des Satzes 2.2.1

(i) = (i). Sei ADkK eine volle Matrizen-Algebra. Dann ileﬁkK zentral Gber K und

nach 2.1.3 einfach. Wegen 2.2.2 ist dann aber auch A zentrale und einfache k-Algebra.
(i) = (ii). Sei A eine zentrale einfache k-Algebra. Wir bezeichnen mit

k
die algebraische Abschlie3ung von k. Dann ist nach 2.2.2 auch
ADkk
eine zentrale einfactleAlgebra” und nach 2.1.0 folgt

ADK =M (K).

Nun gilt

ADkk =U ADkK
wennrechts Kdie endlihien Korpererweiterungel/k mit K C k durchlauft. Wir
konnen deshalb K so grol? wéhlen, dal die Algelﬁrﬁ\mdie Elemente

elj e ADkk

enthalt, die den Standard-Erzeugern

Eij S Mn(k) )
der Matrizen-Algebraentsprechen. DiStrukturkonstanteugByé zu diesen Standard-
Erzeugern,

° = IJ
Eap Eys %“aﬁvé B

liegen dann automatisch in K (sie liegen sogaf)irDie K-lineare Abbildung

Mn(K) —>ADkK, Eij = e”. ,
ist dann ein K-Algebra-Homomorphismus, denach Tensorierenmit k ein
Isomorphismus wird. Also ist er selbst schon eine Isomorphigmus.

%" Das gilt zunachst nur fir
A, K und K C k endlich tiber k.

Nun ist aber

k= UKQF endlich tber E

also

AD K =Uk K endiich aber 127kK

Die Zentraliat und Einfachheit den]%(K Ubertragt sich deshalb auf]ﬁl\(F.

38 Wir haben eine exakte Sequenz von K-linearen Abildundungen
0—K— Mn(F) — A0 K — C— 0.

Anwenden des FunktoBkF liefert eine exakte Sequenz

0— KO k— M (K0 kK — AD KO k— €O kK — 0,

wobei die Abbildung in der Mitte ein Isomorphismus ist. Deshalb gilt

KO k=0=al k
K 0 Ojk’



QED.

2.2.4 Die Dimension einer zentralen einfach Algebra

Die Dimension einer zentralen einfachen k-Algebra A ist das Quadrat einer natirlichen
Zanhl.
Beweis Nach 2.2.2 gibt es eine endliche algebraische Erweiterung K/k mit

AT K =M (K)

fir ein n. Dann ist aber

. T T _ 2
d|mk A= d|mK ADkK = d|mK Mn(K) =n
QED.

2.2.5 Definition: Zerféallingkdrper und Grad

Sei A eine zentrale einfache k-Algebra. Ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
K von k heil3t Zerfungskorperer Algebra A, wenn

ADkK

isomorph ist zu einer vollen Matrizen-AIgebranM) Uber K. Die naturliche Zahl

n=, /dimKMn(K) = \/dimK A®kK = \/dimkA

heiRtGrad von A Uber k.

2.2.6 Existenz eines separablen Zerfallungskorpers (Noether, Kéthe)

Jede zentrale einfache k-Algebra besitzt einen Zerfallungskorper, der separabel Uber k
ist.

Beweis Wir kdnnen annehmen, kist ein Korper der positiven Chaakteristik p.
Angenommen, es gibt eirrentrale einfache Rigebra A,welche lbekeiner endlichen
separablen Kdrpererweiterung von k zerfallt. Sei

k
der algebraische Abschluf3 von k und

KSCk

die separable AbschlieRung von KinNach 2.2.2 ist HkK zentral und einfach fur

jede endliche Teilerweiterung & kS so daf auch Ekks zentral und einfach tibefk
ist. Nach dem Satz von Wedderburn 2.1.5 gilt

1) ADkkS =M (D)

mit einer Divisionsalgebra D iibe? kon endlicher Dimension n. Weil die Teilalgebra

ADkK fur keine der endlichen TeiIerweiterungerG_KkS von k zerféllt, kann auch (1)

nicht zerfallen Ubeﬁ((nach demselben Argument wie am Ende des Beweises 2.2.3).
Insbesondere ist die Divisionsalgebra D v8wérschieden,

2) kS = D.

Weil (1) zentral und einfach tibe Ist, gilt dasselbe fiir D und damit fUrEI?(SK, wenn

K C k die endliclen Teilerweiterungen vorCldurchlauft.Dannist aber auch kSE

zentral und einfach. Nach 2.1.10 gilt

also K =0 = C. Mit anderen Worten,nl(f) — AIZIkK ist ein Isomorphismus.



(3) DO, ok = M(K) mitd > 1

(im Fall d = 1ware D = R im Widerspruch zu (2)). Wifixieren jetzt eine K-
Vektorraumbasis von D, sagen wir

D= ks-v1+...+ks-vd2

2
—d
Die beidenAlgebren von(3) identifizierenwir jetzt mit k , und zwar die linke Seite
bezlglich der Basis de|r®1 und die rechte kéglich derBasisder Elementarmatrizen

Eij' Wir erhalten so ein kommutatives Diagramm

f det —
D CD®kk—>M k) =k

(4) vilz 1®v.l; B, = I

2 A _42 det_
WEC kA gl %y
von linearen Abbildungen. Die vertikalen Isomorphismen sinddabei durch die
angegebeneBasendefiniert, dieAbbildung fist eine Realisierungder Isomorphie (3)
und A soll die Matrix von f beziglich der angegebenen Basen bezeichnen.

Bezeichne
Fk—K, X xP,
die Frobenius-Abbildung. Weilk algebraisch abgeschlossenist, ist F ein
Isomorphismus. Ebenfalls mit F bezeichnen wir die Abbildung
d2 F(x
(Xdz)
die mandurch Anwendender Frobenius- Abblldung aufie Koordinaten deiNektoren

erhalt. Weil die Determinante ein Polynonit ganzzahligerKoeffizientenist, gilt dann
nach dem kleinen Fermatschen Satz

2
det(F(v)) = F(det(v)) fur jedes@ k9",
d.h. es besteht ein kommutatives Viereck
_d2 det —
kY% — k

Fl|F

_d2 det —

k¥ — k
Durch wiederholtes Zusammensetzen von (4) mit diesem Viereck erhalten wir fir jedes t
=1,2,3,... ein kommutatives Diagramm

f — det —
D CD®kk —>Md(k) —k

(5) vilz 1®v, lz 1= Rl

2 A _2 det_
e g T ot ety

Dabei bezeichnelfA die Matrix, die marduch Anwenden von Fauf dieEintrage von
A erhalt.



Weil k rein inseparabel tiber kist, gibt es ein €N mit der Eigenschaftdan £ die

endlich vielen Eintrag der Matrix A irlabbildet, d.h.
FloA € Mdz(ks).

Wegen
det (FoA ) = Fi(det (A)) = 0.

definiert oA einen IsomorphismusDie untere Zeile von (5) identifiziert also die
Algebra D mit dem Raum

2
k4 Ck
_d?
der K-rationalen Punkte vok , d.h. mit

M d(ks) CM OI(F).

Nun ist D eine DivisionsalgebraDie Elemente d= D - {0} entsprechen umkehrbaren
Matrizen in Md(F), d.h. Matrizenmit einer vonNull verschiedenen Determinante. Die

—42
Determinante muf also in defationalen Punkten vdnCI ungleich Null sein,
M (k%) M V(det) = {0}
Dies ist offensichtlich falscleum Beispiel liegen die MatrizeanEm Durchschnitt auf

der linken Seit&.
QED.
Bemerkung

Nach einem allgemeinen Satz der algebraischen Geometrie liegérralietalen

Punkte einer tiberIdefinierten Varietét sogar dicht in der Menge der geometrischen
Punkte (siehe Borel: Linear algebraic groups, Chapter I, Corollary 13.3).

2.2.7 Folgerung

Sei A eine endlich-dimensionale k-Algebra. Dann sind folgende Aussagen éaquivalent.

0) A ist zentral und einfach tber k.

(i) Es gibt eine endthe Galois-Erweiterung K/k und eine natirliche Zahl n mit
ADkK = Mn(K).

Beweis Das erdit sich aug2.2.2,2.2.6 undder Tatsachedal3jede endlicheseparable

Erweiterung in einer Galois-Erweiterung liegt.

QED.

2.2.8 Bemerkungen

(i) Die Isomorphie Al K = Mn(K) ist im allgemeinen nichinit der Operation der

k
Galoisgruppe G = Gal(K/Kk) vertraglich. Andernfddténnte man aubeidenSeiten

zum G-invarianterTeil tbergeherund wirde so eindsomorphie A= Mn(k)

erhalten.

(i) Die klassischerBeweisedes Satze von Noethennd Koéthekonstruiereneinen
Zerfallungskorper K deAlgebra,der ganz inA liegt. Eine Galois-Erweiterung
dieserArt muf3im allgemeinemicht existieren(wie dies van Amisur [2] - sieh
auch Pierce [1] gezeigturde). Zentraleinfache Algebremnit dieserzuséatzlichen
Eigenschaft heil3enrguzprodukte.

39 A ist die Determinante eines linearen Isomorphismus.
“Owegend > 1.



2.3 Galois-Abstieg

Unser nachstes Ziel besteht in der Klassifikation der zentralen einfachen Algebren. Wir
bendtigen daflir einige Vorbereitungen.

2.3.1 Vektorraume mit Tensor vom Typ (p, Q)

Sei V ein (endlich-dimensionaler) k-Vektorraum. Wir bezeichnen mit
V* = Homk (V, k)

dessen Dual, d.h. den k-Vektorraum der k-linearen Abbildungend K.

Ein Tensor vom Typ (p, q) ist ein Element von

TPYV) = v®p®k(v*) ®q,

Dabei seien pund g nicht-negativeganze Zahlen, die O-te Tensorpotenz eines k-
Vektorraums sei nach Definition gleighEin k-Vektorraummit Tensorvom Typ (p, Q)
ist ein Paar

(V, @)

mit einem k-Vektaraum Vund einem® € TPYV) . Wir werden auch einfackon k-
Objekten (V@) sprechen.

Bemerkungen

(i) Es besteht eine Isomorphie von k-Vektorrdumen

(1) VEP®, (v 4 Hom (v®I, VP,

v1®...®vp®€1®...®€ q" (W1®...®Wq P> Zl(wl)-...-éq(wq)-v1®...®vp>.
Zum Beweis betrachte man die multilineare Abbildung
VPx (v d Homk(V®q , VP

(Vl,...,Vp,él,...Zq) > (€1®m®éq).(vl®'"®vp)4l

Sie induziert die Abbildung (1) und hat dieselbe Universalitatseigenschatft fur
(p+q)-lineare Abbildungen wie die nattrliche Abbildung

VPx (v a5 v (v @

(vl,...,vp,él,...[q) > v1®...®vp®€1®...®€q.
Mit anderen Worten, (1) ist ein Isomorphismus.
(i) st VeV eineBasis von V und y,...., die zugehdrige dualsBasis von V*,
Dann bilden die Elemente der Gestalt

* *
V. ®.0V. ®y ®..QV
iy |IO 1 q
eine Basis von Px(V*) 9. Ein (p,q)-Tensor von \ist somitein Elementder der
Gestalt

i . .
17p
= : ; . . \j OV
T 5 ?1"'Jq v|1® ®v|p®11® Y,

gy

a €l®...®éq ist eine lineare Abbildun\g{®q — kund v1®...®vp ist ein Element von
ve®P



il...i il...i
mit G jp € k. Die Konstantenjc jp

1+l 1l
kontravarianten und g-fach kovarianten Tensor im Sinnd’dgsik. ImFall p +
g = 2 sind daglerade mn-Matrizen, diesich bei Basiswechsel irbestimmter
Weise verhalten.Fur p + g > 2erhalt manhdherdimensionalé/arianten des
Matrixbegriffs. Wir werden sagen, die

bilden dann geradeeinen p-fach

e
o17p
| 1...]q
sind die Koordinatedes Tensors bezlglich der gegebenen Basis von V.
2.3.2 Beispiele
Der Fall @=0.

In dieser Situation kann (W) mit V identifiziert werden, d.h. (\Mp) ist ein k-
Vektorraum ohne irgendeine Zusatzstruktur.

Der Fallp=qg=1

In dieser Situation isb: V — V ein k-linearer Endomorphismus.

Der Fall p=0,g9=2

In dieser Situation isb eine k-lineare Abbildung @kv — k, d.h. eine Bilinearform

VxV—Kk

tber k.

DerFallp=1,g=2

In dieser Situation isb eine k-lineare Abbildung &
Abbildung

kV — V, d.h. eine bilineare

VxV_—5V.

Insbesondere ist die Struktur einer k-Algebra dem k-Vektorraum V durch eine solche
Abbildung gegeben, die aulRerdem noch dem Assoziativgesetzt gendgt.

2.3.3 Isomorphismen von Vektorraumen mit (p,q)-Tensor

Seien

(V, @) und (W,¥)
zwei Vektorraume mit (p, q)-Tensor. Diese heild@morph, falls es einen k-linearen
Isomorphismus

f:V—>W

gibt mit der Eigenschatt, dal’ der zugehérige Isomorphismus
TPA() = (P (1) D% vOPg (v @4 — wEPe, (W)@

den Tensof in den TensoW abbildet,

TPY @) = y.
Man sagt dann auchist ein Isomorphismus

f(V, ) — (W, W)

von k-Vektorraumen mit (p, q)-Tensor.

2.3.4 Twists von Vektorraumen mit (p,q)-Tensor
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung des Korpers k mit der Galois-Gruppe



G = Gal(K/k).
Fur jeden k-Vektorraum V schreiben wir

VK = V®kK

und fir jeden (p, g)-Tensdr € Homk(V®q, vOP) sei
cDK
der zugehorige (p, q)-Tensor vor|1<\72

Seien(V, ®) und (W,W¥) zwei k-Vektaraumemit (p, g)-Tensor. Man sagtiesesind
isomorph Uber K, wenn es einen K-Isomorphismus

(VK, tDK) — (WK, LIJK)
gibt. In dieser Situation sagt man au@, ®) und (W,¥) sind K/k-getwisteteFormen
oder K/k-Twists voneinander.
Bemerkung
Wir wollen jetzt die Galas-Theorie benutzen, diek-Isomorphie-Klassen von
Vektorraumenmit (p, q)-Tensor zuklassifizieren. Genauefflir einen gegebenen k-

Vektorraummit (p,q)-Tensorwollen wir mit Hilfe der Galois-Theorialle K/k-Twist
dieses Vektorraums bestimmen.

Insbesondere wirdins dieszur Betrachtung der Gesamthelter zentralen einfachen
Algebren A fthren. Nach unserer bisherigen Erfahrungdist Struktur derAlgebra

A®kK um so einfacher, je groRer der Korper K ist. Unser Ziel ist es, uns eine Ubersicht

Uber alle A mit vorgegebene@&kK zu verschaffen.

2.3.5 Die Operation der Galois-Gruppe auf den Automorphismen eines
Vektorraums mit (p,q)-Tensor

Seien K/k eine endliche Galois-Erweiterung des Korpers k mit der Galois-Gruppe

G = Gal(K/k),
(V, ®) und (W,¥) zwei k-Vektorrdume mit (p,q)-Tensor und
(2) f: (VK, CDK) — (WK, LPK)
ein K-linearer Isomorphismus. Aus jedem k-Automorphismus
0. K—K
erhalt man durch Tensorieren mit V tber k einen k-linearen Automorphismus
1®0: V®kK —> V®kK ,

denwir ebenfallsmit o bezeichnen werdemurch Ztsammensetzemit f erhalten wir
eine K-lineare Abbildurf

von VK Uber K dieselben Koordinaten hat wilebeziiglich der Basislv...,vk.

BEurve VK und €K gilt

o)(cv) = (1®0)°f°(1®0'1)(cv)
= (1@0)f(a” (c) (1@ HWv))
= (®o)(0 Nof(@®a Hv)  (Fist K-linear)

= (180)(f(1®0 H(v))
- ca(f)(v).



o(f) = (1®0)efo(1®a™L): (Vi @) — Wy, W ).
Mit f ist aucha(f) ein Isomorphismus$! Die Abbildung
f» o(f)
respektiert die Komposition der Abbildungen f. Wir bekommen somit eine Operation
G x Aut(®P) — Aut(®), (o, f) » o(f),
der Galois-Gruppe G = Gal(K/k) auf der Gruppe

Aut(®P)

der K-linearen Automorphismen von (%).

Sei jetzt f ein K-linearer Isomorphismus. Dann ist fir jesle& die Kompositiof?
=1 .

ein K-linearer Isomorphismus. Wir erhalten so eine Abbildung

(2) G— Aut(®), 0 a -

Bemerkungen
(i) Die Abbildung (2) ist im allgemeinen kein Gruppen-Homomorphismus. Es gilt

a_=aco(@a)
oT 0 ‘1

(i) Betrachtenwir die Abh&ngigkeitder Abbildung(2) von derspeziellenWahl des
Isomorphismus (1). Seien

g0 (VK, dJK) — (WK, LIJK)
ein weitererK-linearer Automorphismusind bo = g'loc(g) das zugehorige
Element von Aui®). Dann gilt
a;=c¢ 10boocr(c)
mit einem Automorphismus c von I((V(DK)'
Beweis Zu (i): Es gilt

a. = f'loo(T(f)) (nach Definition von a)
= fLea(f)ea(f) Lea(t()
= acoo(f'loT(f)) (nach Defniton von a)

Die Tensorer*tbK undWK werden durch ®c und ]®c’1 in sich abgebildet, da sie bezuglich einer tUber

k definierten Basis in k liegende Koordinaten haben. Also hilffetliese Tensoren ineinander ab.
4 Fixiert man eine K-Vektorraumbasis vor|1<\( um VK mit dem K" zu identifizieren und f mit der

Multiplikation mit einer Matrix A,
f: Kn—) Kn, v Av,
so wirdo(f) zur Multiplikation
of): K" — K" vis (A0C )% =A%n° )0 =a%

mit der Matrix A°, die man aus A erhalt, indem marauf deren Eintrage anwendet.

4 Durch die Zusammensetzua@f) mit dem Inversen von f erhalten wir ein Objekt, in welchem das
vorgegebene Paar (W) nicht mehr vorkommt.



= aooo(at) (weil o ein Automorphismus von Aut) ist)

Zu (ii). Mit ¢ = gLof gilt

a; = f'loo(f) (nach Definiton von a)

= c'log'loo(goc) (nach Definition von c)
= c'log'loo(g)oo(c) (weil o ein Automorphismus von Al ist)
= c'lobooo(c)

QED.

2.3.6 Gruppen-Kohomologie
Seien G und A zwei Gruppen und

G — Aut(A)

eine Operation von G auf A durch Automorphismen. EKptyklusvon G mit Werten
in A ist eine Abbilddung

mit

(1)

a:G—>A,o|->a0,

a_=aco(a)furo,1eG.
oT 0 ‘1

Zwei 1-Kozyklen a und b von G mit Werten in A hei3gnidalentoder auch
kohomologwenn es ein Element

CEA
gibt mit
<14 . .
(2) a;=c bcr o(c) fuiroe G.
Bemerkungen )
(i) Die Kohomologievon 1-Kozyklenist eine Aquivalenzrelatioauf der Menge der

(ii)

(i)

1-Kozyklen. Die Menge der Aquivalenz-Klassen der 1-Kozyklen von G mit
Werten in A wird mit

HiG, A)

bezeichnet und heifdt erste Kohomologiemenge vanitGVerten in A oderauch
einfach erste Kohomologie von G mit Werten in A.

Die ersteKohomologie isteine punkerte Menge. Dasausgezeichnet&lement
wird representiert vom 1-Kozyklus

G—A 0—1,
der alle Elemente von s neutraleElement vonA abbildet. Wir nennen dieses

Element auclBasispunkt.
Die Homologie-Klasse

[a] € H(Gal(k/K), At (®))

des in 2.3.5 konstruierten 1-Kozyklas— a;zum K-Isomorphismus

BV @) — W, W)
hangt nach Konstruktion nicht von der speziellen Wahl von f ab, sondern nur vom
Twist
(W, W)
des k-Vektorraums (MP) mit (p, q)-Tensor. Wir sind jetzt in der Lage das
Hauptergebnis dieses Abschnitts zu formulieren.



2.3.7 Abstiegssatz: Kohomologie und Isomorphie-Klassen von Twists

Seien (V,®) ein k-Objekt und K/k eine endliche Galois-Erweiterung. Bezeichne
TFK(VK, CDK)

die Menge der Isomorphieklassen uber k der K/k-Twists vod®\MWVir betrachten

diese Menge als punktiert durch die Isomorphieklasse vo®)\Dann induziert die in
2.3.5 definierte Abbildung einen Isomorphismus punktierter Mengen

TR (Vy, ® ) — Hi(Gal(K/K), Aut@)), (W, W) > [a_]

Bemerkung
Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir einige Beispiele.

2.3.8 Beispiel: Hilberts Satz 90

Seien V = K und® der triviale Tensor. Dann ist
AutK(CD) = GL(n, K)

gerade die allgemeine lineare Gruppe den4Matrizen Uber K. Nun sind aber zwei k-
Vektorraume uber k genau dann isomorph, wenn sie es Uber K sind (namlich wenn sie
dieselbe Dimension haben). Die punktierte Mengﬁ(VFK, 0) ist deshalb trivial (d.h.

einelementig) und der obige Satz besagt,
Q) Hl('GaI(K/k), GL(n, K)) = {1}.

Bemerkungen
(i) Diese Aussage et aufSpeiser zurlckDer Fall n = 1 heildt in deLiteratur
gewohnlich Hilberts Satz 90, obwohl Hilbertnur den Fall zyklischer
Erweiterungen K/k betrachtet hat.
(i) Ist K/k eine zyklische Erweiterungdes Grades d und ein Erzeuger der
Galoisgruppe,
Gal(K/k) = <o >,
so ist jeder 1-Kozyklus
G — GL(1,K) = K*

bereits durch seinen Wert

a
(0)

an der Stelle festgelegt: aus der szyklen-Bedingung erhalt man

|_
—46 o o
(2) aoi = accr(ao) .0 (ao)
furi=1, ..., d. Speziell fur i = d folgt
n-1
3 aoo(ao)-...-o (ao) =q = 1.

Das zweite Gleichheitszeichergibt sich dabeiaus derKozyklen-Bedingung mit

o0 =1 = 1. Umgekehrt definiert jedes Elemer& &* , welches der Bedingung (3)
genigt, vermittels der Formel (2) einen 1-Kozyklus.

Weiter ist

N(ao) = aoo(ao)-...-o (ao)

8 Fir i = 2 ist dies die Kozyklen-Bedingung mit ¢ und fiir allgemeines i erhalt man die Identitat
durch Induktion nach i aus der Identitéﬁ_@l =ao(a ;)
o o g



gerade dieNorm von a bezuglich der Korpererweiterungk. Die Identitat (1)

Ubersetzt sich so gammenmit der Korand-Bedingun@.3.6 (2) indie folgende
Aussage.
(i) Ist K/k eine endliche zyklische Erweiterung mit der Galoisgruppe Go=><und a

€ K ein Element der Norm 1, so gibt es ein Elemeatk* mit a = oo(c)'l.

2.3.9 Beispiel: Quadratische Formen

Seien V ein n-dimensionaler k-Vektorraum ubein (0,2) -Tensor, der von einer
symmetrischen Bilinearform

<,>VxV_——sKk
kommt. Dann ist
AutK(GD) = 0(n, K)
gerade die Gruppe der orthogonalem#Matrizen beziglich <, >, und wir erhalten eine
Bijektion
TRV, <,>) = H{(Gal(K/k), O(n, K)),

die die Basispunkte respektiert. Diese Bijektion spielt eine wichtige Rolle bei der
Klassifikation der quadratischen Formen.

Vormerkung zum Beweis von 2.3.7
Zum Beweis der Aussage von 2.3.7 werden wir die zur Abbildung

W, ) b {3}

inverse Abbildung konstruieren. Dieses Vorgehen basiert auf der folgenden allgemeinen
Konstruktion.

2.3.10 Konstruktion
Seien G und A Gruppen,

G — Aut(A), 0 » (ar o(a)),
ein Gruppen-Homomorphismus und X eine Menge, auf welcher G und A in
vertraglicher Weise operieren, d.h.

o-aXx =0(a) * (o=X) flr x&X, acA, oeG.
Weiter seli
aG—Aop a
ein 1-Kozyklus von Gmit Werten in A. Wirverwenden jetztliesenKozyklus um aus
der Operation
Gx X—X, (0,X) » o(x),

von G auf Xeine weiteresolche Operation zgewinnen, welchalie mit a getwistete
Operation heif3t. Die Operation sei wie folgt definiert.

GxX—X, (0,X) » ao(o(x)).

Dies ist tatsachlich eine Operation: es gilt

ao_[(or(x)) = aoo(at)(oT(x)) (wegen der Kozyklen-Bedingung)
= aoc(aTT(x)) (weil G durch Automorphismen operiert).
Wir bezeichnen mit
aX
die mit der getwisteten Operation versehene Menge X.

Bemerkung

Ist X mit einer algebraischeStruktur versehen - zum Beispi@hit der Struktureiner
Gruppe oder eines Vektorraums - wpekrieren Qund A durchAutormorphismen auf
X, so ist die getwistete Operation ebenfalls eine Operation durch Automorphismen.



2.3.11 Warnung

Wir weisendarauf Im, dal3 dieobige Konstruktion nurauf derEbene deiKozyklen
ausgefuihrt werden kann umdcht auf der der Kohomologie-Klassenkohomologe
Kozyklen konnen im allgemeinen zu unterschiedlichen getwisteten Operationen flhren.

Sei zum Beispiel

G = Gal(K/k), A =X =GL(n, K),
wobei Aauf sich selbstlurch Konjugationoperiere.Beim Twistender gewohnlichen
Operation von G auf GL(n, K) durch den trivialen Kozyklus

G—A,0p 1,
bleibt die Operation unverandert. Twistet man dagegen mit einem Kozyklus

G—AOL as,
mit a; & Z(A) fur eing, so gilt
-1
3y c(x)ao;é o(X)

fur ein x € X = GL(n, K), d.h. die getwisteteOperation istvon urspriinglichen
verschiederi! Nach 2.3.8 sind aber je zwei 1-Kozyklen-G GL(n, K) kohomolog.

2.3.12 Beweis-ldee
Zur Konstruktion der Umkehrabbildung

1
H-(Gal(K/k), AutK(GJ)) — TFK(VK, CDK)
wollen wir die obige Konstruktion im Fall

G = Gal(K/k), A = Auf (®), X =V,

verwenden. Zu jedem 1-Kozyklus a, der ein Element der Kohomologie-Menge links
reprasentiert, betrachten wir die getwistete Operation von GKauNs! wichtigster

Punkt im nachfolgenden Beweis wird sich herausstellen, daf3 der Raum
v G
(V)
der Vektoren von K die unter der getwisteten Operation von G invariant sind, eine
getwistete Form von (\MP), also ein Element der Menge rechts ist.

Wir werden dies zunéchst fur den Fall, daBivial ist, beweisen, d.h. wir beweisen
zunachst Hilberts Satz 90. Die zu beweisende Aussage lauft darauf hinaus folgendes zu
zeigen.

2.3.13 Lemma von Speiser

Seien K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Galois-Gruppe G und V ein K-
Vektorraum mit einer semi-linearen Operation

GxV—V,(0,V)p 0v,
d.h. einer Operation mit
o(cv) =o(c)o(v) firoce G, ve V, ce K.
Dann ist die natirliche Abbildung
nVE®,
ein Isomorphismus. Dabei bezeichne
VG = {veV | ov = v firoeG}

K—V, Vv&®C K cv,

47 A soll nach Voraussetzung auf X durch Konjugation operieren.



den Raum der G-invarianten Vektoren von V.

Vorbemerkung
Bevor wir mit dem Beweisbeginnen erinnermvir an eineeinfache Konsequenz der
Galois-Theorie. Sei
K/k

eine endliche Galois-Erweiterungind betrachterwir zwei Kopienvon K, die mit zwei
verschiedenen Operationen von

G = Gal(K/k)
versehersind. Mit K wollen wir den Kérper K mit der gewohnlichenOperation der
Galoisgruppe Goezeichnenynd mit K’ denselberkKoérper mit der trivialen Qperation
von G. Das Tensorprodukt der beiden Kopien,

K®kK

versehen wir mit der Diagonal-Operation, d.h.
o(a®b) :=o(a)®a(b) = a®va(b) fur oG, ac K, beK'.
Dann zerfallt das Tensorprodukt wie folgt in eine direkte Summe.

K®kK = @OEG Ke0 ,

wobei G auf der rechten Seite durch Permutation ((jjeperiert:

Tee =e firo,1E€G.
o 10

Die Multiplikation des Tensorprodukts linkentsprichtdabei der UbelK bilinearen
Abbildung rechts mit
falls o=t
e e =
O T HOo sonst
d.h. rechs wird ,koordinatenweis@fultipliziert und & ist dasEinselementieso-ten

direkten Summanden. Dem Einseleme®tllinks entspricht geraddie Summeder e

rechts.
Beweis der Vorbemerkung Wir schreiben K in der Gestalt
K = K[x]/()

mit einemirreduziblen normierteiPolynom f. Sen€K eine Nullstelle von f. Da K/k
eine Galois-Erweiterung ist, also insbesondere normal, so hat f die Gestalt

fx)= [ x-o(a)).

oeG
Damit gilt
K®kK = K[x]/(f)
=KX/( N (x-o(@)))
oeG
=48 ® e KX(x - o(@)).

8 Nach dem Chinesichen Restesatz: die Abbildung
KXx] — ®O'EG K[XJ/(x - o(a)), p (f mod x -0(0())0eG

ist ein Homomorphismen von von Ringen mit 1belglich der oben beschriebenen

.koordinatenweisen” Mitiplikation rechts) und hatlen Kern f = [ (x - (1)), induziert also eine

oeG
injektive Abbildung



Dies st gerade diggeforderte Zerlegundgvlan beachtedie natirliche Fortsetzung der
Galois-Gruppen-Operation von G &ifx]*° permutiert dieFaktoren x -o(a) von f.

Dies fuihrt zu einer Permutation der direkten Summanden der letzten direkten Summe.
QED.

Beweisdes Lemmas von Speiser: siehe Anhang A1.12
QED.

2.3.14 Beweis des Satzes von 2.3.7

Wir konstruieren die Umkehrung der in 2.3.7 beschriebenen Abbildung
1

mit
G := Gal(K/Kk).

Diese hat die Gestalt

2 HYG, AUt (@) — TR (V.. B, ), [ ]+ (W(a), W(a).

mit
— G
W(a) := (aVK) :
Dabei bezeichngVK wie oben den K-Vektorraumk/:z V®kK mit der G-Operation,
die durch Twisten der gewohnlichen G-Operation v?pmit dem 1-Kozyklus

a={a}
o
entsteht (vgl. 2.3.10). Zur Beschreibung des Terg¢a$ siehe unten.

Wir haben zu zeigen,

1. Die Abbildung (2) ist wohldefiniert.
2. Die Abbildung (2) ist invers zu (1).

Konstruktion des Tensokd = W(a).
Nach Voraussetzung isk ein Tensor Uber k, d.hdie Koordinaten von® beziiglich

einerk-Vektorraumbasis von Vegen in k, bleiberalsounverandert beoceG. Es qilt
also

o((DK) = dJK fur jedeso € G.
Weil a = {ac} ein Kozyklus mit Werten in Auk(d)) ist, sind die a; Automorphismen
von VK’ bei denembK fest bleibt, d.h.

aG(qDK) = dJK fur jedeso € G.
Zusammen erhalten wir

aoo(CD CDK fur jedeso € G.

K) =
Nun ist aber durch
GxX—X,(0,X)» ao(cr(x)) (X:= VK),

gerade diemit a getwisteteOperation gegebefvgl. 2.3.10). Dasbedeutetaber, die
Koordinatendes Tensorsﬂ)K blelben festbei der Operation von Gauf dem k-

KD/ — @ ;g KX - oa).

Da auf beiden Seiten endlich-dinsgonale K-Vektorraume derselbenni@nsiondeg f sehen, ist dies
sogar ein Isomorphismus.
49 durch Operation auf den Koeffizienten der Polynome.



K Dasbedeutetatber,CDK kommt von eineniiber k definiertenTensor

aufaVK. Diesen Tensor bezeichnen wir mit
Y =Y(a).
Wir haben damit fur jeden 1-Kozyklus ein k-Objekt
| _ W@).¥@)
d.h. einen k-Vektorraum mit (p,q)-Tensor konstruiert. Zeigen wir als nachstes,

(W(a),%(a))liegt in TFK(VK, CDK),
d.h. (W(a),W(a)) ist ein K/k-Twist von (V@). Nach dem Lemma von Speiser gilt
W(a)®kK = VK :

und nach Konstruktion geht bei diesem Isomorphismus der T8f{gdrin den Tensor
CDK Uber. Die k-Objekte

Vektorraumav

(V, @) und (W(a),¥(a))
werden also isomorph, wenn man mit K tensoriert. Mit anderen Worten, @&),ist
ein K/k-Twist von (V,®).
Kohomologe 1-Kozykletiefern k-isomorphe Twists.
Selen

aG— AutK(CD), Ok a,

und
b:G— AutK(CD), Oop bo’

kohomologe 1-Kozyklen. Nach Definitoin gibt es dann einen Automorphismus

ce AutK(db)
mit
a_=clp og(c) fur jedeswoeG.
o o
Dann gilt
G _ e
(aVK) ={ve VK | aoo(v) = v furo€ G}

={veVI( c'lobooo(c))(o(v)) = v fiir o€ G}
={ve VK | (bcoo(c)) (o(v)) = c(v) furoe G}
=0y e VK | (bcoo) (c(v)) = c(v) furoe G}
=clqv e Vi | (B°0) (v) = v fiiroe GY)
_~1 G
= CH(V, )
Mit anderen Worten,aQ/K)G und {)VK)G sind isomorph tber k.
Damit ist die Abbildung (2) vollstandig konstruiert, d.h. Aussage 1 ist bewiesen.

Zum Beweis vorAussge 2.
Wir beschranken uns auf die Aussage, dal3 die Komposition

(1)°(2)
die identische Abbildungst. Sei also a = %1} ein vorgegebened-Kozyklus. Wir

betrachten den Isomorphismus

0 g(c) entsteht aus ¢ durch "Konjugation” it



W(a)®kK i VK , WRC > CW,

(desLemmas vonSpeiser). Diesetsomorphismusist G-aquivariant,d.h. die mit a

getwistete Operation rechts entspricht der natirlichen Operation links: floEedesst
das folgenden Diagramm kommutativ.

W(a)®kK i VK

1®0l laooo

W(a)®kK i VK

Mit f = g'l erhalten wir
a0 = go(1®cr)og'1

a = flo(1@0)efo01

— 1
= f oo(f).
Nach 2.3.5ista = {gm} gerade der zum K/k-Twist (W(aW¥(a)) gehorige 1-Kozyklus.

2.3.15 Bemerkung zum Fall von beliebig vielen Tensoren

Fur die oben beschriebenen Konstruktionen gibt es ein offensichtliche
Verallgemeinerung. Anstelle eines einzelnen Terd®dtann man auch eine ganze
Familie von Tensoren betrachten. Die zugehorigen Automorphismen sind dann
diejenigen, die alle diese Tensoren in sich abbilden. Getwistete Formen sind dann
Vektorraume W, die isomorph sind zu V Uber K, wobei die Tensorenfamilie yen W

gerade der Tensorenfamlie VOR‘éntspricht. Der Abstiegssatz in diesem Kontext wird
in derselben Weise wie der Satz 2.3.3 bewiesen.

2.4 Die Brauer-Gruppe

Wir kommen nun zur Klassifikation der zentralen einfachen Algebren. Wir wiederholen
zunachst einen wohlbekannten Fakt aus der Theorie der Matrizenringe.

2.4.1 Die K-lineaeren Automorphismen der vollen Matrizenringe
Sei K ein Korper. Dann ist jeder K-lineare Automorphismus des MatrizenriHQS)M

ein innerer Automorphismus, d.h. von der Gestalt
M (K) — M _(K), X 1 cxc,

mit einer umkehrbaren Matrix € GL(n, K).
Beweis Seien A = I\/In(K) und

AMNA—A
ein K-linearer Automorphismus von A. Wir haben zu zeigest ein innerer
Automorphismus.

Der Automorphismua bildet das minimale Linksideal

L= A-Ell

in ein minimales Linksideal von A ab (vgl. 2.1.4), sagen wir in
A(L) = A-M
mit einer Matrix M, deren erste Zeile ungleich Null und deren tbrige Zeilen Null sind.



Die erste Zeile von M lafRt sich als Produkt der ersten Zeile ﬂmrﬁ einer umkehr-

baren Matrix N= GL(n, K) schreiben. Es gilt dann sogar
M= Ell-N.
Betrachten wir den inneren Automorphismus

0=0y-1:A—>A X — NeX N1

Es gilta(A«M) = a(A)-a(M) = A-N-M-N"1= A-N-E11 = A-E11 , also
(o°A)(L) = L.
Da beim Zusammensetzend Invertieren vonnneren Automorphismewiederinnere

Automorphismen entstehen, kénnen WwaturchoeA ersetzen und annehmen,
A(L) = L.
Betrachten wir die K-lineare Abbildung

p:L=AE — KM (x,0,...,0) X.

Man beachte, di&latrizen von L habemur inder ersterSpalte va Null verschiedene
Eintrage, und diese kbnnen beliebig sein.

Die Abbildung¢ ist ein K-linearer Isomorphismus n¢i(Ei1) =€ fur jedes i.

Indem wir L vermittels der Abbildungy mit K" identifizieren, wird die durch auf L
induzierte K-lineare Abbildung zu einer linearen Abbildudg-&K"™ und ist so durch
die Multiplikation mit einer Matrix cle GL(n, K) gegeben. Mit anderen Worten, die
Einschrankung voi auf L hat die Gestalt

L -1. -1.
X-E b Xe i CXee s CXE

d.h.A ist auf L gerade die Multiplikation mit €. Wir erhalten

AX-E,) = c:'lx-Ei = c:'lx-c-c'l-Ei = C'1X-Co)\(Ei

1 1 1)’

d.h.
A)ME,) = C'lx-C-}\(Eil) fur jedes XE A.

Nun bilden die IT:1 eine K-Vektorraumbasis vor.. Dasselbegilt also auchfir die
Bildvektoren)\(Ei 1)EL. Also gilt

A(X)+Y = CIX.C-Y fir jedes XE A und jedes EL.
Insbesondere gilt
)\(X)-Eil = C'1X-C-Eil fur jedes X A und jedes € {1,...,n},
also
)\(X)-eI = C'1X-C-eI fur jedes X A und jedes € {1,...,n},

Mit anderen Wortendie MatrizenA(X) und clx.c habenfiir jedes i dieselbe-te

Spalte.
QED.

2.4.2 Die Automorphismengruppe des vollen Matrizenrings I\r/]I(K)

Fur jeden Korper K ist die Gruppe der K-linearen Automorphismen des vollen
Matrizenrings I\/In(K) isomorph zumllgemeinen projektiven linearen Gruppe




PGL(n, K) := GL(n, K)/K*.
Beweis Betrachten wir den nattrlichen Homomorphismus

GL(n, K) — AutK(Mn(K)), X Oys

welche die Matrix X auf di&onjugation mit Xabbildet.Nach2.4.1ist diesersurjektiv.

Der Kern ist gerade das Zentrum von GL(n, K), besteht also aus den Skalarmatrizen
{celd | cE K*} = K*.

QED.

2.4.3 Bezeichnung: CSﬁ(n)

Seien K/k eine endliche Galoiserweiterung und n eine naturliche Zahl. Wir bezeichnen

mit
CSAK(n)
die Menge der k-Isomorphieklassen aller zentralen einfachen k-Algebren des Grades n,

welche Uber K zerfallen. Wir betrachten diese Menge als punktierte Menge, deren
Basispunkt reprasentiert wird von der Algebrra]n(ka.

2.4.4 Klassifikation der zentralen einfachen Algebren des Grades n
Fir jede endliche Galoiserweiterung K/k und jede natirliche Zahl gibt es einen
Isomorphismus punktierter Mengen

CSA (n) — Hi(Gal(k/k), PGL(n, K)).

Beweis Nach Folgerung 2.2.7 ist eine k-Algebra der Dimens?ogermau dann zentral
und einfach, wenn @LkK zerfallt fur eine endliche Galois-Erweiterung K/k. Wir kdnnen

deshalb die zentralen einfachen k-Algebren des Grades n mit den getwisteten Formen
von Mn(k) identifizieren.

Genauer, eine k-Algebra der Dimensidnist ein k-Vektorraum der Dimensio mit
einem (1,2)-Tensot, wobei der Tensor so beschaffen ist, dal das Assoziativgesetz gilt
(vgl. 2.3.2). Fur die Twists A von Mk) gilt aber

ASA® K =M (K)

fur K hinreichend grol3, d.h. die durch den Tensor definierte Multiplikation ist
automatisch assoziativ.Wir kdnnen also den Abstiegssatz 2.3.7 anwenden und erhalten
einen Isomorphismus punktierter Mengen

CSAk(n) — Hl(GaI(K/k), AutK(M n(K))'
Nach 2.4.2 ist AL&(M n(K)) isomorph zu PGL(n, K).

QED.

Bemerkung

Unser néchstes Ziel ist edie zentralereinfachen k-Algebremller Gade ngleichzeitig
zu betrachterfwelche Uber Kzerfallen). Es wirdsich herausstellen, dafdan diese
ebenfallsmit einer Kohomologiemengeadentifizieren kann. Wir werden sehen, das
Tensorprodukt vonAlgebren definert auf dieserMenge eine kommutative und
assoziative Operation.

2.4.5 Das Tensorprodukt zentraler einfacher Algebren

Sind A und B zentrale einfache k-Algebren, so gilt dasselbe aucf@ff(JBA

Beweis Es reicht zu zeigen, fur eine endliche Korpererweiterung K/k ist

A®kB®kK

51 der die Multiplikation der Algebra beschreibt



isomorph zu einer vollen Matrizen-Algebra (nach 2.2.1). Wegen

A®,B® K = (A® K)®, (BO, K)

und weil A®, K und B®, K fur K/k grold genug volleMatrizen-Algebren tibeK sind,

k k
ist dies aber eine Konsequenz des Isomorphismus
Mn(K)®KMm(K) = Mnm(K).
von 1.5.2.
QED.

2.4.6 Das Tensorprodukt als Operation auf der Kohomologie
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe G.

Nach 2.4.5 definiert das Tensorprodukt von k-Algebren eine Abbildung

CSA(n) x CSA, (M) —s CSA (mn), (A, B)1» A®, B.

Die Bijektion des Klassifikationssatze2.4.4 liefert damit eine Abbildung auf den
Kohomologie-Mengen:

1)  HYG, PeL(n, K)x HYG, PGL(M, K))— HL(G, PGL(mN, K)).

Diese Abbildung laf3t sich wie folgt beschreiben.

Aus der Abbildung
2  End (K" ®, End (K" — End (K"®©, K™, (9 ¥) » 02,
erhélt man durch Einschréanken eine Abbildung
GL(n, K) x GL(m, K) — GL(nm, K),
welche eine Abbildung
Y:PGL(n, K) x PGL(m, K)— PGL(nm, K)

induziert. Diesewiederum indaiert die obige Abbildungauf den Kohomologien.
Genauer, Abbildung (1) hat die Gestalt

(12 llb D » [We@, xb_)]

Beweis Seien
Aund B
zwei einfache zentral&-Algebrender Dimensionen bzw. m, welche lber K zerfallen

und
f: Mn(K) — A®kK und g: Mm(K) — B®kK

entsprechendésomorphismenBetrachtenwir das folgeade kommutative Diagramm
von Isomorphismen.

f®g
Mn(K)®KMm(K) — (A®kK)®K(B®kK)

gl= =In
M (K) (A ®kB)®kK
Dabei sei

n(@®b®c) = (a®1)®(b&c)
und¢ sei die bezuglick der Standardeinheitsbasis aufgeschriebene Abbildung (1).

Als zu A, B und ﬁ@kB gehorige 1-Kozyklen kann man dann die folgenden verwenden:



a(A),, = fLog(f)
a(B), = go(g)
ap®B), = ef@geg Yy oo Tef@gee

- =gtleglncon) loheo(graE)t
Nun kommutierty mit der Operation von G auf K, d.h. es gilt
a(n) =n,
also

a(p®B) =& leg o @o(graE)
—z, o -1
= gea(A),®a(B) (€)™,
Mit andere Worten, der Kozyklus a§@B) ist &quivaént zun Tensorproduktler beiden
Kozyklen a(A) und b(B). Das Bild zum Paar der Kohomologieklassen zu
a(A): G— Mn(K) und a(B): G— Mn(K)

ist somit die Kohomologieklasse zu

A);®a(B
G a(A)g®a( )CY> Mn(K)®KMm(K)i>Mnm(K)-52

FalRtman¢ als bilineare Abbildung Mn(K) x Mm(K) — Mnm(K) auf, sobekommt

der Kozyklus die folgende Gestalt

a(A);xa(B)
G—— M (K) x M_(K) LN M (K.

Ersetzenwir in den obigen Rechnungedie vollen Matrizenalgebrendurch die
projektiven linearen Gruppen, so erhalten wir wie behauptet den Kozyklus

G a(A)g*a(B)y

> PGL(n, K)x PGL(m, K)i PGL(nm, K).
QED.

2.4.7 Das induktive System I1|(G, PGL)
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung.

Fir beliebige naturliche Zahlen n und m gibt es einen injektiven Gruppen-
Homomorphismus

0..0

X...0
GL(n, K) — GL(mn, K), X»

0..X

welcher der Matrix X die Blockmatrix zuordnet, welche aus m Exemplaren von X auf der
Hauptdiagonalen bestebind deren Blocke aul3erhalb der Hauptdiagonalen samitlich
Null sind. Dieser induziert einen injektiven Gruppenhomorphismus

PGL(n, K)— PGL(mn, K),

auf den den zugehorigeprojektiven linearenGruppen unddamit Abbildungen
punktierter Mengen

Ao HY(G, PGL(n, K))—s HY(G, PGL(MN, K)).

52 Man beachtes, ist ein Isomorphismus und sorgt nur dafiir, daR die KoeffizientengruR(jé)K

Mm(K) durch die isomorphe Gruppenm(K) ersetzt wird.



Auf Grund des Klassifikationssatze 2.4.4 entspricht dieser Abbildung eine Abbildung
CSAK(n) — CSAK(mn)

auf den k-Isomorphieklassen zentraler einfacher k-Algeldrerijber Kzerfallen. Diese
Abbildung hat die Gestalt

A A®kM rn(k).
Beweis Seien A eine zentrale einfache k-Algebra und

M (K) — A®, K

ein Isomorphismus. Zur Algebra A gehort dann der 1-Kozyklus
aO(A) = f'loo(f): Mn(K) — Mn(K) € Aut(Mn(K)) = PGL(n, K).
Analog hat man zur k-Algebra B znl\{(k) einen Isomorphimus

. -1 —
g: Mm(K) — Mm(k)®kK mit g (iz Xi®ci) = Iz Xi(;I
und damit den 1-Kozykl33
S Id
aG(B) = g —a(g): Mm(K) — Mm(K).

Zur k-Algebra A®kM m(k) gehdrt also der 1-Kozyklus

aG(A)®Id: Mn(K)®kM m(k) — I\/In(K)®kM m(k).
Schreibtman a (A) als Konjugationmit einer Matrix X, so ist a (A)®Id gerade die

Konjugation mit der zugehérigen Blockmatrix.
QED.

2.4.8 Die Injektivitat der Morphismen des induktiven Systems
Die Abbildungen?\nm von 2.4.7 sind injektiv.

Beweis Seien

AA € CSAK(n)
zentrale einfache k-Algebren, welche tber K zerfallen mit
(1) A®kM rn(k) = A'®kM m(k).

Wir haben zu zeigen & A'. Nachdem Satz votwWedderburn 2.1.5 sind A und A’ als
einfache Algebren volle Matrizen-Algebren tber gewissen Divisionsalgebren D bzw. D',

A =M (D) und A’ = M (D).

Dann sind aber auch

A®ka(k) = Mm(A) =M_ (D)

mr
und

%3 Es reicht zu zeigea(g) = g, d.h.O'°g°0'-1 =g, d.h.
-1

g~ = o'_log'loo'_
FurX =% Xi®ci mit XiEMm(k) und cI;EK gilt
i
o legloa(x) = o log (s X.®a(c)) = iy x.0(c) = 3 Xic'l(c(ci)) =3 Xc = g 1.
i i i i



A'®kM rn(k) = Mm(A') = MmS(D')
Matrizenalgebren Uber D bzw. Ruf Grundder EindeutigkeitsaussagesSatzes von
Wedderburn folgt
D=D.
Wir vergleichen die Dimensionen Uber k der beiden Seiten von (1) und erhalten
r=s.
Dann sind aber A und A" isomorph.
QED.

2.4.9 Brauer-Aquivalenz

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung. Zwei zentrale einfache k-Algebren A und A’
heil3terBrauer-guivalentwenn es natirliche Zahlen m, m' gibt mit

A®kM m(k) = A'®k|\/|m.(k).
Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation definiert auf der Menge
— (00]
CSAK = Unzl CSAk(n)

der k-Isomorphie-Klassermzentraler einfachek-Algebren, die tbeK zerfallen. Wir
bezeichnen mit

) Br(K/Kk)
die Menge der Aquivalenzklassen und mit

Br(k) := U Br(K/k)
die Vereinigung uber alle endlichen Galois-Erweiterungen K/k von k.

Bemerkungen
Die Brauer-Agquivalenz besitzt die folgenden grundlegenden Eigenschatften.

() Jede Brauer-Aquivalenz-Klasseenthalt bis auf k-Isomorphie genau eine
Divisions-Algebra* Man kann auch sagen, Br(K/k) klassifiziert die
Divisionsalgebren Uber k, welcher Gber K zerfallen.

(i) Je zwei Braueraquivalente zentraleinfache k-Algebren Aund A' derselben
Dimension sind isomorpt.

(i)  Tensorprodukte Brauer-aquivalenter k-Algebren sind Brauer-aquivdlent.

2.4.10 Die Gruppenstruktur von Br(K/k) und Br(Kk)

Das Tensor-Produkt von k-Algebren definiert auf den Mengen Br(K/k) und Br(k) die
Struktur einer abelschen Gruppen.

Beweis(nach Herstein). Die grundlegenden Eigenschaften des Tensorprodukts zeigen,
daR die betrachtete Produkt-Operation kommutativ und assoziativ ist. Die
Aquivalentzklasse der k-Algebra k hat die Eigenschaten eines Einselements. Wir haben
noch die Existenz des inversen Elements zu beweisen.

Sei A ein zentrale einfache k-Algebra un@Palie zugehdrige entgegengesetzte k-
Algebra®’ Es reicht zu zeigen,

%4 Zwei Divisionsalgebren D und D' mit@kM m(k) = D'®kal(k) sind nach dem Satz von

Wedderburn 2.1.5 isomorph.

% Es gilt dann /@kM m(k) = A'®ka|(k) mit m = m'. Die Argumentation wie im Beweis von 2.4.8

zeigt dann, daf? A und A' isomorph sind.
*wegen M(K)® M_(K)\® =M (k) nach 1.5.2.
n k''m mn

57d.h. der k-Vektorraum A, wobei sich das Produkt #P4om Produkt in A nur durch die Reihenfolge
der Faktoren unterscheidet.



A® AP
ist isomorph zu einer vollen Matrizen-Algebra Uber k, d.h. es reicht zu zeigen

A@kAopg End (A).

Fir jedes a betrachten wir die Abbildungen
)\a: A— A Xp ax,
und
p o A— A X Xxa.
Beide Abbildungen sind k-linear,
)\a’ pae Enq((A),
und die Mengen
Ar = {pa| acA}
Ag = {)\a| ac A}
bilden Teilalgebren der Algebra Ekr(A). Aufl3erdem ist

A =AundA, = A°P.
r 14

Es reicht also zu zeigen, diedehde k-linearébbildung ist einlsomorphismus von k-
Algebren.

¢:A ®kA€—> Enq((A) p ®)\b P P )\b
Diese Abbildung istein Homomorphismus voiRingen, Well jede Abbildung P, mit
jeder Abbildung)\b
Vektorrdume haben die beiden Ringe dieselben Dimension

dim, A ® A, = (dim, A)2 = dimy End,(A).
Es reicht also zu ze|ge¢ |st injektiv. Zumindest isp nicht identisch Null (zum Beispiel
ist dasBild des Einelements)\1®p1 die identsche Abbildung)Der Kern von¢ ist

kommutiert. Wir haben noch zweigen,sie ist bijektiv. Als k-

somit ein echtes IdealNun ist die k-Algebra Ar‘®kAZ als Tensorprodukgentraler

einfacher k-Algebren aber einfach (nach 2.4.5). Der Kerngvimt somitdasNullideal,
d.h.¢ ist injektiv.
QED.

2.4.11 Definition: relative und absolute Brauergruppe

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung. Die abelschen Gruppen Br(K/k) und Br(k)
mit der durch das Tensorprodukt tber k definierten Multiplikation heif@&tie)
Brauergruppe voK/k bzw. (absoluteBrauergruppeon k.

2.4.12 Die Gruppen H(G, PGL ) und Hlk, PGL )

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe G. Wir verwenden die
Injektion
A HL(G, PGLM, K)o HYG, PGL(MN, K)), A AD M. (K),

von 2.4.7 (vgl. 2.4.8) um die Kohomologie-Menge links mit einer Teilmenge der
Kohomologie-Menge rechts zu identifizieren und setzen

1 o 1
HY(G, PGL_ (K)) := Ur?‘]ilH (G, PGL(n, K)).



Da die)\nm mit der Bildung von Tensorprodukten tber k vertraglich sind, besitzt diese
Menge die Struktur einer abelschen Gruppe.

Sei
kCKCL
ein Korperturm mit L/k und K/k endlich und Galoisch. Die Einschrankungsabbildung
$:Gal(L/k) — Gal(K/k), o 0|K :

ist dann ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus und definiert zusammen mit der
naturlichen Inklusion

PGL(n, K)& PGL(n, L)
eine injektivé® Abbildung
Hl(GaI(K/k), PGL(n, K))& Hl(GaI(L/k), PGL(n, L)), [%] > [aooq)].
Wir gehen zur Vereinigung uber alle n tber und erhalten eine Inklusion
ILK:Hl(GaI(K/k), PGLOO(K)) — Hl(GaI(L/k), PGLOO(L)),
Wir fixieren eine separable Abschliel3ung v%n/hn k und definieren

Hlk, PGL_) =U HY(Gal(K/k), PGL_(K))

KCk

=S
als Vereinigung Uber alle endlichen Galois-Erweiterungen K/k, diseétmﬂhalten sind.
Nach Konstruktion gilt die folgende Aussage.

2.4.13 Vergleich mit den Brauer-Gruppen
Die Mengen I4(G, PGLOO) und Hl(k, PGLOO) sind abelsche Gruppen, deren

Multiplikation vom Tensorprodukt zentraler einfacher k-Algebren tber k kommt. Es
bestehen die folgenden Gruppen-lsomorphismen.

Br(k/k) = HY(Gal(K/k), PGL_(K))
fur jede endliche Galois-Erweiterung K/k.
Br(k) = Hl(k, PGL_)

fur jeden Korper.
Bemerkugen

%8 Der direkte Beweis der Injektivitat ist einfach, wenn rechts anstelle der Grundkorper L der Gruppe
PGL(n, L) durch K ersetzt wird:

Fur zwei Kozyklen {%} und {bo} von Gal(K/k), deren Verpflanzungen entlabdgohomolog sind, gilt

-1 .
a¢(0) c b¢(c) o(c) fur alleoeGal(L/k)
mit einem Automorphismus ¢ von PGL(n, K). Wéilsurjektiv ist, sind di&ozyklen selbst schon
kohomolog. Die Injektivitat deAbbildung ergibt sichdann aus derdentifikation mit der naturlichen
Einbettung

CSA, (n) < CSA (n)

der k-lsomorphie-Klassen der k-Algebren, die Gber K zerfallen, in die k-Isomorphie-Klassen der k-
Algebren, die Uber L zerfallen.

Im Fall des Grundkérpers L hattman nur einen Automorphisus ¢ von PGL(n, L)und die
Argumentation funktioniert nicht.



Die Gruppen IJt(GaI(K/k), PGLOO(K)) sind im bisher definierten Sinne keine

Kohomologie-Gruppen, kdnnen jedoch als Kohomologie-Gruppen mit Koeffizienten im
direkten Limes der Gruppen PGL(n, K) beziglich der Einbettuh%%nangesehen

werden. Diese Koeffizientengruppen ist immer noch ziemlich kompliziert. Spater
werden wir Br(K/k) mit der zweiten Kohomologie-Gruppe von Gal(K/k) mit Werten in
der multiplikativen Gruppe K* identifizieren. Diese Koeffizienten-Gruppe ist viel
einfacher zu handhaben.

2.5 Abstiegskonstruktionen

Im Rest dieses Kapitels illustieren wir, wie man den Galois-Abstieg verwenden kann zur
Durchfihrung wichtiger Konstruktionen im Zusammenhang mit zentralen einfachen
Algebren. Im vorliegenden Abschnitt verwenden wir nicht den Abstiegssatz 2.3.7 selbst,
sondern die Twist-Konstruktion, die wir fur dessen Beweis benutzt haben. Wir beginnen
mit einer Konstruktion, die die Definition der Quaternionen-Norm verallgemeinert.

2.5.1 Konstruktion: reduzierte Normen und Spuren
Sei
A

eine zentrale einfache k-Algebra des Grades

deg A =n.
Wir fixieren eine endliche Galois-Erweiterung

K/kK,

Uber welcher A zerfallt und einen K-linearen Isomorphismus

o: M _(K) — A® K.

Wir beachtendieserlsomorphismusst im allgemeinen nichimit der Operation der
Galois-Gruppe

G = Gal(K/k)
auf den beideAlgebrenlinks und rechtsvertraglich.Wir kénnenjedochdafir ®rgen,
dalRd G-aquivariant wird, indem witie Operation auf devlatrizen-Algebraiwisten mit
dem durch A gegebenen 1-Kozyklus

G — PGL(n,K),0 » a 59
Insbesondere ist dann
A= (M n(K))G.
Wir definierendie reduziertedNormvon A als die Zusammensetzung

o1 det
Nrd: A & A®) K Zs M_(K) —> K.

Analog sei die reduzier@pur von A als Zusammeetzung

¢'1 Tr
K— Mn(K) — K.

Trd: A A®
definiert. Dabei bezeichne

k

* Nach Definition ista_ = o Loa(9) = ¢'1°1®0°¢°0'1,also¢°a0°0 = 1®0o¢ d.h. das

Diagramm

¢
M (K) = A® K

lacoo ll@o
M n(K) i) A®kK

ist kommutativ.



M (K) — K, ()b e,
n ij il
die Spursfir nxn-Matrizen.
Bemerkungen
() Die Werte der reduzierten Norm und der reduzierten Spur liegen im Grundkorper,
d.h. Nrd und Trd sind Abbildungen

Nrd: A— k bzw. Trd: A— k
(i) Die reduzierteNorm unddie reduzierteSpur hangennicht von der speziellen

Wahl des K-linearen Isomorphismq]sMn(K) — A®kK ab.

Beweis Zu (i). Das Bild von Ain I\{I](K) besteht gerade aus den invarianten Elementen
(M (KNECTM (K)
bei dermit a = {ao} getwistetenOperation von G auf MK). Es reicht deshalb zu
zeigen,
det: aM n(K) — Kund Tr:aM rl(K) — K
sind G-aquivariante Abbildungen, denn dann liegen die Bilder von Nrd und Trd in
Im(Nrd) C KC = k, Im(Trd)C K® = k.

Beweisen wir die didquivarianz vonDeterminanteund Spur beziigih dergetwisteten
Operation auf der Matrizen-Algebra. Nach Definition ist

a_ € PGL(n,K)= Aut(M (K)),

und jeder Automorphismus deMatrizen-Algebra isein innererAutomorphismus(vgl.
2.4.2), d.h. es gibt eine (nur bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmte Matrix

a() e Mn(K)
mit
a_(X) = a(0) " 1xa(o) fir jedes X M (K).
Damit erhalten wir fir das charakteristische Polynom
)(X(T) = det(X - TId)
der Matrix a (X):

Xac(X) (M= det(% (X) - Teld)

= det(ap) 1Xa(o) - T-Id)

= det(ap) L(X - T-Id)a())

= det(a(;))'l-det(x - Told)-det(ap))

= det(X - Tld)

= Xy (T).
Mit anderen Worten, 0a(X) und X haben dasselbecharakteristischePolynom.
Insbesonderéaben sie denselbefoeffizientenvor 71 und dasselbd@bsolutglied,

d.h.
Tr(aG(X)) = Tr(X) und

det(ao (X)) = det(X).
Zu (ii). Sei ein weiterer Isomorphismus

M (K) — A®, K.



gegebenund seib = {bo} der zugehorigel-Kozyklus. Dann sinddie beiden 1-

Kozyklen a und b kohomolog, d.h. es gibt ein Element
ce PGL(n,K) = Aut(Mn(K))

mit
b =cloa og(c) fur jedesoeG,
o o
d.h.
b =60 = log ooocoo'l,
o o
cob oo = a o0e°C.
o o

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm
c
M n(K) — M n(K)

lboocr . laoocr
M n(K) — M n(K)
jedesoEG, d.h. der Automorphismus c ist ein aquivarianter Automorphismus
c: bM n(K) — aM n(K),
induziert also einen Isomorphismus
G ¢ G
(M (KDE =5 (M (K)

der G-invarianten Teilalgebren. Da die invarianten Teile links und rechtsibeiderph
zu A sind, erhalten wir einen Automorphismus von k-Algebren

aA—A
und ein kommutatives Diagramm

oL G
A = (M (K) et

Ta Tc >K
A S (M (k)G %
1 M)

Man beachte, das Dreieck rechts ist kommutativ, weil ¢ als Automorphismus r}(dﬁ) M

ein innerer Automorphismus und die Determinante invariant bei inneren
Automorphismen ist. Damit gilt fur jedes=aA:

det@ (a(a))) = det(cp™(@))) = detg ().

Es reicht also zu zeigen,

detpYa(a))) = detp™X(a)
fur jedes a= A und firjedenk-Automorphismusa Der Automorphismusa
K — A®

induziagt einen Automorphismusa®1: A® K von K-Algebren und

k k
vermittels ¢ einen Automorphismus d:Mn(K) — Mn(K). Wir erhalten damit ein

kommutatives Diagramm

80 Als "Matrix" von PGL(n,K) entstehti(c) aus der "Matrix" ¢, indem mareGal(K/k) auf die
Koeffizienten von ¢ anwendet. Als Automorphismus vorr](IKo entstehis(c) aus dem

Automorphismus c, indem man ihn mit dem Automorphismusn Mn(K) konjugiert.



¢-1

AG A®kK — Mn(K)
det
Ta fe@1  Td 3k
det

AS A®kK ﬁ Mn(K)
Man beachte, das Dreieck rechts ist kommutativ, weil d als Automorphismus r\](dﬁ) M

ein innerer Automorphismus ist. Damit gilt

| detpL(a(a))) = det(dp™L(@))) = detp (). _
Dieselben Rechnungemit der Spur anstelle der Determinante zeigen die
Unabhéngigkeit der reduzierten Spur von der speziellen Wahl des Isomorphismus
QED.

2.5.2 Reduzierte Norm und Umkehrbarkeit

Seien A eine zentrale einfache k-Algebra usglAein Element. Dann sind die

folgenden Aussagen aquivalent.
0] a ist eine Einheit von A.

(i) Nrd(a) # O.
Insbesondere ist A genau dann eine Divisionsalgebra, wemh @ie einzige Nullstelle
der reduzierten Norm

Nrd: A— Kk
ist.
Beweis (i) = (ii). Sei a umkehrbar. Dann gehort zu a eine umkehrbare Matrix in der
Matrizen-Algebra I\{Iq(K), und deren Determinante ist von Null verschieden.

(i) = (i). Wir identifizieren A mit der Teilmenge
AC Mn(K)
der G-invarianten Elemente bezliglich einer geeigneten Operation von G auf dem
Matrizenring. Dann gilt
0 # Nrd(a) = det(a),
d.h. es gibt eine Matrix & Mn(K) mit

ab =Id.
Fur jedesoeG folgt
o(a)o(b) =a(ld) = Id.

Wegen &A ist a invariant unteo, d.h. es gilt eo(b) = Id, d.h.
o(b) = b.

Mit anderen Worten, b ist invariant bei den Elemeiefs, d.h.
bEMAmG:A

d.h, das Element a besitzt ein Inverses b in A.

QED.

Bemerkungen

()  Wie wir wissen, sind die nicht-zerfallenden Quaternionen-Algebren als Elemente
der Brauer-Gruppe von der Ordnung 2: ihre Tensor-Quadrate sind volle Matrizen-
Algebren.

(i)  Wir sind jetzt inder Lage, eine neue Sorten von Divisionsalgebren explizit zu
beschreiben, ndmlich Divisionsalgebren, die als Elemente der Brauergruppe eine
vorgegebene Ordnung besitzen.



(i) Wie wir sehen werden, existieren solche Divisionsalgebren, falls der Grundkorper
k eine Galois-Erweiterung besitzt, die eine zyklische Faktorgruppe der betrachteten
Ordnung enthalt.

(iv)  Wir konstruieren diese Algebren zunéchst in abstrakter Weise unter der Annahme
der Existenz einer Galois-Erweiterung der beschriebenen Art, und gehen dann zu
einer konkreten Beschreibung der Algebren Uber.

(v) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dal3 die Galois-
Erweiterung selbst schon zyklisch ist.

2.5.3 Konstruktion: Zyklische Algebren
Seien
K/k
eine zyklische Galois-Erweiterung der Ordnung m und
X: G:= G(KIk)— ZImZ
ein Gruppen-Isomorphismus. Weiter sei
b e k*

ein Element aus der multiplikativen Gruppe des Grundkdrpers k. Wir ordnen jetzt wie
folgt diesen Daten eine zentrale einfach k-Algebra

(X, b)
zu, welche eine K/k-getwistete Form vorgnlpk) ist und welche die zy und b gehdrige

zyklische k-Algebra heil3t.

Dazu betrachten wir die Matrix
0O b

F(b) ::Ed 1056 GL(m, ).

Dabei bezeichne H_le GL(m-1,k) die Einheitmatrix. Weiter sei

F(b) := F(b) mod k*€ PGL(n,k)
das natiirliche Bild voir ven linarenGruppe.Die Muiltiplikation der
Matrix E(b) mit den Standard-Einheitsvektoren liefert

F(b)-eI =€ furi=1,...,m-1

F(b)-ern = b-e1 :

Daraus liest man ab, dﬁ{b), IA:J(b)Z,...,fIEJ(b)""1 keine Skalarmatrizen sifidund es gilt

Fo"=bld .
m
d.h.

F(b) ist ein Element der Ordnung m von PGL(m, K).

Wir erhalten so einen injektiven Gruppen-Homomorphismus
ZImZ < PGL(m,k), i mod m— F(b).

Zusammensetzemit ¥ und dernatirlichen Einbettung®GL(m,k}»PGL(m,K) liefert
einen injektiven Gruppen-Homomorphismus

51 Das Bild von i ist kein Vielfaches vonle



z(b): ¢t zmz e PGL(M,K)< PGL(M,K), g F(b)X(9),

Weil dasBild von z(b)sogar inPGL(m,k) liegt, konnenwir z(b) auch ald-Kozyklus
auffasseri> Wir versehen M(K) mit der durch z(b)getwisteten Operation und

definieren
(X b) 1= (M, (K)C

also die Algebrader G-Invarianten beziglich dieser Operation. Ndem (Beweis
2.3.13 desAbstiegssatz(es}.3.7ist aufdieseWeiseeine zentrale einfache k-Algebra
des Grades m definiert.

Wir kommenijetzt zur Beschreibungler zyklischenk-Algebren,wie sie urspriinglich
von Dickson vorgeschlagen wurde.

2.5.4 Die Beschreibung der zyklischen Algebren durch Dickson
Seien K/k eine zyklische Galois-Erweiterugdz(K/k) — Z/mZ ein Isomorphismus
und k=k* ein Element. Dann gibt es ein Element
| y € (X, b)
mit
1. (D) = Kel+Key + ... + keyM-1
2. yM=b
3. YA = a(A)y fur jedesheK.
Dabei seo € G der Erzeuger von G my{o) = 1 mod m.

Insbesondere ist K eine kommutative k-Teilalgebra yorb), welchenicht im Zentrum
liegt.

Beweis Bezeichne A den m-dimensionalen K-Vektorraum
A= Kel+Key + ... + KeyM-1
mit der durch 2und 3. gegdz)enenMuItlpllkatlon Mit anderen WorterA ist die von

K und y erzeugte (assoziative aber nldutwendlgkommutative) k-Agebramit den
Relationen 2. und

* Firo,1€G gilt z(b)(E1) = 2(b)0)*2(b)(r) = z(b)E)-0(z(b)(1))
% Anstelle der y-Potenzen verwende man zunachst irgendeine Basis, sag(?n.v\n'r%vl, d.h.
A= Kvo+...+ Kvm_1
Dann definieren wir die Multiplikation
mAxA — A
durch die Bedingung
Vv, va =0 (d)v fur de kK.

Genauer, es gelte

m(r% cv r% )—r% r% clvldeJ :—r% ﬂi J I+j
i=0 i=0 j=0 IOJO

wobei vi+j im Fall i+j = m das Element » bl bezeichne. Esist leicht zu sehen, diese

Multiplikation ist assoziativ,
cv (dv e —cvi-(dcrj(e)vj+ Z) :oo'(doj(e))vi+. —oo(d)c' J(e)v

v j+l

(cv dv) ev y (oc;i(d)viﬂ,).evgzocyi(d)criJ“j(e)vi+j+ ¢

i+j+¢



Weiter sei
A — Mm(K)
die Abbildung mit

. m' i m'l . - - ~ 1
(S =" Tdiage™ 10,6 ™2, A F ).
i=0 i=0
Dabei bezeichnediag(...) die Diagonalmatrixmit den angegebenen Eintragen auf der
Hauptdiagonalen. Diese Abbildung ist k-linear und tberfuhrt jedes Element
cekC K-l
in
i(c) = (1) = diage™c). oM 4c)....0(0).c}F (b = eold,

d.h in sich selbst.
1. Schritt;j ist ein Homomorphismus vok-Algebren

(man beachteg hat die Ordnung m, d.b.i+j (e) =ci+j'm(e))

Weiter hat \6 hat die Eigenschaften des Einselements,

= 1'

Yo
und mit

y = v1
gilt

W:Wmn:mei

Weiter ist

y"'=b

und furAeK gilt yA = o(A)y.
& A 4Rt sich identifizieren mit dem Faktorring der von K und y erzeugten freien k-Algebra
k<K,y>,
die als k-Vektorraum von den endlichen Wértern der Gestalt
albl-...-azbg
erzeugt wird, wobei diei aus K und dieiby—Potenzen sind und = 1,2,3,... Dabei bestehen die

folgenden Relationen

1-b = b firr jede y-Potenz

a-yO = aflr jedes & K

(@+ad)b=ab+ab

b(a’+a”) = ba’ + ba”

ab = ba fur &k.
Sie ist charakterisiert durch die Universalitatseigenschaft, daf sich jeder k-Algebra-Homomorphismus

K—S
auf k<K,y> fortsetzen lafit, wobei die Fortsetzung durch das Bild von y eindeutig bestimmt ist und sich
dieses Bild beliebig vorgeben Iaf3t.
Diese freie k-Algebra wird faktorisiert nach dem zweiseitigen Ideal, welches erzeugt witja]vqund
den Elementen der Gestalt
yA - o(A)y mit A€K.
Anders ausgedriickt, A ist bis auf Isomorphie gleich
k<K,y>/(y™ - byA - oAy | AEK )

wenn K<y> den nicht-kommutativen Polynomring tber K in der Unbestimmten y bezeichnet.



Wir haben zu zeigen, die definierenden Relationen 2. und 3. sich auch fur das Bild

. | iy) = F(b)
von y erfullf®, d.h. es gilt

2. FbM=b.
3. E)j(A) = j(o(\)-F (b) firAeK.
Die Identitat? . haben wir ir2.5.3unmittelbar nachler Definition vonE(b) bewiesen.
Vergleichen wir die beiden Seiten v8n Fiir jeden Standard-EinheitsvektPMt i<m
gilt
i(0M)-F(bye = j6M)-e, , =™ Ha)e, , =a™ e,
= F(bya™ (e = F(b)i(o)-e
d.h. beide Seiten haben dieselbe i-te Spalte. Fur i = m erhalten wir
J'(G(?\))°Tf(b)°em = j(o(A))-be, = Om‘l(OO\))bel = OmO\)bel

="' bhe, = Tf(b)-)\em = Tf(b)-j()\)-em ,
d.h. beide Seiten haben dieselbe m-te Spalte.
e . _ G
2. Schritt:im(j) liegt in (x, b) = (Z(b)Mm(K)) .
Die Algebra Q(b)M m(K))G bestehtaus den mm-Matrizen, dieinvariantsind bei der

Operation des Erzeugessvon G, d.h. der Matrizen X mit
aooo(X) =X.

% Eine alternative Beschreibung von j besteht dann namlich wie folgt. Betrachten wir die k-lineare
Abbildung

0K —M_(K),cr diage™ Xc).a™4c)....0(c).0).
Diese Uberfuhrt jedes Elemer@&k in c-ld, d.h. in sich selbst. Wed ein k-Automorphismus von K

ist, wedenauch Produkteron Elementen € K in die Produkte der Bilder tberfiihrt, d.§. ist ein

Homomorphismus von k-gkebren. Dieser la3t sich adén nichtkommutativen Polynomringi<y>
in der Unbestimmten y fortsetzen, wobei wir das Bild von y beliebig festlegen kénmen. Bezeichne

$: K<y> — Mm(K)
die Fortsetzung mit
o (y) =F(b).
Wenn wir zeigen kénnen, daf? inml\(K) die Relationer? und3 gelten, so bedeutet diq},UberfUhrt
ym - b und die Elemente der Gestaltyo(A)y

in die Null, faktoriesiert sich also Giber

A = K<y>/(y" - byh - oMy | AEK ).
Der induzierte Homomorphismus von k-Algebren
A— Mm(K)

ist aber gerade die oben beschriebene Abbildung j.

% Auf beiden Seiten steht ein Vielfaches des (i+1)-ten Standard-Einheitsvektors.
7 wegen b= k* undo™ = e.



Nun operiert a € Aut(Mm(K)) durch Konjugation mii\f(b) (vgl. 2.5.3), d.h.

MmN = X EM_(K) | FOr o) F () =X)

={X eM_(K) | o) F(b) =F (b}

In der Menge rechts liegt trivialerweise j(yF%b)%® Wegender Identitat3 desersten

Schritts liegen auclie Matrizen jA) mit A€K in dieser Menge. Weil Aon y und K
erzeugt wird, liegt damit aber das gesamte Bild j(A) in der Invarianten-Algebra.

3. Schritt:j ist ein Isomorphismus A— (X, b).

Wir wissenbereits, jist ein Homomorphismus volk-Algebren. Wir haben noch die

Bijektivitat von j zu beweisen. Diglgebrarechtshat dieDimension n% die links hat
dieselbe Dimension

dim A = medim K= me # Gal(K/k) = nf.

Es reicht also zu zeigen, j ist surjektiv. Dazu reicht es zu zeigen,

j®kK: A®kK — (X, b)®kK =09 Mm(K)
ist surjektiv. Diesst ein Homomorphismus voki-Algebrer®, desernBild die Matrizen
der Gestalt

1) i(c) = diag6™ () M 4c)....0(c),c) mit cE K
und die Matrix
©) i(y) =F(b)

enthélt. Die Matrizen (1) liegen alle in der Teilalgebra IZ%(K) (- Mn(K) der

Diagonalmatrizen. Wir identifizieredieseTeilalgebravoriibergehenanit dem K, und
zwar derart, daf3 die Einschrankung von j auf K die Gestalt

1K — D (K) =K", ¢ 15 (c,0(0), ... )
hat. Das Bild dieser Abbildung liegt in keinem echten linearen UnterdmsnK", denn
andernfallslage es ganm einer Hyperebeng].h. esgabe cIEK, die nicht samtlich
gleich Null sind mit
-1 -

n% cl-om Yc) = o fur alle = K.

i=0
Mit anderen Wortengie Charakterejo, g, ... ,om'l: K* — K* waren K-linear

abhangig, imWiderspruchzum Satz von ArtinWir habengezeigt,die Matrizen der
Gestalt (1) erzeugen tber K den Raum der Diagonalmatri%@(‘),m.h.

Dn(K) C Im(j®K).
Insbesondere liegen die Elementarmatrizen
Eii eIm(®K) furi=1, .., m

im Bild von j®K. Wegen*

% Man beachte, wegened k* gilt o(F (b)) =F (b).

% Nach Definition vonY, b) zerfallt die Algebra liber k.
OWeil j ein Homomorphismus von k-Algebren ist.

T Es gilt



E =FO"VE firv<u
uv W
und
E =blFe"ME fur u<v
uv W
liegen samlicheMatrizen der Gestalt u'%/ im Bild von j®K. Da diesesBild ein K-
Vektorraum ist, folgt
Im(j®K) = Mm(K).

QED.

Bemerkung

Wir behandeln jetzt einem Spezialfall der eine etwas schonere Beschreibutgethea
(X, b) erlaubt.

2.5.5 Die Algebren der Gestalt (a, k& und [a, b)

Seien K/k eine zyklische Galois-Erweiterugds(K/k) — Z/mZ ein Isomorphismus
und k=k* ein Element.

1. Fall

Weiter sei m teilfremd zur Charakteristik von k und k enthalte eine primitive m-te
Einheitswurzel

wek.
Fur a,be k* bezeichne
(@ b)
die k-Algebra mit den zwei Erzeugern x, y und den Relationen
xM=a, y"=b, yx =oxy,

d.h'?
(@ b) =<xvy| XN =a, Y= b, yx =wxy >.
2.Fall
Seien k ein Kérper der Charakteristik p > 0 und m = p. Fugskbbezeichne

[a,b)
die k-Algebra mit den zwei Erzeugern x, y und den Relationen

xP=x-a,P=b, yx=(x+1)y,

d.h.
[a,b)=<x,y|R=x-a ¥ =b, yx = (x+1)y>.
F(b)eI =e., fari # m
und
F(b)em: be1
2d.h.

(a, b)m = k<x,y>/I

Dabei sei k<x,y> die nicht-kommutative Polynom-Algebra tber k in x und y (wobei x und y mit den
Elementen von k kommutieren sollen). Als k-Vektorraum besitzt k<x,y> als Basis die Menge aller
endlichen Wérter in x und y. Die Multiplikation kommt vom Zusammensetzen der Worter. Das Ideal |
wird erzeugt von

xM - a, ym - b, yx -wxy.



Bemerkungen
() Istim erstenFall m =2 (alsow = -1), sosind die Algebren(a, b)co gerade die

Quaternionen-Algebren von Kapitel 1.
(i) Im zweiten Fall definiert die Gleichung

P=y-

xF=x-a

eine zyklischen Galoiserweiterungles Grades pderen Galoisgruppe aus den
Abbildungen

Opa +imti=0,1,..,p-1

(o eine fest gewahlte Nullstelle voR xx + a) besteht.

2.5.6 Folgerung
(i) Seien k ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswuszehthalt (mit m
teilerfremd zur Charakteristik von k),

K = k('Va) mit a€ k*

eine zyklische Galoiserweiterung des Grades m und
X: Gal(K/k) — Z/mZ

der Isomorphismus, der den Automorphisfius

0:K—>K,rr\]/5|->wrr\]/5,

in die Restklasse von 1 abbildet. Dann besteht fur belielsgk*leine
Isomorphie von k-Algebren

(a, b)wz (X, b).

(i) Seien k ein Korper der Charakteristik p > 0 und
K/k
die Galoiserweiterung des Grades p zum Polynom

xP-x+a
fir ein ac k*. Weiter seia€K eine Nullstelle des Polynom®x x + a und
X: Gal(K/k) — ZIpZ
der Isomorphismus, der den Automorphisffius
0.K— K, ap a+l,

in die Restklasse vorl abbildet. Dann besteht flrbeliebige b& k* eine
Isomorphie von k-Algebren

[a, b)= (X, b).

73 Jeder k-Automorphismus K— K ist von der Gestalt

m ©m
Var o'+ Va
miti=0, 1,2, ..., denn die Nullstellen voi»a missen in Nullstellen abgebildete werden. Die Zahl

der Automorphismen ist [K:k] = m)so gleich derAnzahl der verschidenen Penzenw'. Man erhalt
also fir jedes i tatsachlich einen Automorphismus.

" Man beachte, mitr ist aucha+1 eine Nullstelle von R-x+a. Also sind

o+i
furi=0,1,2,... Nullstellen dieses Polynoms. Insgesamt hat dieses Polynom héchstens p Nullstellen.
Die Anzahl der verschiedenerti ist aber gleich i, d.h. man erhélt so sdmtliche Nullstellen und deren
Anzahl ist p.



Insbesondere sind (a&k)))md [a, b) zentrale einfache k-Algebren, die Uber K zerfallen.

Beweis
Zu (i). Man erhalt den gesuchten Isomorphismus, indem man als Erzeuger das Element
X = ”Q/é
und das Element y von 2.5.4 wahlt.
Zu (ii). Man setze
X=d

und y sei wie in 2.5.4.
QED.

2.5.7 Bemerkungen

() Spater werdenwir sehen(Kummer-Theorie,Folgerung 4.3.9), dal3 sich bei
Vorhandenseireiner m-tenprimitiven Enheitswurzel jedezyklischen Galois-
Erweiterung des Grades m in der Gestalt

K = k('Va)
wie in der obigen Folgerung schreiben laft.
(i)  Analogwird (Artin-Schreier-Theorie, Bemerkung 4.3.13(1)) jede Galois-
Erweiterung des Grades p in der Charakteristik p > 0 von einer Nullstelle eines

Polynoms der GestalPx x + a erzeugt.

(i) Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, die Klasse einer nicht-zerfallenden
Quaternionen-Algebra hat die Ordnung 2 in der Brauer-Gruppe. Allgemeiner hat
die Klasser einer zyklischen Algebra (a(btojie Ordnung m. Wir Uberlassen den

Beweis dieser Tatsache dem Leser als UbtihgKapitel 4 werden wir die
allgemeinere Tatsache beweisen, dal3 die Ordnung der Klasse einer beliebigen
zentralen einfachen k-Algebra die Zahl m teilt, falls die Algebra tber einer
Erweiterung des Grades m zerfallt.

(iv) Sehr viel tiefliegender ist die folgende Umkehrung dieser Aussage.

2.5.7 Theorem von Merkurjev-Suslin

Sei k ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswutaenthalt. Jede zentrale einfache
k-Algebra, deren Klasse in der Brauer-Gruppe Br(k) die Ordnung m besitzt, ist dann
Brauer-aquivalent zu einem Tensor-Produkt

(2y, by) ©--O(@, b),,
von zyklischen k-Algbren.

Bemerkungen

() Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung des in Kapitel 1 formulierten Satzes
von Merkurjev. Merkurjev und Suslin haben dieses Ergebnis kurz nach dem
Ergebnis von Merkurjev. Der Beweis dieser allgemeineren Aussage wird den
grof3ten Teil dieses Buches in Anspruch nehmen.

(i) Die nachfolgende Folgerung aus dem Satz von Merkurjev-Suslin scheint keinen
elementaren Beweis zu besitzen.

> Man beachte, der 1-Kozyklus
G— AUt M (K),owr a ,
K m o

fur den diezugehdrige Operation der Galois-Gruppe def Matrizen-Algebra gerde (a, c‘k)))als Fix-
Algbra besitzt, kommt vorinem Element F(bfAutKMm(K), der Ordnung m. Die Tensorpotenzen

dieses Automorphismus liefern gerade die Tensorpotenzen der Algebr(% (aglbp.4.6).



2.5.8 Folgerung

Seien k ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel besitzt und A eine zentrale
einfache k-Algebra, deren Klasse in Br(k) die Ordnung m besitzt. Dann gibt es Elemente

81,...,6}6 k*

_ (M m
K = K(' /al\lal)
zerfallt. Insbesondereerfallt A Gker einer Galois-Erweiterunmgnit auflésbarer Galois-
Gruppe.

derart, dal3 A Uber

2.6 Eine grundlegende exakte Sequenz der Gruppen-Kohomologie

In diesem Abschnitt beweisen wir eine abstrakte Aussage, die zusammen mit der
Abstiegsmethode unser wichtigstes Werkzeug bei Berechnungen sein wird.

2.6.1 Der Anfang der langen Kohomologie-Sequenz
Seien G eine Gruppe und

l1—A—wB—C—1
eine exakte Sequenz von Gruppen mit G-Operati@ann besteht eine exakte Sequenz
von punktierten Mengen

G G G 1 1 1
1—-AY—B”—C”— HY(G, A)— HY(G, B)— H(G, C).

Eine exakteSequenz punktiertévlengen istnach Definitoineine Sequenz, imwelcher
der Kernjeder Abbildunggleich dem Bildder vorangehenden Abbildungt. Dabei
versteht marunter demKern einer Abbildung punktierter Mgen, dieMenge der
Elemente, die in den Basis-Punkt abgebildet werden.

Beweis Die einzigennicht-trivialen Teile des Bewises bestehen in der Definition der
Abbildung

5. cC — Hi@G, A

und im Beweis der Exaktheit an den Stell&h @d Hl(G, A).
Definition der Abbildung.
Sei

ce CG.
Wir wéahlen ein Urbild
beB

von C bezligth der gegebeneS8urjektion B— C. Furjedesoc€G wird dann das
Element
ba(b) L

bei dieser Surjektion in die 1 abgebildeflso liegt dieses Element in ‘&,

ba(b) le A.
Durch direktes Nachrechnen sieht man, die Abbildung
1) G—s A, orbo(b)
ist ein 1-Kozyklus, und ein®lodifikation von bmit einem Element voi liefert einen

aquivalentenl-Kozyklus. Manerhdlt also eine wohldefinierteAbbildung & von der
geforderten Art.

Exaktheit arder Stelle C,G

6 d.h. die Homomorphismen der exakten Sequenz sind G-aquivariant.
""Weil ¢ bei der Operation von G in sich abgebildet wird.
8 Wir fassen hier A als Untergruppe von B auf beziiglich der gegebenen InjektionB.



Nach Definition Uberfiih die Elemente von % die von BG kommen®, in die 1. Sei
jetzt umgekehrd(c) = 1. Dannist der 1-Kozyklus (1)&quivalent zum konstanten 1-
Kozyklus

G—AOPR 1,
d.h. es gibt ein Element@aA mit
ba(b) L = alo(a) fur jedeseG,
d.h. ab =g(ab). Als Urbild von c in B kanmrmandas G-invarianteElement abc BG
wahlen, d.h. ¢ liegt im Bild der AbbildungB—; CC.

Exaktheit arder Stelle Hl(G, A).
Die Zusammensetzung

cC s HY(G, A)— HY(G, B)
ist nachKonstruktiontrivial: als 1-Kozyklus mit Werten in Bist (1) &quivalent zum
konstanten 1-Kozyklus 1.
Sei jetzt umgekehrt

aG—A, o|->a0 ,

ein 1-Kozyklus, derals 1-Kozyklus mit Werten in Bitrivial ist (d.h. aquivalent zum 1-
Kozyklusor 1). Dann gibt es nach Definition eieEB mit

a = b Lo(b) fur jedesoeG.
Sei ¢ das Bild vonH in C. Wegero(b) = aob und a € A gilt danno(c) = cfir jedes

0<G, also

G
ceC”.
DasBild von c¢ beid ist nachKonstruktiongerade diKlasse von a, d.hdieseKlasse
liegt im Bild vonad.
QED.
Bemerkung
Als eine erste Anwendung beweisen wir den Satz von Noether-Skolem.

2.6.2 Satz von Noether-Skolem

Alle Automorphismen einer zentralen einfachen k-Algebra sind innere Automorphismen
(d.h. Konjugation mit einem umkehrbaren Element der Algebra).

Beweis Seien A eine zentrale einfache k-Algebra, welche tber der endlichen Galois-
Erweiterung K/k zerfallt. Dann ist

A®kK

isomorph zu einer vollen Matrizen-AIgebramM(). Insbesondere sind alle

Automorphismen von &, K innere Automorphismen (nach 2.4.1). Der Gruppen-

k
Homomorphismus
(A®kK)* — AutK(A®kK),

welcher jedem umkehrbaren Element die Konjugation mit diesem Element zuordnet, ist
somit surjektiv. Der Kern dieses Homorphismus besteht aus den den Skalar-Matrizen
entsprechenden Elementen der AlgébMir erhalten damit eine exakte Sequenz

d.h. man kanneE)BG wabhlen.

8 Eine Matrix kommutiert genau dann mit allen anderen Matrizen, wenn es sich um eine Skalar-Matrix
handelt.



1— K* — (A® K)* — Aut, (A® K) — 1

abelscher Gruppen. Auf diesen Gruppen operiert die Galois-Gruppe
G = G(K/K)
und die Gruppen-Homomorphismen siglivariant beziiglicklieser Operatiof: Fur

jeden Automorphismus: A®kK — A®kK und jedessEG qilt
o ()X =0 Ha@(x),
d.h. die G-invarianten Automorphismen sind gerade diejemigait

o Ya(o(x))) = ax) fir alle x,
d.h.
a(o(x)) =a(a(x)) fur alle x.

Inshesondere Uberfihatden G-invarianten Teil von @kK in sich, d.h.

a(A) C A.
Mit anderen Wortery liegt im Bild der natdrlichen Einbettung

Autk(A) S AutK(A®kK), B » B®Id.
a(x) =o(a(x)) fur alle xe A,
Wir haben gezeigt,
AutK(A®kK)G = Aut (A).
Wir gehen zuden G-invariantenTeilen der exakternSequenz tbeund erhalten nach
2.6.1 eine exakte Sequenz
1— k* — A* — Aut, (A) — Hi(G(K/K), K*).

Nach dem Satz 90 von Hilbert ist die Kohomologie-Menge rechts trivial, d.h.
die Abildung

A* —s Aut (A),

welche jeder Einheit den zugehdrigen inneren Automorphismus zuordnet, ist surjektiv.
QED.

Bemerkung

Als weitere Anwendung geben wir eine nitzliche kohomologische Charakterisierung der
reduzierten Normen an. Zunachst aber eine Bezeichnung:

2.6.3 Definition: SLl(A)

Sei A eine zentrale einfache k-Algebra. Dann bezeichne
SLl(A) :={a€ A|Nrd(a) = 1}

die multiplikative Gruppe der Elemente der reduzierten Noffm 1.
Bemerkung

FurA= Mn(k) ist SLl(A) = SLn(k), da die reduzierte Norm Nrd-AsK gerade die
Determinante ist.

81 Die Sequenz stimmt bis auf Isomorphie mit der Sequenz
1— Keld — M_(K) — PGL_(K) — 1

Uberein, wobei links die natirliche Einbettung der Skalarmatrizen steht und rechts die

natdrliche Surjektion auf die Faktorgruppe mit dem Ketld K
82 Man beachte, nach 2.5.2 ist ein Element von A genau dann umkehrbar, wenn seine reduzierte Norm
von 0 verschieden ist.



2.6.4 Eine kohomologische Charakterisierung der reduzierten Normen

Seien A eine zentrale einfache k-Algebra, welche Gber der endlichen Galois-Erweiterung
K/k zerfallt, und G = G(K/k) deren Galois-Gruppe. Dann besteht ein Isomorphismus
punktierter Mengen

HiG, SL(A®, K)) = k¥/Nrd(A¥).

Bemerkung
Zum BeweisdieserAussage benotigewir die folgendeVerallgemeinerungles Satzes
90 von Hilbert (Beispiel 2.3.8).

2.6.5 Eine Verallgemeinerung des Satzes 90 von Hilbert

Seien A eine zentrale einfache k-Algebra, welche tber der endlichen Galois-Erweiterung
K/k zerfallt, und G = G(K/k) deren Galois-Gruppe. Danrfyilt

HiG, (A®, K% = 1.

Beweis Wir betrachten Aals k-VektorraumDie Multiplikation von Aist eine tber k
bilineare Abbildung

AxA—A, (X)) ax.
FUr jedes &A erhalt man eine k-lineare Abbildung

A — A X— ax,
die man als Tens@ba auf A ansehen kann. Das Paar

(A (@) )
aus A und der Familie d@ra ist ein k-Objekt im verallgemeinerten Sinne von 2.3.15.

Zwischen den Tensoreha bestehen die Relationen

b, +P_, =0,  fira,a’eA
a a a'+a
D oD =@ , ,firA,ac A
a "a a'a
d)l =1Id
Diese bedeuten gerade, dal3 A Uber sich selbst eine Modulstruktur besitzt. Sei jetzt
(B, (W) o)

ein K/k-Twist, d.h. B ist ein k-Vektorraum und dlea sind Tessoren auf B und egibt

einen K-linearen Isomorphismus

B®kK — A®k

bei welchen flr jedes=zA der TensoHJain den Tensocba abgebildet wird. Die obigen

K,

Relationen zwischen deha haben insbesondere zur FoldaR3 dieanalogerRelationen
zwischen dehIJa bestehen. Mit anderen Worten, ein K/k-Twist von @‘a)(ae A) ist ein

K-Modul isomorph ist zu &, K.

A-Modul B mit der Eigenschatt, daf?@(K als A® K

k

Nach derverallgemeinerten VariandesAbstiegssatze2.3.7 bestehteine Isomorphie
der punktierten Menge der getwisteten Formen mit der ersten Kohomologie,

~nul
Ein Element von AL&(QJ) ist ein K-linearer Isomorphismus

BFurA= Mn(k) ist (A®kK)* =M n(K)* = GLn(K) und man erhélt die alte Formulierung des Satzes 90
von Hilbert in 2.3.8.



O(:A®kK — A®kK,

der Modulstruktur von &, K Uber sich selbst vertraglich ist, d.h. mit

k
a(asm) = aa(m) firam e A®kK .
Damit ist
AutK(GJ) = AutA®kK(A®kK) = (EndA®kK(A®kK))* = (A®kK)*

Zur Isomorphie ganz rechts sielech den Anfangles Beweises voAl.11(ii). Damit
steht rechts in (1) die Kohomologie-Menge, die wir berechnen wollen.

Es reicht alsalie linke Seite vor{l) zubestimmen. Sealso (V, W) ein K/k-Twist von
(A,. ®), d.h. Vist ein A-Modul mit

(2) VR, K = A®. K

k k
als Moduln Uber &, K. Nach dem Satz vowedderburrgibt eseine Divisionsalgebra
D und ein n mit

k
A= Mn(D)'

Insbesondere ist Aalbeinfachd.h. die A-Moduln A undV sind direkte Summen von
einfachenA-Moduln. Als Matrizen-Algebra besitzt Ais auf Isomorphie nueinen
einfachenA-Modul. Die Anzahl der direkten Summanden von énd V in einer
Zerlegung in einfache Moduln ist aus Dimensionsgrunden (d.h. wegen (Bpidigr A-
Moduln dieselbe. Deshalb gilt

V = A als A-Modul.
Wir haben gezeigt, es gibt bis auf k-lsomorphie fur A nur einen K/k-Twist, d.h.

TFK(AK, CDK)
ist trivial.
QED.

2.6.6. Beweis von 2.6.3
Die Fortsetzung der reduzierten Norm

Nrd: A— kK
K ist nach Definition gerade die Determinante

A® K=M KdetK
k-~ m()_) ’

also insbesondere surjektiv. Damit erhalten wir eine exakte Sequenz
1— SLl(A®kK) — (A®kK)* N_r(il K¥ — 1.
Wir gehen zu den invarianten Teilen Gber und erhalten nach 2.6.1 eine exakte Sequenz
a N e SL(A®,K)) — Hi(G, (A®, K)*).

Nach 2.6.5 ist die Menge ganz rechts triwdgth. die Abbildung irder Mitteist surjektiv.
Dann gilt aber

auf A®k

HlG, SL(A®, K)) = K¥/Nrd(A%).
Aufgaben

1. Tensorprodukt von Divisionsalgebren
Man zeige, das Tensorprokte@léD” von Divisionsalgebren mit teilerfremden Graden
ist eine Divisionsalgebra.



Hinweis: manvende das Lemma von Rieffel an mit einem Linksideal L i® D"

K
und zeige dirE (D’®kD") =dim K L.

2. Additive Variante des Satzes 90 von Hilbert
Man zeige, fur jede endliche Galois-Erweiterung K/k mit der Gruppe G ist die Menge

HY(G, k1) trivial, wenn K' die additive Gruppe des Kérpers K bezeichnet.
Hinweis. Man fasse Kvermittels

K* — GL,(K), ap % i‘%
als Untergruppe der %KK) auf und wende 2.6.1 an).

3. Die Kohomologie mit Koeffizienten in der Slﬁ

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe G. Man bestimme
HlG, SL (K).

4. Konstruktion des Inversen in der Brauergruppe

Sei A einezentrale einfache Algebides Grades n GbeemKorper k. Manverwende
wie folgt den Galois-Abstieg fur einen alternativen Beweis der Isomorphie

0~
A AT =M oK)

im Beweis von 2.4.10.
(&) Man konstruierefur eine Galois-Erweiterungk/k, Uber welcher A zerfallt
explizit eine Isomorphismie

0~
Mn(K)®kM n(K) = MnZ(K)'
(b) Man twiste die Standard-Operationen von G G(K/k) auf den Matrizen-
Algebren Mn(K) und Mn(K)O mit dem 1-Kozykluo a = qJ'loo(Lp) Zu einem
Isomorphismus
g A®kK — Mn(K)
. . 0~ , I
und zeige, der Isomorphlsmgmn(K)@)k aMn(K) = MnZ(K) ist G-aquivariant.
(c) Man schlieBe den Beweis ab durch Ubergang zu den invarianten Teilen.

5. Die Ordnung der zyklischen Algebren in der Brauer-Gruppe.

Seien k ein Kiper, dereine m-teprimitive Einheitsvurzel enthalt,und a, lek* wie in
2.5.5. Zeigen Sidlie Klasseder zyklischenAlgebra (a, bgJ in der Brauer-Gruppe hat

eine Ordnung, welche m teilt.

6. Trivialitat von (a, 1-a)w in der Brauer-Gruppe

Man zeige, fur jedes@ k* ist die Klasse der zyklischen Algebra (a, cln-abivial in der
Brauer-Gruppe.

7. Quaternionen-Algebren: Galois-Operationen und Kommutatoren

Seien k eirKorper der Charakteristik= 0 und Qeine Quaterionen-Algebra Uber Kk,
welche Divisionsalgebra ist.



(@) Sei LC Q ein Teilkdrper. Man zeige, es gibt ein Eleme&t @* mit qu'1 -
L. AuRerdem induziert die Konjugation mit q die Operation von Gal(L/k) auf L.
Hinweis: Man verwende den Satz von Skolem-Noether.
(b) Sei re Q ein Element der Quaternionen-Norm 1,
N(r) = 1.
Man zeige, r ist ein Kommutator in der multiplikativen Gruppe Q*.
Hinweis. Man verwende den Satz von Hilbert 90 in seiner klassischen Formulierung.

8. Satz von Dieudonné

SeienD/k eine Divisions-Algebramit dem Zentrum kund n eine nattrlichezahl.
Bezeichne
GLn(D)

die Gruppe der umkehrbaren Elemente der zentralen einfachen k-AIgﬁ(rD)iMd
Nrdn: Mn(D) — Kk

deren reduzierte Norm. Wir betrachten fi il j < n und d& D die Matrix
Ei J.(d) = In + d-Eij :
derenEintrageauf der Hauptdiag’onalegieich 1,deren Eintrag in dePosition (i,))

gleich d und deren ubrige Eintrége gleich 0 sind.
(@ Man zeige, Nrrq(Eij (d)) =1 far alle i,j,d.

(b) Sei
E.(D)

die von den Matrizen
Eij(d)’ 1<i# j<n,deD
erzeugte Untergruppe von (rsm(lD) und
Diagn(D*)

die Untergruppe der Diagonal-Matrizen vonr@D). Man zeige,

= «Di *) o

GLn(D) = En(D) Dlagn(D ) En(D)'
(c) Satz von Dieudonné. Man folgere,
Nrd, Nrdq
Im(GLn(D) — k¥ = Im(GLl(D) — k*).

3 Gruppen-Kohomologie

Fur die weiteren Untersuchungen der Brauer-Gruppen benétigem einige

grundlegenden Begriffaus derfTheorie derKohomologie-Gruppemit Koeffizienten

in einem abelschen Modul. Dies ist eina@ler Literatur gutlokumentierte Theorie. Wir
gebenbeweisen hiemur diejenigen Fakten, dievir im folgenden bendjen (zum

leichterenVerstandnisfir den Leser). Insbesonderédeweisenwir die Exaktheit der
grundlegendenSequenzen,konstruieren die Cup-Produkte unduntersuchen die
Abbildungen,welchen dieKohomologieeiner Gruppemit der einerUntergruppe oder
Faktorgruppe verbinden. Entsprechenddem gegenwartigenStandpunkt in der
homologischerAlgebra betone wir die Verwendung va Komplexenund projektiven

Auflésungen gegeniiber der expliziten Beschreilerg<ozyklenund derTechnik der

Dimensionsverschiebung (obwohl letztere ebenfalls sehr nitzlich sind).

Wie schon gesagt ist der Gegenstand died€apitels inzwischen weitgehend
standartisiertund fastalle Tatsacherkannman bereitsn der ersterMonographie zur
homologischen Algebra von Cartan und Eilenberg [1] finden.



3.1 Definition der Kohomologie-Gruppen

3.1.1 Moduln Uber einer Gruppe

Sei G ein Gruppe. Eiflinker) G-Modulist eine abelschen Gruppe A mit einer linken
Operation von G,

GxA—A.
Falls G auf A trivial operiert, d.h. wenn
s~a = a fur £G und &A

gilt, so heil3t A auclrivialer G-Modul. Ein G-Homomorphismus ist ein aquivarianter
Homomorphismus

h:A— B

von abelschen Gruppen, d.h. ein Gruppen-Homomorphismus, der mit den Gruppen-
Operationen vertraglich ist, d.h. mit

h(o-a) =o-h(a) fur jedes@A und jedeseG.

Die Menge der G-Homomorphismen-As B wird mit

HomG(A, B)

bezeichnet. Die Untergruppler G-invarienteBlemente von A wird mit

AG .= {a€ A|o(a) = a furoeG}
bezeichnet.

Bemerkungen

(i) Der Begriff des G-Moduls stimmt mit dem Begriff des Moduls Giber dem
Gruppen-Ring

uberein. Fur jedes Elemen§ Ry € Z[G] und jedes &A ist durch
oet

(> nc-o)-a:: > nc-o(a)
oeG oeG
auf A eineZ[G]-Modul-Struktur definiert. Umgekehrt definiert wegerGZ[G]
jedeZ[G]-Modul-Struktur auf A eine Operation von G auf A.
(in) HomG(A, B) ist eine abelscheGruppe beziglichder utblichenAddition von
Homomorphismen.

3.1.2 Axiomatische Beschreibung der Kohomologie-Gruppen I.

Unser Ziel ist es, fur jede Gruppe G, jeden G-Modul A und jede nicht-negative ganze
Zahl i eine abelsche Gruppe



HI(G, A)
zu definieren, so dal} die folgenden drei Bedingungen erfillt sind.

1. HYG, A) = AC fiir jeden G-Modul A.
2. Fur jeden G-Homomorphismus-A» B und jede nicht-negative ganze Zahl i gibt
es naturliche Homomorphismen _
H!(G, A)— H'(G, B)

3.  Furjede kurze exakte Sequenz

0O0—wA—B—C—O0
von G-Moduln gibt es eine unendliche lange exakte Sequenz

0— HOG, A) — HIG, B)— HO(G,C)— HG, A) — ...

..— H(G, A)— H!(G, B)— HI(G, C)— H™L(G, A) — ...

von abelschen Gruppen.
Bemerkungen
() Mit anderen Worten, wollen die im vorigen Kapitel eingefiihrten Gruppen

HiG, A)

auf den Fall vonh6éheren Dimensionererallgemeinernund insbesondere die

lange exakte Sequenz von von 2.6.1 zu einer unendlichen Sequenz fortsetzen.
(i)  Man weil3 nur im FalkommutativerGruppen Adal’ diesndglichist. Fir nicht-

kommutative A sind verniinftige Definitionen vo8, A) nur fiir i< 3 bekannt.
Wir werden sie hier nicht betrachten.

(i) Zur Konstruktion der Gruppen G, A) beginnerwir mit einigenAusfiihrungen

zur Theorie der linken Moduln Uber einem Ring
R,
der nicht notwendig kommutativ sein muf3, aber ein 1-Element besitzt.

(iv) Genauer: statt (ii) fordert man, daddle Konstruktionen, also audtlie derlangen
Kohomologie-Sequenz 3uffiktorielle bezlglichdes Koeffizienten-Moduls A
sind.

(V)  Zur vollstandigen axiomatischeBeschreibung der Kohomologfehlt noch eine

Bedingung, die &sagt,da die Gruppen HG, A) mit i > 0 fur gewisse
Koeffizienten-Moduln A gleich Null sind.

3.1.3 Kohomologie von Komplexen

Sei R ein nicht-notwendig kommutativieing mit 1. Ein (kohomologischer) Komplex
von R-Moduln ist eine Sequenz von R-linearen Abbildungen

A% ﬁ a9 i (ﬂ
(i€ Z) mit d*Led = 0 fur jedes i. Wir werden auch
A =Alundd=d'

schreiben. Weiter fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein.

Z'(A%) = Ker(d),

B'(A*) = Im(d"1)

H'(A% =Z'(AB'A).
Der Komplex A*heif3tazyklisch, wenn HA*) = 0 gilt fur alle i.
Ein Komplex-Morphismusb: &4* —s B* ist eineFamilie vonR-linearenAbbildungen

o': Ai—>Bi mit der Eigenschaftdal3fir jedes i diefolgenden Diaggmm kenmutativ
sind.



Al Al

q)il l¢i+1
Bl _, gitl
Ein kurze exakte Sequenz von Komplexen ist eine Sequenz von Komplex-Morphismen
O—A* »B*—>C*— 0
mit der Eigenschaft, dal} fir jedeSZ die Sequenz
0o—wA 5B 5 —5o
exakt ist.
Bemerkung

Auf Grund der Definition induziert jeder Komplex-MorphisntbsA — B fir jedes i
einen Homorphismus

HI(A*) —s HI(B¥).

3.1.4 Die lange Sequenz zu einer kurzen exakten Sequenz von Komplexen
Sei
O—A* »B*—>C*— 0
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz
.. —s Hi(A%) — H(B*) —s HI(C¥) 9, H*la) — ...
Der Homomorphismu# hei8t Zusammenhangshomomorphimus oder #orand-
Abbildung. -

Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir das folgende Lemma.

3.1.5 Schlangen-Lemma
Fur jedes kommutative Diagramm von R-Moduln

A—B—C—0

la B v
0— A — B — C
mit exakten Zeilen gibt es eine exakte Sequenz
Ker(a) — Ker(3) — Ker(y) — Koker(@) — Koker(3) — Koker(y).
Beweis Die Konstruktion der Abbildungen in dieser Sequoz ist offensichtlich mit
Ausnahme der Abbildung
d; Ker(y) — Koker(@).
Sei
ceKerfy) & C
vorgegeben. Wir wahlen ein Urbild
beB
von c. Wegen der Kommutativitéat des rechten Vierecks ist das Bilf(lpm C' gleich
Null. Es kommt also von einem eindeutig bestimmten Element
aeA.
Je zweiUrbilder b vonc unterscheiden sich ugin Elementaus A. Diezugehorigen

Elemente aunterscheiden sichlso umein Elementaus Im¢), liefern also dasselbe
Element im Kokern von.



Damit ist die Abbildungo definiert. Die Exaktheitder Sequeniiberlasserwir dem
Leser als Ubung.
QED.

3.1.6 Beweis von 3.1.4
Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm, -

AB'(A) — B'/B'(B*) — C'/B'(C*) —0

la 18 Ly ,

dessen vertikale Abbildungen von den Korand-Operatoren der Komplexe kommen.

Die Zeilen dieses Diagrammsind exakt (wie man durch eine kleine Diagrammjagt
herausfindet). Nach dem Schlangenlemma besteht dann aber eine exakte Sequenz

H(A% — H(B*) — H!(C) — H*1(a%) — H*LBY) — H*L(cH
Durch Zusammensetzen erhélt die lange Kohomologie-Sequenz von 3.1.4.

Bemerkung
Im weiteren bendtigen wir den Begrifés projektiven Maals undeinige Eigenschaften
dieser Moduln.

3.1.7 Projektive Moduln
Ein R-Modul P heif3t projektiv, wenn fir jede surjektive R-lineare Abbildung
a:A—B
die Abbildung
Hom(P, A)— Hom(P, B) A » Acq,

ebenfallssurjektiv ist, d.h. jede R-lineareAbbildung P — B a3t sich entlangx

anheben.

Beispiele

() R ist als R-Modul tber sich selbst projektiv.

(i) Jede direkte Summe vamojektiven R-Moduln ist projektiv.
Beweis Zu (i). Fir jedes Diagramm

a
A—» B

Ts

R
von R-linearen Abbildungen (nat surjektiv) kann man ein Elemen&aA finden mit

o . a(a) =B(1).
Die R-lineare Abbildung
R— A, 1 rea,

ist dann die gesuchte Anhebung eantlanga.
Zu (ii). Fur jedes Diagramm

a
A— B
8

@®.M.
i
von R-linearen Abbildungen (mit surjektiv) Iaf3t sicif8 genau dann anheben entlang
wenn dies fur alle Einschréinkun@i,q/I der Fall ist.
[

QED.



3.1.8 Folgerung: freie Moduln sind projektiv
Jeder freie R-Modul ist projektiv.

3.1.9 Beispiel: F(A)
Fur jeden R-Modul A bezeichne
FA) =@ A Ra

die direkte Summe der Familie von Kopien von A, welche durch A indiziert wird. Dann
besteht eine R-lineare Surjektion

Ty F(A) — A, 1a|-> a,
welche durch die Bedingung definiert ist, dafd das Einselergeie!sla—ten direkten

(mit Ra: R fur jedes a)

Summanden in a abgebildet wird.

3.1.10 Kriterium flr projektive Moduln

Fur jeden R-Modul P sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) P st projektiv.

(i) P ist dir&kter Summand eines freien R-Moduls, d.h. es gibt einen R-Modul P' mit
der Eigenschatft, dafd

POP'=F
isomorph ist zu einem freien R-Modul.

Beweis (ii) = (i). FUr jedes Diagramm

a
A—> B

T8

von R-linearen Abbildungen kann marzu einer R-linearen Abbildung au@P'
fortsetzen, indem man alle Elemente von P' in die Null abbildet. Es reicht also fur

A— B

8
POP'

zu zeigen, dal3 sighentlanga anheben laRt. Das ist aber der Fall, waPPfrei, also
projektiv ist.

(i) = (ii). Wir betrachten das Diagramm

FP)—» P
TB:zld '
P

wobeia die Surjektion von 3.1.9 ist urffldie identische Abbildung. Weil P projektiv

ist, laft sictf3 entlanga anheben, d.la besitzt einen Schnitt s:2» F(P). Dann ist
aber

¢:P@Ker(a) — F(P), (p, X)» s(p) + X,
ein R-linearer Isomorphismus (mit der Invergery » (a(y), y - s@(y)))).*

8 Es gilt
(o (p.x)) =Y(s(p)*x)
= (a(s(p)+x), s(p)*+x - sA(s(p)+x)))
= (a(s(p)), s(p) + x - s((s(p)))) wegen = Ker(a)
= (p, s(p) + x - s(p)) weil s ein Schnitt vonist



QED.

3.1.11 Projektive Aufldsungen
Eine projektive Aufldungeines R-Moduls A ist ein Komplex
e —> P2—> Pl—> PO—) 0
von R-linearen Abbildungen projektiver R-Moduln zusammen mit einer Surjektion
P0—>A,
welcheAugmentatiorheil3t, wobei die folgende unendliche Sequenz exakt ist:

e —> P2—> P1—> P0—>A—>0

Bemerkung
Jeder R-Modul A besitzt eine projektive Auflésung.
Beweis Fur P, kann man zum Beispiel den in 3.1.9 definierten R-Modul F(A) nehmen

0
und far FE) — A die dort angegebene naturliche Surjektion. Angenommen, wir haben
bereits eine exakte Sequenz
Pn—>Pn = P1—> PO—>A—>O

mit PI projektiv fur alle i konstruiert. Dann kann man

P, = F(K) mitK := Ker(P — P

setzen und als Abbildung

-1

Pn+1_> F)n

die Zusammensetzungus dernatirlichen Surjektion F|>1+1= F(K) — K und der

natirlichen Einbettung K2 Pn verwenden.
QED.

3.1.12 Vergleichssatz
Sei ein kommutatives Diagramm

—> Pzg Plg PO& A —O0
lu
b b b
— 32481480—‘% B —s0

von R-linearen Abbildungen gegeben, wobei die Moduln der oberen Zeile einen
Komplex mit F|> projektiv bilden sollen und die untere Zeile exakt sei. Dann gibt es R-

lineare Abbildungenmi: P| — Bi’ welche sich komntativ in dieses Diagramm
einfugen lasser.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.

—>P£PAP A —0
lay Jag lag o

_)B AB AB —)B—)O

= (p, X).

oY) = o(a(y), y - sa(y)))
=s@(y) +y-sb(y)
=y.

und



Fir je zwei solche Familien R-linearer Abbildungen, sagenallxﬁn(nd (3i) gibt es R-

lineare Abbildung/i: F>I — Bi+ mit

1
(1) OB =Yg oP v Bygey;
Beweis Zur Konstruktion vorw, nehmen wir an, daf3 alth]\ mit j < i bereits definiert
sind,
Pi Pj- Pi-
P P R R
lay O o, lagg
g 0 g g P2g
— 5T Pia i-2 i3
wobei wir
a,=a

vereinbaren. Es gilt
Im(ai_lopi) C Ker(bl_l) = Im(bl).

Die Inklusion bestehtyeil das Quadrat (Ikommutativist und die obereZeile des
Diagrammseinen Komplex dartellt. Das Gleichheitszeichen bestetteil die untere

Zeile exakt ist> Weil P projektivist, laRtsicha. , °p, entlang II:)anhebei‘iS und liefert
so den gesuchten Homomorphisrml.lsDamit ist die Existenz der FamilieiQ gezeigt.
Seien jetzt zwei Familien (xi) und (3i) gegeben,welche sich kommutativ in das
Diagramm einflgen lassen. Whaben die Fartie deryi zu konstruierenDazu setzen
wir

Y= 0
und nehmen zur Konstruktion vgnan, daf allg. mit j < i bereits definiert sind und der
Bedinung (1) gentgen. Wir betrachten das Diagramm

Pi+1 Pi Pi-
— P e oo, e
sl vy lsay A, L,
bi+1 bj b;.
— B, B — B, -3 B, —.
mit
Ad =0 - By
Es qilt
bioAO(i = AO(i_lopi (weil (I) kommutativ ist)
= (yi-2°pi-1 + b|°yi-1)°pi (wegen (1) mit i-1 anstelle von i)
= bloyi_lopi (well die obere Zeile ein Komplex ist)
also

8 Fir i = 0 gilt das trivialerweise.
8 Wegen Im(ﬁri 1opi) (- Im(bi) konnen wir vor[jbergehendI Elﬁdurch Im(tl)) ersetzen und so dafir

sorgen, daBitsurjektiv wird.



Bio(A0; -, 1°R) =0,
also

Im(AO(i - yi_lopi) C Ker(bl) = Im(b|+1).

Weil Pi projektiv ist, laRt sic:hAgO(i -yi_lopi) entlang t|)+1 anheberund liefert so einen
Homomorphismus
Vi B — By
mit
By = A% Y Py
Mit anderen Worten, es gilt (1).
QED.

3.1.13 Konstruktion der Kohomologie-Gruppen

Seien G eine Gruppe und A ein G-Modul. Wir versehenit der trivialen Operation
von G und wahlen eine projektive Aufldsung

P, .o+l P LN P, Pig P Py—> 0

des trivialen G-ModulZ. Auf diesen Komplex wenden wir den kontravarianten Hom-
Funktor Hor‘ré( ?, A) an und erhalten einen Komplex

0—>HomG(P0,A)—>...—>H0mG(P A)—>HomG(Pi,A)—>Hom P. . ,A)— ...

i-1’ G' i+

den wir mit

HomG(P* A)

bezeichnen. Die Kohomologie von G mit Werten in A wird definiert als die
Kohomologie dieses Komplexes,

H'(G,A) = H'(HomG(P*,A)) firi=0,1,2, 3, ..

3.1.14 Korrektheit der Definition der Hi(G, A)

Die Gruppen Ii-(G, A) besitzen die Eigenschaften 1-3 von 3.1.2 und sind unabhangig
von der speziellen Wahl der Auflosung. P

Beweis Eigenschatft 1.
Nach Definition gilt

HOG, A) = HO(HomG(P*,A)) = Ker(Homy(Py,A) —s Hom (P A))
Aus der exakten Sequenz
F’1 — PO —7Z—0
erhalten wir eine exakte Sequenz
0— HomG(Z, A) — HomG(PO,A) — HomG(Pl, A),
d.h. es gilt
HOG, A) = Hom(Z, A).
Es reicht also zu zeigen, die Abbildung
1) Hom(Z, A) — AS o o1),
ist wohldefiniert und bjektiv (sie ist dann offensichtlich ein Gruppen-
Homomorphismus). Fir jeden G-Homomorphismz — A und jedesseG gilt



o(@(1)) =@(a(1)) =" @(1),
d.h. @(1) liegt in AC und die Abbildung(1) ist korrekt definiert. Ein aufZ definierter
Gruppen-Homomorphisuos ist durchseinenWert an derStelle 1 begits vollstandig
festgelegt. Also ist die Abbildung (1) injektiv. Fur jedes G-invariar@efaist aul3erdem
durch

7Z — A, N Na,

ein G-Homomorphismus definiert. Sein Bild bei (1) ist gerade a.
Eigenschatt 2. _
Die Funktorialitatder H(G, A) in A (bei fest gewahlter Aufldsung P. ergibt sich

unmittelbar aus der Konstruktion in 3.1.13.

Eigenschatt 3.
Fur jede kurze exakte Sequenz

0—A—B—>C—0
von G-Moduln ist

0— HomG(P*,A) — HomG(P*,B) — HomG(P*,C)—> 0
einekurze exate Sequenz von Komplexebie Exaktheit ander Stelle Honb(P*,C)
ergibt sich aus der Projektivitat der Modulln Pie Exaktheit anlen andereistellen ist

eineFolge desHomomorphie-Satzes. Die zu dieser kurexakten Sequenz gehdrige
lange exakte Kohomologie-Sequenz ist gerade die exakte Sequenz von Eigenschaft 3.
Die Unabhagigkeit vonderspeziellenVah! derAuflésung.
Zum Beweis wahlemwir eine zweite projektive Auflésung destrivialen G-Moduls Z,
sagen wir

Qs

Wir wenden den Vergleichssatz 3.1.12 an mita@stelle von B und

a=id:Z — Z.
Wir erhalten einen Komplex-Morphismus
a,: P, — Q,,
welcher Homomorphismen der Kohomologie-Gruppen
(2) a*: H'(HomG(Q*,A)) — H'(HomG(P*,A))
induziert. Indem wir die Rollen von Rind Q vertauschen erhalten wir au3erdem einen

Komplex-Morphismus
Bi: Qe — P,
der Homomorphismen
@3) B*: H'(Hom (P, ,A)) — H!(Hom(Q,,A))
in umgekehrter Richtung definiert. Es reicht zu zeigen,
o*of3* = Id und B*ea* = Id.

Aus Symmetrie-Grinden reicht es, die erste Identitat zu beweisen.
Die Komplex-Morphismen

Byca,: P, — P, und Id: R, — P,

sind Familien von Abbildungedie zurselben AbbildungZ.—s 7 desVergleichssatzes
gehdren. Ihre Differenz kann also in der Gestalt
B,o0, - Id =0y +yed

87 G operiert trivial aufZ.



geschrieben werden, wobei dizom Rand-Operator des Komplexgsk®mmen undy

von der im Vergleichssakonstruierten Famili&® Wir wendenden Funktor Hom(?,A)
an und erhalten

Hom(a, ,A)eHom(@, ,A) - Id = Hom(,A)~d + dHom(y,A)
wobei die Komponenten vangerade die Rand-Operatoren des Komplexes
Hom(P, ,A)

sind. Dererste Summand deechten Seitést also auf den Zyklenieses Komplexes
identisch Null,

Hom(a, ,A)eHom(B, ,A) - Id = d°Hom(y,A) auf Z(Hom(R ,A))

Die Bilder der Abbildung rechts besteht aus lauter Randern, d.h. die Kohomologie-
Klassen der Werte der Abbildungen
Hom(, ,A)cHom(3, ,A) und Id

stimmen anallen Stellen Ulerein. Sieinduzierenalso auf derKohomologie dieselbe
Abbildung, d.h.

a*of* = Id.
QED.

3.1.15 Bemerkungen

1. Ext-Funktoren. Die obige Konstruktion ist ein Spezialfall der Konstruktion der Ext-
Gruppen der homologischen Algebra: fur je zwei R-Moduln M und N definiert am

Exta(M,N) := Hi(HomR(P*,N)),
wobei B, eine projektive Auflosung von M bezeichnet. Dieselbe Argumentation wie
eben zeigt die Unabhangigkeit dieser Definition von der Wahl der Auflésung P

2. Funktorialitdt. Ausler Definition der Kohomologie-Gruppen ergibt sich, dal3 diese
gewissen funktorielle Eigenschaften besitzen. Ist

A—B
A — B'
ein kommutatives Diagramm von G-Moduln, so ist das zugehdrige Diagramm
H'(G,A) — H'(G,B)

l l
H(G.A) — H'(G,B)
fur jedes i= 0 kommutativ. Weiter ist fir jedes kommutative Diagramm
0—A—B—C—0
0—>Al\' — i — éL —0
von G-Moduln mit exakten Zeilen das zugehorige Viereck
H'(G,C) — HL (G A)

HI(G.C)— H*G.A)
kommutativ fur jedes & 0.

% Dies sind keine Komplex-Morphismen, sondern nur Homomorphismen graduierter Gruppen.



3.2 Explizite Auflésungen

Zur Berechnung der Gruppeﬁ(B,A) verwendet man konkrete projektive Auflésungen.
Die nutzlichste von ihnen ist die folgende, welche inspiriert ist durch die simplizialen
Konstruktionen der algebraischen Topologie.

3.2.1 Konstruktion: die Standard-Auflésung

Fir jedes & 0 betrachten wir de[G]-Modul

@ zIc™Y,

wobei G*1 das (i+1)-fache direkte Produkt der Gruppe G mit sich selbst bezeichnet.

Die Operation von G auf diesem Modul Zelinear und auf de-Modul-Erzeugern
gegeben durch

0-(00,...,0i) = (o0, ,...,ocri) fur o, Oy -0 e G.

Der Z[G]-Modul (1) ist isomorph zuZ[G]i+1, also frei und damit insbesondere
projektiv. Wir definieren G-Homomorphismen

5 = 3 (15 216" — 26,
: =0
wobei die Abbildung}sgerade im Weglassen der j-ten Koordinate bestehe:
s}: 76+ — 716, (05 b (OO

N N o B B
F1 7+ [
Auf diese Weise erhélt man eine projektive Auflésung
2

o o
2)  Z[G*: > Z[G3] =5 Z[GY = Z[G] —> O
mit der Augmentation
0
)
&O=¢: ZG] — 17, y now 3 n.

oeG oeG
Fir jeden G-Modul A bezeichnet man die Elemente von
c'(G,A) = Hom(Z[G"Y], A)
als i-Koketten vom G mit Werten in A. Entsprechend heif3en die Elemente von
Z\(G,A) = Z'(Hom (Z[G*], A) = Z(C*(G,A))
bzw. _ _ _
B'(G,A) := B'(HomG(Z[G*], A)) = B/(C*(G,A))

auch i-Kozyken bzw. i-Koénder von Gmit Werten in A. Die Kohomologie-Gruppen
sind dann gerade die Gruppen
H'(G, A) = Z'(G A)VB(G,A) = H(C*G,A)).
Wir werden baldsehen, im Fall i = 1 erhaltewir gerade dieBegriffe des vorigen
Kapitels zurtick (im Fall kommutativer Koeffizienten-Moduiln).
Beweisder Exaktheit von (2).
Zur Inklusion Im@' 1) C Ker(@).
Es qilt

6i°6i+1 — ( Z ( 1)13) ( Z ( 1)Z i+1
=0 ¢=0
= 3 'Feajrtges,
j=0¢=0

)



Nun ist es gleich, ob man erst dite Koordinate streicht und dann die j-te, oder ob man

dies in der umgekehrten Reihenfolge tut, d.h. es ist fir j <
i I+l i+1

Es folgt
5loait1 =3 (-1)j+és}osle+1 + 5 (-1)i+€slé_1c>ﬁi+1
(<j j<(
= 5 (*lees, T+ 5 (2L, o
(<j j<¢

Wir sehen, jeder Symma_nd kommt zweimal, aber mit entgegengesetzen Vorzeichen vor.
Zur InklusionKer(®') C Im@™*1).
Wir fixieren ein Element o€G und definieren die folgenden Gruppen-
Homomorphismen. _ _

h': z[c] — z[GY, (00 ¥ (0,00,
Dann gilf® _ o

Stlen 4+ nleg! = IdZ[Gi+1 .

Insbesondere induziertlie identische Abbildung auf der Kohomologie dieselbe
QBﬁi!ggng wie die Null-Abbildung. Das istur méglich,wenn dieKohomologiegleich

QED.
Bepepkuvy

Die Projektivitat der Auflosun@[G*] ergibt sich aus der nachfolgenden Betrachtung.
3.2.2 Konstruktion: inhomogene Koketten
7[G" 1] ist ein freierz[G]-Modul mit der Basis

[01,...,0i] (01,...,0i € G).

8 Setzen wir

I := 5" Lo
fur den ersten Summanden links und

Il:= hi-Log
fur den zweiten. Das Bild von

(00,...,0i)

bei der Abbildung | esteht durch Hinzufigewon o als erste Koordinate und anschlieBenden

alternierenden Streichen der einzelnen Koordinaten:
A A
o ol) (o 00 01 ol) (o 00 01 0|) F
Das Bild bei der Abbildung Il ensteht durch alternierendes Streichen der einzelnenen Koordinaten und

anschlielRenden Hinzufligen von
A A

- =+
(0,00,01,...,0i) (0,00,01,...,0i) + ..
Wir sehen, der j-te Summand der zweiten Summe ist gerade der (j+1)-te Summand der ersten (mit
entgegengesetzten Vorzeichen). Der einzige Summand der ersten Summe, der in der zweiten nicht
vorkommt ist der ersten. Mit anderen Worten

[+l

(o

ist die identische Abbildung.



Dabei bezeichnea&,...,oi] das Element

[0)--0]=(1,04,0,°0,,0,°0,:05, ... .O -...-oi)eGi+1gZ[Gi+1]_

172717273 1
Die Differentiale der AuflosungZ[G*] sind auf diesenBasis-Elementerdurch die
folgende Formel gegeb®n

(1) 3(oy..0) =0,[0,..0]

i-1
+ jzl(-lﬂ[ol,...,oj-0j+1,...,0i]
+ (-1)i[01,...,0i_1].
Insbesondere kann man die i-Koketten mit Werten im G-Modul A mit den Abbildungen

aG — A, [0}...0] — aol""’oi

identifizierert*. Das Bild einer solchen Abbildung a beim Korand-Operator
8.1: C'(G, A)— C*L(G, A)
ist dabei gerade die Abbildutfg

G—A,
i . .+1
[0,,..0...]» 0.a +y (-1)a +(-1)"*a .
1 +1 1 02""’0i+1 i=1 01’""0j0j+1""’0i+1 01""’0i

Beweisder Basiseigenschaft der Elemente der Gestflj; Loi]. Jedes der Elemente

von Gi+1 lant sich in der Gestalt
0-[01,...gi]

schreiben mit eindeutig bestimmte!ncrl,...,oi € G, d.h. jedes Element V(ZﬁGiﬂ] ist

eineZ-Linearkombination solcher Elemente mit eindeutig bestimmten Koeffizienten aus

Z. Das bedeutet aber auch, jedes EIementZ{G#l] laRt sich als Linearkombination
der Elemente

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten &$].
QED.
3.2.3 Beispiele

1. Die ersten Kohomologie. Ein 1-Kozyklus deu@pe G mit Werten im G-Modul A
ist nach der obigen Definition gegeben durch eine Abbildung

aG—AOP ao,

% Das Streichen von Koordinaten auf der rechten Seite der Definitomr¥pn,<[ri] entspricht gerade der

Multiplikation benachbarter Koordinaten links.
1 Eine R-lineare Abbildung ist durch ihre Werte auf einer Basis festgelegt, wobei man diese Werte
beliebig vorgeben kann.
*
92 6i+1(a) ist gerade die Zusammensetzung
6i+1 a
ZIG 7] — ZIG Tl — A
wobei a ein G-Homomorphismus ist. Die angegebene Abbildungsvorschrift ergibt sich unmittelbar aus
(1) durch Einschranken auf die Elemente der Gestiut.[,ciﬂ].

i+2 i+1



*
mit 0 =&,(a)(0,,0,) =0,a_ -a +a_,d.h. mit
% 12 102 0,0, 04
a =a; +o.a; .
9% 9 2
Das ist - in additiver Shreibweise - gerade diarsprunglicheDefinition des 1-

Kozyklus, wiewir sie in2.3.6.angegeben habebieser1-Kozyklusist ein 1-Korand,
wenn es eind@A gibt®® mit
*
a;= 8, (b)(0) = 0°b - b fur jedewEG.
Wir erhalten sadie Defintionendes vorigerKapitels zurtickMan beachte operiert G
trivial auf A, so gilt
714G, A) = Hom(G, A) und B(G, A) = 0,
also

Hl(G, A) = Hom(G, A) fur triviale G-Moduln A.
2. Die zweite Kohomolgie.Ein 2-Kozyklusder Gruppe Gmit Werten imG-Modul A
ist durch eine Abbildung

GxG — A, (01, 02) > a0

192
gegeben mit

91°%.6.% 0.0 % 0.0 %. 0 =0.

273 17273 "1'2°3 172
Es ist ein 2-Korand, falls von der Gestalt
*

a =%(b)(0,,0,)=0,*b_ -b_ _ +Db
01,02 172 1 02 01 02 01

mit einer 1-Kokette b: G— A.

3.2.4 Vergleich der Zusammenhangshomomorphismen
Unter Verwendung der obigen Beschreibung der Kohomologie-Gruppen mit Hilfe von
Kozyklen erhélt man auch eine explizite Beschreibung des
Zusammenhangshomomorphismus _

8 HI(G, C)—s H*1(G, A)
in der langen exakten Kohomologiesequenz. Insbesondere erhalt man im Fall i=0
dieselbe Beschreibung wie in 2.6.1 :

Fur ce € wahle man ein Urbild & B. Das Bildéo(c) € Hl(G,A) von c ist dann
gegeben durch die Abbildung
G— A op a)-b,

von der man leicht zeigen kann, daf3 es sich um einen 1-Kozyklus mit Werten in A
handelt.

3.2.5 Normalisierte Koketten

Fir einige Fragestellungen (zum Beispiel im Fall der unten behandelten Gruppen-
Erweiterungen) ist es gunstig mit sogenannten normalisierten Koketten zu arbeiten.
Diese erhalt man durch die Betrachtung der freien Auflosung

62 1

o)
Ly w—L,BL DL, —Z—0
wobei

% Eine Funktion, die von 0 Argumenten aus G abhé&ngt, ist als eine Konstante aus A anzusehen.



der freie G-Teilmodul ist, der erzeugt wird von den Tupeln
[01,...gi] mit Oy # e,
deren samtlig:he Koordinaten vom neutralen Element von G verschieden iKbraied-

Operatorené'n sind durchdieselben Formeln definiewtie die 6i in 3.2.2,wobei die
Summanden _
(-1)1[01,...0].-Gj+1,...,oi] mit 00,17 €
wegzulassen sind. Man erhalt auf diese Weise tatsachlich eine Abbildung
I,
5n.Li — Li-l
und eine Rechnung wie in 3.2.1 zeigt, esilt
M@ ) = Ker,).
Wir erhalten also eine freie Auflésung und konnendiese zur Berechnung der
Kohomologie-Gruppen '}(G,A) verwenden. Die Elemente von
HomG(Li, A)
kann man mit den inhomogenen i-Koketten
(a

)
0y--O,

identifizieren, die den Werten 0 haben, wenn einesjdgzleich e ist.

o L ist ein direkter Summand voril:sZ[G|+l] (da erzeugt vom Teil einer freien Basis),

sagen wir

S =L®L.,
[

wobei der komplementéare direkte Summand erzeugt wird vorrxien ,bi] mit mindestens einer
Koordinate 1. In urspriinglicher (homogener) Schreibweise sind das diejemfigenc(‘i), in denen

zwei benachbarte Koordinaten tbereinstimmen,
(0'0,...,0'i) =(...,0,0,..).

Beim Anwenden defandoperators auf sile Ereuger erhalt lauteBummanden, di ebenfalls von
dieser Gestalt sind (die beiden egesn Summanden, beenen dagventuell nicht der Fall istheben
sich weg). Es gilt also
L)L,
( |) - i1
Wir kdnnen also die
L. =S/
[ B
mit Faktorgruppen deriﬁjentifizieren, und die Randoperato@rinduzieren auf diese Weise gde die
5. Insbesondere ist Lein Komplex (der Faktorkomplex von Snodulodem Teikomplex L'), d.h.
n * * *
es gilt
o teg =0.
n n
Die Identitat Im6:1) = Ker(é'n) beweist man nun in derselbe Weise wie die furdfienan vewendet

dieselbe Homotopie (mé& = 1) und fihrt alle Betrachtungen modulo deirdJJrch (wodurch einige der

auftretenden Summanden zusatzlich Null werden).



3.2.6 Beispiel: Gruppen-Erweiterungen

Ein wichtiges Gebiet, in welchem 2-Kozyklen in nattrlicher Weise vorkommen, ist die
Theorie der Gruppen-Erweiterungen. Eine Gruppen-Erweiterung ist eine exakte Sequenz

0O—A—DE—SG—1
von Gruppen-Homomorphismen, wobei die Gruppe A abelsch sein soll. Man sagt in
dieser Situation auch, E ist eine Erweiterung von G mit A.
Bemerkungen

(i) Die Gruppe A ist als Kern des Gruppen-HomomorphismussEG ein

Normalteiler von E, d.h. E operiert durch Konjugation auf A,

ExA—A (x ) xax?t.

Weil A eine abelsche Gruppe ist, operieren die Elemente aus derselben
Rechtsnebenklasse modulo A in derselben Weise:

X=xa mitaE A > xax'1 = x'axr1 .

Wir erhalten so ein®peration vonE/A = G auf A. Auf dieseWeise wird die
Gruppe A zum G-Modul.
(i)  Jeder Gruppen-Erweiterung

0—A—E l G—1
kann man wie folgt einen2-Kozyklus von Gmit Werten in A zuordnen. Wir
wahlen einen normalisierten Schnitt
s:G—E
vonTtin der Kategorie der Mengen, d.h. eine Abbildung s mit
TeS = IdG und s(1) = 1.

Fur je zwel Elementel, o, € G setzen wir
— . . o V1 95
a01’02 = s(ol) s(oz) s(cr:L 02) € A.
Durch direktes Nachrechri&rsieht man, die Familie de(rja0 definiert einen 2-
172
Kozyklus mit
& 57817 1 fur jedeweE G,

d.h. man erhalt einen normalisierten 2-Kozyklus.
(i) Ersetzt man den Schnitt s durch einen anderen normalisierten Schagtgseine

weitere Rechnung, daf3 sidar zugehorige normalisier®2Kozyklus umeinen 1-
Korand abandett, d.h. die Kohomologie-Klasse

% Dieses Element liegt in A = Kat), weil Tt ein Gruppen-Homomorphismus ist.
% Man beachte, die Operation von G auf diesen Element erfolgt durch Konjugation mit Elementen aus
E

% Sei s': G— E ein weiterer normalisierter Schnitt vamDann gilt
s'©) = s(c)-b0 mit bGEA fur jedesoeG.
Der zugehdorige 2-Kozyklus ist gegeben durch
-1 -1
a' =s(0,)b s(oz)b b s 02)
1 0,0, 1
o 1,02 a 1 02 195
Damit ist
-1 -1 -1 -1
' -a =s@E )b s@o)b b 5(02) s@.)
1 2 0.0 1
01,02 0'1,0'2 01 02 1%
Diese Identitat iradditiver Schreibweisbekommt die Gestaltvenn wir beachterdald G auf A durch
angehobene Konjugation operiert).



c(E)E H(G, A)
hangt nicht va derspeziellenWahl des $hnittess ab (sondern nuvon der
Gruppen-Erweiterung).
(v) Bezeichne
Ext(G, A)
die Menge derlsomorphie-Klassen ddgsruppen-Erweiterungen d&ruppe G
bezilglich des G-Moduls A. Dabei werden zwei solche Erweiterungen

0—A—>SE—>G—1
und

0 —>A—>SE—5G—1
als isomorph angesehen, wenn es einen Gruppen-Homomorphismus
AMNE—E
gibt, fir welchen das folgende Diagramm kommuativ ist.
0—A— E—5G—1

I

0—wA— E —5G—1
Man sieht sofort, dal3 dairein Gruppen-Isomorphismus ist.

(V) Zu jedem normalisiertenSchnitt von E— G findet man mitHilfe des

Isomorphismus\ eine normasierten Schnitt von E=— G, der denselben 2-

Kozyklus definiet. Deshalb definieren isomorphe Erweiterungen dasselbe
Element in der Kohomologie, d.h. man erhélt eine Abbildung

Ext(G, A)—> H%(G, A), E+s c(E).

Durch einfacheRechnungerkann manzeigen,diese Abbildung isbijektiv. Wir
beschrénken uns hier auf eine Beschreibung der inversen Abbildung.

(vi) Zuvorgegebenem@ HZ(G, A) wéhlen wir einen normalisierten 2-Kozyklus

(ac’l"’z)
der dieseKohomologie-Klassereprasentiert Wir haben mit Hilfe dieses 2-
Kozyklus eine Erweiterung E vad mit A zu konstruierenAls zugrundeliegende
Menge fur E wéhlen wir
E=AxG.
Die Multiplikation von E definieren wir durch die Formel
(@,0)«(@",0") :=(a'+a'(@") + & 5" ,a'a").

Die Kozyklen-Bedingungfiur die & 5 Ubersetzt sichdann geraden die
172
Aussagedald die sadefinierte Multiplikationassoziativist. Weil der Kozyklus
normalisiert ist, ist das Paar
0, 1)
ein neutrales Element bezuglich dieser Operation. Fir jedesde: ist
(-0H@)-0Ha, 1,0

a' -a =g, ¢b +0b -Db )
1% 01,02 1 01 2 02 0102
=b + oz-b' -b' (mit b* :=ob ).
o, o, 0,9, (o] a
Mit anderen Worten g;l o ) und (ac'j o ) unterscheiden sich um einen Korand.

172 12



zu (a,0) invers. Die Menge E besitzt so die Struktur einer Gruppe. Die Sequenz

0—wA—>SE—>G—1
mit den in offensichtlicheWeise definierten Abbildungenist eine Gruppen-
Erweiterung. Ein direkte Rechnung zeigt,
).
o

B=& o
Flr die Einzelheiten, siehe zum Beispiel Weibel [1], Section 6.6.

3.2.7 Direkte Bilder von Gruppen-Erweitungen und Kohomologie

Seien G eine Gruppe udd A — B ein G-Homomorphismus. Dann I&R3t sich die auf
der Kohomologie induzierte Abbildung
®,: H4G, A) —s HZ(G, B)
wie folgt mit Hilfe von Gruppen-Erweiterungen beschreiben. Die Klasse
c(E)E H(G, A)
einer Erweiterung

[ T
0O —wA—DE—5G—1
wird bei®, abgebildet auf die Klasse ddisekten Bildes odesiuch des Pushforward

@, (E),

welches definiert ist als die Faktorgruppe $fon
BxE
nach dem Normalteiler
{(®@),i(ayt) | A},
Man erhalt so eine Erweiterung

i L
0O—B—d,(E)—GC—1
mit®®

% BxE steht hier fur das halbdirekte Produkt. Man beachte, E operiert auf Grund der Surjektion
E—G
auf dem G-Modul B. Genauer, das Produkt awEHst durch die Formel
(b, ey(b, e") := (be(b"), ee’)
definiert. Es gilt damit
cl_,-1,-1 -1

(b,e)"=(e7(b), e")

und
(b, e(b’, &)(b, €)' = (be(b), eexe (b, €1 = (peb}(ee'dh)(b™),ee'd).

Insbesondere fiir (b',e") D(a), i(a)'l) ist ee'aleA = Ker(E— G), d.heeet operiert trivial auf B,

(b, ey, e)(b, &)L = (be(brb L eesl) = (e(b), ee'd).
Das zweiteGleichheitszeichenily, weil B eine abelsche Gruppe istNun ist A — G ein G-

Homomorphismus, d.h.
S e(b) =ep(@) =P(e(@).
Weil Konjugation mit e ein Homomorphismus ist, ist weiter
ee'el =0 (i(ayh) = o fi@)* = i(o (@) = i(e(ay™
Das letzte Gleichheitszeichgiit, weil E auf A durchKonjugationoperiert. Zusammen
erhalten wir

(b, ex(®(a), i(a) )+(b, &) = (@(e(a), i(e(@)D).
Mit anderen Worten, die angegebene Menge ist tatsachlich ein Normalteiler.



i'(b) := Restklasse von (b,1).
Tt(Restklasse von (b,e)) 1e).
Eine einfache Rechnungyelche die obige Beschreibung ddflasse c(E) verwendet,

liefert*°®
c(®,(E)) =, (c(E)).

Bemerkung

Fur die Berechnung derKohomologie spezieller Gruppen koénnensich weitere
projektive Aufldsungen alsitzlich erweisenwie daszum Beispielfir die zyklischen
Gruppen der Fall ist.

3.2.8 Beispiel: die Kohomologie der Grupp&

Sei G =Z. Dann liefert die folgende Sequenz eine projektive AufldésungZvon
T Tt

(1) 0—Z[G] - Z[G] »-Z —0

mit

T(x) = (0-1)-x undm(y nioi) =5 n.
[ [
Dabei bezeichneo einen Erzeugeder zyklischenGruppe G. FirjedenG-Modul A
erhalt man damit den Komplex

( 0—s Hom(Z, A) AN JHom(ZIG], A) o3 Hom(Z[G], A) — O,

also
HOzZ, A)  =AC
Hiz, A =A(c-DA
Hi(z A =0furi>1.

9" ist injektiv, denn aus (b,1) <(a), i(a)'l) folgt a = 0, also b ©(a) = 0.1t ist wohldefiniert, weil

alle Elemente der Gestatb(a), i(a)'l) im Kern vonrt liegen.
1009 Aus einem Schnitt

o SO)
zur Erweiterung E kann man leicht einen Schnitt
o [(1, s0))]

zur Erweiterungp, (E) gewinnenn. Die beiden zugehorigen 2-Kozyklen haben die Gestalt

- ] 2y ] 1} '1 ] i1} ] i1} '1 —_ -
8y g - S0)s(07)s(0',07) ~bzw. [(1,5¢)s(07)s(07,0") TN =1L, &, 1= [(P(@), 1))

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Tatsache, @a(Endie Elemente der Gestalt

[(®((a), i@h)] =1

gleich dem neutralen Element sind. Damit ist namlich
[(®(@), DFH(L, i@ = [(®(a), Ly, i@)]
= [(®(a), 1)1, i@y V)]
= (0. iy

zugehorigen 2-Kozyklus durch Komposition it einem Element@A entspricht die Restklasse von
(0,i(@)) in®_ (E), welche gleich der Restklasse von

. (®(a)) = @), 1)
ist.



Beweisder Exaktheit von (1).Der Kern vanbesteht aus den Elementen

S nioi mit 5 n = 0.

[ [
Das Bild von T besteht offensichtlich aus lauter solchen Elementen.
Sei ein beliebiges Element des Kerns magegeben. Es hat die Gestalt

i i
% no —izni(o 1)
Es reicht zu zeigen, jedes Element der Gestalt

[
o-1
liegt im Bild von T, d.h. ist ein Vielfaches vanl. Fir i =1 ist das trivial, fur i > 0 gilt

o-1=@-1)0" 1 +5"2+ .. +1),
und fir i < 0 erhalten wir _ .
o- 1= il 1= gLy HlilL+ @ hlil24  + 1),
= 0-Do Yo bl + o Ylil-2e 4 1y,
QED.

3.2.9 Beispiel: die Kohomologie der endlichen zyklischen Gruppen

Sei G =Z/nZ die endliche zyklische Gruppe der Ordnung n mit dem Erzexg@t
Wir betrachten die Abildungen

N: Z[G] —s Z[G] , X > .nz-loi-x,

=0
und
T: Z|G] — Z[G] , X i» O°X - X.
Es gilt
Q) Ker(N) = Im(T)
und
(2) Im(N) = Ker(T).

Damit erhalten wir eine freie Auflosung

N T N T
. — Z[G] — Z|G] — Z[G] — Z|G] — Z — 0
wobei die Augmentatioalle Elemente voi& in die 1abbildet. Durch Anwenden des
Funktors Honé( ?, A) erhalten wir den Komplex

T N
(0— A% SIDA —SASASA— ..

wobei N und T auf A durch dieselben Formeln definiert seien wie ‘Gbafit
NA = Ker(N)
erhalten wir
HOG,A)  =AC
2+l G, A) = WAV - DAfUri> 0.

H2 (G, A)  =ACIN.A.  fari>o0.
Beweis von (1) und (2)

11 Die Multiplikation mit ril o bzw.o-1 geht beim Hom-Funktor in die Multiplikation m&l o
i=0 i=0
bzw.o-1 Uber.



Zu(2). Furx=% xg@ gilt

gPG
xOKer(T) = 0= 3 x [fo-1)g= 3 x 19- % Xg= Y (X 4 -x)d
gPG ¢ gPG © gpc 9 gpg 979 9
= X =x _fir jedes gIG
0'1g g : 9

= xg = Xg fur jedes gIG

e Xx=x 1y g=x[N
egPG e
= X O NeZ =t°2NIZ[G] = Im(N).
Zu (1). Bezeichne

I =KerZ[G] = Z, I x[r» S X)
G gpG 9 gpPG 9

={ 3 x8 | 3 x =0}

gpG 9 gpG 9
={ 5 xyo-1) | &7}
gPG

dasAugmentationsideat.h. den Kern der Augmentationsabbilddfy.

Farx= 3 x_[d qilt
gPGg

xOKer(N)« 0=NxX= 5 x Ng=(3y x )N
gPG 9 gPG 9

= 5 x =0

gPG g
e X= 3 xg@ =3 xg[(g-l)

gPG gPG

104
= xU IG
und weill |G ein Ideal ist, gilt

Im(T) O IG'

. Wir haben noch zu zeigen, dann gilt

x O Im(T).
Wie wir gerade bemerkt haben, ist x von der Gestalt

Wegeno-1€l G

Sei umgekehrt, X IG

192 Dje Multiplikation von N mit einem Element von G hat denselben Effekt wie die mit 1.
193 Djes ist offensichtlich ein zweiseitiger G-Teilmodul V&jG], d.h. ein Ideal.

104 jegt x in IG’ so ist xZ-Linearkombination von Elementen der Gestalt g-1. Insbesondere ist die

Summe der Koeffizienteng>gleich Null.



x= 35 x [(g-1).
gPG ¢

Da die Multiplikation T eineZ-lineare Abbildung ist, reicht es zu zeigen,

g-10 Im(T) fur jedes @IG.
Weil G zyklisch ist mit dem Erzeuger hat g die Gestalt

g=0o!' mitue{o, ..., n-1}
O.B.d.A. seiu > 1. Dann gilt aber

g-1=6-D)@% U2+ + )0 Im(T)

QED.

3.2.10 Beispiel: der Satz 90 von Hilbert

Sei K/k eine zyklische Galois-Erweiterung mit der (endlichen) Gruppe @ =.Dann
gilt auf Grund der obigen Berechnungen

HG, k*) = (O - K.
Die linke Seite dieser Identitat ist trivial nach dem Satz 90 von Hilbglt2.3.8 ). Wir

erhaltenauf dieseWeisedenSatz 90 von Hilberin seinerklassischen Formulierung
zuruck:

Nc = [] o(c) = Norm des Elementse€ K* liber k.

oeG
NK* ={c € K*| N(c) = 1}
(o-1)K* = {@| ce K*}

c

3.3 Die Kohomologie von Untergruppen

3.3.1 Koinduzierte Moduln
Seien G eine Gruppe,

HC G

eine Untergruppe und
A

ein H-Modul. Dann isZ[G] mit seiner natirlichen G-Operation auch ein H-Modul, d.h.
wir kdnnen A wie folgt einen G-Modul zuordnen:

M) = Hom,(Z[G], A).
Dabei sei die Operation von G auf diesen Modul wie folgt definiert.
(o+@)(x) =% @(x0) fur c€G und@: Z[G] — A aus I\/ﬁ(A) :

Der G-Modul I\/ﬁ(A) heil3t der durct koinduzierteG-Modul.

1% Dies ist eine Links-Operation: fiir, t€G gilt
(0T-@)(X) = P(x+0°T) = (T-@)(x*0) = (O*(T-P))(X),
d.h.
OT+Q = O+(T+).
Die Definition der Operatiorist geade sogewahlt, da? alle E#mente der Hom-Gruppe zu G-

Homomorphismen werden, wenn man die Gruppe G durch ihr SikeGetzt (d.h. die Reihenfolge der
Faktoren der Multiplikation umkehrt).



3.3.2 Eine naturliche Isomorphie
Seien G eine Gruppe, & G eine Untergruppe, M ein G-Modul und A ein H-Modul.
Dann besteht eine naturliche Isomorphie
Hom(M, Hom (Z[G], A) = Hom, (M, A), ® 1> ®(?)(2).
Beweis Konstruieren wir die Umkehrung. Sei
AM—A

ein H-Homomorphismus. Fir jedeseaM sei)\m die Abildung

?\m: Z[G] — A, X A(xm).
Mit A ist auch?\m ein H-Homomorphismus, d.h. wir erhalten eine Abbildung

*M — HomH(Z[G], A, mp )\m .

Diese ist offensichtlictZ-linear. Zeigen wires ist einG-Homomorphismus. FInE'G,
m & M und xE Z[G] gilt
(osP(M))(x) =P(m)(xa) nach Definition der G-Operation von&M)

= )\m(xo) nach Definiton vord

= A(xom) nach Definiton von\m

=A (X nach Definition vor\

om om

also

o-d(m) = }\om =®d(om).

Wir haben gezeigt
OIS HomG(M, HomH(Z[G], A).

Wir haben noch zueigen,die ebendurch gefuhrteKonstruktion liefert gerade die
Umkehrabbildung zur oben gegebenen.

Nach Konstruktion giltb(?)(1) =A(1) =A(?).
Umgekehrt ist im Falh = ®(?)(1) die Abbildung\m gegeben durch
X B A(xm) =d(xm)(1)
=x®d(mM)(1) weild ein G-Homomorphismus ist
= ®(m)(x) nach Definitiorder G-Operation von ﬁ(A),
d.h. die Abbildung
m - )\m(?) =d(m)(?)
ist gerade die urspringlich gegebene Abbilddng

QED.

3.3.3 Lemma von Shapiro
Seien G eine Gruppe, & G eine Untergruppe und A ein H-Modul. Dann gilt
1) H\(G, MS(A) = H (H, A) fiir alle i = 0.
Beweis Sei
P, —>72—0



eine freie Auflésung des trivialen G-Modus Dies ist gleichzeitig eine freie Auflésung
vonZ als H-Modul. Wir wenden den Funktor Hﬂ@? , A) an und erhalten nach 3.3.2:

Hom, (P, A) = Hom(P,, MS(A)).

Die i-te Kohomologie denken Komplexesst geradealie rechte Seite von (1), die des
rechten ist die linke Seite von (1).
QED.
Bemerkungen
() Die obige Aussage wurde unéhangig auch von Fadeev entdeckt.

Ungerechterweise bleiben wir der Kirze halber bei der Benennung durch Shapiro.
(i) Der Fall H = {1} ist von besonderer Bedeutung. Wir schreiben dann auch

G
MS(A) = MJ(A)
und nennen diesen Modul auch den zu A gehdkgerduzierten Modul.

3.3.4 Die Kohomologie koinduzierter Moduln
Fir jede Gruppe G und jede abelsche Gruppe A und jedes i > O gilt
HI(G, MC(A)) = 0.
Beweis Die exakte Sequenz abelscher Gruppen
[
i—> 052 —>72Z—>7Z—0

kann man alsprojektive Auflosung vonZ Uber dertrivialen Gruppe andeen. Wir
erhalten

Hi({1}, A) = O far alle i > 0.
Die Behauptung ergibt sich damit aus dem Lemma von Shapiro.
QED.

3.3.5 Eigenschaften der koinduzierten Moduln

() Die Konstruktion der koinduzierten Moduln ist funktoriell. Insbesondere induziert
jeder Homomorphismus

A—B
von abelschen Gruppen einen G-Homomorphismus
MG — MC(B)

Eine &hnliche Aussage gilt auch fur die Modulﬁ@ﬂ).
(i)  Fdr jeden G-Modul A ist die Abbildung
A— MG(A), ap (Xp xa),
ein injektiver G-Homomorphismus®

(i) Ist die Gruppe G endlich, so ist durch die Wahl eiidBasis vorZ[G] ein nicht-
natdrlicher Isomorphismus

MC(A) = A®,7[G]
(fur jede abelschen Gruppe A) festgefégt.

106 Bezeichnen wir miz\adie Abbildung x» Xa. Dann isU-)\a auf Grund der Definition der

G-Modulstruktur von I\ﬁ;(A) die Abbildung mit
(o-)\a)(x) = )\a(xo) = X0a :)\oa(x),

d.h. die Injektion ist tatsachlich ein G-Homomorphismus.

197 Genauer,



Bemerkung

Mit Hilfe des Lemmas von Shapiro werden wir jetzt zwei grundlegende Abbildungen
kontruieren, die eine Zusammenhang zwischer Kohomologie einer Gruppe und der ihrer
Untergruppen herstellt.

3.3.6 Konstruktion: die Restriktionsabbildung

Seien G eine Gruppe, A ein G-Modul undHG eine Untergruppe. Dann gibt es
nattrliche G-Homomorphismen

AS Hom(Z[G], A) — Hom, (Z[G], A) = MEA)..

ar )\a:(X B Xa), Ap A

Die linke Abbildung tberfiihrt das Modul-Element a die Rechtsmultiplikatiormit a

(d.h. indeneinzigenG-Homomorphismus, der ih a abbildet). Die Abbildung rechts
daneben bildet jeden G-Homomorphismus insich ab, aufgefalt als H-
Homomorphismus. 3

Aus diesenG-Homomorphismererhalt mandurch Ubergang zuKohomologie und
Anwenden des Lemmas von Shapiro fur jedes i = 0 einen Gruppen-Homomorphismus

Res: H(G, A) —s H'(H, A),

welcherRestriktionoder Restriktionsabbildungenannt wird.
Bemerkungen

0) Fur i = 0 erhalt man gerade die natirliche Einbel&%@G — aH.

(i) Hat die Untergruppe H einen endlichen Index in Gkaanmanwie folgt auch
eine Abbildung in der umgekehrten Richtung kontruieren.

3.3.7 Konstruktion: die Korestriktionsabbildung

Seien G eine Gruppe, A ein G-Modul undEHG eine Untergruppe mit endlichem

Index.
Fur jeden H-Homomorphismus

A®,Z[G] = A® Hom, (Z[G],Z) = Hom, (Z[G], A)

My,
* *
a®iz now. & Iz .oy B % anw

Dies ist ein G-Homomorphismus, wenn man die Gruppe G im Tensorfaktor links durch

ihr Dual G°P ersetzt(d.h. das Produktsy als dasProdukt yx angesehen).
Genauer ist also

MC(A) = A®,Z[GP)

Dabei sei {ni} die gewahlte Basis unoh{i } die zugehdrige duale Basis.

1% Wir gehen zuden G-nvarianten Teilen durch Anwenden désnktors Hor&(Z, ?) tber und
erhalten

HomG(Z, A) — HomG(Z, HomG(Z[G], A, fs (N f(nN)» )\f(n) : X b Xxf(n)).
Nach 3.3.2 kénnen wir den Modul rechts identifizieren mit wm}A), indem die Abbildungen dieses

Moduls als Abbildungen iawei Argumenten aefen und diese imweiten Agument auswerten. Die
obige Abbildung bekommt dadurch die Gestalt
HomG(Z, A) — HomH(Z,A), fef

Das ist aber gerade die natirliche Einbettung vg’rirAAH.



®: Z[G] — A
betrachten wir die Abbildung

G n -1
P Z[Cl — A X 2 pj.CD(pj X).
=1
Dabei seien diqal,...pn ein volles Reprasentanten-System der Restklassen von G

modulo H. Diese Abbildung ist offensichtli#linear (d.h. ein Gruppen-
Homomorphismus). Zeigen wir, er hangt nicht von der speziellen Wahl des
Reprasentanten-Systems gerDazu wahlen wir ein weiteres Reprasentanten-System,

sagen Wilp'l,...,p'n. Es gilt dann
p'j = pjhj mit hJ € H.
Weil @ ein H-Homomorphismus ist, gilt damit
p'j-w(p'j'lx) = pj-¢(pj'1x),
d.h. die definierende Summigir CDS andertsich nicht. Zeigenwir als nachstes, die

Abbildung CDS ist sogar ein G-Homomorphismus. Fir jedesG gilt

n . - G
3 07lpy((0p) ) = 0(@ ().
=1
Das letzte Gleichheitszeicheyit, weil die 0'1p. ein vollesReprasentanten-System von
G modulo H bilden. Wir haben damit eine Abbildung
Hom,(Z[G], A) — Hom(Z[G], A) = A, ® 1> DS 1> DI(L),

definiert. Auf Grund der speziell gewéhlten G-Modul-Struktur der beiden Hom-Mengen
(vgl. 3.3.1) ist dies sogar ein G-Modul-Homomorphismus. Wirgehen zur
Kohomologietber, wendemasLemma vonShapiro an uncerhalten einerGruppen-
Homomorphismus

(o) = _El p,D(p; ) = of
J:

Cor: H(H, A) —s HI(G, A),
welcherKorestriktion oder auch Korestriktionsabbildulmejf3t.
Bemerkung
Als direkte Folgerungwus derbeiden obigerKonstruktionenerhaltenwir die folgende
Aussage zur Zusammensetzung der beiden konstruierten Abbildungen.

3.3.8 Die Zusammensetzung CeRes

Seien G eine Gruppe, & G eine Untergruppe mit dem endliche Index n,
(G:H) =n,
und A ein G-Modul. Dann ist die Zusammensetzung
CorRes: H(G, A) — H'(G,A)

fur jedes i= 0 gerade die Multiplikation mit n.
Beweis Restriktion und Korestriktion sind beide induziert durch Abbildungen der
Koeffizienten-Moduln (wenn man vom Isomorphismus des Lemmas von Shapiro

absieht). Ihre Zusammensetzung s ist dehalb induziert durch die folgende
Abildung des Koeffizienten-Moduls A:

(A =) Hom(Z[G], A) — Hom_(Z[G], A) —s Hom(ZIG], A) (= A)
P = P P CDS

Ist



®: Z[G] — A
ein G-Homomorphismus, so ist die Abbildung

n - n
GDS: ZIG] — A xS pj-CD(pj 1x) =y d(x)
j:]_ j:]_
von 3.3.7 gerade das n-fache der Abbilddng
QED.

3.3.9 Kohomologie-Gruppen endlicher Gruppen sind Torsionsgruppen
Seien G eine endliche Gruppe der Ordnung n und G ein A-Modul. Dann gilt
nH'(G, A) = 0 fiir jedes i > 0.

Insbesondere haben alle Elemente vi{&HA) eineendlicheOrdnung,welchedie Zahl
n teilt.
Beweis Wir wenden 3.3.8 mitl = {1} an. DieMultiplikation mit n l&aRtsich demnach

als Kompositon CeRes schreiben, faktorisiert sich also tber

H'({1}, A) =0
QED.
Bemerkung
Eine weitere grundlegende Konsruktion ist die folgende.

3.3.10 Konstruktion: die Inflationsabbildung
Seien G eine Gruppe,
HC G
ein Normalteiler und A ein G-Modul. Der N-invariante Teil
H
A

besitzt dann in natirlicher Weise die Struktur eines G/H-Moduls,

G/H x AH — AH, (lg], @) » 0a,
denn je zwei Elemente g und g' = gh aus derselben Restklasse modulo N, operieren in
derselben Weise auf den Elementen v5h A

ga=gha=ga fareaH und ren.
Die Elemente ga liegeshabeiwieder in AH weil H ein Normalteiler istfur jedes keH
kann man hg in der Gestalt

hg = gh' mit keH

schreiben, d.h. es ist hga = g'h'a = ga fir jed#4, ln.h. ga= AH.

Wahlen wir jetzt zwei projektive Auflésungen
P, ->Z—0undQ —Z —0,

wobei wir inder erster?Z alstrivialen G-Modul und inder zweiten als trivialen G/H-

Modul ansehen. Auf Grund der naturliche Surjektion-G G/H konnenwir die zweite

Auflésung auch als Komplex von G-Moduln anseh®&uf. Grund desVergleichssatzes
3.1.12 [aRt sich der identische Homomorphismus

id:Z—Z
fortsetzen zu einem Morphismus von G-Modul-Komplexen
P* — Q*'
Wir wenden den Funktor Hog( ?, AH) an und erhalten einen Morphismus

H H
HomG(Q*,A )—>HomG(P*,A )



von Komplexen abelsché&ruppen. Nun sindie q und AT Moduln tiber G/H. Die
G-Homomorphismen IQ — AH  sind deshalb automatisch auch G/H-

Homomorphismen, d.h. es gilt H%(Q*, AH) = HomG/H(Q*, AH), undwir erhalten
einen Komplex-Morphismus

Hom, , (Q,, AT) — Hom(P,, AM).
Dieser induziert fur jedes i elnen Homomorphlsmus der Kohomologie-Gruppen
1) H'GH, Ay 5 Hi(G, A,
Dieser ist unabhangig von der speziellen Wahl der projektiven AuflosungemdQ,
(auf Grund der Eindeutigkeitsaussagges Vergleichsatzes3.1.12). Die natlrliche
Inklusion A & Ainduziert einen Homomorphlsmué(ﬂ AH) —s H'(G, A). Durch
Zusammensetzen mit (1) erhalten wir fur jede9ieinen Homomorphismus

H'(G/H, i\ ) — H'(G, A),

welcher Inflationoder Inflationsabbildungeif3t.

3.3.11 Funktorialitéat beztglich der Gruppe
(i) Seih: G— G' ein Gruppen-Homomorphismus. Dann definiert h einen
Komplex-Morpjhismus der Standard-Auflésung€n
h,:ZIG T — z[c™ ], 0y -0, ) b (NG , .. , hEy)).

Jeder G'-Modul A" ist vermittels h auch ein G-Modul und jeder G'-
Homomorphismusein G-Homomorphismus. Marerhélt so einerKomplex-
Morphismus

h*:Hom (Z[G"™*11, A) — Hom (ZIG™ 1], A), ¢ &> ¢eh,
und durch Anwenden des Kohomologie-Funktors einen Gruppen-
Homomorphismus
HI(G', A)— HI(G, A), [0" » a ]l—>[0|—>8h(0)]

fur jede iund jeden G'-Modul A'. Die Kohomologie-Gruppermwerden so zu
kontravariatnen Funktoren beztglich der Gruppe,
(Gruppen¥P —s (abelsche Gruppen), & H'(G, A),
(i)  Fdr jede kurze exakte Sequenz von G'-Moduln
O—wA—>B—5C—O0
hat man eineMorphismus vonkurzen exakten Komplex-Sequenzed,h. ein
kommuatives Diagramm von Komplex-Morphismen mit exakten Zeilen

0—s HomG,(Z[G'*+1],A') — HomG,(Z[G'*+1],B') — HomG.(Z[G'*+1],C') —0
h*| h*| h*|
0—s HomG(Z[G*+1],A') — HomG(Z[G*+1],B') N HomG(Z[G*+1],C') —0

Aus diesemwiederum erhalt man eineMorphismusder zugehdrigedangen
Kohomologie-Sequenzen

1% Dies ist ein Komplex-Morphismus, das Anwenden vomihd das Weglassen von Koordinaten

kommutierende Operationen sind.



.— HI(G'A) — HIG'B)— H'(G'C)— H(G'A) ..

l l l l

.—s H(GA) — H'(G,B) — H(G,C)— HYYGA) —...

Beispiel 1: die Restriktion
Die Restriktionsabbildungen kommen von der Tatsache, dal3 man jede projektive

Auflésung des trivialen G-Modulg auch als projektive Auflésung tber jeder
Untergruppe HZ_ G ansehen kantf, zum Beispiel die Standard-Auflésung,

z[G
und von der natirlichen Einbettung von Komplexen
(1) Hom(ZIG *11, A) — Hom, (ZIG™1, A), ¢ 15 6.

Die durch (1) induzierten Abbildungen auf den Kohomologie-Gruppen sind gerade

Restriktionsabbildungen. Nun induziert die EinbettungsH5 eine Einbettung der
Standard-Auflésungen

*+1 *+1
ZH "1 o Z[G "]
und damit einen Komplex-Morphismus
* *
2) Hom (ZIG *1], A) — Hom (ZIH *11, A), ¢ 15 ¢,

Die induzierten Abbildungen auf denKohomologie-Gruppen sindgerade die
identischefh'! Abbildungen(weil die Kohomologienicht von der speziellenwahl! der
projektiven Auflésung abh&ngt)Man kann die Restriktionsabbildungeralso auch
definieren als diedurch (1) induzierten Abbildungenauf der Kohomologie
zusammengesetzt mit den durch (2) induzierte Abbildungen. Mit anderen Worten,

Res: H(G, A) — H'(H, A),
kommt gerade dadunczustandedald mareinenreprasentieren den i-Kozylus, der auf
G+ definiert ist, einschrankt aufH.

Insbesondere zeigt diese Betrachtungauch, daf3 die Restriktionen mit den
Zusammenhangshomomorphismen vertraglich sind.

Beispiel 2: die Inflation
Sei HC G ein Normalteiler der Gruppe G. Die natirliche Surjektion
p:G — G/H
induziert dann einen Komplex-Morphismus der Standard-Auflésungen
z[G ] — z[eH ™
und damit Komplex-Morphismen _
(3)  Homg, (ZIGH 1], A) — Hom (ZIG™*1], A), o1 ¢op!*2,

fur jedenG/H-Modul A'. Ist A ein G-Modul, so kanmrman A' := A setzenund die

nattrliche Einbettung il <& A liefert dann zusmmermit (3) einen Komplex-
Morphismus _
Homg(ZIGIH 11, AT — Hom (Z[G™ 11, A), ¢1> ¢=p"*,
Die induzierten Abbildungen auf denKohomologie-Gruppen sindgerade die
Inflationsabbildungen _ _
H'(GH, AT 5 H(G, A).

10ygl. den Beweis des Lemmas von Shapiro 3.3.3.
11 hesser, identifizierenden Abbildungen.



Letztere kommen also gerade dadurch zustande, dal3 man einen i-Kozyklus

entlang demnattrlichenSurjektionp verpflanzt zueiner Abbildungauf &*1 und das
Ergebnis als Abbildung mit Werten in A ansieht.

Insbesondere zeigt diese Betrachtungauch, daf3 die Infaltionen mit den
Zusammenhangshomomorphismen vertraglich sind.

3.3.12. Beschreibung der Inflation im Grad 2 durch Erweiterungen
Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Die Inflation

Inf: H4(G/H, AT — H2(G, A)

l&Rit sich dann mit Hilfe der Erweiterungen von Gruppen wie folgt beschreiben. Die
Klasse

c(E)€ HYG/H, AH)
einer Erweiterung

H i U
0—AH L E— (GH)— 1

hat als Bildbei Inf die Klasse degdirekten Bildes bezuglich j: il & A des)inversen
Bilds p*E oderauchPullbacksvon E etlang demnatirlichenHomomorphismusp:

G/H— G,
(1) Inf c(E)) = c(}. p*E).

Dabei istp*E definiert als die folgende Untergruppe des direkten ProdukG: E

p*E :={(e,g) € ExG |n(e) =p(9)}
Man beachte, man hat tatsachlich eine Erweiterung

[
O—)AH—>p*E —G—1

mit i'(@) = (i(a), 1) und 1t([e,g]) = g. Die Abbildungt ist surjektiv, weil Tt es ist. Die
Abbildung 1" ist injektiv, weil i es ist. Weiter ist

KerTt = {(e,1) | e€ E, T(e) = 1} = Ker)x1 = Alx1 = Im(i).
Die Identitat(1) ergibt sichaus demBeschreibung der Inflatiom 3.3.11 und aus der
Beschreibung der Klasse c(E) einer Erweiterung E in 3.2.6 und'%.2.7.
Bemerkung
Wir wendenuns jetzt der letzten grundlegenderKonstruktion imZusammenhang mit
Untergruppen zu.

12 Ein Schnitt s;: G/H— E vonTt liefert eine Schnitt

s G— p*E, g » (s((9)), 9)
vonT1t. Der zugehdrige 2-Kozyklus ist

)

-1
a' =s(©)s(@')sc0’) ~ = (a 1
0,00~ OO0 7= G (o)
ist gerade die Verpflanzung des zu s gehorigen 2—Kozylc<rl%$ antlang
pxp: GXG— (G/H)x(G/H).

Als Produkt in p*E nimmt man hierdas vom direkten Produkt in £€G kommende (nicht das
halbdirekte Produkt).



3.3.13 Konstruktion: Konjugation
Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und P und A seien G-Moduln. Fir jedes
o€G betrachten wir die Abbildung

o,: HomH(P, A)— HomH(P, A),pr (P 00
welche jedenH-Homomorphismus dessenKonjugiertes zuordneZeigenwir, diese
Abbildung ist wohldefiniert, d.ho, (@) ist wieder einH-Homomorphismus. Fir & P

b,

und keH gilt
o, (@(hp) = (oocpoo'l)(hp) nachDefiniton vonao,

= G(p(o'lhp)
- S | -1
=o@o "hoo ) wegeno o =1
= 00'1h0(p(0'1p) weil @ ein H-Homomorphismus ist
= hog(a™'p)
= ho, (Q)(p)-

Da (0'1)* die zug, inverse Abbildung ist, ist, ein Automorphismus von

HomH(P,A).

Fur o€H ist o, die identische Abbildungdenn es isto'lo(pocr = @ fur H-
Homomorphisme.

Wir wenden diese Konstruktion jetzt auf die G-Moduln P einer projektiven Auflésung
P, —>72Z—70

des trivialen G-Moduls Z an. Man beachte,diese istgleichzeitig eine projektive

Auflosung,wenn marZ als H-Modul betrachtetdennZ[G] ist ein freierModul tGber

ZH],

Z[G] = @g Z[H],

eG/H
d.h. jeder frei&Z[G]-Modul ist auch frei UbeZ[H]. Wir wenden den Funktor Holq(?,
A) an und erhalten den Komplex

(0— AT — ) Hom (P, A).
Die obige Konstruktion liefert einen Komplex-Morphismus o, (d.h. einen

Automorphismus ifedem Gradwobei dieAbbildung mit den Korand-Operatoren des
Komplexes vertraglich sinty. Durch Ubergang zur Kohomolgie erhaltei fir jedes
i = 0 Automorphismen

o,: Hi(H, A) —s HI(H, A).
Auf Grund desVergleichssatze8.1.12 hangendiese Automorphismenicht von der
speziellen Wahl der projektiven Auflosung ab. Im Fall o€EH sind diese

'** Die Komposition mit den Randoperator@won P, welche G-Homomorphismen sind, kommutiert

mit dem Anwenden voa, °:

3o, (a)) = 6(00(0'1) =000 19 =gadol = o, (ad) =a, (3(a)).



Automorphismen trivial. Die Operatiost damitsogareine Operation vorG/H auf den
Kohomologie-Gruppen,

G/H x HI(H, A) — HI(G, A),

Sie heif3t Operation durch Konjugation .

3.3.14 Die Kohomologie-Sequenz als G/H-Modul-Sequenz
Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und

a
0—A—B—C—0
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann ist die lange exakte Kohomologie-
Sequenz fur H,

0— HOYH, A) — ... — H"1(H,C) — H(H,A) — H'(H,B) — H'(H,C) —> ...

eine Sequenz von G/H-Homomorphismen, wenn man die Kohomologie-Gruppen mit
der Operation durch Konjugation versieht.

Beweis Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf die in 3.3.13 definierte Konjugation

Isomorphismen der exakten Komplex-Sequenzen
a
0— HomH(P*, A) == HomH(P*, B)E) Hom ,(P,,C)— O

induzierent!*
QED.

€

3.3.15 Die exakte Inf-Res-Sequenz

Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Dann gibt es eine
exakte Sequenz

Inf Res Inf
0—HYGH AN SHY G ASHIH, ACH 12 GH AN SHAG A)
Zum Beweis bendtigen wir eine Vorbereitungen.

3.3.16 Eigenschaften koinduzierter Moduln.

Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Dann gilt
MG(A)H ~ MG/H(A)

und

Hi(H, MG(A)) = 0 fur alle j > 0.
Beweis Es gilt

MEa)H = Homg[G], A)F (nach Definiton von P(A))
=115 [+-G 3 A | f(gh) = f(g) firr G,hEH)

114 (vgl. die letzte FuBnote). Weil die Abbildungen von

0—A—>B—C—O0
G-Homomorphismen sind, kommutiert die Operation durch Konjugation auf den Komplexen mit den
induzierten Komplex-Morphismen. Fiir fl;-P—>A aus dem Definitionsbereich var, und

oeG, pEPi gilt zum Beispiel:
asa, ()(p) = a(o™o(p)) =0 ta(fa(p)) = a, (a-F)(p).
d.h. es isteo, (f) = o, (aef), d.h.a, .0, =0, °q,.

115 Die Elemente von G bilden eine freie Basis ¥[&] UberZ.



="%{f: G/IH — A}
= Hom{Z[G/H], A)

= MCG/Hp) (nach Definiton von NF/H(a)).
Damit ist die erste Isomorphie bewiesen. Beweisen wir die zweite. Sei

9.}
ein volles Reprasentantensystem von G/H in G. Betrachten wir die Zerlegung
G =Uig gH
in paarweise disjunkte Teilmengen. Diese definiert eine direkte Summenzerlegung (von

Z-Moduln)
Z|G] = ®iEI giZ[H].
Wir wenden den Funktor Hom( ? ,A) an und erhalten
Hom(Z[G] , A) = Hom(@ IgZ[H] A) =17 X Hom@[H] A),
d.h.

MC(a) = x. _ MH(A) als H-Moduln.

€l
Ist P, eine projektive Auflosung des trivialen H-Mod@#sso folgt

Hom, (P, MSG(A)) = Hom, (P, xiEIMH(A))

H

=118 x. _ Hom

< Hom (P, MP(A))
Wir gehen zur Kohomolgle uber und erhalten

Hi(H, MCA) = x. _, H'(H, MPa) =0
QED.

3.3.17 Beweis von 3.3.15

Wir betrachten die nattrliche Einbettung von A iﬁE'M) von 3.3.5(ii) und bezeichnen
mit C den Kokern dieser Einbettung. Die kurze exakte Sequenz von G-Moduln

1) 0— A — MSA) — C—0
ist auch eine Sequenz von H-Moduln, d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz

d
0— aAH 5 MGH — cH 5 HY(H, A) — HH, MCA)).
Die letzte Kohomologie-Gruppe rechts ist trivial nach 3.3.16. Die Sequenz zerfallt
deshalb in die zwei folgenden kurzen exakten Sequenzen,

) 0— Al 5 MCmH 5B 50

©) 0—B—cH Y, HiH, A) — 0,

wobei B das Bild von I\g‘l"(A)H in cH bezeichnet.
Nach 3.3.14 sind dies Sequenzen von G/H-Moduln. Wir gehen von (2) zur zugehorigen
langen Kohomologie-Sequenz tber G/H Gber und erhalten eine exakte Sequenz

116 Wegen f(gh) = f(g) fur alle h ist f auf jeder Linksnebenklasse modulo H konstant.

17 Jede durch I indizierte Familie von Gruppen-Homomorphis#{éh] — A definiert einen
Homomorphismus auf der direkten Summe. Umgekehrt erhalt man durch Einschranken
aus jedem Homomorphismus auf der direkten Summe eine solche Familie.

118 Ein Element der linken Hom-Menge ist eine Abbildung, die durch inre Koordinaten-Funktionen

vollstandig festgelegt ist. Und diese Koordinaten-Funktionen kénnen beliebig vorgegebene H-
Homomorphismen sein.



0
@) 0— AS 5 MGG — BCMH L 1Y G/H,AH) — HYGH, MCa)H).

NachLemma3.3.16ist MG(A)|'| = MG/H(A) koinduziert Uber G/Hd.h. die Gruppe
ganz rechts istrivial. Damit erhaltenwir das folgede kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen.

0

l

0
0—s AC s MCG(a)C —, BGH I, wlgm,aAH) —o0

Jid Jid l
0— AC 5 MGG, G 9, HiG.A) —o0
I.cl
Hi(H,a)GH

l

HYG/H,B)
Die erste Zeile ist die gerade betrachtete Sequend.(d)lie Kohomologie-Sequenz zu
(2). Die zweite Zeile ist die Kohomologie-Sequenz zi{1)

Die Spalte ist die lang€ohomologie-Sequenz zi8) tber G/H.Eine Diagramm-Jagt
liefert eine exakte Sequeiz

a
0 —s Hi@GH, AMY = HiG,A) LN HiH,A)CMH 5 HiG/H, B)

Wir haben zu zeigem, ist die Inflation undB ist die Restriktion.

119 Die vertikalen Abbildungen zwischen erster und zweiter Zeile kommen also gerade von der
Einbettung der Sequenz (2) in die Sequenz (1).
120 Schreiben wir das Diagramm in der Gestalt

L

0—A—B—C—D-—0

| T

0—wA —»B —sC—D —0
v
E
l

F

Die zusatzlich eingefiigten Pfeile sind durch die Kommutativitat der entsprechenden Teile des
Diagramms definiert. Ihre Existenz ergibt sich aus dem Homomorphie-Satz. Weiter gilt

D = C/Im(B)

D'= C'/Im(B)
also

Im(C'—E) = C'/C= (C/Im(B))/(C/Im(B)) = D'/D.
Insbesondere ist die Sequenz

0—D—D—DE—F

exakt.



Fura ergibt sich daslaraus, dafan A imd B alsG-Moduln ansiehtvermittels der

naturlichen Surjektion G — G/H und das folgede kommutative Diagramm

betrachtet?!
gGH _ g6 _, G

0} 0| 0}
1 Hy A 1 AH 1

Die vertikalen Abbildungen sind dabei gerad&Zusammenhangshomomorphismen zu
kurzen exakten Sequenzenvon Koeffizientengrupper?? Die linken horizontalen
Homomorphismukommen von Funktorialitdt dé€ohomologie beiglich des ersten
Arguments, die rechten von der bezugl#szweiten.Insbesonderest die untereZeile
gerade die Inflatiorfund A kommt von der Verpflanzungon Kozyklen entlang der
natirlichen Surjektion G— G/H.

Die Beschreibung vofi als Restriktonsabbildung ergiith inanalogenVeise aus der
Kommutativitat des folgenden Diagrammes.

cC —a» HY(G,A)

l | Res
d
cH S HiHA)
Die horizontalen Abbildungersind Zusammenhangshomomorphismen Zaurzen

exakten Sequen@d) Uber Gbzw. H und die vertikalengerade dieRestriktionen. Die
linke vertikale Abbildung ist insbesondere gerade die natirliche Einbettung.

Der verbleigendeTeil der gesuchtemxakten Sequenz kommun vom kommutativen
Diagramm

Inf
HiH,ACH _ viem,B) L Hiem,dh L HiG.)

alE alg
H2(G/H,AH) Inf) H2(G,A)

Die obere Zeile ohne die Inflation ganz rechts kommt dabei von der Se@yanm ist

deshalb exakt ader Stelle H1(G/H, B). Daséndetsich auchnicht, wenn mary durch
die Zusammensetzung mit der (injektiven) Inflation ersetzt.

Die vertikalen somorphismersind Zusammenhangshomomorphismen zu drakten
Sequenzeri2) und(1). Ihre Bijektivitat ergbt sich aus derTatsachedal? dieModuln

MG H =122 MG/MHA) und MG(A) triviale Kohomologie (iiberG/H bzw. G)
besitzen. Die Kmmutativitat des Vierecks ist im wesentlichen eine Folge der
Funktorialitat der Kohomologie ihrer beiden Argumente.

Genauer, man hat ein kommutatives Diagramm mit den exakte Zeilen (1) und (2),

121 Es kommt von der Einbettung der folgenden Sequenzen ineinander und den folgenden Gruppen-
Homomorphismen.

2 = @<

GH«—G =G

wobei man die linke Sequenz (2) tiber G/H und die mittlere Uber G betrachtet.

122 Dje beiden auReren kommen in den Zeilen des vorigen Diagramms vor, der in der Mitte gehért zu
(2).

23 nach 3.3.16.



0— A — MG(A) — C—0
g U 1

0— aH — MG(A)H — B —0
also ein kommutatives Diagranth
H{GmHB) — HYG.B) — HlGO)

| | |
HA(G/H,AM) — H2(G AT — H2G A)
dessenvertiale Abbildungen Zusammenhangshomomorphismemdsidessen linke
horizontale Abbildungen voder Funktorialitatder Kohomologie bemlich des ersten
Arguments kommerund desserlinke horizontaleAbbildungen von entsprechenden

Abbildungen der Koeffizienten-Moduln. Die Zusammensetzung der unteren
horizontalen Abbildungen ist gera@ie InflationsabbildungDie Zusammensetzung

der oberen isfusammensetzunginer Inflationmit einerdurch B— cM induzierten

Abbildung (namlichy). Bei einemWechsel deiGruppen undoeffizienten kommt es
nicht auf die Reihenfolge an.

3.3.18 Die exakte Inf-Res-Sequenz flr hohere Dimensionen
Seien G eine Gruppe, & G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Weiter seii> 1
eine naturliche Zahl mit der Eigenschaft, da3 die Gruppen

HMH, A =0furj=1,2, ..., i1
trivial sind. Dann gibt es einen nattirlichen Homomorphismus

o, o H(H, ACH WG/, AM),
welcher Bestandteil der folgenden exakten Sequenz ist
i Inf . Res ; i Inf .
0—sHi(GH, AN —H(G,A)=HH, A)CH_H*L(GH, A H LG A).

Beweis Fur i = list dasdie Aussage vor8.3.15. Wirbeweisen dieAussage durch
Induktion nach i. Sei also i > 1.

Wir betten A inden koinduzierterModul MG(A) ein und betrachten dieugehorige
kurze exakte Sequen

1) 0—>A—>MG(A)—>CA—>O.
Dies ist insbesonderine Sequenz voH-Moduln. Wegen I%(H, A) = 0 ist auch die
folgende Sequenz exakt:
H
0— aH — MG(A)H — Cp — 0.
Dies ist eine kurze exakte Sequenz vorG/H-Moduln. Ubegang zur langen

Kohomologie-Sequenz liefedie ersteund die vierte vertikaleAbbildung im folgenden
kommutativen Diagramm (mit 1 < j = ).

i Inf Res
0—s Hl'l(G/H,CZ) — Hl'l(G,CA) = Hl'l(H,CA)G’H ..

l l

0— HeHAM % HeA) °% HEaAGH

124 Es kommt von der Einbettung der folgenden Sequenzen ineinander und den folgenden Gruppen-
Homomorphismen.

2 = @<

GH«—G =G



P1C Inf
C Hemdh 5 Hecy)

l

i Inf
H*lemh,AH) S HtlG.A)
Die anderen  vertikalen Abbildungen des Diagramms sind
Zusammenhangshomomorphismen zur ugeq (1) (bzw. Einschrankungen dieser
Zusmmenhangshomomorphismen) tber G und tber H. Die Abbildungen

PA UNdP 1 = -1,C,
sind noch zu definieren. Die zweite, dritte und die letzte vertikale Abbildunabpijektiv
well MG(A) kohomologischtrivial ist tber Gund tuberH(vgl. 3.3.4 und 3.3.16). Die

erste und vorletzte vertikaleAbbildung sind bijektiv, weil MG(a)T =25 MG/H(a)
kohomologisch trivial ist Uber G/H. Also sind alle vertikalen Abbildungen
Isomorphismen.

Fur die dritte vertikale Abbildung gittas auch, wenman nicht zuden G/H-invarianten
Teilen Ubergeht, d.h. es ist

HH, C,) = H*LH,A) =0 furj=1,..., i-2.
Mit anderen Worten,&gen[jgt den Bedingungeler Induktionsvoraussetzung. In der

oberenZeile laRtsich alsoein naturlicherHomomorphismug so einfugendald die
Zeile exakt wird.

pj,A
—

JedesViereck des Diagramms, dessenhorizontale Abbildungen definiersind, ist
kommuativ, da Inflation und Restriktion mit Zusammenhangshomomorphismen
vertraglich sind.

Da alle vertikalen Abbildungen Isomorphisnsend, 1413t sicldie unteremit der oberen
Zeile identifizieren, d.h. auch in der unterenZeile a3t sich ein natirlicher
Homomorphismus so einfiigen, dal? die Zeile exakt wird.

QED.

3.3.19 Bemerkungen zum Beweis der beiden letzten Aussagen

(i) Die letzte Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Hochschild-Serre-
Spektralsequenz fur Gruppen-Erweiterungen (siehe zum Beispiel Shatz [1] oder
Weibel [1]).

(i) Die Argumentation, welche die letzte Aussage 3.3.18 aus dem Spezialfall 3.3.15
ableitet ist ein Beispiel fur eine sehr nitliche Technik welche
Dimensionsverschiebung heil3t: man beweist Aussagen tUber Kohomologie-
Gruppen indem man G-Moduln in koinduzierte Moduln einbettet und dann mit
Hilfe langer Kohomolgie-Sequenzen Induktionsargument verwendet. Andere
Beispiele, flr welche dieseTechnik benutzt werden kann, findet man in den
Ubungsaufgaben.

3.4 Cup-Produkte

3.4.1 Ziel des Abschnitts, Tensor-Produkte von G-Moduln
() Indiesem Abschnitt konstruieren wir eine assoziative Produkt-Operation
H'(G, A) x H(G, B)—s H')(G, A®B), (a,b)r» d b,
welchegraduiert kommutatiyoder auctsuper-kommutatiyvist, d.h. es gilt

ab = (-1)) (bUa).

125 nach 3.3.16.



(i) Dabeiist A®B das Tensorprodukt d€&-Moduln A und B Ubef, versehen mit
der durch die diagonale Operation
0+(a®b) = (0-a)®(o-b)
gegebenerG-Modul-Struktur. Manbeachte,dies ist imallgemeinen nicht das
Tensor-Produkt der beidetjG]-Moduln tberZ[G].

(i) Allgemeiner ist das Tensorprodukt @B ein GxG-Modul bezlglich der
Operation

(0, 1)+(a®b) = (@-a)®(t+b).

(v)  Wir beginnendie Konstruktionmit allgemeinenBetrachtungen inKontext von
Komplexen. Wir beschranken uns dabei auf den Fall von abelschen Gruppen. Das
ist der einzige, den wir bendtigen.

3.4.2 Doppel-Komplexe

Ein Doppel-Komplex A** (abelscher Gruppen) besteht aus zwei Familien von
Homomorphismen abelscher Gruppen,
di?: Al s A+ yng o‘ﬁ Al _ AL e

mit
, L . i ij+1 .
0] Fur jedes feste i ist {\éiA —A }jEZ ein Komplex.

. L . j i+1,] .
(i) Fur jedes feste | |st{f]i Al — A }jEZ ein Komplex.

(i)  FOr jedes iund jedes | gilt
h vV Vv h _
dij+1°ij * dig jodij = 0

T T T
____)Ai-l,j+1_>Ai,j+1_)Ai+1,j+1_>___

1 I 1

— AL — Al — Al*L)] — ...

T T T
Bemerkung

Die dritte Bedingung bedeutet gerade, daf3 die Familie der direkten Summen

AN=@ Al
I+)
zusammen mit den Abbildungen

. AN n+1
dn'A — AT

deren ij-Koordinaten-Funktionen gerade die Abbildunq?aﬂ CUi\J/ Al — an+l sind,

einenKomplex bilden.Dieser Komplex A*heil3t der zuA** gehorige einfache(oder
auchtotale)Komplex und wird mit

A* .= tot(A**)
bezeichnet.

3.4.3 Tensorprodukt von Komplexen
Seien A* und B* zwei Komplexe abelscher Grupp@as Tensor-Produkt von A* und

B* (UberZ) ist definiert als der einfache Komplex zum Doppel-Komplex mit den Rand-
Operatoren




airj] = a'iA®|d: Ai®Bj — Ai+1®Bj, avb a'ib\(a)®b
und
9 = Id®(-1)'8jB: Alepl — Al@BI* a@b s a®(—1)'8jB(b)-
Das Tensor-Produkt der Komplexe A* und B* wird mit
tot(A* ®B¥*)
bezeichnet.
Bemerkungen

() Die horizontalen Randoperatoren von @&B* kommen von den
Randoperatoren des ersten Tensorfaktors.

(i) Die vertikalenRandoperatoren von &B* kommenvon den Randoperatoren

des zweiten Tensorfaktors, wobei das Vorzeichen ;L:(aBj\von der ersten Koordinate i
abhangt.

@iy  Far acAl und kEB! erhalt man die Elemente
\' h h \Y;
ai+1’j °aij (a®b) undai,j+1 °aij (a®Db)
indem mana'ia‘ auf den ersten hsorfaktor a unaBJ!3 auf denzweiten Tenarfaktor b

anwendet. Inersten Fall m@ man jedocmoch mit (-1)""1 und im zweiten mit(-1)'
multiplizieren. Die Summe der beiden Elemente ist wie gefordert Null.

(v)  Der Randoperatordes totalen Komplexes ist durchdie folgende Formel
gegegeben.

d(a®b) = Pa)b + (-111€9 2ax ().
Dabei schreiben wir deg a = i, fallsaA! gilt.

3.4.4 Der Hom-Komplex
Seien A ein abelsche Gruppe und A* ein Komplex abelscher Gruppen. Dann

bezeichnen wir mit
Hom (A*,A)

den Komplex abelscher Gruppen, der durch Anwenden des Funktog(l?qm\) auf
A* entsteht, wobei der Bestandteil des Komplexes im Grad i die Gruppe

Hom (A* A)' = HomZ(A", A)
sei.
3.4.5 Konstruktion: eine naturliche Paarung auf der Kohomolgie von Hom-
Komplexen.

Seien A und B abelsche Gruppen und A*, B* Komplexe abelscher Gruppen. Wir
konstruieren eine Abbildung

(1)  Hi(Hom(A*, A))xH(Hom(B*, B)) —s H'l(Hom(A*®B* A ®B).

Fir je zwei Homomorphismen
a: A7 — A undp: Bl — B
ista® ein Homomorphismus
a®p: AT®BT — A®B.
Wir kdnnena®[3 als Homomorphismus
a®p : (A*@B*) (*) _5 AcB



betrachtenjndem wir die Abbildung aufallen von A'®B7 verschiedenen direkten
Summanderdes Tensorprodukthiull setzen. AufdieseWeise wirda®p zu einem
Element des Grades i+j von Hom(@B*, A®B), d.h. wir haben eine Abbildung

(2)  Hom(A*, A) x Hom(B*,B) —s Hom(A*®B*, A®B)"*L, (@, B) 1> a®p,
konstruiert. .

Furaez!'(Hom(A*,A)) und BeZ! (Hom(B*,B) gilt

d(@®B) = (do)®B + a®(-1)ldB = 0P + a®0 = 0.
Die Abbildung (2) induziert also eine Abbildung

(3) ZHom(A* A) x ZIHom(B* B) —s Z"1Hom(A*®B*, A®B), (a, B) » a®B,

Seiena€B'Hom(A*,A) und eZ)Hom(B*, B). Dann gibt es eio’ mit
o =da’,
d.h. es gilt _
d@'®p) = (da)®B = a'®(-1)"1dB = a®p
d.h. das Tensor-ProdukinesRandeamit einemZyklus istein Rand.Vertauscht man
die Rollena und 3 , so zeigteine analoge Rechnundall auchdas Tensor-Produkt
einesZyklus mit einem Rand ein Rand ist.Die Abbildung (3) induzert damit die
gesuchte Abbildung (1).
Bemerkung
Seien GeineGruppe und A* und B* Komplexe von G-Moduln u#gB G-Modulin.
Sind danndie obenbetrachteteitHomomorphismem und 3 G-Homomorphismen, so
ist deren Tensorprodukt
a®B:A'@Bl — A®B.
ein GxG-Homomorphismus. DurchEinschranken der dirachteten Abbildungen
erhalten wir deshalb in dieser Situation eine bilineare Abbildung

(4) Hi(HomG(A*, A)) XHj(HomG(B*, B)) —s H'*(Homa(A* ®B* A ®B).

3.4.6 Das Tensorprodukt von Auflosungen
Seien G eine Gruppe ung Bine projektive Auflésung des trivialen G-Mod#lsDann
ist

P, ®P,
eine projektive Auflosung des trivialé#G x G]-ModulsZ. Die Operation von &G
auf P, ®P, ist dabei durch die folgende Formel definiert.

(0, 0,) (P, ®P,) :=0,(P))®T,(P,)-

Bemerkungen
(i) Der i-te honbgene Bestandteil von, Pals graduierte abelsche@ruppe ist
gerade _
P=P.,
der von Hom(P®P,, A) ist
Hom(R,®P,, A)' = Hom(®_, _ . P'®P', A)=Hom(® , _.P ®P ,A).

(i) Der Beweis der obigen Aussage beruht auf dem nachfolgenden Lemma.



3.4.7 Lemma: Komplexe freier abelscher Gruppen
() Seien A* und B* exakte Sequenzen von freien abelschen Gruppen. Dann gilt dies
auch fur den Komplex A®B*.
(i)  Seien A* und B* Komplexe freier abelscher Gruppen mit den folgenden drei
Eigeschaften.
a) Die Komplexe sind in den nicht-positiven Graden konzentiert, d.h.
Al=g'=0firi>o.
b) Die Komplexe haben triviale Kohomologie in allen negativen Graden, d.h.
H'(A) =H'(B) = 0 furi < 0.
c) Die 0-te Kohomologie der Komplexe %t d.h.
HOA% = Z und H(B*) = Z.
Dann hat auch der Komplex &B* diese drei Eigenschaften.

Beweis Zu (i). Da Tensorprodukte und direkte Summeam freien abelscheGruppen
wieder frel sind, sind die homogenen Bestandteile von

A* ®@B*
wieder frei. Der Beweis der Exaktheit von A®B* beruht auf derTatsache, daf}
Untergruppenfreier abelscherGruppen frei sind. Deshalbist fur jedes i die

Untergruppe KA) von A' eine freie abelscheSruppe.Betrachtenwir fir jedes i die
kurze exakte Sequenz . _ '

0—Z(A) A - B'+1(A*) — 0.
Wei die Grupperechtsfrei ist, zerfallt diese SequenaNeil A* exakt sein soll, ist

auBerdem ZA*) = B'(A*), d.h. die Sequenz laBsich in der folgenden Gestalt
schreiben.

0—s BI(A% % (A% @B (A% 23 B 1A% — 0,
Dabei bezeichne f die natirliche Einbettundesersten direkten Summanden in die
direkte Summe undzmlie Projektion auf demweiten direkten SummandeWwir sehen

so, der Komplex A* zerféllt in eine direkte Summe von Teilkomplexen der Gestalt

Id
(2) ii—>0—>0—5>A—>5A—>50—0—..
wobei A einefreie abelscheGruppe bezeichne. Analogerfallt B* in eine direkte
Summe von Teilkomplexen der Gestalt

I
(2) o—>0—>0—B—>B—0—50—..

Nun ist die Konstruktion des Tensorproduki®n Komplexenmit der Bildung von
direkten Summen vertraglich. Es reicht deshalb die Exaktheitsaussage fir Komplexe der
Gestalt(1) und (2) zu beweiserDas Tensorprodukt vofil) und (2)ist aber ein
Komplex der Gestalt

a
o™ 0— 0— A®B — (A®B)®(A®B) £> A®B—0—0— ..
mit126
a(x) =27 (x, £x) undpB(x,y) =" x Fvy.
Diese ist offensichtlich eine exakte Sequenz.
Zu (i)). Manwende die Aussage von (i) auf die exakten Sequenzen

1261 der direkten Summe @B)®(A®B) denken wir uns die Gruppen so angeordnet, daf sich im

ersten direkten Summanden die Gruppe A vom niedrigen (und die Gruppe B vom hohen Grad befindet).
127 Der Randoperator des Produkt-Komplexes besteht aus zwei Summanden. Der erste besteht im
Anwenden des Randoperators von (1) auf dem ersten Tensorfaktor, der zweite im Anwenden des
vorzeichenbehafteten Randoperators von (2) auf den zweiten Tensorsfaktor. Das Vorzeichen hangt davon
ab, ob der Komplex (1) in einem geraden oder ungeraden Grad beginnt.

128 Der Randoperator auf den Elementen "hohen" Grades ist die Nullabbildung.



u Y%
KA: A* — 7 — 0 und I%: B* —Z — 0.
die aus A* und B* entstehen, wenn man i@rad 1ldie O durch die Kohomologie-
GruppeZ ersetzt. Durch Tensorieren erhalten wir eine exakte Sequenz

K= tot(K , ®K ),
welche wir jetzt mit dem Komplex

L := tot(A*®B*)
vergleichen wollen. Es gilt

“n = Oi=n “ai%Bj

= (Z®B_ )O(A ©B)®..OA ®BYO(A OZ)
= I3n+1@ A" ®B )n ® An+1

Der Randoperator auflem erstenbzw. letztenSummandenstimmt dabeimit dem
Randoperator von B* bzw. A* Giberein (ersterer nur bis afaizeichen),denn dereine

Summand dieses Randoperat&@mmt von der Null-Abbildung Z — 0. Der
Randoperator audem direkter'Summanden in deMitte ist geradeder Randoperator

von tot(A*®B*) (zumindest inallen negative Graden). Genauewir haben ein
kommutatives Diagramm

— (A1®Bo)@(AO®Bl) — AO®Bo — 0 — 0 —...

N N N
— ALB(A, ®B ®A ®B)®B, — A, ®(A ®B)OB, — A BZOB)— Z —>..

Die obere Zeile ist dabei gerade der Komplex tog#*) und die untereder Komplex
tot(KA®KB). Die Kommutativitat des Diagramms geht verloren, wenn man die fehlende

vertikale Einbettung rechts einfigt. Umdie Kommutativitat des Diagramms beim
Einfligen zuerhalten, muf3t man dievorletzte O rechts oben durctZ und die
entsprechende Null-Abbildung durc®u ersetzen:

u®v

.—  (A/®B)®ASB) — Aq®B, - 7 — 0.
N N N N
. — A,B(A, ®B ®A BB, )®B, — A, B(A ®B)®B, — A BZOB,— Z —>...

Die obereZeile wird dann zueinem drekten Summanden der untereDie untereeine
direkte Summaler oberermit den Komplexen I’& und I% Insbesonderest mit der

unteren Zeile auch die obere Zeile exakt, thbi{A* ®B*) genugt den Bedingungda),
(b) und (c) von (ii).

QED.

3.4.8 Beweis von 3.4.6
Nach Definition sind die graduierten Bestandteile vpmlirekte Summanden von freien

Z|G]-Moduln, also insbesondere freie abelsche Gruppen. Auf Grund des zweiten Teils
von 3.4.7 liefert das Tensorprodukt der exakten Sequenz

P, —>72Z—70
mit sich eine exakte Sequenz



P,®P, — Z — 0.1*°
Es bleibtnoch zuzeigen, R®P, ist ein Komplex vonprojektivenZ[G x G]-Moduln.

Dazu betrachten wir die (Ubg) bilineare Abbildung

Z[G]xZ[G] — Z[GxG], ( ¥ mo, ¥ I’ITT) DY monc(o, 1),

oeG €06 o,1eG
Sie induziert einen Gruppen-Homomorphismus

¢:Z[G]®ZZ[G] — Z[GxG], o®T b (O, 1).

Well letzterer eineBasis der freien abelscheGruppe links ineine Basis der freien
abelscherGrupperechtsabbildet,ist er bijektiv. Die Ringstruktur links definiert also
eine Ringstruktur rechtsBeziigich dieserRingstruktur gilt fiur das Produktzweier
Basis Elementeg( 1) und ', T') rechts:

©,71) - (@,7) =60 Yo, 10, 1)) =9(0®T-0®T) = p((00'®TT) = (00", TT).
Mit anderen Wortenp ist ein Isomorphismus von Ringen.
Damit ist das Tensorprodukt von freigfG]-Moduln ein freierZ[G x G]-Modul, wobei
die Operation von &G auf diesem Modul gerade die in 3.4.6 beschriebeh® ist.

Sind schlief3lich IFlmd FJ’ projektive G-Moduln mit der Eigenschaft, daf3 die direjekten
Pi@Qi und I?@Qj
freie G-Moduln sind (flr geeignet gewahlte G-Modulirl.@d (?) SO ist
(P®Q)B(P&Q) = (ROP) ® (REQ) ® (JOP) @ (Q®Q)
ein freier GxG-Modul, der If’@PJ als direkten Summanden enthélt. Insbesondere ist der
Modul P|®PJ projektiv.
QED.

3.4.9 Zusammenfassung: das Cup-Produkt
Seien G eine Gruppe, A und B zwei G-Moduln und

P, ——>72—10

eine projektive Auflosung des trivialen G-Mod#sNach 3.4.5 definiert das Tensor-
Produkt von Abbildungen bilineare Abbildung

129 \wobeiZ im Grade 1 sitzt.

130 Das Tensorprodukt tibé eines R-Moduls M mit einem S-Modul N ist ei®S-Modul M®N mit
der Multiplikation
r®smen = (rm)®(sn).
Fur jedes £ R und jedesS& S ist die Abbildung
MxN — M®N, (m, n)i (rm)®(sn),
namlich bilinear (Ube¥), induziert also einen Gruppen-Homomorphismus
M®N — M®N, m®n i (rm)®(sn).
Die so definierte Abbildung
RxS — HomAb(M®N, M®N), (r,S)» (M®n 1 (rM)®(sn)),

ist bilinear (UbefZ), induziert also einen Gruppen-Homomorphismus
R®S — HomAb(M®N, M®N).

Die obenangegebene Miiplikation der Ememente von N mit Elementen aus ®S ist also
wohldefiniert.



i ' i+]
H'(Hom (P, .A)) xH/(Hom (P, , B)) — H'"l(Hom (P, ®P, , A®B).
Nach 3.4.6ist P, ®P, eine projektiveAuflosung dedtrivialen GxG-Moduls Z. Die

Abbildung laRt sich also in der folgenden Getalt schreiben.
1) H'(G, A) x H(G, B)—s H1(GxG, A®B).

Die diagonale Einbettung G<& GxG, g » (9,9), Iindiziert einen
Restriktionshomomorphismus auf déohomologie, der zusammengesetit (1) eine
bilineare Abbildung ' '
HI(G, A) x H(G, B)— H1(G, A®B), (a, b)rs> d_b
liefert. Diese heil¥€up-Produkt.
Bemerkungen
()  Auf Grund desvergleichssatzes hangt di@nstruktion des Cup-Prodts nicht
von der speziellen Wahl der projektiven Auflésung ab.
(i) Die Konstruktion ist funktioriell in dem Sinne, da3 manfur jeden G-

Homomorphismus A— A' ein kommutatives Diagramm von G-Moduln
H'(G,A)xH!(G,B) — H')(G,A®B)

l l

H'(G,A)xH!(G,B) — H')(G,A®B)
hat, und analog fuir den zweiten Tensor-Faktor.

(i) JederG-Homomorphismus ®B — C induziert einerHomomorphismus auf
der Kohomologiedessen Zusammensetzumg demCup-Produkteine bilineare
Abbildung _ _ o

H'(G, A) x H(G, B)— H'")(G, C)
ist, die man gelegentlich auch als Cup-Produkt bezeichnet.

(iv) Aus der Konstruktion des Cup-Produktes dngisich fur i =j = 0, dal3 die
Abbildung

HOG, A) x HYG, B)— HI(G, A®B)
gerade die Abbildung
ACxBC _; (A®B)C, (a, b)s ab,
ist.

3.4.10 Assoziativitdt und Superkommutativitdt des Cup-Produkts
Das Cup-Produkt ist assoziativ und graduiert kommutativ, d.h. es gilt
a b = (-1 b Ja fur &H'(G,A) und kEH! (G, B)
wenn man die beiden Kohomologie-Gruppen
H'*(G, A®B) und HY)(G, B®'A)
mit Hilfe des Isomorphimus
A®B — B®A, a®b » b®a,
identifiziert.

Beweis Die Assoziativitatsaussage folgt im wesentlichen aus der Assoziativitat des
Tensorprodukts von Abbildungen. Das Cup-Produkt zweier Kohomologie-Klassen wird
reprasentiert durch das Tensorprodukt der Abbildungen, welche die Faktoren
reprasentieren. Wir Gberlassen dem Leser die Einzelheiten.

Zur Uberpriifung der graduierten Kommutativitat vergleichen wir zunachst die
Randoperatoren der Tensorprodukte

tot(A* ®B*) und tot(B*®A*)



zweier Komplexe A* und B*. Im ersten Komplex ist der Randoperator durch die
folgende Formel gegeben.

d(a®b) = Pa)®b + (-11'€9 & (9h)
im zweiten durch

d(b®a) = Pb)®a + (-1f€9 Phe(9a).
Wir sehendie beidentotalen Komplexe zunachstls graduierte abelsch@ruppen an
und betrachten die Abbildung
0: tot(A*®B*) —» tot(B*®A*), a®b > (-1)0€9 & deg bye
Es qgilt

6(9(a®b))= (_1)(deg a +1) deg bb®6a + (_1jjeg a (degb + 1) + deg &)b)@a
= (-1)d9 & deg b.1)ded Bgga + (-17IC9 Fop)@a]
— (_1)deg ar deg ba(b@a)

— a( (_1)deg a deg bb@a)
= d(¢p(a®Db)
d.h. ¢ ist ein Komplex-Morphismus. Esst dfensichtlich einlsomorphismus. Wir

identifizieren diebeiden Komplexenit Hilfe dieses Isomorphimusnd erhalten so die
Formel

a®b = (-1f1€9 & deg byg,
Dies qilt speziell fur

A* := Hom .(P,,A) und B* := Horrb(P*,B)

(
G
mit einer projektiven Auflosung JPdestrivialen G-Moduls Z. Die Tensorprodukte auf
beiden Seitensind dannTensorprodukte vormAbbildungen. Durch Ubergang zur

Kohomologie erhalten wir die behauptete Identitét.
QED.

3.4.10 Vertraglichkeit mit Zusammenhangshomomorphismen
Seien G eine Gruppe und

(2) O—)A'lA—)A"—)O
eine exakte Sequenz von G-Moduln mit der Eigenschaft, daf3 fur jeden G-Modul B das
Tensorprodukt Ubéf,
0— A®B — A®B — A"®B — 0,
ebenfalls exakte ist. Dann gilt
d(a) b =d(al_b)

fur  a&H(G,AY , beHli(G, B) in HTIL(G, A®B). Dabei bezeichned den
Zusammenhangshomomorphismus zur exakten Sequenz (1).

Analog sei
(2) 0—B'—-B—B"—0
eine exakte Sequenz von G-Modutit der Eigenschaftda3fur jedenG-Modul A das
Tensorprodukt Ubét,
0— A®B' — A®B — A®B" — 0
exakt ist. Dann gilt

alJ &(b) = (-1) 8&b)

fur aeH!(G,A), b= H(G, B" in HT1(G, A®B)).



Beweis SeiBEHj (G, B) fest vorgegeben. Wir wéhlen eine projektive Auflosung
P,.—Z —0
des trivialen G-Modul& und einen Reprasentanten
be HomG(Pj, B)
von 3. Wir wendenden Funktor Honé(P*, ?) auf die rakte Sequengl) an und den
Funktor Honb(tot(P*®P*), ? ) aufderenTensorprodukinit B. Als Ergebniserhalten
wir - wegen der Projektivitat von, R exakte Sequenzen von Komplex-Morphismen
0— HomG(P*,A') — HomG(P*, A) — HomG(P*, A"y —0
und
0—>HomG(P*®P*,A'®B)—>HomG(P*®P* ,A®B)—>HomG(P*®P*,A"®B)—>O

Nun ist das Tensorprodukmit der Komposition vo Abbildungen vertraglich.
Tensorieren mit b liefert deshalb ein kommutatives Diagraiinm

a
0— HomG(P*,A‘) — HomG(P*,A) — HomG(P*,A") —0
&b @b &b

a®ld
0— HomG(P*®P*,A'®B) — HomG(P*®P*,A®B) — HomG(P*®P*,A"®B) —0
In der unteren Zeile kénnen wir noch die Tensorproduk&M? durch P ersetzen:*

Wir gehen zur Kohomolgie Ubeund erhalten einenKomplex-Morphismus der
zugehorigen langerKohomologie-Sequenzen (der de@Brad um | verschiebt).
Insbesondere erhalten wir die kommuttiven Vierecke

HGA) 2 HtlGa)
lus lus
HIti (G A"®B) 2 HII*L(G A)

Dies beweist die erste deeiden Idatitédtender Behauptung. Dieweite ergibtsich aus
dieser unter Verwendung der Formel von 3.4.9:

alJ 8(b) = (-1f19 2(deg b +Ljgp) Ja
- (_1)deg a(degb +1)6(bUa)
- (_1)deg a(degb +1$((_1)deg adeg ban)
- (_1)deg a(2deg b + 1}3(an)

= (-1)99 35(al_b).
QED.

3.4.11 Der Fall des Cup-Produktes zu einer Paarung der Koeffizienten
Seien G eine Gruppe und

31 Bezeichnex: A'—s A die linke Abbildung in (1). Die Kommutativitat des linken
Vierecks bedeutet dann gerade, dal3 fur jeden G-HomomorphjsRjus->A' gilt

(0edp)®b = (@°¢p)®(1d®b) = @®1d)°(pRb).
132 Unter Verwendung Diagonaleinbettung<s Gx G.



0—A'—A—A"—0 und @—-B'—B—B"—0

zwei kurze exakte Sequenzen von G-Moduln. Weiter sei eineZljitidmeare
Abbildung

¢:AxB—C
mit Werten in einem G-Modul C gegeben, die vertraglich ist mit der Operation von G

und deren Einschrankung aub#B' trivial ist. Diese induziert dann bilineare
Abbildungen

A'xB" — C und AxB'— 0.
Fir die Cup-Produkte bezlglich dieser bilinearen Abbildungen gilt dann
5, (UB = (-1)*talUs,(B)

fur aeH!(G, A"), peHI(G, B") in HH*1(G, ©).
Beweis Sei B, eine projektive Auflésung des trivialen G-Mod#lsWie oben
bekommen wir exakte Sequenzen von Komplex-Morphismen

0— HomG(P* A) — HomG(P*, A) — HomG(P*, A")—0

0— HomG(P*,B') — HomG(P*, B) — HomG(P*, B") — 0
Diese sind durch eine Paarung
HomG(P*, A) x HomG(P*, B) — HomG(P*®P*, C), (U V) $o(U®V),
mit einander verbunden, welche trivial ist auf

HomG(P*, A') x HomG(P*, B".

Beschreibenwir die beiden Seiten dezu beweisenderidentitat mit Hilfe der
reprasentierenden Abbildungen. Dazu wéhlen Repréasentanten

a'e HomG(P*, A") und b"e HomG(P*, B")
vona bzw.3. Wegen der Projektivitat von, Pesitzt a" ein Urbild

ac HomG(P*, A").

Dessen Rand kommt von einem Element
ae HomG(P*, A", a' =0a.
Nach Definition des Zusammenhangshomomorphismus ist
3, () = [a]€ Hi+1HomG(P*,A').

Analog besitzt b" ein Urbild

be HomG(P*, B),
und es gilt

3, ()UB = [¢p=((9a)ob)] € H**1Hom (P, P, , C).

In analoger Weise reprasentiert nmd.[UESB(B):

a5 (B) = [p=(a®@db)] € Hi+j+1HomG(P*®P*, Q).
Betrachten wir jetzt das Element

do((0a)®b + (-1Ja®ab) € Hom_ (P, ®P,, C).

133 Die Aussagen von 3.4.11 lassen sich in der beschriebenen Situation nicht verwenden:

3(a)UB =3@aUp) = (-1)alUs(p),

weil der Zusammenhangshomomorphismus in der Mitte nicht definiert ist.



Es ist gleich ¢(d(a®b)), d.h. dasBild eines Randesbei der durch $:A®B—C
induzierten Abbildung, also selbst ein Rand. Also ist .
5, (B + (-1) alUJd5(B) = [¢=((0a)®b + (-1)a®db)] =0,
d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

3.4.12 Vertraglichkeit mit Restriktion, Inflation und Korestriktion

Seien G eine Gruppe, & G eine Untergruppe und A, B zwei G-Moduln.
() Esqilt
Res(&_Jb) = Res(d) JRes(b)
in H*(H, A®B) firr &=H!(G,A) und IEH! (G, B).
(i) Ist HC G ein Normalteiler, so gilt

Inf(al_b) = Inf(a)JInf(b)
in H*(G, A®B) fiir a=H'(G/H, AT und EeH! (G/H, BM).
(i) Projektionsformel. Hat die Untergruppe® G endlichen Index, so gilt

Cor(d_JRes(b)) = Cor(d) Jb

in H(G,A®B) fiir a=H'(H, A) und be H(G, B).
Beweis Zu (i). Wir betrachten das kommutative Diagramm

AxB — A®B

l l

G G GxG
MP(A) xMI(B) — M 7~ S(A®B)

desservertikale Abbildungen die naturlichen Einbettungsind (welche jedenModul-
Element diezugehdrige Multiplikation vomechts zuordnen - \(g3.3.5(ii)). Die obere
horizontale Abbildungsei dienatlrlicheAbbildung aufs Tensorprodukind die untere
das Tensorprodukt von Abbildungen.

Fur beliebige Konplexe A* und B* von G-Moduln induzierdieses Diagramm ein
kommutatives Diagramm von Komplexéh

* * * *
HomG(A A) XHomG(B ,B) — HomG)(G(tot(A ®B*),A®B)

Home (A% M Sa) Hom,(B*,M @) — Hom,, , (1ot(A*®B¥) M ﬁ:S(A(@B))

Die horizontalen Abbildungersind dabei Tensorprodukte vonAbbildungen, die
vertikalen die Zusammeezungenmit den vertikalen Abbildungen des vorigen
Diagramms.

Wir setzen fur A* und B* eingrojektive Auflésung B, destrivialen G-Moduls Z ein,

gehen zur Kohomologie tber und erhalten ein kommutatives Diagramm

134 Die beiden moglichen Zusammensetzungen mit dem Abbildungen des obigen Vierecks stimmen
Uberein.



HGAxHGB)  —  HY(GxGA®B)
| |

HI(G,ME() X HIG, ME(B) — HIY(GxG S < H(A®E)

Die horizontalen Abbildungesind dabeidurch das Tensorprodukbn Abbildungen
induziert.Die unterenKohomologie-Gruppen lassen siahit Hilfe desLemmas von
Shapiromit Kohomologie-Gruppen Uber klentifizieren. Die vertikalen Abbildungen
gehen dann gerade in die Restriktionsabbildungen tber:

H'(G,A)xH(G,B) — H')(GxG,A®B)
lResx Res lRes
Hi(H.A)xHI(H.B) -2 HI*i(HxH A®B)

Nun verhdlt sich die Restriktion funktoriell belglich des ersten Aguments der
Kohomologie,d.h. wir kdnnendie horizontalen Abbildungen zusammensetzgnden

Abbildungen, diedurch die Diagonal-Einbettung G GxG induziert werden und
erhalten ein kommutatives Diagramm

H‘(G,A)xHJ'(G,B)H H(G,A®B)

lRes< Res lRes

Hi(H,A) xHI(H,B) Y Hit (H,A®B)
Damit ist die Aussage von (i) bewiesen.
Zu (ii). Die Aussage vof(ii) erhalt man, indem man in &hnlicher Weise an die Definition
der Inflation erinnert, wie wir dd#ir die Restriktion gerade getan hab®fir gehen wie
in 3.3.10 von zwei projektiven Auflésungen

P,—Z—0 und Q —Z—0

des trivialen Modulg. Uber Gbzw. UberG/H aus.Da sichdie zweite Auflésungauch
als Komplex vonG-Moduln auffassen lal3gibt es nach dem Vergleichssatz einen bis
auf Homotopie eindeutig bestimmten Komplex-Morphismus

P* — Q*'
Dieser definiert ein kommutatives Diagramm
H H HoH
Homg (Q,,A™)xHom_ \ (Q,,B™) — Hom_ ., (10t(Q,®Q,) A" ®B")

l l

HomG(P*,AH)XHomG(P*,BH) — HomGXe(tot(P*®P*),AH®BH)
dessserhorizontale Abbildungedurchdas Tensorprodukt voAbbildungeninduziert
sind und dessevertikale Abbildung durch das Zusammensetzenit P, —Q, . Wir

gehen zur Kohomologie tber und erhalten ein kommutatives Diagramm
H'(G/H,AM xHI(G/H,BM) — HY(G/HxG/H, AHeBH)

(1) | )

HGAMxHGBY) — HYGxG, AHesH)
Auf Grund des kommutativen Diagramms



G & GxG

{ {

Y Y

G/H< G/HxG/H

dessenhorizontale Abbildungerie Diagonaleinbettungesind und dessenertikale
Abbildungen vom nattrlichen Homomorphismusauf die Faktorgruppenkommen,
kénnen wir in (1) die direkten Produlder Gruppen durch di@ruppen selbstrsetzen.
Die horizontalen Abbildungen werden dann zu Cup-Produkten,

HI(G/H,AH) xHI(G/H,BM) Y i (G/H, AHeBH)

l l

Hi(G,AM xHi(G,B8M) Yo G, AHeBH)
Weil das Cup-Produliunktoriell in beiden Argumenterst, konnenwir in der unteren
Zeile des Diagramms die H-invarianten Teile durch die G-Moduln selbst ersetzen,

Hi(G/H,AHY xHl(G/H,BM) Y i (G/H, AHeBH)

llanInf llnf

Hi(G,A)xHI(G,B) H) HI*(G, A®B)

Die vertikalen Abbildungen werden dadugdrade die Infitionsabbildunge Damit ist
die Aussage von (ii) bewiesen.

Zu (ii). Seien A* und B* zweKomplexe vonG-Moduln. Wir betrachterdasfolgende
Diagramm von Komplexen.

u
* * * *
HomH(A A) X HomH(B B) — HomeH(tot(A ®B*),A®B)

lc. Tr lC"
v
HomG(A*,A) X HomG(B*,B) — Home G(tot(A*®B*),A ®B)
Die horizontaén Abbildungenseien durchdas Tensorprodukt vorAbbildungen

induziert. Die mittlere Abbildung sei die naturliche Einbettung (die jeden G-
Homomorphismus als H-Homomorphismus auffaldt). Sie iduziert gerade die

Restriktion, wenn maifir B* eine projektiveAufldsung destrivialen G-Moduls 7Z
einsetzt. Die beidenanderen Abbildungen seielgerade die derKorestriktion
entsprechenden Abbildungen, d.h. sie sollen H-Homomorphismen

X B f(x)
Uberfihren in G-Homomorphismen

X Y ojf(oj_lx)
wenn dieoj ein volles Repréasentantensystem von G/H in G bilden. Fir

ae HomH(A*,A) und B € HomG(B*,B), acE A*, beB*

gilt dann
v(c'(@), B)(a®b) = (C'@)®B)(a®D)
= (c'@)(2)) ® B(b)

-5 oja(oj'la) ® B(b)
j



=5 (0(0]2) ® 0p(c] b)
J
=5 (000" ® 0,pg;)(ash)

J
=138 c"(a®B)(a®b)

=137 ¢'(a®r(B))(a®b).
Es gilt also

v(c'(a), B) =c'(u@, r(B)) fura € HomH(A*,A) und B € HomG(B*,B).
Wir setzen fur A* und B*eine projektiveAuflosung P, destrivialen G-Moduls Z ein
und gehen zu den Kohomologie-Klassen tber. Die Identiat bekommt dann die'Bestalt

Cor([a)UIB] = Cor(jo] U Res(B]),

d.h. wir erhalten gerade die behauptete Identitat.

QED.

3.4.13 Der Fall der endlichen zyklischen Gruppen

Seien G =Z/nZ die endliche zyklische Gruppe der Ordnung n und
x € HY(G, zinz) = Hom,, (G, ZInZ)

der Gruppen-Homomorphismuaglcherder identischen Abbildung entspricitann
gelten folgende Aussagen.

() Bezeichnet 5 HYG, 7zmzZ) —» HXG, 7Z) den Zusammenhangs-

homomorphismus zur exakten Sequenz

n
0272 —7Z—7ZInNZ — 0,

so istd(x) ein Erzeuger der zyklischen Gruppa(El, 7).

(i) Furjeden G-Modul A werden die von 3.2.9 kommenden IsomorpHithen
Hi(G, A) = H*2(G, A)

induziert durch das Cup-Produkt ra{l).

(i) Der Isomorphismus
ACGINA =5 HE(G, A)

wird induziert durchdie Abbildung,welchedie Elemente vo AC = HO(G,A) in
das Cup-Produkt mi(x) Gberfuhrt.
Beweis Zu (i).Wir verwenden die freie Auflosutg

o-1 N o-1
(1) P:..—Z[G] —- Z[G] - Z[G] - Z|[G] — Z — O
von 3.2.9 zur Berechnung der Kohomologie von G. Zur Bestimmung des Bildes von

135 weil B ein G-Homomorphismus ist.

138 \weil G liber die Diagonal-Einbettung auf dem Tensorprodukt operiert.

187 da ¢" auf den H-Homomorphismen definiert ist, kénnen wir den G-Homomorph@saisi$i-
Homomorphismus auffassen.

1% hach Restriktion auf die Diagonale.

1394 h, (G, A) = AC/NA und (G, A) = JA(O-DA

140 Dabei bezeichne einen Erzeuger von G und N ist die Multiplikation mit der Summe der Elemente
von G.
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beim Zusammenhangshomomorphisnudghlen wir einen Repréasentanten vign d.h.
einen G-Homomorphismus

a: Z[G] — ZInZ mit aeN = 0**,
Dieser G-Homomorphismus muR surjektiv $&jnd.h. es gibt einen Erzeugs®EG mit

0a(o) =1 mod n.
Wir hebena an zu einem G-Homomorphismus

a: Z[G] — Z.
Zum Beispiel kénnen wii festlegen durch die Bedingung
a(o)=1
(was wir tun wollen)Wegena°N = 0 gilt Im(oToN) C nZ, d.h. eggibt eine eindeutig
bestimmte Abbildung

a: Z[G] — Z mita °N = reat'.
Diese reprasentiert das Bild vgrbeim Zusammenhangshomomorphismus,
3(x) = [a] € H4G, Z) = ZCINZ =1 ZInZ.
Als Element der Gruppg/nZ ist**
d(x) = a(1) mod IZ.
Nach Konstruktion gilt

n-a (o) = o (No)

= No(0)  (weild ein G-Homomorphismus ist).
= nd (0) (weil G trivial aufZ operiert)
=nel (nach Wahl vomr)

d.h.a(o) = 1. Insbesondere i8€x) = a(1) mod Z ein Erzeuger voi/nZ.
Zu (ii). Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm

..—> Hom(Z[G],A) & Hom(Z[G],A) (0;12* Hom(Z[G],A) —>...
®a ®a] ®a
..— HOM(Z[G xG],A) —s HOMZ[GXG],A) —s HOMEZ[GXG],A) —s...
|Res |Res |Res

N* N*
..— HomZ[G],A) — Hom{Z[G],A) — Hom{Z[G]A) —...
Die erste und die letzigeile entstehelabeiduch Anwendenden Funktors Hor%(?, A)

auf die Auflosung (1). Die oberenvertikalen Abbildung seien defieirt durch das

141 die Bedingung muR erflllt sein, weilein Zyklus ist.
42 Andernfalls wére In() eine echte Untergruppe va#inZ, d.h. es gabe einen echten Teiler m
von n mit ma = 0. Dann ware aber auchyr= 0, was nicht der Fall ist, gadie

identische Abbildung ist.
143 Nach 3.2.9.

1“4 Weil G trivial aufZ operiert.
145ygl. die Berechnung der Kohomologie mit Hilfe der Auflésung (1) in 3.2.9.



Tensorprodukt mit der oben konstruierten Abbildung o. Die unteren
Restriktionsabbildungen sollevon Diagonal-Einbettung G GxG kommen. Die

Zusammensetzung van mit diesen Restriktionen ist somit gerades Tensorprodukt
mit d(X).

Die horizontatn Abbildungen inder Mitte sind ebenfalls die Multiplikatiormit -1

bzw. mit N = Summe derElemente von G, g@mmen bezlglichder diagonalen
Operation von Gauf diesenModuln. Die Kommutativitat des Diagrammmacht die
vertikalenAbbildungen zuKomplex-Morphismen. Diesenduzierenalso Abbildungen
auf der Kohomologie.

Ein G-Homomorphismus der oben Zeile, welahén ein Element & A abbildet,
Op a,

entspricht dabei in der mittleren Zeile dermn G-Homomorphimus mit

(0,0) » a®1 =a.
Durch Einschrankung auflie Diagonaleerhélt man denalten G-Homomorphismus
zuriick. Die Zusammensetzungen degrtikalen Abbildungen sind also gerade
identischen Abbildungen, induzieren also auf der Kohomologie Isomorphismen. Die auf
der Kohomologieinduzierten Abbildungenfallen aber- auf Grund von deren
urspriinglicher Beschreibungit demCup-Produkt zusmmen(welchesden Grad der
Komplexe um 2 verschiebt). Damit ist Aussage (ii) bewiesen.
Zu (ii)). Man verwendet dieselben Argumente wie im Beweis von (ii)Uimerschied zu
(i) mul? man diesmaedochdie rechte SpaltdesDiagramms durciNull-Moduln und

Null-Abbildungen ersetzen. Die Kommutativitat des Diagramm bleibt dabei erhalten.
QED.

Aufgaben

1.

Sei®d: G'— G" ein Gruppen-Homomorphismus. Man versehe jeden G"-Modul A mit

der G'-Operationdie von ® kommt. Man zeige, esgibt genaueine Familie von
Homomorphismen

®): HI(G", A) — HI(G, A) miti=0, 1, ...
und A beliebig, so dal fiir jede kurze exakte Sequenz

0—A—B—C—D0
von G"-Moduln die folgenden Diagramm kommutativ sind.

H'(G",A) — HI(G",B) — HI(G",C) — H'*1(G"A)
bl okl ehl ol
HI(G"A) — H(G'B) — H(G',C) —s HITL(G"A)

Anmerkung dies ermoglicht insbesondere eine alternative Konstruktion der
Restriktions- und Inflationsabbildungen.

2.

Seien G eine Gruppe und® G eine Untergruppe mit endlichem Index n und A ein
G-Modul. Weiter sei

Py Py eG
ein volles Reprasentantensystem von G/H in G.



(& Man zeige, dal3 die Abbildung

Coro: AH —>AG, X B E pjx ,
=1
nicht von der speziellen Wahl cteirabhangt.
(b) Man zeige, die Korestriktionsabbildungei(HH A) — Hi(G, A) sind die

einzigen Abbildungen, die fur i = 0 mit der in (a) definierten Abbildung
zusammenfallen und eine Eigenschatft besitzen, die zu der in Aufgabe 1
beschriebenen analog ist.

3.

In der Situation von Aufgabe 2 sei H sogar ein Normalteiler von G. Fir jedes i =0
bezeichne I&/H die Abbildung

iy [ n
NG/H' HMH, A —HMH, A), X jgl pj*x.

(& Man zeige, die Definition vondgl”_| hangt nich von der speziellen Wahl pjeab.
(b) Man zeige, es qilt gilt ReSor = NG/H .

4,
Man beweise, dal3 man mit Hilfe der Standard-Auflésungen die folgende Beschreibung
des Cup-Produkts angeben kann: werden

a€ H!(G, A) durch den HKozyklusdl,...0,) 1> & und
| 01,...,0.

|
be H(G, B) durch den j-KozykIusv(l,...,oj) Bby s
19

reprasentiert, so wird
abe HY(G, A®B)
reprasentiert durch den (i+j)-Kozyklus
(0,,...0...)» a ®a0,..0.(b
1 i+ 01,...,0i 1770 i+1""’0i+j

).

5

Man gebe eine explizite Interpretation mit Hilfe von Gruppen-Erweiterungen des
folgenden Teils der exakten Sequenz von 3.3.15 an:

Inf
HiH, A)CH s H2(GH, At 5 HEG, A).
Der Einfachheit halber nehme man an, dal H trivial auf A operiert.

6.
Seien G eine endliche zyklische Gruppe mit dem Erzexg§& und A, B G-Moduln.
€) Man gebe eine explizite Beschreibung der Paarung
(AG/NA) x (NB/(o-l)B)—> N(A®B)/(cr-1)(A®B)
an, die vom Cup-Produkt
H2*L(G,A) x HA*L) (G, B)— H2 ¥ (G, A®B)

vermittels der Isomorphismen von 3.2.9 kommt.
(b) Die analogen Fragen fir

(AGINA) x (BG/NB) — (A®B)C/N(A®B)
und
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Auflésung

projektive, 97
Augmentation, 97
Augmentationsideal, 113
azyklischer Komplex, 94

— B—

Basispunkt, 58
Bild
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