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1 Lokale Korper (A. Frohlich)

Bezeichnungen

Ab Kapitel 1.4 Erweiterungen

R ein Dedekind-Ring

K := Q(R), Quotientenkdrper von R

L ein endlicher separabler Erweiterungskorper von K

S die ganze Abschliefiung von R in L (d.h. der Ring der Elemente von L, welche
ganz iiber R sind).

Ab Kapitel 1.5 Verzweigungen, Abschnitt 5.

R ist ein diskreter Bewertungsring mit dem Bewertungsideal p
K = Q(R) ist vollstiandig beziiglich der p-adischen Bewertung
S ist ein diskreter Bewertungsring mit dem Bewertungsideal P
L = Q(S) ist vollstindig beziiglich der P-adischen Bewertung.
VL P-adische Bewertung des Korpers L

kL := S/P, Resklassenkorper des Korpers L.

Gruppe der Einheiten desRings S



k = kK , Restklassenkorper zum Grundkorper.

Gitter :=freier S Teilmodul von L maximalen Rangs[L:K]

[M:N]g Index der Gitter M,NC L, [M:N]= det(/)R fiir {:L —L ein K-
Automorphismen mit ¢(M)=N.

DR(M) Dual des Gitters M, D(M) := {x&L| TrL/K(xM) C R}

6R(M) Diskrimante von M, &:= [DR(M),M]R

D(L/K) :=D(SR) Differente, := DR(S)'1 (C9)

O(L/K) :=d(9R) Diskriminante R, § := NL/K(D)

f(L/K) :=f(S'R) Relativgrad, f = [kL:kK]

e(L/K) = e(SR) Verzweigungsindex, vL(x) = evK(x) fiir x€K

Glossar

Unverzweigte Erweiterungen

=

1 char(kK) =1

2. kK - kL ist separable Korpererweiterung
< J(LIK) =R.

Zahm verzweigte Erweiterungen

<

1 char(kK) ist kein Teller von e(L|K)
2. kK - kL ist separable Korpererweiterung
< TrL /K(S) =R

©VL(D) —e-1

(<> S=R[G] iiber R[G] im Fall von Galoiserweiterungen mit der Gruppe G)

Tota verzweigte Erweiterungen
=4

e(L/K) = [L:K]

< f(L/IK)=1

< S=R][]]] ist Eisensteinerweiterung

Zu jedem Verzweigungsindex gibt es eine total verzweigte Erweiterung.

1.1 Diskrete Bewertungsringe

1.1.1 Gebrochene Ideale
Sei R ein Integrititsbereich' mit dem Quotientenkdrper K. Ein gebrochenes Ideal von R
ist ein von Null verschiedener R-Teilmodul von K,
0=I1CK
mit der Eigenschaft, dal3 es ein acK-{ 0} gibt mit alCR.
Bemerkungen
0] Man kann dann immer a=R-{0} wihlen.
(i) al isteinldea von R.

1 d.h. ein kommutativer Ring ohne Nullteiler mit 1=0.



1.1.2 Operationen mit R-Teilmoduln von Q(R)

Sei R ein Integritdtsbereich mit dem Quotientenkorper K. Fiir R-Teilmoduln I 1,I o Von K
fiihren wir die folgenden Operationen ein.

I 1t I 5 (Summe von Teilmoduln)

Ilﬂl2

|1| 2 (der kleinst Teilmodul, der ale Produkte ab mit a1, und bel 5 enthilt)

1

1= {xeK | xI C R}
R() :={xeK]|xICI}

1.1.3 Eigenschaften der Operationen

(i)  Addition, Multiplikation und Durchschnittsbildung sind kommutativ und
assoziativ auf der Menge der R-Teilmoduln von K.

(i) I-(I1+|2) = I-I1 + I-I2

(i) RO2R2IT

(iv) ICR=1"1oR
Bewsis: trivial.
QED.

1.1.4 Der Fall gebrochener Ideale

Seien R ein Integritétsbereich und 1, I I2 gebrochene Ideale von R. Dann sind auch

1!

-1
I1+I2, Ilﬂlz,lllz, I, R()

gebrochene Idedle.

Bewels. Fiir die ersten drei Operationen ist das trivial. Zum Beweis der Behauptung fiir
die letzten beiden Moduln zeigen wir allgemeiner, daB fiir je zwei gebrochene Ideale I1
und I2 auch

J:={xeK |x|2_ Il}

gebrochenes Ided ist. Seien a, beK von Null verschiedene Elemente mit
aIZQR und bellﬂR.
Dannist ab ein von Null verschiedenes Element mit b-al 2QbRQI
J=0.
Welter seien ¢,deK von Null verschiedene Elemente mit

c
cl 1_R, dEIZ.

Dann gilt cdJ C cI1 C R. Alsoist Jein gebrochenes Ideal.
QED.

1 d.h. esist ab&J, d.h.

1.1.5 Gebrochene Ideale noetherscher Integrititsbereiche

Sei R ein noetherschen Integrititsbereich und ICQ(R) ein von Null verschiedener R-
Teilmodul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

0] | ist gebrochenes Ideal.

(i1 | ist endlich erzeugt.

Beweis. (i) = (ii). Esgilt alCR fiir ein a€K-{ 0}, d.h. al ist ein Ideal von R und damit
endlich erzeugt.

(i1) = (i). Wihlen wir ein endliches Erzeugendensystem fiir I,

| =Rc, +...+ Rc_ mit c.eK.
1 n I



Esgibt ein von Null verschiedenes Element acR mit ac, €R fiir alle i. Dann gilt aber

auch alCR.
QED.

1.1.6 Diskrete (additive) Bewertungen

Seien K ein Korper und K* die multiplikative Gruppe von K. Eine diskrete Bewertung
von K ist eine Abbildung

V:K —= Z U {}
mit folgenden Eigenschaften.
1 v induziert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus K* —Z.
2. V(0) = oo,
3. v(xty) =inf{v(x), v(y)}.
Bemerkungen

0] RV:: {xeK | v(x)=0} ist ein Tellring von K und heil%Bewertungsring zur
Bewertung v. Esgilt Q(RV) =K.
(i) mv::{ xeK | v(x)>0} ist das einzige maximale Ideal von RV und heif

Bewertungsideal zur Bewertung v.
(i)  InFal v(x) = v(y) gilt v(x+y) = inf(v(x),v(y)).
Beweis. Zu (i). Die Ringeigenschaft von RV folgt unmittelbar aus der Definition von v.

Man beachte fiir x€K* gilt v(x)=0 oder v(x 1)=0, also XER, oder x'leRV. Alsoist

QR )=K.
%
Zu (ii). Trividlerweise ist m, einlded. Esist ein echtes Ideal wegenv(1) =0, also
1ERV-mV.

Fiir jedes Element x€R -m_giltv(x) =0, also vix1) =0, dso x‘leRV, d.h. x ist Einheit
in RV. Dannist aber m, das einzige maximale |deal von RV.

Zu (iii). OBdA sai v(x) > v(y). Angenommen esist v(x+y)>inf(v(x), v(y)). Dann gilt

(*) V(y) < V() = V() (L),

Wegen v(x) > v(y) gilt v(%) >0, dso §€mv. Nach (*) ist v(1+§(—/)>0, also auch 1+;—;€mv
und damit 1Emv, im Widerspruch zu (ii).

QED.

1.1.7 Multiplikative Bewertungen (vom Rang 1)
Sei K ein Korper. Eine multiplikative Bewertung von K ist eine Abbildung

K— IRZO ={x€R | x=0}, X » [X],

mit folgenden Eigenschaften.

1 [X|=0< x=0.

2. |xyl = x|yl

3. Es gibt eine Konstante C mit |1+x| < C fiir alle x mit IxI<1.

Bemerkungen

() Diemultiplikative Bewertung mit [x| = 1 heil}t triviale Bewertung von K. Die
triviale Bewertung wird bei den meisten Betrachtungen ausgeschl ossen.

(i) AusAxiom 2folgt 1] = |1]-|1], alsoist [1] = 1.

(i) Wenn fiir eine Potenz des Elements x gilt x"'=1, so ist [x| = 1. Insbesondere ist die
einzige multiplikative Bewertung eines endlichen Korpers die triviale.




(iv)
v)

(Vi)

(vii)

Aus Axiom 2 folgt |1]| = |-1)-]-1), also ist |-1| = 1 und damit
l-x| = Ix| fiir alle x.
Zwel Bewertungen | |1 und | |2 des Korpers K heifien édquivalent, wenn es ein c0

gibt mit [x|, = |x|4 fiir ale xeK. iese Weise ist eine Aquivalenzrelation fiir
ibt mit [x|,, = [ fiir dle xEK. Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation f

multiplikative Bewertungen definiert.
Eine multiplikative Bewertung, welche dquivalent zu einer Bewertung mit C=1 ist
hei(¥ nicht-archimedisch. Fiir Bewertungen mit C=1 gilt die folgende Verschirfte
Variante der Dretiecksungleichung.

N px+y| < max{ x|, lyl} | -
Eine multiplikative Bewertung des Kopers K ist genau nicht-archimedisch, wenn
gilt

|n-1K| <1 fiirn=123,...

Beweisvon (vi) und (vii). Zu (vi). OBdA sei |x| = |y|. Dann hat ¢ ::¥ einen Wert <1,
d.h. esist

x+yl = [x|-[1+c] = |x| = max{[x],ly}.

Zu (vii). Offensichtlich ist die Bedingung fiir Bewertungen mit C=1 erfiillt. Sei jetzt
umgekehrt eine Bewertung gegeben mit

|n-1K| <1 fiirn=12,3,...

Esreicht zu zeigen, |1+x| < 1 fiir jedes x€K mit |x|<1. Auf jeden Fall gilt

SR R
=1 3 (W= Ik = 3 )<
0! j%o =0

Wir ziehen die n-te Wurzel und lassen n gegen oo gehen und erhalten |1+x| < 1, d.h.
wir haben eine Bewertung mit C=1 vorliegen.
QED.

1.1.8 Aquivalente multiplikative Bewertungen

(i)
(if)
(iif)

(iv)

Ist | | eine multiplikative Bewertung des Korpers K und ist ¢>0, so ist auch IxIC
eine multiplikative Bewertung.
Jede multiplikative Bewertung ist dquivalent zu einer mit C=2.
Fiir multiplikative Bewertungen mit C=2 ist das dritte Axiom dquivalent zur
Dreiecksungleichung,

o oyl <pd b |
Fiir multiplikative Bewertungen, die der Dreicksungleichung geniigen, gilt auch

X - Iyll = [x-yl.

Beweis. Zu (i). trividl.
Zu (ii). trivial.
Zu (in). Sei

Dann gilt auch?

(1)

|1+x| = 2 fiir IxI<1.

[X+y| = 2-max{Ixl, lyl} fiir beliebige x,yEK.

Induktiv ergibt sich aus (1)

(2)

|§rx|<2rmax{x X}
I

und damit fiir 2" 1< n < 2"

3

r .
|j§1Xj | = 2" max{x ... x } < 2nmax{X ... X r}

2 Sei OBdA |x|z|y| und y = xc. Dann ist [x+y| = [X| -(|1+¢]) = 2:[x| = 2:max{ x|, [y[}.



(wir addieren Summanden die Null sind). Insbesondere ergibt sich aus (3)
4 [n] = 2n-|1| = 2n
fiir alle n>0. Damit ist aber

nrn) i
x+y|" = 1> [j ]ijn J|
=1

< 2(n+1)-max{ |(?]xjyn'j| :j=0,...,n} (nach (3))

< 4(n+1)-max{(?]-|x|1-|y|”'j j=0,...,n} (nach (4))

nY o
< 4(n+1) 3 [ ey
=1
< 4n+1)(x| + IyD"
Wir ziehen die n-te Wurzel,gehen zum Limes n—o iiber und erhalten die
Dreiecksungleichung.
Zu (iv). Mitz=x-y gilt x =y+z dso
x| = ly+z| < lyl + [,
aso
o XI - Iyl = |z] = [x-yl.
Damit ist aber auch
_ ~(IXFIyD) = Iyl - x| = ly-x| = [x-yl,
zusammen ist also ||x| - |y|| = [X-yI.
QED.

1.1.9 Additive und multiplikative Bewertungen

Ist v:K—ZU{x} ene diskrete Bewertung von K und p&€(0,1) eine redle Zahl, so ist
durch

i, := V%)

eine multiplikative Bewertung gegeben. Diese heil¥ die durch v gegebene diskrete
multiplikative Bewertung.

Beweis. Esgilt

v(x)

0=[x], =p"" = v(x) =% «x=0.

Die Multiplikativitéit von IxIV folgt aus der Additivitét von v. Zur dritten Eigenschaft:
[1:4x], = oV 1 fiir v(14%)=0,

also fiir XERV, d.h. fiir v(x)=0, d.h. |X|V = pv(x)sl.

QED.

Bemerkungen

()  Jede diskrete Bewertung definiert iiber die zugehorige multiplikative Bewertung
eine Topologie auf K. Beziiglich dieser Topologie kann man K vervollstidndigen.

(i)  Wir werden spiter sehen, die zugehorige Vervollstindigung K von K ist wieder
ein Korper mit einer eindeutig bestimmten multiplikativen Bewertung, welche die
gegebene Bewertung fortsetzt. Diese kommt von einer diskreten Bewertung im
oben angegebenen Sinne.

(iii) Insbesondere 146t sich damit jede diskrete Bewertung v von K auf genau ene

Weise auf die Vervollstindigung K von K fortsetzen.



1.1.10 Beispiel: formale Laurentreihen
Seien F ein Korper und

K=F(®):={ Sat"|aeF
=FO)={ Sat"|ach
n=n,
der Korper der formalen Laurentreihen mit Koeffizienten aus F. Die diskrete Standard-

Bewertung von K ist gegeben durch

S at" =inf 0
V( Ean )=in {n|an¢ }.
n=ny,
Der Korper K ist vollstindig beziiglich dieser Bewertung.

1.1.11 Einheitengruppe und Uniformisierenden

Sei v: K—=ZU{ e} eine diskrete Bewertung des Korpers K. Dann heif3t
U= U0 ={xeK |v(x) =0} = (RV)*

die Einheitengruppe der Bewertung v. Sieist identisch mit der Gruppe der Einheiten des
Bewertungsrings Rv. Seal neK ein Element mit v(rr) = 1. Dann 146t sich jedes Element

xeK* auf genau eine Weise in der Gestalt

x = un mit UEU y und N := V(X)EZ

schreiben. Ein Element it mit v(r) = 1 heil3t auchlokale Uniformisierende beziiglich v.
Fiir jedes gebrochene Ideal I des Ringes RV setzen wir

v(l) :=inf {v(x) | xEIl}

1.1.12 Die I deale des Bewertungsrings RV

Seien v: K—ZU{ «} eine diskrete Bewertung des Korpers K und nERV. Dann gilt
() Dasmaximale ldeal des Bewertungsrings Rv wird von rt erzeugt,

mV = nRV .
(i) Diegebrochenen Idedle von RV sind gerade die Idedle der Gestalt

| = nnRV mit NE7Z
(genauer ist n=v(l)).
Beweis. Zu (ii). Da nnRV ein von Null verschiedener RV-TeiImoduI von K ist und die
Multiplikation mit einer hohen Potenz von m en Idea von RV liefert, ist nnRV
gebrochenes Ideal von RV.
Sel jetzt umgekehrt | ein gebrochenes Ideal von RV. Wir wihlen ein Element aERV mit
aIQRV. Fiir jedes Element x&l gilt dann aXERV, aso
v(ax) = 0.

Sei jetzt b=u-n"'El ein Element, fiir welches v(xb) minimal wird. Dann gilt fiir jedes acl
die Ungleichung
0 = v(ax) - v(bx) = v(a/b),
a

b ERV aso aEbRV. Wir haben gezeigt
I C bRV cl

d.h.
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(die zweite Inklusion gilt wegen bel). Damit ist aber | =bR = nnRV.

Zu (i). Das gebrochene I deal nnRV liegt genau dannin R, wenn n=0 gilt, und ist genau
dann echtes |deal von RV’ wenn n>0. Fiir n=1 erhalten wir also das maximale Ideal.
QED.

1.1.13 Der Begriff des diskreten Bewertungsrings

Ein diskreter Bewertungsring ist ein (nullteilerfreier) Hauptidealring® R mit genau einem
von Null verschiedenen Primideal.

1.1.14 Charakterisierung der Ringe RV

() Selv: K—=ZU{x} eine diskrete Bewertung des Korpers K. Dann ist RV en

diskreter Bewertungsring.
(i)  Zujedem diskreten Bewertungsring R gibt es eine Bewertung v des
Quotientenkorpers Q(R) mit R = RV.

Beweis. Zu (i). Folgt aus 1.1.12 und der Definition von Rv in Bemerkung 1.1.6(i).

Zu (ii). S m das maximale Ideal von R. DaR ein Hauptidearing i<, gilt

m=nR
mit einem von Null verschiedenen Element t€R. Da jedes Primelment ein von Null
verschiedenes Primideal erzeugt, gibt es (bis auf Assozierte) in R nur ein Primelement,
niamlich .
Se jetzt xER-{0} beliebig. Die Primzerlegung von x hat die Gestalt

X= U'ﬂ?n

mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen ganzen Zahl n und einer
eindeutigbestimmten Einheit u von R.
Die Elemente =0 des Quotientenkorpers K:= Q(R) habe damit die Gestalt
X = unt" mit nEZ.
Wir setzen
v(ur™ = nund v(0) := c.
Damit ist eine Bewertung von K definiert und es gilt
v(un™ = 0 < n=0

d.h.

RV =R
Der Ring R ist somit wirklich von der behaupteten Gestalt.
QED.

1.1.15 Charakterisierung der Bewertungsringe

Sei R ein Integritétsbereich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

0] R ist ein Bewertungsring.

(i)  Rist noethersch*, ganz abgeschlossen® und 1-dimensional® und lokal”.

% R soll kommutativ sind und ein Einselement haben.
4 Jedes | deal wird von endlich vielen Elementen erzeugt.

5 Jedes Element xQ(R), welches einer Gleichung der Gestalt X"+ alxn'1

+..ta =Omita_,...,.a ER

n 1 'n
geniigt, liegt selbst schon in R. Ein Element x aus einem den Ring R enthaltenden Ring, welches einer
solchen Gleichung geniigt, heifit ganz iiber R. Ganze Abgeschlossenheit bedeutet also, jedes iiber R
ganze Element von Q(R) liegt selbst schonin R.
® Jedes von Null verschiedene Primideal ist maximal.
" Es gibt genau ein maximales | deal.



11

Beweis.(i) = (ii).
Wir haben bereits gesehen, ein Bewertungring ist ein Hauptidealring (also erst recht
noethersch), ist 1-dimensional und lokal. Sei jetzt x€Q(R)-{0} ein Element mit

(*) XN+ alxn 1+...+an:0 a8 ER.
Da R eine ZPE-Ring ist, konnen wir x in der Gestalt
x =5, aund b teilerfremd,
schreiben. Einsetzen in die Identitét (*) und Multiplizieren mit dem Hauptnenner liefert
a+ alan'1b+...+anbn:O
Die Glieder auf der linken Seite sind mit Ausnahme des ersten siamtlich durch b telbar,
also ist auch a durch b teilbar. Da a und b teilerfremd sind, muR b eine Einheit sein.

Also gilt x = R,

(i) = (i). 1. Schritt. Fiir jedes gebrochene Ideal I von R gilt R(I) = R.
Zur Erinnerung, R(1I) ist definiert al's das gebrochene I deal

R() :={xeK | xI C 1}.
Wegen RCR(I) konnen wir R(I) auch als kommutativen Ring mit 1 ansehen. Fiir jedes
xER(]) gilt

RIX]S R(1).

Als gebrochenes Idedl ist R(I) ein endlich erzeugter R-Modul. Da R noethersch i, ist
dann aber auch der R-Teilmodul R[x] von R(l) endlich erzeugt,d.h. R[X] wird von
endlich vielen Potenzen von x erzeugt. Insbesondere gibt es eine Potenz von x, welche
eine R-Linearkombination niedrigerer Potenzen ist. Das bedeutet aber, x ist ganz iiber R.
DaR ganz abgeschlossen ist, folgt X€R. Wir haben damit gezeigt, R = R(l).

2. Schritt. Fiir das einzige von Null verschiedene Primideal m von R gilt m™ Lr
Wir beachten zunichst, es gibt in R von Null verschiedene Ideal ICR mit I'1¢R. Zum

Beispiel kann man
| =aR

setzen mit a=m-{0}. Dann liegt ndmlich %EI 'l-R.

Sai Jmaximal unter allen Ideal von R, fiir welche I"1#R glt. Ein solches Idedl exidtier,
well R noethersch ist. Zum Beweis der Aussage des zweiten Schrittes geniigt es zu
zeigen, Jist ein Primideal.

Seien x,yER Elemente mit xy&J und x£J. Wir haben zu zeigen y&J.

Dazu wihlen wir ein Element zEJ 1-R. Es gilt
zy(xR+J) C R,

aso?

zyE(xR+J)'1QR
aso
zZ(yR+J) C R

aso ze(yR+J)'1. Insbesondere ist also (yR+J)'1;=R. Wegen der Maximalitit von J
kann (yR+J) nicht echt groBer sein als J, d.h. es gilt y&J. Damit ist gezeigt, J ist @n
Primideal.
3. Schritt. mm™ 1= R.
Nach dem 2. Schritt gilt M1 DR, also

ROmmI2>mR2m.

8 Die Enthaltenseinsrelation ergibt aus der Maximalitit von J und der Tatsache, daB xR+J echt groBer
ist as J.
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Da m maximales Idedl von R i, folgt mm L =R oder mm~L = m. Aus der zweiten
Identitédt wiirde nach Definition von R(I) und dem ersten Schritt folgen

mlc R(m) =R
im Widersprung zu 2. Schritt. Also gilt mml=R

4. Schritt. ﬂ;": m" = 0 (Durchschnittssatz von Krull).

1
Wegen des 3. Schrittes gilt m™-mnN € m"1, also liegt

-1~ n
m mnzlm

m" € N®__ m" und damit
1 n=1

m'lgR(ﬂ‘;’:lmn).

in jeder Potenz von m, d.h. esgilt m'l-ﬂ‘;]o:

Das mit dem 1. Schritt nur dann vereinbar, wenn ﬂcrf: m" = 0 gilt.
5. Schritt. mist ein Hauptided.

Wegen des 4. Schrittes mul3 m2

1

echt kleiner sein als m. Wir wéhlen ein Element
2

TEmM-m-=.
Dann gilt
amlcmmlcr
AuBerdem kann unmdéglich nm'lgm gelten,denn dann wire nach dem 3. Schritt
nEnR = nm-m'lgmz,
im Widerspruch zur Wahl von t. Dam das einzige maximale Ideal von R ist, folgt

-1_
am =R
Multiplikation dieser Identitdt mit m liefert nach dem 3.Schritt TR = m.
6. Schritt. Abschlul? des Beweises.
Fiir jedes von Null verschiedene Element aER gibt es nach dem 3.Schritt eine nicht-

negative ganze Zahl n mit aem™-m™1 Insbesondere gilt

a= u-n' fiir ein uER-m.
Das Element uist eine Einheit von R. Die Elemente von K:= Q(R) haben entsprechend
die Gestalt

X = un", NEZ, u Einheit von R,
und durch v(u-=") = nist eine Bewertung von K definiert mit RV:R. Mit anderen
Worten R ist ein Bewertungsring.
QED.
1.1.16 Die Topologie von K und K*, Einheitengruppen

Seien v: K—ZU{ =} eine diskrete Bewertung des Korpers K und p eine reelle Zahl mit
O<p<l1
Wir fiihren die multiplikative Bewertung
Xl =, = p
und versehen K mit der durch diese Bewertung definierten Topologie. Es gilt
X<p" < v(x)>n

V(X)

9 um™L liegt in R aber nicht in m.
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X|<p" < v(X)=n
aso

o om={xeK | X< p" Y= {xeK | X = p"}.
I nsbesondere sind die Potenzen

n

m', nezZ,
offene und gleichzeitig abgeschlossenen Untergruppen der additiven Gruppevon K. Se
bilden eine Umgebungsbasis der 0€K. Die Separiertheit der Topologie driickt sich
dadurch aus, dal3 gilt

N*° _m=o.
n=0
Die Addition
KxK — K, (X,y) & XtYy,
ist eine stetige Abbildung, denn esist (x+m")+(y+mNC(x+y)+m'.
Analog bilden die Untergruppen'®
U, = 1+m", n=1,
der multiplikativen Gruppe K* von K eine Umgebungsbasis der 1. Die Separiertheit der
Topologie von K* driickt sich dadurch aus, dal} gilt

ﬂﬁzo (1+m") = 1.

Die Multiplikation

K*xK* — K*, (X,y) » XY,
ist eine stetige Abbildung, denn es ist (x+m")(y+m"Cxy+m'. Die Elemente von Un
hei3en n-Einheiten.
1.1.17 Einige I somor phismen
Sei R ein diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K, dem maximalen Ideal
mM=nR, dem Restklassenkorper k:= R/m und der Gruppe der n-Einheiten Un =1+m".
Dann gilt:
0] Die Multiplikation R—R mit =" induziert einen Isomorphismus von k-Moduln

k - mYm™1 ¢ s (e mod Mt
(i) Die natiirliche Abbildung R—k induzierte einen |somorphismus von
multiplikativen abel schen Gruppen

U/U1 — k*, U » (umod m).

(i)  Die Abbildung Un—>mn, U & U1, induziert einen Isomorphismus von

abel schen Gruppen
— mymnt+1
Un/Un+1 m/m"
v Es gibt fiir jedes n=1 einen |somorphismus abel scher Gruppen
(iv) ibt fiir jed lenenl hi abelscher G
u-1
Un/Un+1 —>k, Uk E

Beweis. Zu (i). Die die Multiplikation mit ninduziert eine R-lineare Abbildung

1 Dies sind tatsichlich Untergruppen: Es gilt (1+m")-(1+m")=1+m" und jedes x=1+ac1+m" ist eine
Einheit von R, d.h. es gibt eine 1+b&R mit 1 = (1+a)(1+b) = 1 + at+b+ab. Inshesondereist 0 =

at+b+ab, also b = a(-1-b)e m", d.h das Inverse zu 1+aliegt ebensfallsin 1+m".
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n n/mn+1_

R—m
Dieseist surjektiv, weil m™ von x" erzeugt wird und hat al's Kern die Vielfachen von x
d.h. m. Also induziert sie einen Isomorphismus k = R/m — mYmn*1,

Zu (ii). Die Einschrinkung der natiirlichen Abbildung R — k auf U induziert enen
Homomorphismus

—=m

U— k*
multiplikativer Gruppen. Dieser ist surjektiv. Zwel Einheiten u,u’€U haben genau dann
dasselbe Bild, wenn sie sich um en Element auf m unterscheiden, u-u'€m.
Insbesondere liegt u genau dann im Kern, wenn u-1€m gilt. Mit anderen Worten,
Ker(U—k*) = 1+m.
Die Behauptung folgt jetzt aus dem Homomorphiesatz.

Zu (iii). WegenU =1+ m" = 1+ xR ist die folgenden Abbildung wohldefiniert.

U — k 1+ ra s (r mod m).

Offensichtlich ist sie auch surjektiv. Fiir das Bild eines Produktes erhalten wir
f(1+ raM 1+ sa) = f(L+(r+9)n +rs 2™
= (r+s) mod m
= f(1+ ra™ + f(1+ sa").
Mit anderen Worten, f ist ein Gruppenhomomorphismus. Berechnen wir den Kern von
f. Esgilt

f(l+ ra™ =0 < rem <« 1+ r-n”eun+1.

Die Behauptung ist nun eine Folge des Homomorphi esatzes.
Zu (iv). Folgt aus (i) und (iii).
QED.

1.1.18 Inklusionen zwischen Einheitengruppen, Automor phismen
Sei R ein diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K, dem maximalen Ideal

mM=nR, dem Restklassenkorper k:= R/m und der Gruppe der n-Einheiten Url =1+m".

Dann gilt:
(i) Hatk eine positive Charakteristik char(k) = p >0, so besteht fiir jedes n=1 die
Inklusion
Y
Un & Un 1
(i) Ist K vollstindig und i kein Vidfaches von char(k), so ist fiir jedes n=1 die
Abbildung

Un — Un’ (T=s ui,
ein Automorphismus der Gruppe Un'
Beweis. Zu (i). Betrachten wir den |somorphismus
U /U —k
n n+l
abelscher Gruppen von 1.1.17(iv). Die Zusammensetzung
f:Un — Un/Un+1 —k

mit der natiirlichen AbbildungU_— U /U hat den Kern U _ .. Die Abbildung f
n n n+l n+1

bildet das Produkt zweier Elemente in die Summen ihrer Bilder ab. Insbesondere wird
die p-te Potenz eines Elementes in das p-fache des Bildes abgebildet, also in 0. Damit
gilt

(un)p CKer()=U_, .
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Zu (ii)). Wir betrachten weiter den Isomorphismus Un/Un+1 —k. Der

Gruppenendomorphismus
—U /U U u,

) Un/Un+1 n+1’

entspricht bel diesem Isomorphismus der Multiplikationsabbildung k — k mit i. Da i
nach Voraussetzung kein Viefaches der Charakteristik von k id, ist diese
Multiplikationsabbildung en Isomorphismus. Damit ist aber auch (*) en
| somorphismus.

Der Homomorphismus

) [
f.Un—>Un,u|->u,

hat damit einen Kern, der in jeder der Gruppe Uj mit j=n enthaten ist. Nach 1.1.16 ist f
injektiv. Aus der Bijektivitit von (*) folgt welter, dal3 es fiir jedes yeU. ein x&U. gibt
411 J J
mit
y-f(x) € Uj L1
Wendet man diese Aussage auf y’:=y-f(x) mit j+1 anstelle von j an, so erhélt man durch
Wiederholung dieses Schlusses fiir jedes yEUn eine Folge von Elementen XJEUJ. mit

y-f(xn+xn+1+...+xj) € Uj+1 fiir j=n, n+1, ...
Dadie Uk eine Umgebungsbasis von 1 bilden und K vollstindig ist, konvergiert die
Reihe
0]
¥ X =X
j=n !

gegen ein Element ern (man beachte Url ist abgeschlossen). AulRerdem gilt

f(Xn+xn+l
Wegenf(Uj) C Uj gilt f(xUj) C xUj fiir jedes j, d.h. f ist stetig im Punkt s. Damit ist
aber

+"'+Xj) — y fiir j — 0.

() =1 lim_ XXy

Wir haben gezeigt, f ist surjektiv.
QED.

— i -
+"'+Xj) = jinoo f(x +X +"'+Xj) =Y.

n+1

Bemerkungen zur Konvergenz der Reihe %o Xj inK und U.
=1
Bezeichne v:K—7ZU{ «} die diskrete Bewertung mit dem Bewertungsring R und
X|:=p"¥), 0<p<1,
die eine zugehorige multiplikative Bewertung von K.
() DieBewertung |x| ist nicht-archimedisch.

Esgilt x+y] = pVHY) < pMIN{VO)M} = maxg x|, Iy

(i) DieRehe %o xj in K konvergiert genau dann, wenn {Xj} eine Nullfolgeist.
=1

" Die Gruppenoperation der abelschen Gruppe U wollen wir hier voriibergehend mit + bezeichnen und
ihr inverses mit -. Diese beiden Gruppenoperationen sind natiirlich gerade die Multiplikation und die
Division des Korpers K.
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Die Nullfolgeneigenschaft als Folge der Konvergenz der Reiheist trivial. Zeigen wir die
umgekehrt Implikation. Sei also{xj} ein Nullfolge. Und sein ein >0 vorgegeben. Wir

haben zu zeigen, esgibt ein N = N(g) mit
| g X.| < ¢ fiir alle m und n mit n=m=N.

j=m
Da die Bewertung nicht-archimetisch ist, 148t sich die Summe links wie folgt abschitzen.

|j zgmxj| <max{x_|...Ix [}
Da{xj} eine Nullfolge ist, 148t sich das Maximum rechts beliebig klein machen.

(i) DieDifferenz von je zwel Elementen x,yEUn liegtin m™. Ihr Abstand ist deshalb

x-y| = |n|".
Dabei ist g:= || eine redlle Zahl < 1. Insbesondere hat jedes Element xEU1 ene
Abstand von 1,
[1-x| < 1.

Fiir x,yEUl gilt
(1-x)(1-y) = 1- x - y + Xy = (1-x)+(1-y) - (1-xy)
|1-xy| = | (1-x)+(1-y) - (1-x)(1-y)|

< max{ |1-x[,|1-y|,[1-x[-|1-y[}
< max{ [1-x|,[1-y[}

aso

Durch Iteration erhélt man

* L | e —
*) |1 Xq Xn| < max{ |1 XjI ,j=1,....n} fiir xJEUl

(vi) Im obigen Bewesist die Relhe %ox. in Wirklichkeit ein unendliches Produkt.
j=n
Zum Beweis ihrer Konvergenz gehen wir zur multiplikativen Schreibweise iiber.
Esgilt wegen XjEUj fiir u<v:

11 - = e 11
j=n "’ j=n j=n ° j=ul
y

= |1— nXJl

j:u+1

< max{|1-X | ol l1x [

Dadie xj gegen 1 konvergieren, kann man das Maximum rechts beliebig klein

(die Element von U1 haben den Wert 1)

machen, indem man nur u und v hinreichend grof3 wihlt. Also ist die Folge { ﬁ X.}
j=n
eine Cauchy-Folge.

1.2 Dedekindsche Ringe

1.2.1 Bezeichnungen

In diesem Abschnitt bezeichne R einen Integritédtsbereich und K dessen
Quotientenkdrper. Fiir jedes Primideal p € R betrachten wir die Lokalisierung

T
Rp = {§ | r,sER, s&p}



17

von R im Primided p. Rp ist ein lokaler Ring mit dem maximalen |dedl pRp. Ein
gebrochenes Ideal | von R heif3t umkehrbar, wenn l=R gilt.

1.2.2 Relationen zwischen den Idealen von R und der Lokalisierung von R
Sei p ein Ideal des Integrititsbereiches R. Dann gilt:
0] Esqiltp= pRpﬂR fiir jedes Primideal von p von R.

(i)  Fir beliebige Ideale J von Rp gilt (N R)Rp =J

Beweis. Zu (i). Die Inklusion “C” ist trivial. Sei jetzt XEpRpﬂR, d.h. x :%mit rseR
und snicht in p. Dann gilt sx&p und, dap Primideal ist, xep.
Zu (ii). DieInklusion “C” ist trivial. Sei jetzt %E J. Dann gilt reJNR, aso re(JﬂR)Rp

Wegen s#pist seine Einhatin R | Also gitt=2re (NRR;
QED.

1.2.3 Charakterisierung der Dedekind-Ringe

Sei R ein Integritétsbereich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Rist noethersch, ganz abgeschlossen und 1-dimensional.

(i) R ist noethersch und fiir jedes von O verschiedene Primideal p ist Rp ein diskreter

Bewertungsring.
(iii)  Alle gebrochenen Ideal von R sind umkehrbar.
Ein Dedekind-Ring ist ein Integrititsbereich, der den obigen Bedingungen geniigt.
Beispiel
Ein nullteilerfreier Haupidealring ist ein Dedekind-Ring, denn er geniigt der Bedingung
(iii).
Beweis der Aqulvalenz von (1)-(iii).
(i) = (ii). Sei p ein von Null verschiedenes Primideal. Wir werden gleich sehen, Rp ist

ein lokaler Ring. Auf Grund der Charakterisierung 1.1.15 der Bewertungsringe, geniigt
€es zu zeigen, die Eigenschaften von R, noethersch, ganzabgeschlossen und 1-
dimensional zu sein, bleiben beim Ubergang zu R _ erhalten.

Nach 1.2.2 (ii) hat jedes Ideal von Rp die Gestalt IRIO mit einem Ideal | von R. Dal von
endlich vielen Elementen erzeugt wird, gilt dasselbe von IRp, d.h. Rp ist noethersch.

Sei x ein Element aus dem Quotientenkorper von Rp’ welches ganz ist iiber Rp, d.h.es

gelte
xN+b.x" L +b =0
1 n

o

fiir gewissen b, ERp Wir schreiben die b in der Gestalt b = bl mit a, bER,b&p und

erhalten durch Multiplikation der obigen Identitit mit b
(ox)" + bal(bx)n'1+...+bnbn = 0.

Mit anderern Worten, bx ist ganz iiber R, liegt also schon selbst in R. Wegen b&p gilt
dann aber auch x = bFXERp. Wir haben gezeigt , RIO ist ganzabgeschl ossen.
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Sel jetzt Jein von Null verschiedenes Primideal von R . Dannist JOR ein Primideal von
R, welches nach 1.2.2 von Null verschieden ist. Dajedes Element von Rp— pRp eine
Einheit ist, gilt JQpRp, asonach 1.2.2

JNRC pRpﬂR =p

DaR nach Voraussetzung 1-dimensiond ist, folgt JOR = p, aso nach 1.2.2
J=@N R)Rp = pRp.

Wir haben gezeigt, pRIO ist das einzige von Null verschiedene Primidea von Rp
Insbesondereist R 1-dimensional und lokal, also ein diskreter Bewertungsring.
(ii) = (iii). Sei | ein gebrochenes Ideal von R mit den Erzeugenden Elementen CIEC
Fiir jedes von Null verschiedene Primideal p von R bezeiche Vp die Bewertung zum
Bewertungsring Rp. Wir wihlen ein i mit

vp(al) =inf {vp(x) | xEl1}
Ein solchesi existiert, dal von den a erzeugt wird. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, essei i = 1. Dann gilt

IR :alR )
) P p
Inshesondere ist
& %
Wir setzen

y =11y
|

Dann gilt ya'lla.IER fiir alle i, also ya'llel'l, dso yEalI'1 C 1-1'L. Nach Konstruktion

liegt aber y nichtinp, d.h. 1l liegt nicht in p. Da dies fiir dle maximaen Ided p gilt,

-1_
folgtI'l ~=R.
(iii) = (i). Sei | eine gebrochenes Ideal von R. Dann existieren Elemente al,...,anEI und

bl,...,bnel'1 mit Y aibi = 1. Fiir jedes x&l ergibt sich
i

X=3 ai(Xbi) wobei xbie R
[

gilt. Also erzeugen die Elementeal,...,an dasldeal I. Wir haben gezeigt, | ist noethersch.
Sel jetzt xeK:=Q(R) ganz iiber R. Dann ist nach 1.1.5 die Menge S := R[x] &n
gebrochenes Ideal. AuRerdem ist R[x] ein Ring, d.h. esgilt SS=S. Damit ist aber auch

S=srR=sss1=ssl=R
Insbesondere liegt x in R. Wir haben gezeigt, R ist ganz abgeschl ossen.
Selen jetzt | ein von Null verschiedenes Primideal und p ein maximales Ideal, welches |

enthilt. Dann ist Ip™* ein Ideal von R und (Ip™1)p = I. Dal ein Primideal sein soll, folgt
*) (1pHCI oder pcl.
Aus der ersten Inklusion wiirde folgen,

pl=1tplciti=R
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d.h. p'1 =R dsop=pR = pp'1 = R im Widerspruch zur Wahl von R. Wir haben
gezeigt, in (*) kann die ersten Inklusion nicht gelten. Also gilt die zweite, d.h. esist | =

P.
QED.

1.2.4 Bezeichnung
Fiir jedes von Null verschiedene Primideal p eines Dedekind-Ringes R bezeichne Vp die

zum Ring Rp gehorige Bewertung von Q(R).

1.2.5 Die multiplikativen Bewertungen eines Dedekind-Rings
Seien R ein Dedekind-Ring mit dem Quotientenk&rper K und |?] eine nicht-triviale
multiplikative Bewertung von K mit
Ir| = 1 fiir alle rER.
Dann gibt eseinereelle Zahl p mit 0 < p <1 und ein von Null verschiedenes Primideal p
von R mit
Vip(X)
X|=p fiir alle xEK.
Beweis. Wir konnen annehmen, die Dreieckungleichung gilt fiir die Bewertung. Die
Voraussetzung |r| < 1 fiir alle r€R impliziert, dal3 insbesondere
|n-1K| <1

gilt fiir n=1,2 3,..., d.h. die Bewertung ist nicht-archimedisch*?. Insbesondere gilt
_ Ix+y| = max{[x|.ly[}
fiir beliebige x,yEK. Die Menge
p:={x€ER||x| <1}
ist deshalb ein Primideal von R. Weil die Bewertung nicht-trivial ist, gibt esein von Null

verschiedenes x = %EK mit a,bER, |x| < 1. Dann gilt aber auch |a| < |[ax| = |b| < 1, d.h. a
ist ein von Null verschiedenes Element von p. Insbesondere ist p vom Nullideal
verschieden.
Nach (1.2.3)(ii) ist der lokale Ring

R

p
ein diskreter Bewertungsring. Nach Konstruktion gilt
Rp C{xeK | [x|=1}.

Zeigen wir, es gilt sogar das Gleichheitszeichen. Sa umgekehrt x&K ein Element mit

x| = 1.
Da Rp ein diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K i, gilt xERp oder
x']‘ERp. Im zweiten Fall wire Ix'1|sl, also [x| = 1. Schreiben wir x in der Gestalt

x1=2. aeR, beR-p.

Wegen |x| = 1 und b&p gilt [a] = [b] = 1, also agp. Damit ist aber auch x = g en
Element von Rp. Damit ist gezeigt,

2 Esreicht zu zeigen, |1+X| < 1 fiir jedes xEK mit [x|<1. Auf jeden Fall gilt

n ng i n.n i N i
X =1 3 (WI= 3 IGY LM = 3 W= ned
=0 j=0 =0
Wir ziehen die n-te Wurzel und lassen n gegen Null gehen und erhalten |1+x| < 1, d.h. wir haben eine
Bewertung mit C=1 vorliegen.
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Rp ={xeK | x|=1}.

Nach Definition von p gilt weiter
pRIO C{xeK | [x|<1}.

Zeigen wir, esgilt sogar das Gleichheitszeichen. Sei XK ein Element mit [x|<1. Dann
liegt x~L nicht in Rp, d.h. x ist keine Einheit von Rp. Dann ist aber xeRp. Damit ist

gezeigt,
pRp ={xeK | x|<1}.

Sel jetzt m ein Uniformisierende von Rb Wir setzten

p = [nl.
Jedes Element xEK hat die Gestalt x = u’®), wobei v = Yo die Bewertung zum Ring
Rp bezeichne. Damit gilt

X = Jul V) = 1:pV(X),
QED.

1.2.6 Zerlegung in Primfaktoren
Sel R ein Dedekind-Ring. Dann gilt:
(i) Die gebrochenen Ideale von R bilden eine abelschen Gruppe Div(R) beziiglich der
Multiplikation.
(i) Diemaximalen Ideale von R bilden ein freies Erzeugendensystem von Div(R).
(iif)  Jedes gebrochene Ideal | von R hat die folgende Darstellung als
Linearkombination von maximalen Idealen.
V()
I=T]p
: . P
(iv) Esqilt
V()
IR _=(pR
p- @

fiir jedes gebrochene Ideal I und jedes Primideal p von R.
(v) DieAbbildung

Div(R) — @ DIV(R )1 +> (R ),

wobei auf der rechten Seite die direkte Summe iiber alle maximalen Ideal von R
erstreckt wird, ist ein |somorphismus von abel schen Gruppen.
Zur Erinnerung, wir hatten definiert,
vp(l) = inf {vp(x) | xel}.

Beweis. Zu (i). Nach (1.1.4) ist das Produkt von gebrochenen Idedlen und das Inverse
eines gebrochenen Ideals wieder ein gebrochenes Ideal. Nach (1.1.3) ist das Produkt
kommutativ und assoziativ. Nach (1.2.3)(iii) ist das Inverse eines gebrochenen ldeals
auch das Inverse im Sinne der Gruppentheorie.
Zu (ii). Wir zeigen zunéchst, die maximalen Ideale erzeugen Div(R). Dazu geniigt es zu
zelgen, jedes gebrochene Ided | ist Produkt von ganzzahligen Potenzen von maximaen
Idealen. Wegen alCR fiir ein von Null verschiedenes a=R geniigt es zu zeigen, die
Idesle a und aR sind Produkte von maximaen Idedlen. OBdA konnen wir aso
annehmen, ICR ist ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal p von R mit

1Cp.
Insbesondere gilt

| = p(lp'l) und ICIp'lgR.
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Man beachte die Inklusion ICIp'1 ist echt, denn aus I:Ip'1 folgte p = 11l = R Falls

Ip'lein echtes Idedl von R ig, konnen wir den eben durchgefiihrten Schliuf3 mit Ip'l
anstelle von | wiederholen. Da R noethersch i, ergibt daraus die Darstellbarkeit jedes
|deals a's Produkt von maximalen Idealen.
Beweisen wir, die maximalen Ideale bilden ein freies Erzeugendensystem. Fiir beliebige
gebrocheneIdeal 1,Jvon R und beliebige Primideale p gilt
{ Rp)-(JRp) = (IJ)Rp.
Mit anderen Worten, die Abbildung
fp:Div(R) — Div(Rp), | » IRp,

ist ein Homomorphismus abel scher Gruppen.
Seien jetzt pund p’ zwel verschiedene maximale Ideale von R. Dann gilt

PR =R ..

p P

Mit anderen Worten, jedes von p verschiedene maximale Ideal liegt im Kern von fp. Sel

jetzt | ein gebrochenes Ideal von R und
r

Y
I=T]p
P
eine Darstellung von | als Linearkombination von maximalen Idealen. Wir wenden fp an
und erhalten
r
IR =p "R

dsor =v (IR)=v () + v_(R) =v_(l). Insbesondere ist die Darstellung von | ds
0 p(p) IO() IO(p) IO() g

Linearkombination von maximalen | dealen eindeutig.
Zu (iii),(iv) und (v). siehe Beweis von (ii).
ED.

1.2.7 Verschwinden des Wertes eines Elements an fast allen Stellen
Selen R ein Dedekind-Ring und a=K* beliebig. Dann gilt

vp(a) =0
fiir fast alle Primideale p von R, d.h. fiir alle mit Ausnahme von endlich vielen.
Beweis. Nach (1.2.6) ist aR Produkt von endlich vielen Primidealen. Alsoist

Vp(a) = Vp(aR)
nur fiir endlich viele p ungleich Null.
QED.

1.2.8 Bewertungen als Funktionen auf der Menge der gebrochenen Ideale
Seien R ein Dedekind-Ring und pC R ein maximales Ideal von R. Dann gilt fiir

gebrochene ldedel,Jvon R:

(i) Vp(l J) = Vp(l)vp(J)-

(ii) vp(l'l) =-v ().

(iii) vp(|+J) = inf{vp(l),vp(J)}.
(iv) vp(IﬂJ) = supf vp(l),vp(\])}.

Beweis. einfach.
QED.
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1.3 Moduln und Bilinearformen

1.3.0 Gegenstand des Abschnitts

In diesem Abschnitt fiihren wir einige Begriffe ein, die wir spiter bei der Definition der
Ideal-Norm und der Diskriminante einer Erweiterung von Dedekind-Ringen bendtigen.

1.3.1 Bezeichnungen
R ein Dedekind-Ring
Quotientenkdrper von R

endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K
= dimK U (>0)

K
U
n
T R-Teilmodul von U, welcher eine K-Basis von U enthilt.
L.M,N endlich erzeugte R-Teilmoduln von U, welche eine K-Basisvon U
enthalten (Gitter).
T :=TR_ fiir maximale Ideale pCR.

P
Q(R) Menge der maximalen Idealevon R.
B: UxU — K eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform (ab 1.3.8)

1.3.2 Durchschnittsatz von Krull

N T =T
o PEQ(R) p o
Bewels. Trividlerweise gilt 2. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei

uen PEQ(R) Tp

Ju = {XER | xueT}.
Es geniigt zu zeigen, JU:R, d.h. ‘]u ist in keinem maximalen Ideal p von R enthalten. Um

Wir betrachten das |deal

das einzusehen, schreitben wir

u= VYV mit weT, XER-p.

Dann gilt xu=weT, aso xEJu , dsoliegt ‘]u nichtinp.
QED.

1.3.3 Relationen zwischen Gittern von U
Fiir je zwei Gitter M und N von U gibt es ein a€K* mit aMCN.
Bewels. Seien { ui} eine Basis des K-Vektorraums U, welche ganz im R-Modul N liegt,

und {Wj} ein (endliches) Erzeugendensystem von M. Wir schreiben

w.=¥c u ,C K.
I 1Kk’ Tk
Wir wihlen ein a€R-{ 0} mit ac,, €R. Dann gilt a-WJEN fiir alle j, also aMCN.

ik
QED.

1.3.4 Gleichheit fast aller Lokalisierungen von Gittern
Seien M und N zwei Gitter von U. Dann gilt
M =N
p P
fiir fast alle maximalen Ideale p von R.

Bewels. Wir wihlen Elemente a,bEK* mit
aM C N C bM.
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Die Elemente a b sind genau dann Einheiten des Ringes Rp, wenn vp(a) = vp(b) =0

gilt. Das ist nach 1.2.6 fiir fast alle p der Fall. Fiir fast alle p gilt deshalb
MRp = aMRpQ NRpQ bMRp = MRp

QED.

1.3.5 Der (relative) Index zweier Gitter

Seilen M und N zwel Gitter von U.
1. Fall. M und N sind freie R-Moduln.
Da M und N iiber K denselben endlich-dimensionalen Vektorraum U erzeugen, haben
sie asfreie R-Moduln denselben Rang. Es gibt also einen K-linearen Automorphismus
A:U—=U
mit
A(M) =N.
Je zwei solche Automorphismen unterscheiden sich um einen Automorphismus von N.
Die Determinante von A ist deshalb bis auf eine Einheit von R eindeutig bestimmt. Das
von der Determinante von A erzeugte Idedl,
(M:N) :=det(A)R,
deshalb eindeutig bestimmt und héangt nur von M und N ab.
2. Fal. M und N beliebige Gitter.
Fiir jedes maximale Ideal p von R sind M_ und Np freie Rp—M oduln®®, dsoist

(M :N)
PP
wohldefiniert. Im Fall Mp = Np ist insbesonder (Mp:Np) = Rp. Nach 1.2.6 gibt es

genau ein gebrochenes Ideal (M:N) mit
(M:N)Rp =M p:Np)

fiir alle pER.

Bemerkung

Im Fall R=Z und M2N ist (M:N) der gewohnliche Index ineinander liegender Gitter.
Das ergibt sich zum Beispiel aus der nachfolgenden Eigenschaften des Index.

1.3.6 Eigenschaften des I ndex
(i) (M:N)(N:L) =(M:L)

(i1 (M:M) =R

(i) M2N= (M:N)CR

(iv)  M2Nund (M:N) =R= M=N

Bewes. Im Fall diskreter Bewertungsringe sind die Aussagen trivia. Im allgemeinen
Fall ergeben sie sich mit Hilfe von 1.2.6 aus diesem Spezidfall.

QED.

1.3.7 Invarianz bei Automor phismen
Seien A:U—U ein Automorphismus des K-V ektorraumes U und M,NCU zwei Gitter.
Dann gilt
| o AM)AN)=(MN). |
Beweis. Es reicht, die Aussage im lokalen Fal zu beweisen. Wir wihlen enen
Automorphismus L:U—U mit L(M) = N. Dann gilt nach Definition
(M:N) = det(L)R.
Weiter ist ALA"L(AM) = AN, dso
(A(M):A(N)) = det(A)det(L)det(A)'lR = det(L)R.

3 Man wiihle ein minimales Erzeugendensystem des betrachteten Moduls. Giibe es eine lineare
Abhingigkeit zwischen den Erzeugenden, so kdnnte man die Koeffizienten so durch eine gemeinsame
Potenz eines Parameters teilen, daB ein Koeffizient eine Einheit wiirde. Dann wire aber das
Erzeugendensystem nicht minimal.
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QED.

1.3.8 Das Dual eines Gitters

Im folgenden sai U ein K-V ektorraum mit Skalarprodukt,

B: UxU — K,
d.h. B sai eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform. Wir werden, wenn wir
betonen wollen,dal3 U mit einem Skalarprodukt versehen ist, auch von einem
euklidischen Vektorraum U sprechen. Zu jeder Basis{ ui} von U gibt esdann eine

eindeutig bestimmte duale Basis, d.h. eine Basis{ai} von U mit
B(U ,aj) =9,
fiir alle i und j. Fiir jeden R-Teilmodul von TCU, welcher U iiber K erzeugt, definieren

wir denzu T dualen Modul,
D(T) := DR(T) ={ueU | B(u,T)CR}.

1.3.9 Das Dual einesfreien Gitters
Sei M ein freies Gitter mit der (freien) Basis{ui}. Dann gilt:

()  D(M)ist ein freies Gitter mit der (freien) Bas's{ai}.

(i) D(D(M)) = M. 5
Bewels. Es geniigt, (i) zu beweisen. Wir schreiben u€U als Linearkombination der u,

uzzqq.
|

Dann gilt
ueD(M) < B(uM)CR
< B(u,uj) € R fiir alle j

= ? CiB(ui’uj) € R fiir alle j
= Cj €R fiir alle |

QED.

1.3.10 Eigenschaften des Duals

Seien M,N R-Gitter des euklidischen K-V ektorraums U und p ein maximales Ideal von
R. Dann gilt:

0] D(M) ist ein Gitter von U.

(i) D(M)RIO = DR (Mp).

(i) DIM) =Necomy

(iv) D(D(M)) = M.
() (D(M):D(N) = (N:M). o |
Beweis. Zu (i). Wir haben zu zeigen, D(M) ist wieder endlich erzeugt iiber R und
erzeugt iiber K den Vektorraum U. Zu Beweis wihlen wir ein freies Gitter
FC M.

Ein solches existiert, weil M iiber K den Vektorraum U erzeugt, also eine Basis von U
enthilt. Nach Definition des Duals gilt

D(F) 2 D(M).
Da D(F) nach 1.3.8 endliche erzeugt ist, gilt dasselbe fiir den Teilmodul D(M). Nach
1.3.3 gibt esein acK* mit aMCF, d.h. esist

D(M,)
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1
Mga F1
also D(M)2D(2 F). Nun ist = F ein freies Gitter, so daf2 nach 1.3.8 auch D(& F) ein

freies Gitter i, also eine Basis von U enthilt. Dann enthilt der groBere Modul D(M)
auch eine Basisvon U. Wir haben gezeigt, D(M) ist ein Gitter.
Zu (ii). Nach Definition von D(M p) und auf Grund der Bilinearitit von B gilt

BO(M)R ;M ) C BO(M)M)R CR .

Also besteht die Inklusion
D(M)Rp - DR (Mp).

Zu Beweis der umgekehrten Inklusion wihlen wir ein endliches Erzeugendensystem {Wi

} von M. Fiir jedes VEDR (Mp) gilt B(v, Wi) € Rp, d.h.

P
a

B(v, w) =5 mit aER, bER-p.
Dann gilt aber B(bv,wi)ER, also B(bv, M)CR, aso bveD(M), aso
veD(M)Rp.

Zu (iii). Folgt aus (ii) und 1.2.6.
Zu (1v). Folgt aus 1.3.9 und 1.2.6.
Zu (v). Auf Grund von 1.2.6 und (ii) konnen wir annehmen, R ist ein diskreter
Bewertungsring und M und N sind frei. Wir wihlen einen linearen Automoprhismus
A:U—Umit A(N) =M.

Dann gilt

[N:M] = det(A)R. . .
Wir wihlen freie Basen {ui} und {Vi} von M und N und bezeichnen mit {ui} bzw. {vi
} die zugehorigen dualen Basen von D(M) und D(N). Wegen A(N) = M konnen wir
annehmen

A(Vi) =u fiir jedes i.

Sei A*:U— U der zu A adjungierte Operator, d.h. die lineare Abbildung mit
™) B(A*u,u') =B(u,Au’)
fiir alle u,u’€U. Dann gilt

B(A*(u), vj) =B(u, A(Vj)) =B(u, uj) = 6ij
aso A*(Gi) = \7i, aso A*(D(M)) = D(N), also

(D(M):D(N)) = det(A*)R.

Esreicht also, wenn wir zeigen, det(A) = det(A*). Wir bestimmen dazu die Matrizen von
A und A* beziiglich der Basis {ui} bzw. {ui} . Eswir schreiben

Au. =3 c.u. und A*U. = 3 d..u mitc.,d..€K.
Ijlj] Ijljj ij" ]
Dann gilt 5 5 5
Cij = B(Aui, uj) = B(ui, A*uj) = B(A*uj, ui) = d.i .
Mit anderen Worten, die Matrix von A bzgl. der Basis {ui} ist transponiert zur Matrix
von A* bzgl. der Basis {Di}. Da die Determinante nicht von der Wahl der Basis
abhiingt, folgt det(A) = det(A*).
QED.
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1.3.11 Die Diskriminante eines Gitters

Sal M ein R-Gitter des euklidischen K-V ektorraum U. Dann heif}t
O(M) :=discr(M) := (D(M):M)
Diskriminante von M iiber R.

1.3.12 Eigenschaften der Diskriminante

Seien M und N R-Gitter des euklidischen K-Vektorraum U und p ein maximales | deal
von R. Dann gilt

(i) discr(N) = discr(M_)-(M:N)z.

(i) dlschp(M Rp) = dlsch(M)Rp .

(i) Klassische Definition iiber Z. Ist M ein freies Gitter mit der Basis{ ui}’ soist

discr(M) das von der Determinante
det(B(u, ,uj))

der Skalarprodukte B(ui ,uj) erzeugte gebrochene Idedl.

(iv) ImFal M 2 N gilt discr(M) 2 discr(N) und die Gleichheit rechts ist dquivalent
zur Gleichheit links.
Beweis. Zu (i). Esgilt

discr(N) = (D(N):N) (Definition 1.3.11)
= (D(N):D(M))-(D(M):M)-(M 'N)  (nach 1.3.6)
=(M: N) -discr(M) (nach 1.3.10)

Zu (ii). Gilt nach Definition 1.3.5 und 1.3.10(ii).
Zu (ii). Sei {v} dlezu{u} duale Basis. Wir betrachten die lineare Abbildung

A.U—>U,Vi|->u..

|
Nach Konstruktion gilt A(D(M)) =M, aso
discr(M) = det(A)R.
Berechnen wir die Determinante von A beziiglich der Basis {Vi} . Sel

Dannist

a -B(gav u) B(u u)
1 i=1 1)

also det A = det (B(ui , uj)) wie behauptet.

Zu (iv). ImFall M 2 N gilt (M:N)CR, d.h. der erste Teil der Behauptung folgt aus (i).

Die Gleichhet discr(M)= discr(N) ist nach (i) dquivalent zu (M:N)2=R, d.h. zu

(M:N)=R. Nach 1.3.6(iv) ist letzteres aber dquivalent zu M =N:

QED.

1.3.13 Verhalten bei direkten Summen

Sel U = U'@U” eine orthogonale direkte Summe der Unterrdaume U’,U”. Dann gilt fiir
Gitter M’,N’ von U’ und M”, N” von U":

0] (M®&M":N'®N") = (M":N")-(M":N").

(i) D(M'®@M”) = D(M*)+D(M").

(i) discr(M’@M”) = discr(M’)-discr(M”).

Beweis. Es geniigt, die Identitdten lokal zu beweisen, d.h. fiir freie Gitter.

Zu (i). Fiir freie Gitter folgt die Identitit dem Produktsatz fiir Determinanten,
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AO AO0Y(10 AO 10
(5] (330~ 32) 3 -m

Zu (ii). Sind{e’i} und {e”i} Basen der freien Gitter M’ und M” und sind {f’i} und
{f"i} die zugehdrigen dualen Basen. Dann ist {f’ i} U{f” i} duale Basis zu { € i} U{ e"i

}z'u (iii). Esgilt
discr(M’@M™) = (DMeM"):M'®@M”)  (nach Definition)
= (D(M")®@D(M”"):M’®M") (nach (ii))
= (D(M'):M")-(D(M"):M") (nach ())
= discr(M’)-discr(M”) (nach Definition).
QED.

1.3.14 Verhalten bei Erweiterungen

Sei RCR eine Erweiterung von Dedekind-Ringen. Wir setzten

und denken uns B: UxU — K bilinear auf U fortgesetzt. Dann gilt fiir Gitter M,N von
u:

(i) (MR:NR) = (M:N)R.

(i) D(MR)=D(M)R.

(i)  discr(MR) = discr(M)R.

Beweis. Es geniigt, die Identititen lokal in den maximalen Idealen pvon R zu
iiberpriifen. Ist pOR maximal in R, so reduziert dies die Behauptung auf den Fall, daR R

und R Dedekind-Ringe und M,N freie R-Moduln sind. Ist p = pNR nicht maximal, so
ist Rp ein Korper, also MRp = NRp = U und die zu beweisenden lokalen Identititen

sind trivial. Damit geniigt es, die Behauptung fiir freie Moduln M und N zu beweisen.
In diesem Fall ergeben sich aber die Identitéiten aus der jeweiligen expliziten
Beschreibung der beteiligten Moduln.

QED.

1.4 Erweiterungen

1.4.1 Die Situation

R ein Dedekind-Ring

K = Q(R), Quotientenkdrper von R

L ein endlicher separabler Erweiterungskorper von
K

S die ganze Abschlief3ung von Rin L (d.h. der
Ring der Elemente von L, welche ganz iiber R
sind).

Tr, ., ;L =K Spurabbildung.
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B:LxL =K, (uV) » TrL/K(uv), Die im folgenden verwendete Bilinearform. Da

L/K separabel sein soll, ist B nicht entartet.
Bemerkungen
() S ist tatsdchlich ein Ring.
(i) Der Ring Sist ganz abgeschlossenin L.
(ili)  Fiir jedes Primideal p von R ist SRp die ganze Abschlief3ung von Rp inL.

(iv) Sind pCR und PCS Primideale, so sagen wir, P liegt iiber p, falls gilt
p =RNP.

(v) Die Separabilitit der Erweiterung K € L wird nicht fiir dle Aussagen dieses
Abschnitts gebraucht. Wir werden uns jedoch nicht mit dem inseparablen Fall
befassen.

Beweis von (i)-(iii).

Zu (i). Fir x,y&€S sind R[x] und R[y] endlich erzeugte R-Moduln. Also ist R[X,y]

endlich erzeugter Modul iiber R[X], aso iiber R. Dann sich aber die Element x+y,

X'YER[x,y] ganz iiber R, also Elemente von S.

Zu(ii). 1st xEL ganz iiber S, so gibt es ein normierte Polynom gES[T] mit g(x) = 0.

Sind sl,...,snES die Koeffizienten des Polynoms g, so ist X auch ganz iiber S ::R[s1

sn] d.h. S":=R[X, s Sn] ist ein endlich erzeugter S-Modul. Da S eine endlich

erzeugter R-Modul ist, ist auch S” ein solcher, d.h. x ist ganz iiber R, d.h. xES.
Zu (iii). Offensichtlich ist SRp ganz iiber Rp' Sel jetzt XEL ganz iiber Rp' Dann gibt es

ein s=R-p mit der Eigenschaft xs ganz ist iiber R, d.h. es gilt sx€S aso XESp.
QED.

1.4.2 Proposition 4.2: Die Dedekind-Eigenschaft von S

() DerRing Sist ein endlich erzeugter R-Modul, welcher den K-V ektorraum L
erzeugt.

(i) Sistein Dedekind-Ring.

(iif)  Jedes maximale Ideal von S liegt iiber einem maximalen Ideal von R.

(iv) Uber jedem maximalen Ideal von R liegt ein maximales Ideal von S.

Beweis. Zu (i). Da R ein Integrititsbereich ist, ist das Nullideal p=(0) prim in R. Nach

1.4.1(iii) 1st somit SRp die ganze Abschlief3ung von Rp:K inL, d.h. esist

L = SK.
Mit Cimlderen Worten, S erzeugt den K-Vektorraum L und enthélt damit einen freien R-
Modu
N g S1
welcher von einer Basis des K-V ektorraums L erzeugt wird. Insbesondere ist auch D(N)
ein freier R-Modul, welcher iiber K den Raum L erzeugt. Es gilt
D(N) 2 D(9).
Die Spuren ganzer Elemente liegen in R, d.h. es gilt nach Definition'* des dualen
Moduls
D(S) 2S.
Zusammen ergibt sich D(N)2S, d.h. Sist endlich erzeugt.
Zu (ii) und (iii). Nach 1.4.1 ist S ganz abgeschlossen und nach (i) noethersch. Wir
haben noch zu zeigen, dim S= 1. Seien P ein von Null verschiedenes Primidea von S
und
beP - {0}.
Da S ganz ist iiber R, gilt

n n-1 _
b''+ an-lb +...+a1 =0

14 Mit Hilfe der Spurabbildung B: LxL — K, (u,v) aTr, ,_(uv).

L/K
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mit geeigneten aiER. DasS ein Integrititbereich ist, konnen wir durch Kiirzen mit einer
b-Potenz erreichen, dal3 a= 0 gilt. Dann it aber
alePﬂR,

d.h. p:=PNRist ein von Null verschiedenes Primideal von R und als solches maximad.
Die natiirliche Einbettung RCS induziert nach dem Homomorphiesatz eine injektive
Abbildung
R/p — S/P,
d.h. S/P ist eine nulltellerfreie Algebra iiber dem Korper R/p, welche als Vektorraum
gnrc]llidc.h erszeu:%t ist. Dann muf} aber S/P ein Korper sein. Damit ist gezeigt P ist maxima,
h.dmS=1

Zu (iv). Sei p ein maximales Ideal von R. Es reicht zu zeigen pS = S, denn dann liegt
jedes maximale Primoberideal von pS automatisch iiber p. Angenommen es ist pS = S.
Dannist

pls=plps=Rs=s dsw

plcsnk =R
Das Gleichheitszeichen rechts ergibt sich aus der Tatsache, dal3 R als Dedekind-Ring
ganz-abgeschlossen in K ist. Anderersaits ist Rgp'l, d.h. es gilt p'lzR, aso p=R im
Widerspruch zur Wahl von p.

QED.
Wir geben jetzt zwei Folgerungen der obigen Aussagen an.

1.4.3 Folgerung 1:Fortsetzbarkeit multiplikativer Bewertungen

Sa || eine nicht-triviale multiplikative Bewertung von K mit
Ir| = 1 fiir alle rER
(d.h. eine diskrete nicht-archimedische Bewertung von K- vig. Kapitel I1).Dann gibt es
eine Fortsetzung von |.| zu einer multiplikativen Bewertung von L.
Beweis. Nach 1.2.5 gibt es ene redle Zahl p mit 0 < p <1 und en von Null
verschiedenes Primideal p von R mit
Vp(X)
X|=p fiir alle xEK.
Sei P ein nach 1.4.2 existierendes iiber p liegendes Primideal von S. Wir fixieren ein
Element &R mit vp(n) = 1 und setzen

e:= vp(n:).
Fiir jedes x€K-{ 0} gilt dann™
vP(x) = evp(x).

Mito = % ist dann durch
vp(y)
| o M=o yeL{0,
eine multiplikative Bewertung von L definiert. Esreicht zu zeigen, diese stimmt auf K
mit der vorgegeben Bewertung iiberein. Fiir x€K-{ 0} gilt

VR v V)
K=o =@9 " =p =K
QED.

1.4.4 Folgerung 2: Vergleich der Divisorgruppen
Die Abbildung

15 Man denke sich x in der Gestalt x = u-x"" geschrieben mit nE€Z und einer Einheit u von R.
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Div(R) = Div(S), | » IS,
ist eininjektiver Homomorphismus.
Bewels. Die Relationstreue der Abbildung ist offensichtlich. Zeigen wir die Injektivitéit.

Seien |’ und I” zwei gebrochene Ideale mit I'S=1"S. Durch Multiplikation mit (I’)'1
ergibt sich

s=qylrs,
aso 101" 1i”s und
@yl csnk =R.
Wiire (I’)'ll” ein echtes Ideal von R, so miif3te (I’)'ll”S nach 1.4.2(iv) ein echtes Ideal

von Ssain. Also gilt (I 11"=R, dso I’ = I".
QED.

1.4.5 Proposition 4.2: Vollstindigkeit und endliche Erweiterungen

Seien R ein diskreter Bewertungsring und K=Q(R) vollstindig. Dann ist auch S ein
diskreter Bewertungsring und L=Q(S) ist vollstindig.
Beweis. Nach 1.4.3 kénnen wir die zur Bewertung von R gehorige multiplikative
Bewertung von K fortsetzen zu einer Bewertung von von L. Da die Bewertung von K
diskretit, gilt

|n-1K| <1

fiir alle n=1,2,... (vgl. 1.1.7(vii)) und umgekehrt ergibt sich aus diesen Ungleichungen
die Diskretheit der auf L fortgesetzten Bewertung. Sal

S ={xelL | [x|=1}
der Bewertungsring der fortgesetzten Bewertung. Dann gilt RCS und, da S ganz ist
iber R und S’ ganz abgeschlossen,

SCS.

Wir wissen, S ist ein Dedekind-Ring mit demselben Quotientenkorper L wie S'. Um zu
beweisen, Sist ein diskreter Bewertungsring, brauchen wir nur zu zeigen, S hat nur ein
maximales Ideal. Hétte S auller der Einschrinkung

P:={x€S| [x|<1}
des Bewertungsideals von S auf S noch ein weiteres maximales Ideal P, so wiirde
dieses Ideal eine additive, also multipliketive, Bewertung und damit eine weltere
Topologie auf L definieren. Diese wire verschieden von der durch P definierten
Topologie'®, wiirde aber auf K diesdbe Topologie induzieren. Der erste Tell der
Behauptung folgt deshalb aus dem ersten Tell des nachfolgenden Lemmas. Die
Vollstiandigkeit von L ergibt sich aus dem zweiten Teil des Lemmas.
QED.

Lemma

Seien k ein vollstindiger bewerteter Korper und K eine endliche Korpererweiterung von

k. Dann gilt:

() Je zwe Bewertungen von K, die die von k fortsetzen, induzieren dieselbe
Topologie auf K.

(i) Eine Folge von Elementen aus K ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn die
zugehdrigen Koordinaten (bzgl. einer fixierten Basis) Cauchy-Folgen in k bilden.

Beweis: Zu (i): Wird in (2.8.3) in allgemeinerer Form bewiesen.

Zu (ii): Wird in (2.10.3) bewiesen.

QED.

16 P besteht aus den Elementen x, fiir welche die Folge {xn} in der zugehorigen Topologie

n=12,...
gegen Null geht, und analog fiir P’. Wenn also die Topolgien zusammenfallen, so auch die Primideale
Pund P im Widerspruch zur Wahl von P'.
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1.4.6 Die ldealnorm

Sei Jein gebrochenes Ideal desRings S. Als R-Modul ist dann Jendlich-erzeugt (da J
iiber S und S iiber R endlich erzeugt sind). Fiir a€J-{ 0} ist aul3erdem

J2aS,
also erzeugt J liber K den Vektorraum L. Deshalb ist das folgende gebrochene Ideal von

R wohldefiniert.
NL/K(J) = (S.J)R

Es heifd Norm von J iiber K. Seine Beziehung zur Norm eines Elementes wird in der
nachfolgenden Aussage beschrieben.

1.4.7 Proposition 4.3: Idealnorm und gewohnliche Norm
Fiir a€L* gilt
NL/K(aS) = NL/K(a)R.

Beweis. Das Element N a) ist nach Definition die Determinante der Abbildung

Lk
L—L,Xp ax,
also nach Definition des Quotienten (M:N) ein erzeugendes Element von (S:aS)R.
QED.
Bemerkungen
() ImFal R =7 wird NL/K(J) fiir jedes nicht-triviale Ideal JCS von der Zahl der
Restklassen von S/J erzeugt.

(@i)  Wir werden sehen, dal3 die Idealnorm im noch zu prizisierendem Sinne mit dem
| somorphismus

Div(R) = @pDiv(Rp)
von 1.2.5 kommuitiert.
Beweisvon (i). Nach der Bemerkung von 1.3.5wird

NL/K(J) = (S:J)R
vom gewohnlichen Index der Untergruppe J in der Gruppe S erzeugt, d.h. von Zahl der
Elementevon SJ.

QED.

1.4.8 Die Vervollstindigungen von L/K

Selen

R eln diskreter Bewertungsring,

pER ein maximales Ided,

K =Q(R) der Quotientenkorper von R

K die Vervollstindigung von K beziiglich der durch p definierten Bewertung
vp von K.

{ Pi} {:1 die Familie der iiber p liegenden Primideale von S

Ei die Vervollstindigung von L=Q(S) bzgl. der Bewertung Vp
[

Dann kann man L®KK und ®ir:1 ti as K-Algebren und al's topologische Vektorriume
identifizieren,
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Die direkte Summe rechts werde dabel mit der koordinatenweisen Multiplikation
versehen.
Beweis. Dadie Erweiterung L/K endlich und separabel ist, ist Se einfach,
L = K(a) = K[x]/(f)

mit einem iiber K irreduziblen Polynom. Wir kénnen annehmen, die Koeffizienten von f
liegen in R und haben den ggT Eins,

fER[X] , content(f) = 1.
Als diskreter Bewertungsring ist R ein ZPE-Ring, aso ist f nicht nur iiber K sondern
auch iiber R irreduzibel. Sei

(1) f=ff 1K

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren iiber K. Wegen der Separabilitit von L/K
hat f keine mehrfachen Nullstellen, d.h. diefi sind paarweise teilerfremd. Deshalb gilt

L®KR = K[x]/(H)®K (® ist rechtsexakt und kommutiert mit ®)
= RDJ/(E - f) (nach (1))

= KIXJ/(f)®..@K[XJ/(f,)  (Chinesischer Restesat?)

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es gibt genau r Primideale iiber pCR
und die Vervollstindigungen beziiglich dieser Primideale sind isomorph zu

) L. = KD().

Jedenfalls sind die Korper (2) endliche agebraische Erweitungen von K also
insbesondere endlich-dimensionale Vektorriume iiber K und als solche vollstindig. Mit

(2) schreibt sich die oben gewonnene direkte Summenzerlegung von L®KK as

©) L® K=L @@L
Jedes Tupe (Xl""’xr) der direkten Summe rechts 146t sich als Element der linken Seite
in der folgenden Gestalt schreiben.
XX ) =3 €k mitl.EL, k.EK.
( 1 f) 2 I J J
Die Operation “-” links kann man dabel mit dem Tensorprodukt identifizieren oder mit

der Multiplikation der beiden Algebren (3). Wir wihlen Folgen von Elementen kj(n) aus
K mit

kj(”)—>Ej , kj(n)EK.
Dann gilt
=3 ¢ K"V > 50k
32 ] E ] ]
Mit anderen Worten, der Korper L liegt dicht in (3). Da es eine Surjektion von (3) auf

jeden der Korper Ei gibt, ist L in jedem dieser Korper dicht. Mit anderen Worten,
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4) Ei ist eine Vervollstindigung von L beziiglich einer Topologie, die auf K
und damit auf K die gegebene Topologie induziert.

Die Topologie auf K ist aber gerade die gegebene p-adische aso ene nicht-

archimedische Topologie. Dann ist aber die Topologie auf jedem Ei ebenfalls eine nicht-

archimedische Topologie und induziert auf L eine ebensolche, d.h. eine Topologie zu
einem Bewertungsring (Rv,mv) von L. Da eine Folge von Elementen aus R in der (RV

,mV)-TopoI ogie genau dann konvergiert, wenn sie in der p-adischen Topologie
konvergiert, bestehen die folgenden Implikationen fiir ein xER:
XEm < xN—0 m -adisch <> x"—0 p-adisch <> xEp.

Damit gilt
mVﬂR =p.

Diese Identitit 146t sich auch so ausdriicken:
V_ (X)>0< v _(x)>0.
m, p
Analog sieht man, dal? auch die umgekehrten Ungleichungen dquivalent sind. Damit gilt
aber auch
vmv(x) =0 < vp(x)—O.
Insbesondere gilt RQRV. Da RV ganz abgeschlossenin L ist, folgt

SCR.
— v
Damit ist SﬂmV en iiber p liegendes Primideal von S, d.h. eines der Pi und die

betrachtete Topologie von L ist gerade die Pi -adische. Wir haben gezeigt, jedes der Ei in
der Zerlegung (3) ist die Vervollstindigung beziiglich der Pi-adischen Topologie von L,

wobel Pi en iiber p liegendes Primideal ist. Die zu verschiedenen Ei gehdrigen
Primidede Pi miissen verschieden sein, weil andernfalls L nicht dicht in der direkten
Summe (3) sein konnte'’. Zu Beweis der Behauptung fehlt jetzt nur noch die Aussage,

dal3 unter den zu den Ei gehorigen Primidealen Pi samtliche Primideale von S, die iiber p
liegen, wirklich vorkommen. Sei also PCS ein Primideal mit PNR = p. Wir versehen L

mit der P-adischen Topologie und bezeichnen mit L die Vervollstindigung. Wir
betrachten die Abbildung

LxK =L, (X, y) = Xy.
st {yn} eine Cauchy-Folge beziiglich der p-adischen Topologie von K, so ist {x-yn}

eine Cauchy-Folge beziiglich der P-adischen Topolgie'®. Die Abbildung 1Bt sich aso
fortsetzen zu einer Abbildung

LxK = L, (X,y) = Xy.

7 Eine Folge kann nicht in ein und dersel ben (separierten) Topol ogie gegen mehrere verschiedene
Elemente konvergieren.
18 wegen pCP
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Diese Abbildung ist K-bilinear. Sie induziert also einen (stetigen) Homomorphismus
von K-Algebren
@ L®KK — L, x®y b Xxy.

Nach (3) konnen wir diesen in der Gestalt
@ L1®...@Lr —L
schreiben. Wir wiihlen ein i mit der Eigenschaft, daf es ein xEEi gibt mit
¢(0,...,X,...,0) = 0.

Ein solchesi existiert, da g nicht identisch Null ist (zum Beispidl ist (1) = 1). Ist yEEj

und j=i, so gilt 0=(0,...,y,...,0)(0....,X,...,0), dso

0=9(0.....y,...,0)-¢(0,...,,...,0).
Dader zweite Faktor rechts ungleich Null und L eine Korper ist, muR? der erste Faktor
Null sein. Wir haben gezeigt, es gibt genau einen direkten Summanden in (3) auf dem ¢
nicht identisch Null ist. Durch Einschrinken auf diesen Summanden erhalten wir einen
nicht-trivialen stetigen Homomorphismus von K-Algebren

L—L

Da Ei ein Korper ist, ist dieser injektiv,

LcL

Eine Folge von Elementen ausL, diein der Ei -Topologie konvergiert, konvergiert wegen

der Stetigkeit dieser Abbildung auch in der L-Topologie. Mit anderen Worten, jede Pi-
adisch konvergente Folge ist P-adisch konvergent. Es gilt also PiQP. Da beide Idede
maximal sind, folgt Pi:P'

QED.

1.4.9 Die Bewertungsringe der Vervollstiindigungen

Bezeichne in der Situation von 1.4.8 R den Bewertungsring von K und §I den

Bewertungsring von Ei . Danninduziert der Isomorphismus von 1.4.8 einen
| somorphismus

RS = Sl®"'®sr'
Beweis. Nach 1.4.5 it §i die ganze Abschliefung von R in Ei' Auf Grund der
koordinatenweisen Multiplikation in El@...@tr ist damit

Sl®. : .@Sr
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die ganze Abschlieffung von Rin El@..@fr. Da die§I Moduln iiber S sind, folgt
(1) RSC §1®...®§r.
Der Ring RS (=Im (R®S)) ist as endlicher R-Modul vollstindig und damit

abgeschlossen in El@.@fr. Es geniigt deshalb zu zeigen der Teilring S von RS liegt
dicht in der rechten Seite von (1).

Auf Grund des Beweises von 1.4.8 wissen wir, L liegt dicht in El@.@fr. Weil §I offen
istin Ei ist die rechte Seite von (1) offenin El@..@fr. Zusammen erhalten wir, dal3

(5,®..@5)NL

liegt dicht in der rechten Seite von (1). Um zu zeigen, dal3 auch S dicht liegt, geniigt es
die Inklusion

(5,®.@S)NLCS

zu beweisen. Sei x ein Element der Menge links. Das Minimalpolynom von X iiber K
hat seine Koeffizienten in R (weil x und ale seine Konjugierten ganz sind iiber R). Die
Konjugierten von x iiber K ='° KNL sind wegen xEL auch konjugiert iiber®® K. Das
Minimalpolynom von x iiber K stimmt also mit dem Minimalpolynom von x iiber K

iiberein®. Seine Koeffizienten liegen in RNK = R. Mit anderen Worten, xEL ist ganz

iiber R, und liegt damit in S.
QED.

1.4.10 Proposition 4.4:Die Zerlegung der Idealnorm

Seien R ein Dedekind-Ring und p ein maximales Ideal von R. Wir fiihren folgende
Bezeichnungen ein.
Kp p-adische Vervollstindigung des Quotientenkorpers K=Q(R).

ﬁp Bewertungsring von Kp beziiglich der p-adischen Bewertung.

Fiir die maximalen Ideale P der ganzen AbschlieBung S in der endlichen separablen
Erweiterung L von K fiihren wir analog Bezeichnungen ein.

L p P-adische Vervollstindigung von L.

1 Die Elemente von KNL kénnen approximiert werden durch Elemente aus K, d.h. durch solche
Elemente, die nur eine von Null verschiedene Koordinate (bzgl. einer Basis von L iiber K) haben. Die
Limites solcher Folgen haben deshalb auch nur eine von Null verschiedene Koordinate, d.h. sie liegen
in K.

2 Jede K-lineare Abbildung auf L induziert eine K-lineare Abbildung auf L®KR.

2 Zundchst ist das iiber K nur ein Teiler des Minimalpolynoms iiber K.
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SP Bewertungsring von LP

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir jedes gebrochene Ideal J von S:

NLkORy = I},FpNLP/Kp(JSP)
Das Produkt rechts wird dabei iiber die endlich viden iiber p liegenden maximaen

Ideale P von S erstreckt.
Beweis. Nach der Definition der Idealnormin 1.4.6 gilt

N kW) =EIg
Unter Verwendung der in 1.3 bewiesenen Eigenschaften des Index erhaten wir:

beziiglich der P-adischen Bewertung.

N KOR, = (SRR p)ﬁlo (vgl. 1.3.14)
=( 1@...®Sr: JSl@...@JSr) (vgl.1.4.0)
= =
= ilqu(sl. %) (vgl. 1.3.13)

Bei der zweiten Identitit benutzen wir die Tatsache, da3 nach 1.4.9 gilt
JRp = JSRp = J(Sl(-B...@Sr) = JSl(-D...(-BJSr :
Die Behauptung folgt jetzt aus

NL P/Kp(JSP) = (SP:JSP)
und der Tatsache, daf jedes iiber p liegende Primideal in der Zerlegung von 1.4.9 genau

einmal vorkommt.
QED.

1.4.11 Folgerung 1:Die Idealnorm als Gruppenhomomor phismus

Seien R ein Dedekind-Ring und S die ganze Abschlief3ung in einer endlichen separablen
Erweiterung L von K=Q(R). Dann definiert die Idealnorm einen Gruppen-
Homomorphismus

cp:NL/K: Div(S) — Div(R)

der Gruppe der gebrochenen Ideale von Sin die der gebrochenen Ideale von S.
Beweis. Nach 1.2.6 haben wir einen injektiven Gruppen-Homomorphismus

Div(R) — 1 Div(R), I » (IR N
p maximal in R p) p)p meximal
Es reicht daher, die Relationstreue der Komposition von ¢ mit diesem letzterem
Homomorphismus zu beweisen, d.h. esreicht zu zeigen, die Abbildung

Div(S) — Div(Rp), J NL/K(J)Rp,
ist multiplikativ. Weiter ist die Abbildung
Div(R ) = Div(R ), | » IR,
(R = OV IR,

ein Gruppen-lIsomorphismus (beide Gruppen sind isomorph zu Z). Daher geniigt €S,
die Relationstreue der folgenden Abbildung nachzuweisen.

Div(S) — Div(Rp), I NL/K(J)ﬁp.
Nach 1.4.10 gilt
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N, (DR, =T[N (J§P),
L/K L /K
L
so daf} es geniigt, die Multiplikativitéit von

N , Div(§P) — Div(F_zp)

LP/Kp
zu beweisen. Die gebrochenen Ideale Jvon §P sind aber Hauptidedle,

J= aSP mit aELP.

Nach (1.4.7) gilt deshalb

N (J =N (AR .
| LP/Kp_ L_P/K_p p
Die Multiplikativitit der ldealnorm ist damit eine Folge der Multiplikativitit der

el ementwe sen Norm.
QED.

1.4.12 Folgerung 2:Die ldealnorm der Erweitung eines Ideals des Grundrings

Selen R ein Dedekind-Ring und S die ganze Abschlief3ung in einer endlichen separablen
Erweiterung L. von K=Q(R). Dann gilt fiir jedes gebrochene Ideal I von R,

—Nn
N 4 (19) =1

Dabei bezeichne n :=[L:K] den Grad der Erweiterung L/K.

Beweis. Wie beim Beweisvon 1.4.11 reduziert man die Aussage auf den Fal, dal3 | ein
Hauptideal ist. Wie dort folgt dann die Behauptung aus der entsprechenden Aussage
iiber die die elementweise Norm.

QED.

1.4.13 Folgerung 3: Die Komposition von | dealnormen

Seien KCFCL endliche separable Korpererweiterungen. Dann gilt fiir die zugehorigen
|dealnormen

Nk =N NEk
Bewels. Wir haben zu zeigen,
Nk =N ENe )

fiir gebrochene Ideal J. Wie beim Beweis von 1.4.12 reduziert man die Aussage auf den
Fdl, da3 J en Hauptidea ist. Wie dort folgt dann die Behauptung aus der
entsprechenden Aussage iiber die die elementweise Norm.

QED.

1.4.14 Die Differente der Erweiterung SIR

Sei R ein Dedekind-Ring. Dann ist der zu S duale R-Modul
DR(S) ={xeL | TrL/K(XS) C R fiir jedes s€S}

endlich erzeugt iiber R (nach 1.3.10(i)). Direkt aus der Beschreibung folgt, dal3 DR(S)

sogar eéin S-Modul ist (und als solcher dann natiirlich erst recht endlich erzeugt ist).
Weiter sieht man unmittelbar aus der Definition, dal3
DR(S) 2S5

gilt. Alsoist
D := D(SR) := DR(S)'l (€9
ein Ided von S. Dieses |deal heif¥ Differente der Erweiterung S/R. Man beachte es gilt,
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d(SR) = NL/K(Q)(S/R)).
Nach Definition ist die Diskriminante ndmlich gleich

8(SIR) = (DR(9):S) = (S:DR(S))'l =(sphl= N, /K(:D‘l)'l =N (D).

Die letzte Identitt ist eine Folge der Multiplikativitit der Idealnorm.

1.4.15 Proposition 4.5: Verhalten der Differente beim Komplettieren
Seal R ein Dedekind-Ring. Dann gilt mit den Bezeichnungen von 1.4.10:

(i) DE R)§P = D(§P/ ﬁp) fiir jedes maximale Ideal p von R und jedes iiber p
liegende maximale Ideal Pvon S.
i) (SRR _= [18(S/R).
(i) d(SR) 0 Fl’_llp (S p)

Bewels. Die erste Aussage ergibt sich aus den in 1.3 bewiesenen algemeinen
Eigenschaften des Duals:

DESRS, = DR(S)'1§P
_ = \1
= (D95
= (Dﬁlo(ép))'1 (vgl. 1.3.14)
= @(éplﬁ IO)

Die zweite Aussage ergibt sich aus der in 1.4.14 gegebenen Beschreibung der
Diskriminante als Norm der Differente D(SR) = D und aus 1.4.11:

f)(S/R)RIO = 6(NL/K(®))Rp
=711 NL P/K (QSP) (vgl. 1.4.11)
Plp Y
= [IN_ x OGJR)) (gl ()
P -Fp d
= [13(SR
Plp d
QED.
Zum Beweis unseres ndchsten Ergebnisses benotigen wir das
Lemma
Seien XX und x Unbestimmte und g das ganzzahlige Polynome
g(x) = (x-xl)...(x-xn). Dann ist der Ausdruck
«K
_ [
s:= 3 Ty <L

i=1
fiir k=1,...,n-1 eine von den X; unabhiéngige ganze Zahl.

Beweis. Nach der Produktregel gilt
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9 (%) = (X ) 06X )06 L 4)- (XX ).

Wir setzen
D:= ]‘[ (xa-xb)

— -1
D= I (x;x)=( 1i-
' acb, abe 0" g (X )
Man beachte, in g’ (Xi) haben gerade die ersten i-1 Faktoren ein anderes VVorzeichen als

die entsprechenden Faktoren von D.

Esqgilt
s-F
mit
(1 Pi= $xigrey = Exeaito,

=1
Dabei ist P ein ganzzahliges und wmmetnsch&s Polynom in den x

n-1<degg gilt

7 ,x Wegen k <

deg P < deg D.
Zum Beweis der Behauptung geniigt es zu zeigen,
(2) (Xl-XZ) | P,

denn well P symmetrisch ist, mufd dann P auch durch die iibrigen Differenzen teilbar
sein, d.h. es mufl D | P gelten. Aus Gradgriinden muf} dann aber

s=C
eine Konstante sein (und zwar eine ganze Zahl, da der hochste Koeffizient von D Eins

ist). Zeigen wir aso, es gilt (2). Die einzigen eventuell nicht durch X Xy teilbaren

Summanden in (1) sind die Summanden mit i=1 und i=2. Esreicht also zu zeigen,
X, | xk-D - xk-D
27171 7272
Dazu geniigt es zu zeigen, das Polynom rechts wird Null, wenn man x, = X, Setzt, d.h.

2 1
Dl = D2 fiir x2 = Xl.

Die Faktoren von D 1 in denen Xy vorkommt, sind gerade die folgenden??.
Xo =Xy oo XX
Die Faktoren von D2, in denen X4 vorkommt, sind die folgenden?®.
Xq =X oo XX
In allen iibrigen Faktoren stimmen D 1 und D2 tiberein. Wenn wir also Xy = Xg Setzen,
erhalten wir also tatsdchlich D, =D

1~ "2
QED.

1.4.16 Proposition 4.6: Diskriminante und Ableitungen von

Minimalpolynomen

Sei oS en primitives Element der endlichen separablen Erweiterung
L = K(a)

2 Man beachte, x 1 kommt in D 1 tiberhaupt nicht vor.

2 Man beachte, X2 kommt in D 5 iiberhaupt nicht vor.
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und sei g(T)EK[T] das Minimalpolynom von a iiber K. Weiter sei
M = R[a]
dievon a iiber R erzeugte Algebra. Man beachte, weil der hochste Koeffizient von g
gleich 1 ist, ist M als Modul iiber R endlich erzeugt (und erzeugt den Korper L iiber K).
Esqilt
1

() DR  =grgyRlal
() OS(R[a]/R) = NL k(G @R
(i) R[a] =S< D(SR) = g (a)S.

Bewels. Zu (i) und (ii). Man beachte, R[a] ist en freier R-Modul vom Rang n:=[L:K]
iiber R, denn die Potenzen

1 q, .., an-l
sind sogar linear unabhéngig iiber K. Nach dem obigen Lemma ist

o
TrL/K(—g, (a)) €ER
1 . 1 : 1
fiir k—O,....,n.—?. Fiir aEW R[a] und beR[a] gilt abEWR[OL], aso TrL/K(ab)ER.
Nach Definition des dualen Modulsfolgt

® g7 Rl € De(Rla))

Da R[a] en freiler R-Modul is, kénnen wir nach 1.3.12 die Diskriminante von R[]
besonders leicht ausrechnen:

3(R[]/R) = det Tr I+] ) R

LK@ Dij=0...n

Saen

1, ,S L —-K

Die K-Einbettungen von L in eine algebrajsche Abschlieffung von K. Dann gilt
i) = i+]) = s, (o
Tr, (™) éﬁm) éﬁmm@m

aso N .
det Tr (@' = det (so))?
= (I (8,(o- s(oc)))2 (Vandermonde)
i<j
=+ f1g'(s (@)
=1
=t N, (@' (@)
Damit ist

SRIOIR) = Ny (6 (@)R =* (Rled:gi(e)Rlod) = (grpyRlal Rlal)
d.h. esgilt (ii). Damit ergibt sich weiter
(D(RI0)):Rlal) = 8(Ro/R) = (gr7yRlcd:Rlal).

2 Nach Definition der Norm 1.4.6.
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Wir haben gezeigt, die beiden Moduln mlayR[“] und DR(R[a]) sind ineinander

enthalten (vgl. (1)) und haben denselben Index beziiglich R[ct]. Nach 1.3.6 miissen die
Moduln gleich sein, d.h. es gilt (i).
Zu (iii). Im Fall S= R[a] gilt nach (i)

D(SIR) = DR(S)'l = DR(R[O(])_:L = g'(0)S.

Sel umgekehrt
D(SR) =g (a)S.
Nach Definition der Differente bedeutet das,
1
(2 DR(S) 7@ S.

Wegen R[a] € Sgilt dann
DrRla]) 2 DR(S)

1
=S nach (2
T (nech (2)
2 7&7 R[OL] .
= DR(Rla]) (nach (i)
Damit gilt iiberall in dieser Abschitzung der Gleichheitszeichen. Insbesondere ist
D(Rle])  =D(S)

Nach 1.3.10 ist das doppelte Dual gleich dem urspriingliche Modul. Aus der letzten
Identitit folgt also

R[a] =S.
QED.

1.4.17 Proposition 4.7: Diskriminante und Differente von Korpertiirmen
Seien L2FOK endliche separable Korpererweiterungen und

SOTOR

die zugehorigen Ring der ganzen Zahlen (d.h. T sei die ganze AbschlieBung von R in
F).
0] D(SIR) = D(SIT)-D(T/IR).

i) O(9R) = 6(T/R)m-NF/K6(S/T) mit m:= [L:F]

Beweis. Aussage (ii) folgt aus (i) und der Tatsache, dal3 die Norm der Differente gerade
die Diskriminante ist.

S(SIR) =N, (D(SR)

=N (DET)N, ,, (D(TIR) (nach (i))

=N N EOET) N N (D(T/R) (nach 1.4.13)
=N, O(ST)NE /K(E(T/R)m) (nach 1.4.12)
= Np, S(ST) S(T/IR)M

Damit reicht es, Aussage (i) zu beweisen. Statt dieser Aussage geniigt es die analoge
Aussage fiir die inversen Ideal zu beweisen:

DR(S) = DT(S)-DR(T).
Wegen der Transitivitit der Spur gilt
TrL /K(Sx) = TrF/K(TrL /F(SX)T).

Damit erhaten wir
xEDR(S) = TrL /K(SX) CR
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< TrF/K(TrL /F(Sx)T) CR
—.n-1
< TrL /F(Sx)T - DR(T) =D | |
< TrL /F(SXD) CT (TrL = ist F-linear und DCT)
< SXDC DT(S)

-1_
< SXC D(S)D™" = D(S)D(T)
QED.

1.5 Verzweigung

1.5.1 Relativgrad und Verzweigungsindex
Selen R1 und R2 zwei Dedekind-Ringe mit
C
R1 C R2
und Py und P, zwel maximale ldeale von R1 bzw. R2 mit

Py = PRy
In dieser Situation sind die Restklassenkorper ki = Ri/ st ineinander enthalten und der
Grad der entsprechenden Korpererweiterung
f(Plpy) = [K,k,]
heif3 Relativgrad von Py iiber Py (und kann im allgemeinen endlich sein). Der
Verzweigungsindex von P, iiber p 1 ist die positive ganze Zahl
&p,lpy) = sz(leZ)
Nach Definition hat der Verweigungsindex die Eigenschaft, daf fiir Elemente xEQ(R
09 = elpylpy) v, 09

7

v
P2

gilt.

1.5.2 Proposition 5.1:Multiplikativitit von Relativgrad und

Verzweigungsindex

Seien R1 C R2 C R3

tibereinanderliegende maximale Ideale. Dann gilt

() f(oglpy) = f(pglp) f(Pylp.)

(i) e(pglp,) = e(polp,)e(P,lp,)

Beweis. trivial.

QED.

ineinanderliegende Dedekind-Ringe und P, c Ri (i=1,2,3)

1.5.3 Proposition 5.2: Verhalten beim Vervollstindigen

Seien R ein Dedekind-Ring und pCR ein maximales |deal. Weiter sai p das
Bewertungs-ideal der p-adischen Vervollstindigung von R. Dann gilt

f(plp) = e(plp) = 1.
e(PRplP) = 1.

Beweis. Nach 1.2.6(iii) gilt

Esreicht also zu zeigen,
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e(plpR ) =1,
d.h. wir kénnen annehmen, R ist ein diskreter Bewertungsring. Angenommen,
o e=e(plp) >1.
Sel rt ein erzeugendes Element von p,
p=mnR.
Nach Definition von e gibt es ein Element it in der Vervollstindigung R mit
= U
Wir wihlen Folgen von Elementen in R mit

u—u, T —n
Dann gilt VE(E-ni) — oo und vﬁ(u-ui) — o, also vﬁ(u-Ee-ui -nie) — o0, dS0

Vp(rc-ui-n?) — 0,
Damit gilt fiir groBe i
vp(n) = mln(vp(n-ui nIG) vp(ui -n?)) = vp(ui-nie) = evp(ni)+vp(ui).
Analog folgert man aus u—u, daB fiir groBe i gilt Vﬁ(ui) = vﬁ(u) =0, also auch Vp(ui) =

0.

Damit folgt

| | vp(n) = evp(ni),
im Widerspruch zu vp(n) =1

Damit is die Aussage iiber den Verzweigungsindex bewiesen. Beweisen wir die Aussage
tiber die Relativgrade. Zunichst gilt

f(pRpIp) = [Rp/pRp:R/p] =1,

denn jedes Element ocERp/ pRp wird représentiert durch ein Element der Gestalt
xy'1 mit X,yER, y&p.

Wegen y&p reprisentiert y eine Einheit von R/p, d.h. das Element oo hat auch einen
Reprisentanten in R/p. Damit haben wir den Bewels auf den Fal, dal3 R ein diskreter
Bewertungsring ist, reduziert.
Nach Konstruktion enthilt die Vervollstindigung R den Ring R as dichte Teilmenge.
Damit liegt aber auch R/p dicht in R/p. Die Topologie von R/p ist aber die diskrete
Topologie (dap offen in R ist). Deshalb gilt R/p=R/p, dso

f(plp) = [Rip: Rip] = 1.
QED.

1.5.4 Verhalten beim Vervollstindigen I1

Seien Rl C R2 ineinanderliegende Dedekind-Ringe und P, C Ri (i=1,2) iibereinander-
liegende maximale Ideale. Weiter sei Ei das Bewertungsideal der pi-adischen
Vervollstandigung von Ri' Dann gilt



f(p,lp,) = f(B,fp,)

&P, Ip,) = &P, ip,)
Bewels. folgt unmittelbar aus 1.5.3.
QED.

1.5.5 Vereinbarungen und Bezeichnungen

Die Ergebnisse von 1.4 zusammen mit den unmittelbar vorangehenden Ergebnissen
zeigen, dal3man

Differente,

Diskriminante,

Rdativgrad,

Verzweigungsindex

Idealnorm
lokal mit Hilfe der Vervollstindigungen beschreiben kann.

Beginnend mit dieser Stelle bis zum Ende des Kapitels werden wir deshalb annehmen,

R ist ein diskreter Bewertungsring mit dem Bewertungsideal p
K = Q(R) ist vollstindig beziiglich der p-adischen Bewertung

Diese Situation bleibt nach 1.4.5 erhalten, wenn man zu einer endlichen separablen
Erweiterung libergeht. Wir haben deshalb als Konsequenz unserer Annahmen:

Sist ein diskreter Bewertungsring mit dem Bewertungsideal P
L =Q(S) ist vollstindig beziiglich der P-adischen Bewertung.

Die Umformulierung der Ergebnisse fiir den globalen Fall werden wir weitgend dem
Leser iiberlassen.
Wir werden jetzt unsere Bezei chnungen etwas der Situation des |okalen Falles anpassen
und schreiben
D(L/K) := D(SR)
O(L/K) :=3(SR)
f(L/K) :=f(SR)

e(L/K) :=e(SR)
Weitere Bezeichnungen:
VL P-adische Bewertung des Korpers L
kL := S/P, Restklassenkorper des Korpers L.
UL Gruppe der Einheiten desRings S
k

= kK’ Restklassenkorper zum Grundkorper.

Wir werden im folgenden nicht voraussetzen, dal3 die Korpererweiterung L/K separabel
ist (auflZer in 1.9).

1.5.6 Proposition 5.3: Das Produkt von Verzweigungsindex und Relativgrad
e(L/K)-f(L/K) = [L:K]
Bewels. Der k-Vektorraum S/pS besitzt eine Kette von Unterrdumen mit den folgenden

Faktoren
SP, PIP2, PAPS, ..., PP LPe mite= ¢(SR).

Man beachte, es gilt P® = pS. Nach 1.1.17 sich alle diese Faktoren isomorph, d.h. es gilt

dim _SipS=edim SP=e(L/K)f(L/K).
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Als Modul iiber dem diskreten Bewertungsring R ist SCL ein freier Modul. Da S en

Erzeugendensystem von L iiber K enthilt, gilt
rkR S=[L:K]

Damit hat aber auch S/pS ask-Modul den Rang [L:K],

dimk SpS=[L:K].

QED.

1.5.7 Ein kommutatives Diagramm zur Einbettung K*CL *

Die natiirliche Einbettung j:K*CL* definiert ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zéilen

VK
— - K*—72—— —
0 UK K Z 0
Voo le
L

0—-U, —-L*—— Z —0
Dabei seien UK und UL die Einheitengruppen von K bzw. L und die Abbildung rechts
sei die Multiplikation mit dem Verzweigungsindex e = e(L/K).
Beweis. Die Kommutativitit des linken Vierecks ist trivial und die des rechten folgt aus
der Definition des Verzweigungsindex. Die Exaktheit der Zeilen folgt aus der Definition
der Einheitengruppen.
QED.

1.5.8 Ein kommutatives Diagramm zur Normabbildung N:L*CK*
Die dementweise Norm N:= N, , :L—K definiert ein kommutativen Diagramm (mit

L/K
exakten Zeilen)
VL
0—>UL—>L*—>Z—>O
! I N | f
v
— — K* —
0 UK K Z 0

Dabel sai die vertikale Abbildung rechts die Multiplikation mit dem Relativgrad f =
f(L/K). Mit anderen Worten, esgilt
f-vL(x) = VK(NL/K(x)) fiir xEL*

und insbesondere ist
—f
N L /K(P)R =p.
Beweis. Wegen der Multiplikativitit der Norm
N(ab) = N(a)N(b)
C
N(U L) cu K’

d.h. es gibt ein kommutatives Diagramm der behaupteten Art, wobei jedoch zunéchst
anstelle der f-Multiplikation irgend ein Gruppenhomomorphismus steht. Dieser ist die
Multiplikation mit einer Zahl, sagen wir f’, d.h. esist

f’ -vL(x) = VK(NL/K(x)) fiir x€EL*

gilt

Wir haben nur noch zu zeigen, f’ = f. Dazu setzen wir fiir x ein Element von K ein.
Nach Definition es Verzweigungsindex gilt
ef’ 'VK(X) =f -vL(x)

v () =V (N i X))
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_v (ILK]
v, oK)
= vK(xef) (1.5.6)
= ef-vK(x)
Also gilt f’=f.
Zum letzten Tell der Behauptung. Offensichtlich gilt wegen der Kommutativitit des
Diagramm
f
NL /K(P) Cp

(ein Element im Bild von N hat einen durch f teilbaren Wert, liegt also in pf). Sel mt en
erzeugendes Element von P. Dann gilt VL(J'E) =1, aso

Vi (NG) =1,

d.h. N(xr) erzeugt pf.

QED

1.5.9 Eine Eigenschaft der Spur (Lemma)

Seien k ein Korper, A eine k-Algebra und N das Rad1ka1 von A,

N = mmCA maximal ™

Esgdte

1. di my A < o (Vektorraumdimension).
2. A = A/N ist ein Korper.

3. N€=oN®l.o.

4. NN aAN.
Dann gilt fiir jedes Element aEA

T

a=eTr_ (aundN
Ak A/k

@=N_ @°
Al

Dabei bezeichne a die Restklassevon ain A .
Beweis. Das Element TrA/k(a) ist definiert als die Spur der k-linearen Abbildung

A A, X b ax.
Anadog ist NA/k(a) definiert als die Determinante dieser Abbildung. Fiir i=0, ..., el
haben wir das folgende kommutative Diagram von k-Vektorrdumen mit exakten Zeilen.
0—- N*1o N NN S0
STEATL TR Y

0—- N+l N S NUNHL S0
Die vertikden Pfelle sollen dabei ebenfals die Multiplikation mit a bezeichnen.

Beziiglich einer Basis von NI, welche die Inklusion NI*1 C NI respektiert, hat die
Matrix der mittleren vertikalen Abbildung eine Blockgestalt, aus der man die Relation

Tr(a,l) = Tr(ai+1)+Tr(ai) und N(ai) = N(ai+1)-N(ai)
abliest. Wegen A = NO und N€ = 0 erhalten wir
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Try (@ =Tr(ay) = ch;l'r(gi).

Dabei bezeichnet a die Multiplikation mit a auf dem A-Modul N'/NI*L, Benutzen wir
den Isomorphismus

NUNFL= AN =A

um NUN'*L mit A zu identifizieren,so wird a zur Multiplikation mit a auf dem A-

Modul A, d.h.esgilt Tr@a) = Tr_ (@), dso Tr, , (a) =

eTr_ (a) wie behauptet. Die
A/k

Formel fiir die Normen ergibt sich analog.
QED.

1.5.10 Die Spur der Restklasse eines Elementsvon S

Seien a=S ein Element und Eekl_ = S/P dessen Restklasse in kL' Dannist die

Restklassevon Tr ain kL gleich

L/K(

Tr, (@ =¢eL/K)Tr (a)
L/K kK

und analog erhilt man fiir die Restklasse der Norm

— —e(L/K)
N, (@ =N (a)
L/K I Tk

Beweis. Es reicht zu zeigen, die Algebra A = S/pS iiber dem Korper k = kK geniigt den

Bedingungen von 1.5.9 (mit e=g(L/K)). Die erste Bedingung ist erfiillt, da nach 1.4.2(i)
SasR-Modul endlich erzeugt ist. Die zweite Bedingung gilt wegen

A/IN = (SpS)/(PIpS) = SIP.
Man beachte, mit S ist auch S/pS ein lokaer Ring (mit dem einzigen maximaen |deal
P/pS). Die dritte Bedingung ergibt sich aus der Definition des Verzweigungsindex. Die
vierte Bedingung ist gerade die Aussage von 1.1.17(i).
QED.

1.5.11 Propostion 5.4: Eine Abschiitzung fiir den Wert der Differente

Bezeichne
D = D(L/K)
die Differente der Erweiterung K C L. Dann gilt
vL(®) > g(L/K) - 1.

Beweis. Nach Definition des Relativ-Index f = f(L/K) ist
A :=SpS
ein f-dimensionaler k-Vektorraum. Auf Grund der exakten Sequenzen
0—N*1 N - A —0,N:=Pps

kann man eine Basis von N' gewinnen indem man zu einer Basis von Nt gie
Reprisentanten einer Basis von

N/NTL= A
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hinzufiigt. Indem wir dieses Vorgehen wiederholen erhalten wir eine Basis
()

des k-Vektorraums A := S/pS, welche aus ef Elementen, wobei die ersten (e-1)-f
Elemente eine Basis des Unterraums N = P/pS bilden. Bezeichne a,IES einen

Reprisentanten von 5163\ in S. Dann bilden die & €S eine Bas §® von S iiber R. Nach

1.3.12(iii) konnen wir die Diskriminante von S/R mit Hilfe dieser Basis berechnen:
O(SR) = det (TrL/K(ai'aﬁ))'

Nach Konstruktion gilt
aiEP fir 1=i =< (e-1)f .

DaP einlded ist, haben wir damit
al-aIEP fiir I<i<(e-1)f und j beliebig.

Nach 1.5.10 erhalten wir
TrL/K(ala]) = e(L/K)-Trk I (ala}) = e(L/K)-Trk Ik ©=0
LK L K
Also
L/K(a a) €p fiir 1=i<(e-1)f und  beliebig.

Mit anderen Worten, die ersten (el)f Zeilen der Matrix
(TrL /K(a a))

liegen im Idea p. Wir entwickeln die Determlnante dieser Matrix nach diesen ersten
Zeilen und erhalten

5 := 8(IR)ep(& D,
d.h,
v, (8(SIR)) = (D).

Nach 1.5.8 folgt damit
1 21 .
VL(®) = TVK(NL/K(ﬂ)) = TVK(B) =el

% DieaI sind linear unabhingig iiber R: wire E a.lri = 0 eine nicht-triviale Relation iiber R, so konne
[
man die Koeffizienten riER durch eine geeignete Potenz eines Parameters von R teilen und erreichen,

daB mindestens einer dieser Koeffizienten eine Einheit ist. Durch Ubergang zu den Restklassen modulo

pS erhalten wir dann aber eine nicht-triviale Relation zwischen dena?tl , was nach Konstruktion nicht

moglich ist. Nach Konstruktion ist S = aIR + pS. Iterieren dieser Relation liefert S= aIR + pSS
i i

mit beliebig hohem s. Mit anderen Worten, jedes Element von S 146t sich durch Elemente aus E eLI R
i
beliebig gut approximieren. Da R vollstindig ist, folgt S = ' aiR' Man beachte, die Topologie von L
i
(29) ist gerade die Vektorraum-Topologie iiber K(2R).
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Man beachte, dasIdeal D von Sist wie alle Ideale von S ein Hauptideal. Die Idealnorm
von D kann man also mit Hilfe der el ementweisen Norm berechnen.
QED.

1.5.12 Unver zweigte Erweiterungen

Die Erweiterung L/K heif% unverzweigt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1. ge(L/K) =1.

2. Die Erweiterung der Restklassenkorper kL/ K ist separabel.

Bemerkung

Im nicht-lokalen Fall sagen wir, S/Rist unverzweigt im maximaen Ideal P von S, wenn
die zugehorige Erweiterung der vervollstindigten Quotientenkorper P bzw. p:=SNP
unverzweigt is.

1.5.13 Theorem 5.1: Diskrimantenkriterium fiir unverzweigte Erweiterungen
Folgende Aussagen sind dquivalent.
0] L/K ist unverzweigt.
(i) O(L/K) =R.
Beweis. Im Fall =R gilt nach 1.3.6(iv) fiir die Differente D = D(S/R) die analoge
Identitit*
D =S

Nach 1.5.11 ist damit aber

eL/K)-1< VL('D) = VL(S) =0,
d.h. (L/K) < 1, d.h. ¢(L/K) = 1. Wir nehmen jetzt an, der Verzweigungsindex

glL/K)=1
ist Eins. Wir haben dann nur noch zu zeigen,
kL/k separabel < §(L/K) = R.

Wir wihlen ein freies Erzeugendensystem {xi} von S iiber R. Ein solches existiert, weil

R nach Voraussetzung ein diskreter Bewertungsring ist. Die Diskriminante 6=8(S/R)
wird dann nach 1.3.12(iii) erzeugt von der Determinante
d:= det(TrL/K(xixj))

Bezeichneii die Restklasse von X, in §/pS. Dann ist {Yi} eine Vektorraumbasis von

S/pS iiber k = R/p. Weil der Verzweigungsindex gleich 1 ist, gilt
SpS=SP= kL'

Nach 1.5.10ist

d:= det(TrL/K(xifj)) =dmod p
gerade die Restklasse von d in k = R/p. Die Erweiterung kL/k ist genau dann separabd,

wenn die durch die Spur definierte Bilinearform k
entartet ist, d.h. esgilt

kaL—>k, (uVv) » Tr(uv), nicht

kL/k separabel < d = 0 < d'R enthilt eine Einheit < 8 = d-Rist gleich R.
QED.

% Nach Definition der Differente gilt DCS. Nach 1.3.6(iv) geniigt es zu zeigen, [S:D] = R. Es gilt
[SDI=N_, (D)=8=R
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1.5.14 Zahm verzweigte Erweiterungen

Bezeichney die Charakteristik des Restklassenkorpers k = R/p. Die Erweiterung L/K

heiflit zahm verzweigt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1.y ist kein Teiler von g(L/K).
2. kL/k ist separabel.

1.5.15 Theorem 5.2: Kriterium fiir zahm verzweigte Erweiterungen

Folgende Bedingungen sind dquivalent.
0] L/K ist zahm verzweigt.

(i) TrL/K(S) =R

(i) vL(D) =¢L/K) - 1.

Beweis. Man beachte, TrL /K(S)QR ist stets ein (ganzes) Idea von R.

(i) = (ii). Sei &S eine Einheit. Fiir die Restklasse von Tr L/K(a)ER ink =R/pgilt
nach 1.5.10,

Tr. (@ =¢eL/K)Tr (a),
L/K kL/kK

wobei a die Restklasse von ain kL = S/P bezeichne. Weil L/K nach Voraussetzung
zahm verzweigt ist, ist die Charakteristik von k kein Teiler von e(L/K), d.h. eL/K)

reprisentiert eine Einheit von k. Da a eine Einheit von S sein soll, ist a von Null
verschieden, also auch
Tr (@ =0
kL/ kK
(denn andernfalls wire die Spur identisch Null, also die Erweiterung k, iiber k

L
inseparabel und damit L/K nicht zahm verzweigt). Zusammen erhaten wir,

TrL /K(a) = 0.
Mit anderen Worten, das Ideal Tr L/K(S) von R enthilt eine Einheit Tr L/K(a)' Also gilt
TrL /K(S) =R,
wie behauptet.
(if) = (i). Fiir jedes acS gilt nach 1.5.10,
TrL/K(a) = e(L/K)-TrkL/kK(a).
Wire die Erweiterung kL iiber k inseparabel, so wire die Spur auf der rechte Sate fiir

alleaNull. Falls die Charakteristik von k den Verzweigungsindex e(L/K) teilt, so wire
die rechte Seite ebenfalls Null. Zusammen ergibt sich

& T @=0

fiir jedes acS, falls die Erweiterung L/K nicht zahm verzweigt ist. Nun hat aber (1) zur
Folge, dal3 Tr L /K(S) C p gelten mul3, was im Widerspruch zu unserer Annahme Tr L/K

(S) = R steht. Also mul3 L/K zahm verzweigt sein.
(i) < (iii). Fiir a€K gilt wegen der K-Linearitit der Spur Tr

(2 TrL/K(Sa) = TrL/K(S)-a_

L/K
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Bezeichnet D = D(S/R) die Differente, so gilt
pl =Dg(9) (Definition 1.4.14)
={acL | TrL/K(Sa)QR} (Definition 1.3.8)

also wegen (2),
1 _ .
D NK —{aEK|TrL/K(S)a§ R}
d.h.
-1 - -1
(3) D NK —TrL/K(S) :
Wir setzen
r = vK(TrL/K(S))
v = vL(D)
und wihlen lokale Parameter t und p von R bzw. S,
p =nR
P =pS
Wir konnen annehmen, es gilt
n = p€ mit e = g(L/K).
Dann gilt
D =p's
_ I
TrL /K(S) = R
und Relation (3) bekommt die Gestalt
(4) eVo9nKk =x"R
Aus (4) folgt insbesondere p €5 =7'S C p™Vs, dso-re= -v, d.h.
Vv
) r < e
Aufer (5) bendtigen wir noch die Abschitzung
(6) é <r+l.

..V ..
Angenommen, es wére rt r+1, so wire -v < -e(r+1) also

71 = o+ & (5VS)NK = 2R (nach (4))

Durch Multiplikation mit a1 ergibt sichdaraus 1 € nR, was nicht moglich ist. Damit
ist auch die Abschitzung (6) bewiesen. Zusammen gilt also

@) r < \é <r+l.

Ist Bedingung (ii) erfiillt, so giltr = 0, also 0 < v< e aso v =< el Nach 1511 muf}
dann aber sogar
v=el
gelten, d.h. Bedingung (iii) ist erfiillt. Ist umgekehrt Bedingung (iii) erfiillt, so erhalten
wir ausv=e-1 und (7), dald3r = 0 sein muf3. Nach Definition von r bedeutet dies,
TrL /K(S) =R,

d.h. esgilt (ii).
QED.
Bemerkung

Falls die Erweiterung L/K normd ist, kann man zum eben bewiesenen Kriterium eine
weitere Bedingung hinzufiigen.

1.5.16 Kriterium fiir zahm verzweigte Erweiterungen im normalen Fall
Sei L/K eine normale Erweiterung mit der Galois-Gruppe G und bezeichne
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R[G]
den Gruppenring von G mit Koeffizienten aus R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
0] L/K ist zahm verzweigt.
(i1 Sist as R[G]-Modul isomorph zu R[G].
Beweis. (ii) = (i). Sai ¢: R[G] — S en R[G]-linearer Isomorphismus und XES das
Bild des Einsdlements e=R[G] bei ¢. Dann gilt

S= ¥ Ro(x),
09eG
wobel die Summe sogar eine direkte Summe ist. Insbesondere gibt es eindeutig
bestimmte Elemente rQER mit

1= 3 rg-g(x).
et
Da 1 invariant unter der Operation von G ist, sind die Koeffizienten rg ebenfalls

unabhéngig von g, rg =reR. Damit gilt

1=r 390)= Forx)=Tr , (),
geG geG
Es gibt en Element in S mit der Spur 1. Nach 1.5.15 ist die Erweiterung L/K zahm
verzweigt.
(i) = (ii). Das ist eine Konsequenz des folgenden Satzes von Swan [4, Th. 6.1] bzw.
eines Korollar dieses Satzes [Corollar 6.4].

Theorem von Swan
Seien G eine endliche Gruppe, A ein vollstindiger lokaler Integrititsbereich und j:A—K
die Einbettung in dessen Quotientenkorper. Dann ist der Homomorphismus

K(A-Proj) — K (K-Proj), M 1 K®, M,

ein Monomorphismus. Dabel bezeichne A-Proj die Kategorie der endlich erzeugten A-
Moduln und K () die Grothendieckgruppe der Kategorie.

Folgerung

Seien G eine endliche Gruppe, A ein vollstindiger lokaer Integrititsbereich, K dessen
Quotientenkorper und PP’ endlich erzeugte projektive A[G]-Moduln. Mit KOP=K&®P’
gilt dann sogar P=P'.

Nach der Folgerung geniigt es zu zeigen, S ist iiber R im zahm verzweigten Fall en
projektiver R-Modul.
QED.

Bemerkung
Nachfolgend geben wir eine Formulierung des Diskriminantenkriteriums 1.5.13 fiir
unverzweigte Erweiterungen im globalen Fal an.

1.5.17 Unverzweigte Erweiterungen im globalen Fall

Selen (voriibergehend) R ein beliebiger Dedekindring mit dem Quotientenkorper K, L
eine endliche separable Erweiterung von K und S die ganze Abschlielungvon R in L.
KCL

u u
RCS
Ein maximales ldedl P C S heil% unverzwegt iiber K, wenn folgenden beiden

Bedingungen erfiillt sind.
1. e(PIRNP) = 1.
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2. S/P ist separabel iiber R/RNP.

Ein maximales Ideal pCR heif3 unverzweigt in L, wenn ale Primideale von S iiber p
unverzweigt sind iiber K. Fiir maximale Ideale pCR sind folgende Aussagen dquivalent.
0] pistunverzweigtinL.

(i) pist kein Teller der Diskriminante von S/R.

Beweis. Bezeichnungen:

LP := Vervollstidndigung von L beziiglich der P-adischen Bewertung

Kp := Vervollstindigung beziiglich der p-adischen Bewertung

Beim Ubergang zu den Vervollstindigungen bleiben Verzweigungsindex und
Restklassenkorper unveridndert. Die Diskriminante im vollstdndigen Fall ist gerade die
Erweiterung der Ausgangsdiskriminante in den vervollstindigten lokalen Ring, bzw. das
Produkt der zu den einzelnen tiber p liegenden Primidealen P gehorigen Diskriminanten
(vergleiche 1.4.15). Da die Diskriminante nach Konstruktion ein ganzes Idedl i, folgt
damit die Behauptung aus der analogen Aussage im lokalen Fall (d.h. aus 1.5.13).

QED.

1.5.18 Die Anzahl der Verzweigungsstellen

Seien (voriibergehend) R en beliebiger Dedekindring mit dem Quotientenkorper K, L
eine endliche separable Erweiterung von K und S die ganze Abschliel3ung von Rin L.
KCL
u u
RC S
Dannist SR infast allen maximalen Idealen p C R unverzweigt (d.h. in alen mit
Ausnahme von endlich vielen.
Bewels. In der Zerlegung der Diskriminante in ein Produkt von maximalen Idealen

kommen nur endlich viele Faktoren vor.
QED.

1.6 Total verzweigte Erweiterungen

1.6.0 Bezeichnungen

R sein ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K, L eine
endliche separable Erweiterung von L und S die ganze AbschliefunginL. S sei
ebenfalls ein vollstindiger diskreter Bewertungsring.

KCL

u u
RCS
Vi bezeichne die Bewertung zum Bewertungsring R.

v bezeichne die Bewertung zum Bewertungsring S.

1.6.1 Eisenstein-Polynome
Ein Polynom g(X)EK[X] separabel, wenn gilt

o _ o 9gT(9(x), g (X)) =1, o _
d.h. wenn esin keiner Erweiterung von K mehrfache Nullstellen besitzt. Ein Eisenstein-
Polynom ist ein separables Polynom

gX)=XM+c xMLly +c X+c. eKX],

1 1 0
dessen Koeffizienten den folgenden Bedingungen geniigen.
VK(Ci) = 1 fiiri=1,...,m-1
VK(CO) =1

Bemerkung
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Die Separabilititsbedingung ist fiir die nachfolgenden Sitze nicht wesentlich. Nur wall
wir uns generel auf die Betrachtung von separablen Erweiterungen beschrinken,
miissen wir die Separabilititsbedingung auch hier stellen.

1.6.2 Total verzweigte Erweiterungen
Die Erweiterung L/K heif} total verzweigt wenn gilt

g(L/K) =[L:K], d.h. f(L/K) = 1.
Bemerkung
Unser nichstes Zid ist die Charakterisierung der tota verzweigten Erweiterungen mit
Hilfe der Eisenstein-Polynome. Dazu benétigen wir zunéchst folgende Beschreibung
der Elemente eines vollstindigen bewerteten Korpers.

1.6.3 Die Elemente eines vollstindig bewerteten Korpers
Seien Abbildungen

[T: Z— K*,nes TT,

rk=Rp—R
gegeben mit r(0) = 0 und derart, dal3 die Zusammensetzungen
Vv
7— A ke —R 7
r nat. Abb.
k R k

gerade die identischen Abbildungen sind. Dann 146t sich jedes Element acK auf genau
eine Weise in der folgenden Gestalt

a= Y anﬂn mit anelm(r)
n>>-o0
schreiben, wobei auch umgekehrt jede solche Reihe ein Element von K definiert. Der

Wert des durch die Reihe definierten Elements aist gleich
v(@ =inf{n| an¢0}

Die Summationsvorschrift soll dabei bedeuten, dal? die Koeffizienten an fiir kleine n

Null sind.
Beweis. Nach Voraussetzung ist

V(Hn) =n,
die Folge der Werte der Hn geht gegen unendlich. Deshalb konvergiert die Reihe
2 annn
n>>-o0
(nach dem Kiriterium fiir Cauchy-Folgen). Weiter ist
_ k+1
D akﬂk =a- Y an]"[n mod p

-oo<<n<k
Wegen v(Hk) =k ist deshalb die Restklasse modulo p des Elements A durch aund dle

vorangehenden K oeffizienten a festgelegt. Nach Voraussetzung gibt es aber in jeder

Restklasse mod p genau ein Element, welches im Bild von r liegt. Bedingung (1)
definiert also a mit Hilfe von a und den vorherigen Koeffizienten. Das beweist die

Existenz- und Eindeutigkeitsaussage. Die Aussage iiber den Wert von aist einfach zu
beweisen.
QED.
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1.6.4 Totale Verzweigung und Eisenstein-Polynome
(i) Eisenstein-Polynome sind irreduzibel. Ist J] die Nullstelle eines Eisenstein-
Polynoms g(X)EK[X], soist die Erweiterung L = K[[]] total verzweigt und es gilt
(1) v (D=1
(i) Ist umgekehrt L/K eine totd verzweigte Erweiterung und [[EL ein Element
welches der Bedingung (1) geniigt, so ist das Minimalpolynom von [] iiber K en
Eisenstein-Polynom und es gilt
S=R[[[JundL =K({]).
Beweis. Zu (i).Sei
g(X) =xM+ cm_lxm'1 +.+C X+  EKIX],
ein Eisenstein-Polynom, [ ein Nullstelle von g und L = K[). Wir setzen
n:=[L:K] und e := g(L/K).

Wegen g([ ]) = 0 kann nicht v{ ])<0 gelten, denn sonst wiire
v, (T™ = min{y, (1M, v, (€ TT™ ..., (6} =v, @ID) =V, ©) ==

Also gilt [TMeP, dso v, (I=1. Sei s die ganze Zahl mit

e

(2 S> >s1.
v @D

Dann gilt

(3 m=n=ex=s.

Wire m>s, so wire v([[")>e (nach (2)¥'). AuRerdem gilt
v, (c)=ev, (c)=e
LY KM
aso
m-1
vL(cm_lﬂ +...+clﬂ) >e

Zusammen ergibt sich damit vL(bO) > g aso vK(bo) > 1 im Widerspruch zur
Voraussetzung, dal3 g ein Eisenstein-Polynom sein soll. Wir haben gezeigt, mss, d.h. in
(3) gilt iiberall das Gleichheitszeichen,

(4) m=n=e=s.
Insbesondere ist damit g irreduzibel und f = g = 1, d.h. die Erweiterung ist totdl
verzweigt. Nach (2) ist weiter

vL(ﬂ) =1

Damit ist (i) bewiesen.

Zu (ii). Wir wenden 1.6.3 auf den Korper L an. Wegen f(L/K) = 1 konnen wir
annehmen, das Reprisentantensystem Im(r) von S/P in S liegt sogar in R. Wir fixieren
ein Element ceK mit vK(c) =1 und setzten

qu+r = cAT".
Durch Umordnen der Glieder der Summe Y, anﬂn sehen wir, es gilt
L =K[]T] ursld S=R[[]].
Se jetzt
g(X) = XM+ cm_lxm'1 +. 4 e X+  EKIX],

27 i e m_ €
Nach(2)|sivL(]'[)aS,alsovL(H )_ms>e.
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das Minimalpolynom von [] iiber K. Wegen L = K][[]] ist dann g auch das
charakteristische Polynom der K-linearen Abbildung, welchein der Multiplikation mit [ |
besteht®®. Insbesondere ist
CH=1 NL/K(H).
Nach 1.5.8 ist
f= fVL(l—D - VK(NL/K(H)) - VK(C0)1
wobei hier f = f(L/K) = 1ig,
VK(CO) = VL(H) =1

Das Polynom g mod p ist das charakteristische Polynom der Multiplikation mit [ der
Elemente des k-V ektorraums S/pS. Diese Multiplikation ist wegen [ [EP nilpotent, d.h.
esqilt

g(X) =X™ mod p,
d.h. esist VK(Ci) = 1 fiir alle i. Mit anderen Worten, g ist ein Eisenstein-Polynom.

QED.

1.6.5 Total verzweigte Erweiter ungen zu vor gegebenen Grad

Zu jeder vorgegebenen positiven ganzen Zahl n gibt eseinetota verzweigte Erweiterung
des Gradesnvon K.
Beweis. Wir wihlen ein Element cEK mit dem Wert VK(C) =1. Dannist

g(X) := X"-cX-c
ein Eisenstein-Polynom und definiert damit eine total verzweigte Erweiterung vom Grad
n.
QED.
Bemerkungen

Zum Abschluf3 dieses Abschnittes weisen wir auf einige Folgerungen des Satzes 1.6.4
hin, die wir hier nicht bewei sen werden (siehe [3], Kapitel 11).

(i) Se
K:=QHN={ 3 at'lack

n>>-o00
der Korper der formalen Laurent-Reihen iiber einem Korper F. Dann kann man
M= t"und Im(r) = F

setzen (d.h. esist F=k). In diesem Fall fallen die Charakteristiken der Korper K
und k zusammen. Umgekehrt kann man in diesem charakeristik-gleichem Fall

allgemein zeigen, daf K isomorph zum Ko6rper der formalen Laurentreihen iiber k
ist.

% Die Multiplikation mit JT hat die Matrix

Entwickeln von X-1d - A nach der ersten Zeile liefert (zusammen mit einem induktiven Argument) die
Behauptung.
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(i) Ein typisches Beispiel fiir den charakeristik-ungleichen Fall ist der Korper der p-
adischen Zahlen Qp.

(iif) Sel K von der Charakteristik O und k von der Charakteristik p>0, d.h. esliege der
charakteristik-ungleiche Fall vor. 1st k perfekt, so kann man das
Reprisentantensystem Im(r) derart wihlen, daf es multiplikativ abgeschlossen ist,
und zwar auf genau eine Welse.

(iv) Istk ein beliebiger perfekter Korper positiver Charakeristik p, so gibt es bis auf
Isomorphie genau einen diskret bewerteten Korper der Charakteristik O (und auf
diesem Korper genau eine diskrete Bewertung) derart, dall der zugehorige
Restklassenkorper isomorph zu k und der Wert der Primzahl p gerade gleich 1 ist,

V() =1.

1.7 Unverzweigte Erweiterungen

1.7.0 Vorbemerkung

Die separable Erweiterung L von K induziert, wie wir wissen, eine algebraische
Erweiterung des Restekorpers k. Wenn L/K unverzweigt ist, so ist nach Definition die
zugehorige Erweiterung der Restekorper separabel. Eines der Ziele dieses Abschnitts
besteht darin, in gewissem Sinne eine Umkehrung dieser Aussage zu beweisen: jede
separable Erweiterung des Korpers k 146t sich auf genau eine (funktorielle) Weise zu
einer unverzweigten Erweiterung des Korpers K anheben.

Situation:

K CL

U U

RC S , .

L/K endlich und separabel, K vollstinding

l $ R,S die diskreten Bewertungsring von K bzw. L
Rlp & S/IP

I I

k kL

Wir beginnen damit, die unverzweigten Erweiterungen in einer dhnlichen Weise zu
charakterisieren, wie wir im letzten Abschnitt dietotal verzweigten Erweiterungen
charakterisiert haben.

Bezeichnungen

Fiir a€S bezeichne a die Restklasse von ain kL = S/P. Fiir g(X)EY X] bezeichne

9(X) €k [X],

das Polynom, welches man aus g erhilt, indem man jeden Koeffizienten durch seine
Restklasse in kL ersetzt.

1.7.1 Unverzweigte Erweiterungen und iiber k irreduzible Polynome
() Se L/K eineunverzweigte Erweiterung. Dann gibt es ein Element x&S mit

kL = K[x].
Fiir jedes solche Element xES gilt
S=R[x] und L = K][X]



58

und das Minimalpolynom g(X) von x iiber K hat die Eigenschaft, dal3 g(X)Ek[X]
wohldefiniert?®, irreduzibel und separabel iiber k ist.

(i) Sei g(X)ER[X] en normiertes Polynom mit der Eigenschaft, dal? g(X)Ek[X]
irreduzibel und separabel iiber k ist. Dann ist fiir jede Nullstelle x von g die

Erweiterung
L :=K[X]

unverzweigt iiber K und es gilt k, = Kk[x].

L
Bemerkung

Im nachfolgenden Beweis wird sogar gezeigt, dal3 in (i) fiir jedes x € S mit kL = Kk[X]

die iibrigen Bedingungen von (i) automatisch erfiillt sind.

Beweis. Zu (i). Da kL/k separabel und endlich erzeugt ist, gilt
kL = k[X]
fiir ein geeignetes Element xES. Fiir jedes solche x ist das Minimalpolynom G(X) von
X separabel iiber k. AuBerdem gilt, wenn man g wie in (i) wiihlt*°,
[L:K] = deg g(X) = g(X) = G(X) = [kL:k] =f=ef =[L:K].
Damit gilt iiberall das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist g(X) = G(X), d.h. g(X) ist
irreduzibel und esist L = K[x]. Esbleibt noch zu zeigen,
S=R[X].
Nach 1.4.16 (Beschreibung der Differente durch die Ableitung eines Polynoms) geniigt
€S ZU zeigen,
D(SIR) = g’ (x)S.
WEeil K/R unverzweigt, also zahm verzweigt i, gilt nach 1.5.15
vL(B(S/R)) =el=0,
aso D(S/R) = S. Esreicht zu zeigen,
gx)S=S.
Dag separabd ist, gilt ggT(g,g’) = 1, d.h.
1=a(X) g(X) + b(X) g'(X)
fiir geeignete Polynome a,bER[X]. Wir setzen X = x und erhalten
1=b(x) g’ (x) = b(x)g’ (x) mod P.
Mit anderen Worten g’ (X) ist eine Einheit von S, d.h. esist g'(x)S=S.
Zu (ii). Esgilt
[L:K] =degg =**deg g = [K[Xx]:K] = [k, Kl < [L:K].
In der Abschitzung gilt somit iiberall das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist

k, =KIX]

#d.h. geR[X]

% Das Polynom 6 ist dann wohldefiniert, d.h. die Koeffizienten von g liegen dann in R: wegen xESist
x ganz iiber R. Dasselbe gilt auch fiir die Konjugierten von x iiber K, d.h. fiir die anderen Nullstellen
von g. Damit sind auch die elementarsymmetrischen Funktionen in diesen Konjugierten ganz iiber R.
Die Koeffizienten von g liegen also in K und sind ganz iiber R. Weil R ein Dedekindring ist, liegen
diese Koeffizienten sogar in R.

Man beachte weiter, wegen g(x) = 0 ist auch g(x)=0.

% Es gilt sogar "=", da der hichste Koeffizient eines Minimalpolynoms gleich 1 ist.

2 gigt normiert
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separabel und g(L/K) = =1, d.h. L/K ist unverzweigt.

[L:K]
L
QED.

1.7.2 Eine Familie von algebraischen Erweiter ungen

Sel E := {E} eine Familie von algebraischen Erweiterungen eines festen Korpers F.
Unter einem Homomorphismus
o.E—=F

tiber F von zwei Elementen der Familie wollen wir wie iiblich einen Homomorphismus
von Ringen verstehen, bel dem jedes Element von F in sich abgebildet wird. Es gilt:
1.  Die identische Abbildung ist ein Beispiel fiir einen solchen Homomorphismus.
2. DieKomposition zweier Homomorphismen ist dann wieder ein

Homomorphismus.
Mit anderen Worten, diese Homomorphismen bilden die Morphismen einer Kategorie,
deren Objekte die Elemente von E sind.

Ist E/F eine endliche normale (separable) Erwelterung, so ist Hom(E,E) gerade die
Galoisgruppe von E iiber F.
Ist E/F algemein und bezeichnet
ES

die separable Abschliefung von F in E, d.h. die grofite separable Teilerweiterung von
E/F, so erhilt man durch Einschréinken eine Abbildung
1) Hom(E,E’) — Hom(ESE’S),
welche die Komposition und die identischen Morphismen erhilt. Mit andern Worten,
die Abbildung

Ews ES

definiert einen Funktor. Es gilt

3. Die Abbildung (1) ist injektiv (da die Fortsetzung auf rein inseparable
Erweiterungen eindeutig ist, fals Se existiert).

4.  DieAbbildung ist bijektiv im Fall E=ES (dadas Bild einer separablen Erweiterung
separabel ist).

Bemerkung

Wir wenden jetzt die obigen (trivialen) Beobachtungen auf die Familie aler endlichen

separablen algebraischen Erweiterungen L des Korpers K an. Fiir die verschiedenen L

werden wir die zugehorigen diskreten Bewertungsringe mit RL bezeichnen und die

zugehorigen Bewertungsideale mit P -

1.7.3 Verhalten der Bewertungen bei Homomor phismen
Sei 0:.L—L’ ein Homomorphismus von endlichen separablen Erweiterungen iiber K.
Dann gilt fiir jedes xEL
v (ox) = e(L’/oL)-vL(x).
Beweis. Betrachten wir die Funktion
Vi (ox)
viL— Q, X P M
Dies ist eine diskrete Bewertung des Korpers L, welche auf K mit v
Vi (ox) VK(X)
ar7on) ~ &L K grrory = SoLK)vi (9 =&LK)v () =v, (%)
fiir x€K. Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung erhalten wir, dal3 se mit v

L iibereinstimmt,

L
tibereinstimmen mufB.
QED.



60

Folgerungen

(i)

Fiir normale (separable) Erweiterungen L/K ist die Bewertung von L invariant
unter der Galoisgruppe G(L/K),

vL(ox) = vL(x)
fiir x€L, c€G(L/K).

(i)  Jeder Homomorphismus o:L—L’ induziert einen lokalen Homomorphismus
R —R,
L L
der zugehorigen Bewertungsring und damit einen Homomorphismus
kL — kL’
(iii) Diein (ii) definierte Abbildung
HomK(L, L") — Homk(kL, kL,)
erhdlt die Komposition von Homomorphismen und die identischen
Homomorphismen.
Bemerkungen
(i)  Wir haben gezeigt, die AbbildungL kL 146t sich zu einem Funktor fortsetzten
von der Kategorie der endlichen separablen Korpererweiterungen von K mit
Werten in der Kategorie der endlichen separablen Korpererweiterungen von k.
(i) Die analoge Aussage gilt auch fiir die separable AbschlieBung, L ki.
(i)  Wir wenden uns jetzt der Frage zu, ob man die Nullstelle modulo eines Primideals

von einem Polynom so abéindern kann, dal3 sie zu einer Nullstelle wird. Dazu
bendtigen wir das nachfolgende Lemma.

1.7.4 Henselsches Lemma
Sei k ein vollstindig bewerteter Kérper beziiglich der nicht-archimedischen Bewertung®

[?] und sei

1) f(X) € O[X]

ein Polynom, wobei © den Ring der ganzen Elemente beziiglich 17| bezeichne®*. Weiter
gelte

2 [flagl < IF ()

fiir ein o ,€0. Dann gibt esein a€O mit f(o)=0 und

©)

0

jo-atl < (o VIF (el

Beweis. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung

(4)

fOXHY) =) + £, ()Y +.. 41 (X)V!

von f an der Stelle X. Man beachte es gilt fl(X) =1 (X). Das Element [SOEO Sel S0
gewihlt, daB gilt®

()

f(aghf (0 )By= 0.

Esreicht zu zeigen, esgilt

(6)

flag+ Bl < Iyl

% d.h. die Bewertung sei von der Gestalt |?] = pv(?) mit einer diskreten Bewertung v.
3 d.h. den Bewertungsring zur diskreten Bewertung v.
* Wegen (2) ist f° (ao) # 0, d.h. Gleichung (5) besitzt eine Losung [30. Wegen

B = i it ()l < I (@ )] < 1

0010

liegt diese automatisch in O. Man beachte, die erste Abschitzung besteht wegen (2), die zweite, weil
Ay also auch fl(oco), in O liegt.
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7) 4y + Bl = Ify (o)l
®) By S [CININCN

Wegen (6) und (7) ist dann nimlich Bedingung (2) auch mit al = OLO + [50 anstelle
von o erfiillt. Man kann deshalb die eben durchgefiihrte Konstruktion mit oy anstelle

vona, wiederholen und erhilt eine Folge

{o}

i
von Elementen aus O mit*®

O oy, - ol = [ ) ()] < [fo (o JI< . < e (o)l
Insbesondereist diese Folge konvergent®”,

o —>a ink.
Welil die o in O liegen, gilt dassalbe fiir ..*® Wegen (6) ist die Folge der f(oci ) eine

Nullfolge, d.h. esgilt
f(a) = 0.
Die Abschitzung (3) ergibt sich aus (9) (und der verschirften Variante der
Dreiecksungleichung).
Beweis von (8). Folgt aus der Definition von [50 (vgl. (5)). Es qilt sogar das

Gleichheitszeichen.

Beweisvon (6). Wir setzen in der Taylor-Entwicklung (4) die Werte X = % und Y =
BO ein. Wegen (5) wird dann die Summe der ersten beiden Glieder rechts gleich Null.

Esfolgt _
< NE =
flagtB)l = max{lfjfao)ﬁo |:1=2}
< max {|B | j=2}
(wegen fj(ao) € 0). DieNormvon [30 ist kleiner als 1,

|[30| = |f(a0)/f1(a0)| < lfl(ao)l 391
Desnalb ist das Maximum rechts gleich der Norm der niedrigsten Potenz,
()l

(ol
< [f(or)| (nach (2)).

2
oty *B )l = IB

Beweisvon (7).
Wir verwenden die Tayler-Entwicklung von f 1~ f,

% Wegen (8).
% Die zugehorige Folge der additiven Bewerturngen log |0Li h oti| geht gegen oo, d.h. die Folge der

IOLi+1

der der Dreiecksungleichung):
loo.  -o|<max(|a.
i+n i+

- oti| geht gegen Null. Dann ist aber {(xi} eine Cauchy-Folge (wegen der verschérften Variante

1 ocil, o,

¥ 9 ={xEk | [x| = 1} ist abgeschlossen in k.
* weil o aso auchfl(oco) in O liegt.
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f(XHY) =100 + 1y (X)Y+.41) Y]
anstelle der von f. Wie oben setzen wir X = % undY = [30 und erhalten

f(agBo) - f1(ag) = I (@Bt +: (ao)(ﬁo)j

also wie oben .
f(agtBo) - 1 (gl = max { (B |- j=1)

= B,

= |f(a0)/f1(cx0)|

< |If 1(a0)| (nach (2)).
Damit ist aber

f (g * Bl = max{[f (ag#B) - f, (@l fy () = If ()]

QED.
Folgerung

Seien g(X)ER[X] en normiertes Polynom mit der Eigenschaft, dal g(X) separabel i,
und sel aoek eine Nullstelle von g. Dann gibt esin R genau ein Element o mit

g(a) =0und o = oy
Beweis. Wir wenden das Henselsche Lemmamitk =K, O =Rund f =g an.
Bedingung (2) ist erfiillt wegen

f(ao) € p (:= maximales Idea von R)
und
f'(ao) & p.
Die Existenz von o folgt damit aus dem Henselschen Lemma. Gébe es mehr als eine

Losung o der Gleichung g(X) = 0 mit o = Ot SO wire die Restklasse von o eine
mehrfache Nullstelle von g im Widerspruch zur Annahme, da3 g separabel ist.
QED.

1.7.5 Anhebung separabler zu unverzweigten Erweiterungen

Se k' eine endliche separable algebrai sche Erweiterung von k. Dann gibt eseine
endliche separable algebraische Erweiterung
L =L(K)
von K mit folgenden Eigenschaften.
i k= kL (iiber k).

(i) L/Kistunverzweigt.
(iii) Die Abbildung HomK(L,L’) — Homk(kL,kL,) ist bijektiv fiir jede endliche

separable algebraische Erweiterung L’ von K.
Durch die Bedingungen (i)und (ii) bzw. (i) und (iii) ist die Erweiterung L/K bis auf
Isomorphie eindeutig charakterisiert.
Bemerkung

In Bedingung (iii) kann man die Korper k, und kL, durch die separablen

L

Abschlieiungen k; bzw. k; . ersetzen.

Bewels. Nach Voraussetzung ist k'/k endliche separable Korpererweiterung. Es gibt
aso ein Element o€k’ mit

k' = K[of].
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Bezeichne G(X)ek[X] das Minimapolynom von o iiber K. Wir wihlen ein normiertes
Polynom

g(X)ER[X] mit g(X) = G(X)

und setzen
L :=K[x],
wobei x eine Nullstelle von g sei. Wir konnen dann annehmen X = 40 godalR
kL = k[;] =K'

gilt, d.h. Bedingung (i) ist erfiillt. Nach Konstruktion ist o separabd iiber k, d.h. das
Polynom g ist separabel. Nach 1.7.1(ii) ist L/K unverzweigt, d.h. Bedingung (ii) ist
erfiilt. Zum Nachwels von Bedingung (iii) betrachten wir einen beliebigen
Homomorphismus
W: kL — kL, iiber k.
Nach der Folgerung des Hensel schen Lemmas 1.7.4 existiert genau eine Element yeS
mit g(y) = 0 und y = w(X). Damit gibt es aber auch einen Homomorphismus
oL=K[X]—=L",x bV,
iiber dem Korper K mit o = w.* Ist T ein zweiter solcher Homomorphismus, so gilt
9(x(¥) =¢(g(x)) =0und t(x) =w(x)=Yy.

Weil g separabel ist*?, folgt t(x) =y, alsot = 0. Damit sind die Aussagen (i) - (iii)
bewiesen.

Wir haben noch zu zeigen, die Korpererweiterung L/K ist durch (i) und (ii) bzw. (i) und
(ii1) bisauf Isomorphie festgel egt.

Sei L’ ein Korper, welcher den Bedingungen (i) und (ii) geniigt, d.h. L’/K sei
unverzweigt und kL’ sei k-isomorph zu kL. Wir fixieren einen k-1somorphismus
w: kL—>kL,
Wie wir gezeigt haben, 146t sich w zu einen Homomorphismus
o L—Ll’
anheben.Weil L’/K und L/K unverzweigt sind, gilt
[L:K] = [kL, k] = [kL:k] =[L:K],
d.h. o ist ein Isomorphismus. Die Eigenschaften (i) und (ii) legen den Korper L folglich
bis auf Isomorphie fest.
Betrachten wir den Funktor
(endl iche unverzweigte

Erweiterungen von K ]—>Ens, L |->Homk(k, I(L’)

Bedingungen (i) und (iiiz besagen gerade, dal? dieser Funktor darstellbar und L ein
darstellendes Objekt ist.*® Als solchesist L bis auf 1somorphie eindeutig bestimmt.**

% Die Restklassen der Nullstellen von g sind Nullstellen von g. Verschiedene Nullstellen von g liefern
verschiedene von g (dag separabel ist). Beide Polynome haben denselben Grad, also dieselbe
Nullstellenzahl. Also kommt jede Nullstelle von g von einer Nullstelle von g.

4’5 und w haben im Erzeuger X denselben Wert.
“2d.h. die Restklassen in kL’ von verschiedenen Nullstellen von g sind verschieden.

8 d.h. bis auf 1somorphieist dies gerade der Funktor
L' HomK(L, L".

4 L 148t sich durch eine Universalititseigenschaft beschreiben: L ist eine unverzweigte Erweiterung mit
ko kL, und fiir jede unverzweigte Erweiterung L' mit
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QED.

1.7.6 Anhebung normaler Erweiterungen

Die Erweiterung L(k') von 1.7.5 ist genau dann normal iiber K, wenn k' normal iiber k
ist. Die Galois-Gruppen der beiden Erweiterung sind in diesem Fall isomorph,
G(L(K)/K) = G(K'/K).
Bewels. Betrachten wir den Funktor
endliche unverzweigte N endliche separable Lok
Erwelterungen von K Erweterungenvonk )’ aah i

Die Aussage von 1.7.5 bedeutet, dieser Funktor ist eine Aquivalenz von Kategorien.
Nun 146t sich die Normalitit einer Korpererweiterung L/K in der Sprache der
Kategorien formulieren: fiir jedes Objekt L', welches L as Teilobjekt enthdlt und fiir
jedes kommutative Diagramm

f

L——L’
) 1
K = K
faktorisiert sich f iiber das Teilobjekt L von L’. Die Eigenschaft, normale Erweiterung

zu sein, bleibt daher beim Anwenden einer Aquivalenz von Kategorien erhalten.
QED.

1.7.7 Vereinbarung zum Begriff ‘Teilkorper’

Ein Teilkorper der Erweiterung L von K sei im folgenden stets ein Teilkorper von L,
welcher den Korper K enthiilt.

1.7.8 Die maximale unverzweigte Erweiterung, Trigheitsgruppe

()  Es gibt einen Zwischenkorper LO’
KCL 0 CL
mit der Eigenschaft, dal? jede unverzweigte Erweiterung L’ von K mit L’ CL ganz
inL 0 liegt und umgekehrt jede ganzin L 0 liegende Erweiterung von K

unverzweigt ist.
(i) Esgiltk =k.
L0
(i) 1t L/K eine normale Erweiterung mit der Galois-Gruppe G=G(L/K), soist die
Erweiterung L 0/K ebensfalls normal und féllt mit dem Fixkorper der folgenden

Gruppe zu&ammen
={geG| Vi (9(x)-x)>0" fiir alle XERL} :

Diese Gruppe G heif¥ Trigheitsgruppe der Erweiterung L/K.

Definition
Die Vereinigung K aIIer unverzweigten Erweiterungen von L von K, welche in ener

gegebenen %parablen Abschliefung von K liegen, hell¥ maximae unverzweigte
Abschlief3ung von K.

*) Kok,

gibt es genau einen K-Homomorphismusf: L — L' derart, da3 (*) gerade die Einschrinkung auf k' der
durch f induzierten Abbildung kL—>kL, ist

% d.h. g(x) = x mod P, wenn P das maximale Ideal von RL bezeichnet (d.h. das Bewertungsideal).
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Beweis. Zu (i) und (ii). Sei k' die separable Abschlief3ung von k in kL. Nach 1.7.5 gibt

es dann einen Zwischenkorper L

Ol
KCL 0 cL,
mit kL =k', welcher iiber K unverzweigt ist. Samtliche Zwischenkorper L,
0
CcL C
KCL CL 0

sind dann ebenfalls unverzweigt iiber K (nach Definition des Begriffs der unverzweigten
Erweiterung).
Sei jetzt umgekehrt L.’ eine Erweiterung von K ganz in L, welche iiber K unverzweigt ist.
Dann gilt
C =
kL’ C k. kLO.
Nach 1.7.5 148t sich die Inklusion kL, — kL anheben zu einem K-Homomorphismus
0
oL’"—L o

Wir wihlen ein Element x€L’ mit kL,: k[x]. Dann sind x und o(x) Elemente von L

mit derselben Restklasse in kL (da o die natiirliche Einbettung ist). Nach der Folgerung

aus dem Henselschen Lemma 1.7.4 ergibt sich x=0(x) und nach 1.7.1(i) ist L'=K[x],
also o dieidentische Abbildung und damit L'QLO.

Zu (iii). Sei jetzt L/K eine normale Erweiterung. Alle konjugierten von L0 iiber K sind
dann unverzweigte Erweiterungen von K, die wieder in L liegen und nach Konstruktion

vonL 0 damit sogar in LO' Aus Gradgriinden sind diese Konjugierten sogar gleich LO’

d.h. L0 ist norma iiber K. Wir haben noch die Gaois-Gruppe von L/LO mit der

Triagheitsgruppe zu vergleichen. Nach Definition ist die Triagheitsgruppe von L/K
gerade der Kern des Homomorphismus
G(L/K) = HomK(L,L) — Homk(kL : kL) = G(kL/k).

Wie schon frither bemerkt ist der Einschrankungshomomorphismus
S S
Homk(kL , kL) — Homk(kL k)
injektiv. Die Tréigheitsgruppe ist deshalb auch der Kern der Abbildung,
G(L/K) — G(k; IK).

Nach 1.7.5(iii) ist G(L /K) = G(k; 1K), dso

G, = Ker(G(L/K) = G(L /K)) = G(L/L ).

Insbesondereist L 0 der Fixkorper dieser Gruppe.
QED.

1.7.9 Komposition unverzweigter Erweiterungen

Die Komposition LL'/K von zwe unverzweigten Erweiterungen L/K und L’'/K
innerhalb einer gegebenen separablen Abschlief3ung von K ist unverzweigt.

Beweis. Sl E/K eine separable Erweiterung von K, welche die beiden Korper L und L’
enthélt. Nach 1.7.8 liegen dann L und L’ ganz in der maximaen unverzwegten
Erweiterung E0 von K in E. Dann gilt aber auch LL’QEO, d.h. LL’ ist unverzweigt iiber

K.
QED.
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1.7.10 Die Galois-Gruppe von Knr/K
(i)  Jede endliche Erweiterung L des Korpers K, welche ganz in Knr liegt, ist

unverzweigt iiber K.
(i) Die Galois-Gruppe von Knr iiber K ist (als topologische Gruppe) isomorph zur
Galois-Gruppe der separablen Abschlieung k® des Korpers k,
G(K /K) = G(kS/k)
Beweis. Zu (i). Jedes Element von L liegt nach Voraussetzung in Knr’ aso in ener

unverzweigten Erweiterung von K, erzeugt aso selbst eine unverzweigte Erweliterung
von K. Da die Komposition unverzweigter Erweiterungen nach 1.7.9 unverzweigt ig,
erzeugen auch jeweils endlich viele Elemente von L eine unverzweigte Erweiterung. Also
ist L selbst auch unverzweigt iiber K.

Zu (ii). Esgilt .
GK _/K)  ="Mguk)
nr L
(k%K) =lim Gk, /K)
L

wobel dieinversen Limites iiber dle endlich erzeugten Teilerweiterungen L von Knr zu

nehmen sind. Dadiese Tellerweiterungen L nach (i) unverzweigt sind, sind die endlichen
Gruppen unter dem Limeszeichen rechts in natiirlicher Weise isomorph. Also gilt
dasselbe fiir die inversen Limites.

QED.

1.7.11 Die Erweiterung K _ /K im Fall #k = p" endlich

Sei k ein endlicher Korper mit q = pn Elementen,
k= qu ,q=p"
Fakt aus der Theorie der endlichen Korpererweiterungen:
Jede endliche Korpererweiterung K'/k 1st elne Galoiserweiterung mit einer zyklischen

Galoisgruppe (der Ordnung [k’:k]). Ein erzeugendes Element ist der Frobenius-
Automorphismus

Fd: k' — K, opr o4,
Folgerung 1

Fiir die Korpererweiterung k’/k vom Grad n hat man deshalb einen Isomorphismus
ZInZ — G(K'Ik), (i mod n) i (F%'.

Die Gruppen auf der linken Seite bilden genauso wie die Gruppen rechts ein inverses
System. Durch Ubergang zum inversen Limes erhalten wir

N .
7= " 72z, = GEIK) = G(K_/K).
n

Die Gruppe links ist die Vervollstindigung der diskreten Gruppe Z beziiglich der
Topologie, welche als Umgebungsbasis der 0 alle Untergruppen
nZC Z
mit endlichem Index hat.
Folgerung 2
Es gibt genau ein Element cqeG(Knr/K) mit folgender Eigenschaft. Ist L/K ene

endliche Teilerweiterung von K nr/ K, gilt

=ad
oq(a) = a’ mod P
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fiir jedes aERL. Dieses Element oq hei 3 Frobenius-Substitution.

Folgerung 3

Fiir jede ganze Zahl n>0 gibt es bis auf Isomorphie iiber K genau eine unverzweigte
Erweiterung L/K des Grades n. Diese Erweiterung ist norma und hat eine zyklische
Galois-Gruppe.

Beweis. Nach 1.7.5ist der Funktor

L|—>kL

eine Aquivalenz von Kategorien und erhilt insbesondere die (die Hom-Mengen also
auch die) Galois-Gruppen und die Eigenschaft normae Erweiterung zu sein. Die
Behauptung ergibt sich damit aus der Tatsache, dal3 Erweiterungen von endlichen
Korpern stets normal sind und eine zyklische Galoisgruppe besitzen.

QED.

Folgerung 4

Die maximale unverzweigte Erweiterung Knr/K wird erzeugt von der Menge aler m-ten

Einheitswurzeln, wobei m alle zu p teilerfremden Zahlen durchléuft.
Beweis. Jeder endliche Korper k' besteht neben der Null ausschliefdich aus

Einheitswurzeln: wenn die Elementzahl von k' gleichq’ = pn’ ig, so sind die Elemente
von k' gerade die Nullstellen von

X9 X,
denn die multiplikative Gruppe von k' hat die Ordnung ¢’ -1. Also wird k ¥’k von den
Einheitsvurzeln erzeugt. Dabei kann man die p-ten Einheitswurzeln weglassen, da
endliche Korper perfekt sind. Ist g das Minimapolynom ener endlichen
Korpererweiterung kL/k und g ein Repriisentant von g mit Koeffizienten aus R, so ist

L/K nach 1.7.1 gerade die durch g definierte Korpererweiterung. Mit anderen Worten
die Erweiterung L/K wird durch m-te Einheitswurzeln erzeugt, wobei man annehmen
kann, dal3 m teilerfremd zu p ist.

QED.

1.7.12 Verhalten der Einheiten bei der Normabbildung einer unverzweigten
Erweiterung

Analog zu den Bezeichnungen am Ende von 1.1 benutzen wir folgende Bezeichnungen
fiir die Einheitengruppen.

_ [
ULV_1+?U
wobel fPL das Bewertungsideal von L sei. Entsprechend sei auch
_ [
UK,i =1+Py.

Dann gilt, falsL/K unverzweigt ist,

N kL) =Yg i
Beweis. Wir wihlen ein Element tEK mit VK(n) =1, as0

VL(n) = VK(n) =1.
Die Einheitengruppe UL i besteht dann aus den Elementen der Gestalt
1) u=l+na mit o€R, .
Sei

n:=[LK].

Das Charakteristische Polynom des Elementes n'a: kann man dann in der folgenden
Gestalt schreiben.
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h(X) =% 0

= det(X-1d - mult(d o))
—wn_ . N1 i+
=X"-x TrL/K(a) X'+ hl(X).

Man beachte, multipliziert man die Unbestimmte X und das Element o mit demselben
Faktor M€K, so multipliziert sich h(X) mit dem Faktor AM. Das bedeutet der Koeffizient

von X in h(X) spaltet den Faktor A} ab, wenn man das Element sila. mit A, multipliziert.
Fiir das charakteristische Polynom von (1) erhalten wir,

% ) = det(X-1d - mult(u)) = det((X-1)-1d - mult(ra)) = h(X-1).
Damit gilt

N @ = (-1)”-x () = (-D™h(-1)
@) =1-n-Tr (o) (mod 7Y

Aus dieser Kongruenz folgt zunéchst einmal die Inklusion
) N U EYi
Da unverzweigte Erweterungen auch zahm verzweigt sind, gilt auf Grund der
Charakterisierung 1.5.15 zahm verzweigter Erweiterungen
TrL/K(RL) = RK.
Fiir jedes Element

— 1
v=1 HBEUK,i

gibt esalso €in aER, mit Tr = B. Nach (2) folgt mit u:= 1+ rila,

L LK™
1. _1_p— i+1
NL/K(u)=1 T TrL/K(a)—l B =v(mod Py )

aso
i+1
L/K(u) ‘v=1(mod Py )
aso
-1,
Nk W VEU g
VEN] kWU 41
Wir haben gezeigt*®,

NUk Yk Y+ = Yk

Da die beteligten Korper und Gruppen vollstéindig sind, folgt durch Iteration und
Grenziibergang

Nk Uk ) =Y,
QED.

1.7.13 Das Bild der Normabbildung
Sal L unverzweigt iiber K. Dann liegt eine Einheit a€EU

der Normabbildung

K Von K genau dann im Bild

Nk Y=Yk
wenn die Restklasse
o (mod iPK) ek

%" gilt trivialerweise.
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dieser Einheit im Bild der Normabbildung
Nk 1k
liegt. Insbesondere gilt, wenn k endlich i,
NL/K(UL) B UK '
Beweis. In 1.5.10 haben wir gesehen, die Normabbildung kommutiert mit dem
Ubergang zu den Restklassen (bis auf einen Exponenten, der im unverzweigten Fall

gleich 1 ist). Aus der entsprechenden Formel und der Tatsache, dal3 dle beteiligten
Korper vollstindig sind, folgt der erste Teil der Behauptung.

Im Fall k endlich von der Ordnung q:pm, besteht k aus den Nullstellen des Polynoms
XX,

k k

L—)

k ={ack | aY-a = 0}.
Anaog ist dann kL endlich von der Ordnung g" und

— 4N
k_:={ack oY -a =0}
Die Galoisgruppe G(kL/k) wird von der m-ten Potenz der Frobeniusabbildung F
erzeugt und hat die Ordnung n. Also gilt

n-1 i -1 oiMm n-1 4 . n i
N, W)= I FMu) = I ul = I ud = uSmits= 3 q
L i=0 iI=0 i=0 i=0
Die Fasern der Abbildung
(1) Ny kL =k
L
: n

bestehen daher aus s:= § q = qq—ll Elementen®’. Das Bild der Normabbildung (1)

i=0
besteht also aus

ﬁ = _qn'l =01
s s &

Elementen. Mit anderen Worten, die Normabbildung (1) ist surjektiv.
QED.

1.8 Zahm verzweigte Erweiterungen

1.8.1 Bezeichnungen
Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien dieselben wiein 1.6 und 1.7. Genauer:

R sei ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit dem Quotientenkorper K, L eine
endliche separable Erweiterung von L und S die ganze AbschliefunginL. S sei
ebenfalls ein vollstindiger diskreter Bewertungsring.

KCL

u u
RCS
Vi bezeichne die Bewertung zum Bewertungsring R.

v bezeichne die Bewertung zum Bewertungsring S.

47 Je zwei Elemente aus derselben Faser haben einen Quotienten, der eine s-te Einheitswurzel ist. Man
beachte, sist teilerfremd zur Charakteristik p, d.h. das Polynom X>-1ist separabel.



70

Fiir a€S bezeichne a die Restklasse von ain k, = S/P. Fiir g(X)ES[X] bezeichne

g0 €k, X

das Polynom, welches man aus g erhilt, indem man jeden Koeffizienten durch seine
Restklassein kL ersetzt.

Die Charakteristik von des Restklassenkorpers k werde mit y, bezeichnet.

% := char(k).
Unter einem Teilkorper von L wollen wir einen Korper zwischen K und L verstehen.
Die Trégheitsgruppe werde mit GO bezeichnet (im Fall, dal3 L/K normal ist).

Gy(L/K) :={gEG(L/K) | v| (g(x)-x)>0 fiir alle xER, }
L 0 bezeichne die maximale unverzweigte Erweiterung von K in L.

1.8.2 Die maximale zahm ver zweigte Erweiterung in L
(i)  Es gibt einen Korper Ll zwischen K und L mit der Eigenschaft, dal3 ein

Teilkorper L’CL genau dann zahm verzweigt ist, wennerin L 1 liegt. Ist die
Charakteristik p=char(k)=0, soist [L:L 1] eine Potenz von p.
(i) Se L/K eine normale Erweiterung mit der Gruppe G = G(L/K). Dannist auch L1

/K eine normale Erweiterung und fillt mit dem Fixkorper der folgenden Gruppe
Zusammen.
Gl(L/K) ={geG| vL(g(x)-x)va(x)+1 fiir alle x€ER

(iii) Se []EL ein Element mitvL(ﬂ) = 1. Dannist die Abbildung

L}
. . o[()
BO.GO(L/K) — k|_o, g » Restklassevon I

ein wohldefinierter und von [ | unabhéngiger Gruppenhomomorphismus mit dem
Kern Gl(L/K),

Ker(eo) = G1 (L/K).
(iv) Se L/K weterhin normal. Dann ist GO(L/K)/Gl(L/K) zyklisch. Im Fal positiver
Charakteristik ist Gl(L/K) eine (eindeutig bestimmte) p-Sylow-Untergruppe von
GO(L/K).

Bemerkung

Ist die Charakteristik char(k) = 0, so ist die Erweiterung L/K stets zahm verzweigt. Die
Behauptung der obigen Aussage reduziert sich dann auf Existenz des
Homomorphismus 6 0 und die Zyklizitit der Gruppe GO.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, daf die Erweiterung
L/K normal
ist.
1. Schritt. G1: Gl(L/K) ist ein Normalteiler in der Triagheitsgruppe.
Offensichtlichist G, = Gl(L/K) in der Trigheitsgruppe (vgl. 1.7.8) enthalten,

1
G1 C GO ={0eG| vL(g(x)-x) > 1 fiir alle xeRL}.
Fiir g’,g”EGl ud XERL gilt
V(@) =V (99 00-g (g ()X)

=min{ v, (9°9"()-g"()), v| (g"(x)-%)}
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> vL(x)+1,
asog g”eGl. Fiir geG1 gilt weiter
v (@0 =v (g0
=v, (g Hg()-x)
=V (9(x)-x) (vagl. 1.7.3)
> vL(x)+1,

d.h. esist g'leGl. Wir haben damit gezeigt, G1 ist eine Untergruppe von GO. Seien

jetzt g und g Elemente von G1 bzw. G,. Dann gilt

.
v (@ g0 -0 =v, (99 g - 9g7(x)
=v, (@9 - g0

=v (@g0-gt)  (nach173)

= v (@ eo)+1 (wegen g €G,)
=V x)+1 (nach 1.7.3)
Damit ist gezeigt, dai3 G1 Normalteiler in Go ist.
*
2. Schritt. 6 GO(L/K) 0 ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und

hingt nicht von der Wahl von [ | ab.
Sa [ €L ein weiteres Element mit Vi (IT) = 1. Dann gilt

[T =ull
mit einer Einheit uERL. Fiir gEGO gilt nach Definition der Trigheitsgruppe

g(u) =u+ x-[[ mit xER
aso

L’

g(u) _
== 1 mod iPL
aso

o) - 90D g(u) _ (H)modg,

AT~ T
Wir haben gezeigt, die Definition v
=9 mod

o@ g
héngt nicht von der speziellen Wahl von [ [ ab. Fiir g’,g ”EG gilt weiter

99°(D_ggdDgdD

Wegen Vi ("D = Vi (D (nach 1.7.%) ist g"(J[) en zur Definition von eo(g’)

geeignetes Element von L, d.h. esist
0,(0'9") = 0,(9) 6,(0").
Dadie Gruppe GO als Untergruppe der Galoisgruppe von L/K endlich ist, ist fiir jedes

*
gEGO das Element 6 O(g)EkL eine Einheitswurzel, also insbesondere separabel iiber k,
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6,(0) € (K)* = (k)"

Die Abbildung 60 ist somit wohldefiniert.

3. Schritt. Berechnung des Kernsvon 60 (d.h. Beweisvon (iii)).
Sel acL*. Wir schreiben ain der Gestalt

a=uJ]V mitv= v, @
Fiir gEGO gilt dann

a u

Wiewir im vorigen Schritt gesehen haben, gilt#ﬂ mod ﬂ’L, aso
VL@ _ 9@

Wegen
v, @@-a=v, @21y

erhalten wir damit

gEG1 =V (@- 1)=1 fiir alle aERL

g@ _ .
Sdarut 1 mod iPL fiir alle aERL

=1 fiir alle aERL

= gEKer(eo)
4. Schritt. Die Gruppe GO/G1 ist zyklisch und im Fal p:=char(k)>0 ist die Ordnung

von GOIG1 teilerfremd to p.

Wiewir im 2. Schritt gesehen haben, besteht die Gruppe

Im 0, = G/Ker(0,) = G/G,

aus endlich vielen Einheitswurzeln, ist damit Untergruppe einer zyklischen Gruppe und
damit selbst zyklisch. Ist p>0 die Charakteristik von k, so liegen die p-ten

Einheitswurzeln bereits im Primkorper*® IF_sind also als Elemente von F, auch (p-1)-

P

te Einheitswurzeln. Die zyklische Gruppe Im 6 0 wird aso von einer r-ten Einheitswurzel

erzeugt, wobel r teillerfremd zur Charakteristik p von k ist (falls die Charakteristik positiv
ist). Insbesondereist die Ordnung von Im 60 kein Vielfaches der Charakteristik char(k).

5. Schritt. Konstruktion von L . Zahme Verzweigtheit von L, /L

1 10
Sei

G

L=t

der Fixkorper der Gruppe Gl' Wegen G:LQGOQG bestehen die folgenden Inklusionen.

“8 Das Erheben in die p-te Potenz ist ein Automorphismus von IFp.
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KCL,.CL CLundekL QkL QkL.

0~ "1~ 0 1

Nach 1.7.8ist kL der separable Abschlul3vonk in kL, d.h.
0
D [kL: kL ] ist eine p-Potenz.
0

Da G1 normal ist in GO, ist die Erweiterung L 1/L0 normal. Insbesondere operiert G

auf Llund$gilt

(2 [Ll:LO] = #GO/GI
Diese Zahl ist nach dem 4.Schritt teilerfremd zu p. Insbesondere ist
e(Ll/LO) teilerfremd zu p.
Wegen (1) ist der Relativgrad von L1/LO aber ein Teller von p. Also gilt
kL1 = kLo und f(LllLo) =1.
Da kL die separable Abschlieffung von k in kL ist, ist kL separabel iiber k. Zusammen

0 1
sehen wir, dal3 L 1 zahm verzweigt ist iiber L.

6. Schritt. L 1

Wir benutzen die Tatsache, dal3 die Zusammensetzung zahm verzweigter Erweiterungen
wieder zahm ist (was sich unmittelbar aus der Definition von zahm ergibt). Da L iiber K
unverzweigt, also zahm verzweigt, it, ergibt sich zusammen mit dem 5. Schritt die zahme

Verzweigtheit von L 1 iiber K.

7. Schritt. Sei L’CL eine zahm verzweigte Erweiterung von K. Dann ist E:=L’ L0 zahm

0

ist zahm verzweigt iiber K.

verzweigt iiber L

0
Wir setzen
F:=LNL 0
und betrachten das kommutative Diagramm von Korpererweiterungen.
L"C E=L L0
U u
FCL 0

Der Korper L’ ist nicht nur tiber K sondern auch iiber F zahm verzweigt. Nach 1.5.15
gibt esein aERL, mit

Q) TrL,/F(a) =1.

Ebenfalls nach 1.5.15 geniigt es zum Beweis der zahmen Verzweigtheit von E/Lo zu

zeigen, dal? dann auch
@) Tgy @=1

gilt. Zur Berechnung der letzten Spur wihlen wir LO-Einbettungen von E in ene

algebraische Abschlief3ung von K. Da E in L liegt und L/K nach Annahme normal i,
liegen die Bilder dieser Einbettungen sogar in L. Seien also

Ty E — L sémtliche LO-Ei nbettungen von E

in eine algebraischen Abschlief3ung von K. Ihre Anzahl ist
u= [E:LO].
Die Spur auf der linken Seite von (2) ist gerade
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©) gy @= glri(a).

Durch Einschrinken der Einbettungen T auf L’ erhalten wir L' NL O-Ei nbettungen von
L’ U

4) o =Tl L’—L ist F-Einbettung von L’ fiir i=1,...,u.

Man beachte, sind zwei o, gleich, so stimmen die zugehorigen T auf L' (und

trividerweise auf LO) aso auf L’'L, = E iiberein. Die Einbettungen (4) sind aso

0
paarweise verschieden. Zum Beweis der Behauptung dieses Schrittes geniigt es zu
zeigen, sdmtliche F-Einbettungen von L’ sind von der Gestalt (4). Dann berechnet sich
niamlich die Spur auf der linken Seite von (1) nach derselben Formel (3) wie die auf der
linken Seite von (2) und mit (1) gilt auch (2).
Die Zahl der F-Einbettungen von L’ ist gerade [L.’:F]. Es geniigt deshalb,
) [E:LO] =[L":F]
Zu beweisen.
Alle hier betrachteten Korpererweiterungen (von K) sind separabel. Es gibt also en
Element oL mit
L' = F(a).
Sei f das Minimalpolynom von o iiber F und g das von a iiber LO’
feFx], gELO[X], f(a) =0,9(a) =0, g | f.

Wir haben zu zeigen, f und g haben denselben Grad. Sel
f=g,...0

175

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren iiber LO' Wir haben zu zeigen, r=1. Dazu

beachten wir, wegen L’ = F(a) C L operiert die Galoisgruppe G(L/F) trangitive auf den
Nullstellen des Minimalpolynoms f. Diese Operation induziert eine Operation auf der
Menge der 9

(6) G(L/IPX{gyg} = {98} (0.9) b 0.

Dabel sa og, = gj, wenn o eine (und damit dle) Nullstellen von 9, in solche von gj

abbildet. Man beachte, diese Definition der Operation ist korrekt. Sind namlich  und y
zwel Nullstellen von g, SO gilt, da of irreduzibel iiber L0 ist,

v =t fiir ein rEG(L/LO).
Damit ist aber

oy=otf = 010'106.
Da mit L/F auch die Korpererweiterung LO/F normal ist (vgl. 1.7.8), ist G(L/LO)

Normalteller in G(L/F), also
owle G(LIL .
Die Elemente oy und off sind somit G(L/LO)-konj ugiert und deshalb Nullstellen
desselben gj. Die Operation (6) ist also korrekt definiert. O.B.d.A. sai 9,=9- Betrachten
wir den Stabilisator G(L/F)g von g bei der Operation (6). Esgilt
oc G(L/F)g < o(a) ist Nullstellevon g
< o(a) ist G(L/Lo)-konj ugiert zu o
< o(a) =t(o) fiir ein v€ G(L/L 0)
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= (1'10)(00 = o fiir ein 1€ G(L/LO)
< v 1o 168t Foy) = L fest fiir ein 7€ G(L/L 0

= r'l(yEG(L/L’) fiir ein T€ G(L/L 0)

< o€G(L/L)- G(L/LO) = G(L/L’ DLO) = G(L/F).
Der Stabilisator von g fillt also mit der gesamten Gruppe G(L/F) zusammen. Da die
Gruppe aber nach Konstruktion transitiv operiert, kann die Menge der g; aus nur einem

Element bestehen, d.h. esgiltr = 1.

8. Schritt. Jede zahm verzweigte Teilerweiterung von L liegt ganzin Ll

Sel L'/K eine zahm verzweigte Teilerweiterung von L/K. Wie oben setzen wir

F:=L ﬂLoundE::L LO'

Im vorangehenden Schritt haben wir gesehen, dal3 E/L 0 zahm verzweigt
ist. DaL 0/K unverzweigt (also auch zahm verzweigt) it, ist damit auch

E/K zahm verzweigt.
Insbesondere ist die zu E/K gehorige Erweiterung der Restklassenkorper separabel,

S
ko Cki =k ,dhk-=k .
= L 1
E LO E L0

Damit ist E/LO total verzweigt, d.h.

@) f(BLO) =1 und e(E/LO) = [E:LO]
Nach 1.6.4(ii) gilt
E
wenn cEL ein beliebig gewihltes Element mit Ve (c) = 1ist. Nach 1.4.16(iii) folgt
@(E/LO) =g (c)SE ,
wobel ge SL [X] das Minimalpolynom von c iiber L0 bezeichne. Das Kriterium fiir
zahm verzwei gte Erweiterungen (vgl. 1.5.15) liefert
e(BLO) -1= Ve (D(BLO)) =Vg (g (c).
Wir multiplizieren diese Identitdt mit dem Verzwegungsndex Vi (c) von L/E und

S_= SLO[C] und E= Lo(c)

erhaten
8) v (@ @) =(&ELy-1v (0
Se jetzt A=G(L/E),d.h.AC GO = G(L/LO) und

1 A

E=L".
Durch Einschrianken der Elemente von GO:G(L/L O) auf E erhalten wir gerade die LO-
Einbettungen von E. Der Kern dieser Einschrinkungsabbildung ist gerade A. Die

Faktormenge GO/A 14t sich also identifizieren mit der Menge der L o Einbettungen von
E. Injeder Restklasse GO=G(L/L 0) mod A wihlen wir ein Element y . Das Element y(c)
. Deshalb gilt

durchlauft dann gerade die Konjugierten von c iiber L0

g'(0) =T (c-v(©)),
Y
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woba rechts das Produkt iiber dle Restklassen von GO/A, die von der trividen

Restklasse A verschieden sind, zu erstrecken ist. Fiir jeden der Faktoren in diesem
Produkt erhalten wir, dac und y(c) denselben Wert haben (vgl. 1.7.3),
vL(c-y(c)) =V (©.

Die Anzahl der Faktoren ist #GOIA -1= [GO:A] -1= e(E/LO) - 1. Wegen (8) gilt also

in alen diesen Ungleichungen das Gleichheitszeichen,

VL(C'Y(C)) = VL (C)’
d.h. y¢G1. Damit mui3 gelten G1 CA, aso L12E, aso L12L’.
9. Schritt. Die p-Sylow-Gruppen-Eigenschaft von Gl’ p = char(k).
Die Aussageist nur sinnvoll, wenn die Charakteristik von p > 0 ist. Nach dem 4. Schritt
ist die Ordnung von GOIG1 teilerfremd zu p. Es reicht deshalb zu zeigen, jede
Untergruppe von G1 hat einen durch p teilbaren Index®. Sa G” C G1 eine echte
Untergruppe und sei

RECTRCH®) L)
deren Fixkorper. Es reicht zu zeigen,
p| [L”:Ll] (= [L:Ll]/[L:L”] = [Gl:G”] ).
Nach dem 8. Schritt ist die Erweiterung L”/L:L nicht zahm, d.h. es gilt
p|elL” |L1) oder kL,,/kL ist nicht separabel.
1

Im zweiten Fall gilt p | [k :kL ] =f(L” |L1). In jedem der beiden Fille ist daher
1

Lll
pleLr|L,) f(L”IL,) = [L7:L,].
10. Schritt. Der Fall nicht-normaler Erwelterungen L/K.

Wird behandelt, indem man L/K in eine normale Erwelterung einbettet.
QED.

1.8.3 Auflosbarkeit der Trigheitsgruppe

Die Trigheitsgruppe der normalen Erweiterung L/K ist auflosbar. Genauer:
(i)  Ist die Charakteristik der Restklassenkorper = 0, S0 ist GO(L/ K) zylisch.

(i) Istx=0, soist GO(L/K) Erweiterung einer zyklischen Gruppe mit einer p-Gruppe.

Ist der Restklassenkorper k=R/P endlich, so ist die Galoisgruppe jeder normalen
Erweiterung von K auflosbar.

Bewels. Die Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus 1.8.2. Zum Bewels der
verbleibenden Aussage im Fall, dal3 k endlich ist, betrachten wir die ineinander liegenden
Gruppen

GQGOQGI

Auf Grund von 1.8.2 wissen wir, Gl ist eine p-Gruppe, also auflosbar. Ebensfalls auf
Grundvon 1.8.2 ist GOIG1 eine zyklische Gruppe, also auflésbar. Wir haben also nur

noch die Auflosbarkeit von
G/G0 = G(L/K)/G(L/Lo) = G(LO/K)

“ Das gilt dann insbesondere fiir die p-Sylow-Untergruppe von G 1 deren Index aber gleichzeitig zu p

teilerfremd also gleich 1 sein muR3, d.h. die Gruppe G1 ist gleich ihrer p-Sylow-Gruppe.
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zu zeigen. DaL /K unverzweigt ist, folgt G(L /K) = G(k, /k). Die Galoisgruppe einer
L
0

Erweiterung endlicher Korper ist aber zyklisch, also auflgsbar.
QED.

1.8.4 Komposition zahm verzweigter Erweiterungen

Die Komposition von zwel zahm verzweigten Erweiterungen L', L” in der separablen
Abschliefiung von K ist zahm.

Beweis. Wir wihlen eine Erweiterung L., welche die Komposition L’L” von L.’ und L”
enthilt. Sei ngL diemaximalein L enthaltene zahm verzweigte Tellerweiterung. Dann
gilt

L'CL, und L"CL

1 1
aso

L'L QLl.

AlsoistL’L” zahm verzweigt.
QED.

1.8.5 Die maximale zahm ver zweigte Erweiterung Ktr

Die Vereinigung aller zahm verzweigten Erweiterungen des Korpers K innerhalb der
separablen Abschlief3ung von K wird mit

Ktr

bezeichnet und heild maximae zahm verzweigte Erweiterung von K.

1.8.6 Die Galoisgruppe von Ktr/Knr

Jede endliche Tellerweiterung von Ktr/K ist zahm verzweigt. Die Erwelterung Ktr/K
enthilt Knr/K als Teilerweiterung.Es gilt*

Z  fdlschar(k)=0

G /Ky = 11 Zq falls char(k)=p

g=p
Beweis. Der erste Teil der Aussage wird in derselben Weise bewiesen wie die analoge
Aussage iiber unverzweigte Erweiterungen. Der zweite Tell der Aussage folgt aus der
Definition von Knr und Ktr und der Tatsache, dal3 unverzweigte Erweiterungen zahm

verzweigt sind. Bestimmen wir die Galois-Gruppe von Ktr/K' DaK i die Vereinigung
aller zahm verzweigten Tellerweiterungen von K tr/K i, gilt
_lim
G(Ktr/Knr) = < G(LllLo)

wobei der inverse Limes iiber alle normalen endlichen Erweiterungen L/K zu erstrecken

i, LO bzw. L1 die zu L/K gehorige maximae unverzweigte bzw. zahm verzweigte
Tellerweiterung bezeichne, Welter gilt
G(L 1/Lo) = G(L/LO)/G(L/L 1) (daalle Erweiterungen normal sind)

= GO(L/K)/Gl(L/K) (nach Definition von G, und Gl)

0

% Esist nicht klar, wieso das in voller Allgemeinheit gelten soll, zum Beispiel auch dann, wenn es
mehrere separable Erweiterungen deselben Grades von k gibt. Die Aussage ist aber richtig fallsk
endlicher Korper ist (der erste Fall in der Formel fiir die Galois-Gruppe tritt dann nicht ein).
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Nun gibt es zu jedem Grad n, welcher tellfremd zur Charakteristik von k ist, mindestens
eine unverzweigte Erweiterung L/K vom Grad n: man nehme zum Beispie ene
Eisenstein-Erweiterung des Grades n. Nach 1.8.2 ist dann GO(L/K)/Gl(L/K) zyklisch

und Gl(L/K) ist die (einzige) p-Sylow-Untergruppe von GO, d.h. esist

Gy(L/K)IG, (LIK) = G(L/K) = ZInZ. .

Hat n die Primfaktorzerlegung

a
n= p?l prr

so gilt

— 7/ o0l 8
Go(LIK)IG, (LIK) = ZI(p Hx..xZI( p 1),

Durch Ubergang zu den inversen Limites ergibt sich die obige Formd fiir die Galois-
Gruppe von K tr/Knr' Man beachte, da3 die Eisenstein-Erweiterungen zwar kein

kofinales System von Tellerweiterungen bilden, die zu den iibrigen Erweiterungen
gehorigen Gruppen aber nur weitere zyklische Gruppe liefern (deren Ordnung zu p
teilerfremd ist und) die den inversen Limes nicht verdandern. Man verwendet dabel die
Tatsache, dal3 eine zyklische Gruppe zu jede Ordnung, die die Gruppenordnung teilt,
genau eine Untergruppe besitzt.

QED.

Bemerkungen

()

(i)

(iii)

(weglassen?) Die Gruppe Gl besitzt eine interessante Beschreibung im Rahmen
der Theorie der R-Moduln. Der Ring S= RL hat die Struktur eines Moduls iiber

dem Gruppenring

R[G], G:= G(L/K).
Fiir die Untergruppen HCG kann man zeigen, dal3 S genau dann zahm projektiv
ist iiber R[H], wenn HQGl

Aus der Aussage von 1.8.2 ergibt sich, dal3 man, um die zahm verzweigten
Erweiterungen zu bekommen, zwe Schritte durchfiithren mul3. Im ersten Schritt
mul3 man eine unverzweigte Erweiterunge konstruieren (vgl. Abschnitt 1.7) und im
zweiten eine total verzweigte und zahm verzweigte normale Erweiterung. Den
zweiten Schritt dieser Konstruktion kann man ebenfalls explizit beschreiben.

Erinnern wir an einige Tatsachen aus der Theorie von Kummer (siehe Kapitel 111).
Sei e = e(L/K). Wir nehmen an, die Korper K enthilt eine e-te Einheitswurzel und

es gibt ein ceK* welches modulo K*€ genau die Ordnung e besitzt. Dann ist der
Korper

L:=K([]) mit][[®=c
[L:K] =e.

normal tiber K vom Grad

Die Abbildung

: o il
W GLIK) = K* v b TT

ist dann ein wohldefinierter und injektiver Homomorphismus. Wir werden im
folgenden

Vn) = v )
schreiben.

1.8.7 Die total und zahm verzweigten normalen Erweiterungen

(i)

Sel L/K ein normaletotal und zahm verzweigte Erweiterung des Grades e =
e(L/K). Dann erhilt der K&rper eine primitive e-te Einheitswurzel und es gibt ein
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Element ceK* mit VK(C) =lundL = K(‘(\E/E). AuBerdem fillt der oben

beschriebene Homomorphi smus@C mit dem Homomorphismus 60 von 1.8.2

zusammen. Weiter sind die beiden folgenden Bedingungen dquivalent:

1 L = K(Yb) und v, (0)=1
2. be lek+€,

(i)  Sei char(k) kein Teiler von e. Der Korper K enthalte eine primitive e-te
Einheitwurzel und es gelt Vi (¢) = 1. Dann ist der Korper

e
L:=K(Vo)
normal, total verzweigt und zahm verzweigt iiber K und hat den Grad [L:K] =e.

Beweis. Zu (i). Die Erweiterung soll total verzweigt sein, d.h.

f=f(L/K) = 1.
Der unverzweigte Teil der Erweiterung ist deshab trivial,

L.=K,k, =k

0 L 0

AulRerdem ist die Erweiterung zahm, d.h.

Insbesondere ist damit
GO(L/K) = G(L/LO) = G(L/K)

und
Gl(L/K) = G(L/Ll) ={€}.

Nach 1.8.2 besteht das Bild
Der Homomorphismus

*
B5iG(LIK) = Gy(LIK) = kL =k*

von 1.8.2 ist gerade die Einbettung der Galoisgruppe von L/K in die multiplikative
Gruppe von k. Sein Bild ist nach 1.8.2 zyklisch, d.h. G(L/K) ist zyklisch von der
Ordnung ef = ¢(L/K), d.h. das Bild des Homomorphismus besteht gerade aus den e-ten

Einheitswurzeln. Die Nullstellen des Polynoms X ©-1 liegen also sdmtlich in k. Dies ist
ein separables Polynom. Nach der Folgerung von 1.7.4 (Henselsches Lemma), lassen

sich diese Nullstellen simtlich anheben zu Nullstellen von X&-1 in R. Mit anderen
Worten, RCK enthilt eine primitive e-te Einheitswurzeln und die verschiedenen e-ten
Einheitswurzeln reduzieren sich zu verschiedenen Einheitswurzeln von k.

QED.
1.8.8 DieErweiterung K, /K
tr - nt
Sel ccK en Element mith(c) = 1. Dann gilt

e
Ktr =V Knr(\/(—:)’

wobei e die Menge der zu char(k) teilerfremden Zahlen durchléutft.
Beweis.

QED.
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1.8.9 Die Normabbildung
Ist die Erweiterung L/K zahm verzweigt, so gilt
N, (U ,)=U, ..
L/K*L,1 K,1
Beweis.

QED.

1.9 Verzweigungsgruppen
1.10 Zerlegungen
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2 Globale Koérper (J.W.S. Cassels)

2.1 Multiplikative Bewertungen (Wdhlg)

Sei K ein Korper. Eine multiplikative Bewertung von K ist eine Abbildung
K— ]R>0 ={x€R | x=0}, X » [X|,

mit folgenden Eigenschaften.

1 [X|=0< x=0.

2. [xyl = KXElyl. |
3. Es gibt eine Konstante C mit |1+x| < C fiir alle x<1.

Zwei Bewertungen | |1 und | |2 des Korpers K heif3en dquivalent, wenn es ein c>0 gibt

mit |X|2 = |X|§|:_ fir dle xeK. Auf diese Weise it eine Aquivalenzrelation fiir

multiplikative Bewertungen definiert.
Jede multiplikative Bewertung ist dquivalent zu einer Bewertung mit C<2. Fiir letztere
gilt die Dreiecksungleichung

| o ryl =X+ lyl. NS
Eine multiplikative Bewertung, welche dquivalent zu einer Bewertung mit C=1 ist heild
nicht-archimedisch. Fiir Bewertungen mit C=1 gilt die folgende verschirfte Variante der
Drelecksungleichung.

_ o Ix+y| < max{Ix|.ly[} o _
Eine multiplikative Bewertung des Korpers K ist genau nicht-archimedisch, wenn gilt
|n-1K| < 1 fiirn=1,23,...
Fiir diskrete Bewertungen |.I: K-{0} — IR>O ist die Menge
R| | = {xeK | x|=1}

ein Ring, welcher Bewertungsring von |.| heif. Die Menge
p|-| ={xeK]| [x|<1}
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ist ein maximaes ldead des Bewertungsrings (und zwar das einzige). Es heild
Bewertungsideal von |.|.

Bemerkung

Der Ring R=R| | ist im algemeinen nicht noethersch. Wenn er es jedoch i, so wird

p=p automatisch von nur einem Element erzeugt und R ist en diskreter

Bewertungsring. In 1(1.2.5) haben wir gesehen, dal? dann die Bewertung die Gestalt
Vp(X)
X|=p P , XEK
hat mit 0<p <1, wobel vp:K-{ 0} —Z die zu p gehorige (additive) diskrete Bewertung

bezeichnet. Im nachfolgenden Abschnitt beschiftigen wir uns mit einem Fal, in
welchem R tatsédchlich noethersch ist.

2.2 Diskrete multiplikative Bewertungen

Eine multiplikative Bewertung |.|: K-{0} — leO heif3 diskret, wenn esein >0 gibt mit
der Eigenschaft, dal3 aus 1-9 < [x| < 1+0 stets |x| = 1 folgt. Mit anderen Worten, es gilt
eine Umgebung von 1611?.20, inwelcher nur ein einziger Wert von |.| liegt. Das

bedeutet, die Menge der reellen Zahlen
log [X| mit xeK-{ 0}
ist eine diskrete additive Untergruppe von IE. Insbesondere unterschreitet der Abstand
zwischen je zwel Elementen dieser Untergruppe nicht einen bestimmten positiven Wert.
Sel ¢ der minimae Abstand zwischen den Elementen der Untergruppe. Dann wird die
Unterguppe gerade von ¢ erzeugt. Wir haben gezeigt, fiir jede diskrete Bewertung gilt es
ein pogitives ¢ mit
K-{O}| = {c" | nEZ)}.
0O.B.d.A. konnen wir annehmen
O<c<l1
(die Bewertung sei nicht-tivial). Durch diese Zusatzbedingung ist die Zahl ¢ durch die
Bewertung eindeutig bestimmt. Die Ordnung eines Elements x€K-{0} beziiglich der
diskreten Bewertung |.| ist definiert a's die eindeutig bestimmte ganze Zahl
ord(x)EZ
mit
|X| — Cord(X).
Fiir x=0 definieren wir ord(x) = c. Nach Konstruktion gilt
ord(xy) = ord(x)+ord(y).
Diskrete nicht-ar chimedische Bewertungen

Se || K — IR>O eine nicht-archmedische Bewertung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
(i) || ist diskret.

(i1 Das Bewertungsideal von |.| ist ein Hauptideal des Bewertungsrings.
Beweis. (i) = (ii). Seien R der Bewertungsring von |.| und pER das Bewertungideal.
Nach Voraussetzung hat die Bewertung die Gestalt

x| = cOrdX) mit o< c< 1,
wobel jede Potenz von ¢ auch ein Wert ist. Sei n€R ein Element mit |x|=c. Dann gilt
neEp aso

ntRC p.
Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir jedes xEK-{ O} ist
Ix| = cord(x) — |n|ord(x) - |nord(x)|
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X -
also |m| =1,as0
x = u 7Od()
mit einer Einheit u von R. Fiir x&p gilt insbesondere |x|<1, also ord(x)>0, also x&xR.
Damit gilt pCnR, also p=tR, d.h. pist ein Hauptideal.
(ii) = (i). Nach (1.2.5) hat || die Gestalt
Vp(x)
X|=p , XEK
hat mit 0<p < 1, wobel vp:K-{ 0} —Z die zu p gehorige (additive) diskrete Bewertung

bezeichnet. In der Umgebung (p, p'l) von 1 liegt deshalb der einzige Wert |1]=1, d.h.
die Bewertung ist diskret.
QED.

2.3 Beispiele multiplikativer Bewertungen

2.3.1 Die komplexen Zahlen mit der euklidischen Norm
Der Korper der komplexen Zahlen hat beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrags
|.]: T — IRzO
die Struktur eines (archimedisch) bewerteten Korpers. Dasselbe gilt fiir jeden Teilkorper

von €. Wir nehmen unsjetzt vor, zu zeigen, dal3 es keine weiteren archimedisch
bewerteten Korper gibt.

2.3.2 Satz von Gelfand-M azur

Sel A eine [R-Algebramit folgenden Eigenschaften.

1. EsgibtenjER mit j2=-1.

2. Esgibt eineredle Norm® | A—IR auf A mit |xy| < [X|]y|.

3. A ist ein Schiefkorper.

Dann gilt A = R-1+IR-j. Insbesondere ist A sogar ein Korper.

Beweis. Wir setzen €:= R-1+IR-j. Die Ungleichung [xy| < [x||ly| impliziert,dal3 die
Multiplikation von A eine stetige Abbildung ist. Wir konnen die Algebra A durch ihre
Vervollstandigung beziiglich der gegebenen Norm |.| ersetzen und deshalb annehmen,

dal3 A eine Banachalgebraist.
Esist nicht sehr schwer, einzusehen, dal3 dann auch die Umkehrung

A0} = A0}, x 15 x L,
eine stetige Abbildung ist (vgl. nachfolgendes Lemma). Angenommen, esgibt ein

Element c=A-T. Dannist die Abbildung
_ 1
f: C —-A,Zp E’
wohldefiniert und stetig. Fiir z=0 gilt

f(z):%.i

-1

NIO

d.h. fiir z—o0 geht f gegen Null. Insbesondere ist
] 1
[f]: © _>IR20’ z |_>|C_—Z|

5 Es soll also gelten |x|z0, [X|=0 < x=0, |AX| = [A[[X], x+y|<xl+lyl fiir x,yEA und A€IR
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eine stetige Abbildung, welche auRerhalb einer hinreichend grofen Kreisscheibe sehr
kleine Werte annimmt. Insbesondere nimmt [f| einen Maximalwert M an. Sei

D :={x&( | [f|(x) = M}
Die Menge D ist abgeschlossen, nicht-leer und beschriankt. Zum Nachweis des
gewiinschten Widerspruchs geniigt es zu zeigen, dall D offen ist.
Sel acD. Durch Ausfiihren einer Verschiebung kénnen wir erreichen, dald3 a=0 gilt.
Zeigen wir, fiir r>0 klein, liegt die r-Umgebung von a ganz in D,

Ur(a) cD.

Dazu betrachten wir die Summe

sm=g 8 2,

k=1CW'T
wobel w eine primitive n-te Einheitswurzel bezeichne. Durch Bilden der logarithmischen
Ableitung von X" = ]D[ (X-wKr) sehen wir, es gilt
k=1
X" _ 1
XN 2 xawKr

-1
alsoS(n)—

o . Fiir r klein (z.B. fiir r<Icl) erhalten wir

clr c- r,(E)n_
i 1
Am ISl = 1 = [fl0) = M

Falls in jeder Umgebung von a=0 Elemente aus dem Komplement von D liegen, kann
man ein r<lcl wihlen und eine komplexe Zahl b vom Betrag 1 mit

1
M > [f(rb)| = [

In der Nihe von b gibt es dann auf dem Einheitskreis ein Intervall I und ein >0 mit

M-¢ > | == |
c- r@
fiir alle Einheitswurzeln CEl. Sel b(n) die Anzahl der n-ten Einhelitswurzeln, welche in |

()

liegen. Dann ist ——=annihernd gleich die Lénge des Intervalls I (mal 2r). Insbesondere

strebt ——= ( ) fiir n—o0 gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert. Wir schreiben jetzt

[S(n)| in der Gestalt

1
s =5 n &K ||CW|<)

wobel die erste Summe iiber ale n-ten EmheltS/vurzeIn aus | und die zweite Summe
iiber den Rest erstreckt wird. Die Summenden der ersten Summe haben einen Betrag <
M-¢ und die der zweiten Summeeinen Betrag < M. Also gilt

IS(n)] = —(b(n)(l\/I e) + (n-b(M)M) =

Fiir n—oo liefert dies den gewiinschten Widerspruch.

QED.
Lemma

Seien A eine C-Algebra,

b(n)

A >R

einereelle Norm des T-Vektorraums A und G := A* die Gruppe der Einheiten der
AlgebraA. Esgelte

Ixy| = [X|-lyl fiir x,yEA
und die Algebra A sei vollstindig beziiglich der Norm || .
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Dann ist G eine topologische Gruppe, d.h. die Multiplikation und der Ubergang zum
Inversen definieren stetige Abbildungen

GxG — G, (X,¥) & Xy,

G—G, X x'l.

Beweis. Die Stetigkeit der Multiplikation ergibt sich aus der folgenden Abschétzung.
Xy - ab| = [x(y-b)+(x-a)b| = [x|-ly-b| + [x-al'[b].

Zum Beweis der Stetigkeit der zweiten Abbildung miissen wir den Ausdruck

11

"3
(mit X,a=G und x nahe bei a) abschitzen. Dazu betrachten wir das Element u := % (x-a).
Esqgilt

1

1) ul = [5ix-a <1

falls x in einer geeigneten Umgebung von a liegt (ndmlich falls Ix-al < |%| gilt). Dann ist
aber die Reihe

& n
) > ()
n=0
absolut konvergent gegen das Inverse von 1+u. Insbesondere ist 1+u eine Einheit von A
und es gilt

1_ 1 _1x n_1,1% n
@ x“atya W Tata 2
Die Reihe (2) 146t sich wie folgt betragmiBig abschétzen.
00 o0 1

ISEN = S M=o

n=0 n=0
4 < (nach Definition von u).

1-x-d

Insbesondere bleibt die Reihe beschrinkt, wenn x gegen a konvergiert.
Esqgilt

E-Tl=k §1<-u)”| (nech (3)
n=

< Bl 3w
n=0

1 @
s Bl 3 (u (nach (1)).
n=0
Der Bewels der Behauptung ist damit zuriickgefiihrt auf die Beschrinktheit (4) des
letzten Faktors.
QED.

2.3.3 Die archimedisch bewerteten Erweiterungen von E

Sei K eine archimedisch bewertete Korpererweiterung von IR. Dann gilt K=IR oder
K= (Isomorphie von bewerteten Korpern).
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Beweis. Falls TCK gilt, soist nach 2.3.2 sogar®* € =K. Sei jetzt € nichtin K
enthalten. Wir setzen

L := K(j) mitj2=-1.
Wir versehen den IR-Vektorraum L mit der Norm

_ . x+yjl = x| + 1yl _ o
Diese Norm hat die in 2.3.2 geforderte Eigenschaft: mit z=x+yj und z’= x’+y’j gilt
nidmlich

2] = X< yy'| + ey’ Xy
< [XEFPCIHIYEY T+ XEY XY
= (IXIHlyD-(x 1 +ly* 1)
= |z||2’|
Nach 2.3.2 erhalten wir L=C, dsoK = IE.

QED.

2.3.4 Satz von Ostrowskij

Jede nicht-triviale multiplikative Bewertung des Korpers (Q der rationalen Zahlen ist
dquivalent zu einer der p-adischen Bewertungen I.Ip oder zum gewohnlichen

Absolutbetrag.

Beweis. Sei || eine nicht-triviale Bewertung von K:=(Q), fiir welche die
Dreiecksungleichung gilt. Sei a7 und a>1. Dann kann man jedes bEZ in der
folgenden Gestalt darstellen.

_ m m-1
b= bma + bm-la + ...+ bO

mit O< bj < a fiir jedes j und®® m < log(b)/log(a). Die Dreiecksungleichung liefert

log(b) log(b)/log(a)
bl < M- + 1)-
| Ibl = M-(155i + D-max(Lld )
mit
M:= max{|d| : d=0,...,a-1}
Speziell fiir b=c"" und n — o erhalten wir
*) ol = max{ 1,|af °9(©)/100(@);
1.Fall: Esgibt ein c€Z mit c>1 und |c[>1.
Dann gilt lal>1 fiir jedes a>1 aus Z und Bedingung (*) bekommt die Gestalt
|C|]JIog(c) < |a|1/Iog(a).
Aus Symmetriegriinden muf sogar das Gleichheitszeichen gelten,
|C|JJIog(c) - |a|1/Iog(a)_
Durch Auflosen nach lal sehen wir, lal ist der gewohnliche Absolutbetrag:
—1~10g(a)/log(c)
lal = Icl :
2. Fal: Esgilt |c| = 1 fiir jedes cEZ.
Nach Bemerkung (vii) von 1.1.7 ist |.| e ne nicht-archimedische Bewertung. Da sie nach

Voraussetzung nicht-trivial ist, gibt es ganze Zahlen a=7Z mit |al<1 und die Menge dieser
ganzen Zahlenist ein Ideal. Wegen |ab| = |a|-|b| ist dieses Ided ein Primideal, welches
von einer Primzahl p erzeugt wird. Nach 1.2.4 ist |.| gerade die zur p-adischen

Bewertung gehorige multiplikative Bewertung.
QED.

%2 Gleichheit als bewertete Korper, wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung auf endliche Erweiterungen,
falls die der Grundkdorper vollstandig ist.

% Die letzte Ungleichung gilt, weil m die groBte ganze Zahl ist mit aM < D).
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2.3.5 Satz von Gelfand-Tornheim

Jeder archimedisch bewertete Korper k ist isomorph (als bewerteter Korper) zu einem
Teilkorper des Korpers der komplexen Zahlen (versehen mit dem gewdhnlichen
Absolutbetrag).

Beweis. 1. Schritt. char(k) = 0.

Angenommen, die Charakteristik von k ist eine Primzahl p>0. Dann liegt jedes von Null

verschiedenez = n-lk mMit NEZ im Primkorper von k, d.h. es gilt nach dem kleinen

Fermatschen Satz
Zp- 1: 1,

adso |zZIP1 = 1, dlso || = 1. Wir haben gezeigt, es gilt
|n-1k| < 1 fiir n=1,2,3,...

Nach Bemerkung (vii) von 1.1.7 ist |.| nicht-archimedisch im Widerspruch zu unseren
V oraussetzungen.

2. Schritt. Abschlufl? des Beweises.

Wir wissen nach dem ersten Schritt, dal3 k die Charakteristik Null hat, d.h. es gilt

Qck

Die Einschriinkung der Bewertung von k auf (Q ist eine archimedische Bewertung von
Q, aso nach 2.3.4 iquivivalent zum gewdhnlichen Absolutbetrag. Wir kénnen
annehmen, |.| ist auf (Q gleich dem gewdhnlichen Absolutbetrag. Wir konnen k durch
seine Vervollstindigung beziiglich |.| ersetzen und deshalb ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, k ist vollstindig. Dann gilt aber mit (QCk sogar RC k. Die
Behauptung folgt jetzt aus 2.3.3.

QED.

2.3.6 Die Bewertungen eines rationalen Funktionenkorpers

Seien k ein Korper, t eine Unbestimmite iiber k, K:= k(t), p(t)Ek[t] einirreduzibles
Polynom und c einereelle Zahl mit

O<c<1l
Jedes Element f(t) € K* 14t sich dann in der Gestalt

f(t) = p)-2D

v(t)
mit zu p(t) teilerfremden Polynomen u und v. Wir setzen.
nu), ._ -n
| N | Ip(t) ) |p =C
Die so definierte Abbildung
|.|p: k() = R

ist eine multiplikative Bewertung von k(t) und heif¥ p(t)-adische Bewertung oder auch
Bewertung zur Stelle p(t).
Fiir beliebige von Null verschiedenen Polynome u,vEK][t] setzen wir weiter

u() , . deg(v)-deg(u)

iy
Auf diese Weise ist ebenfals eine Bewertung von K(t) definiert. Ersetzt man in der
obigen Definition von K=k(t) die Unbestimmte t durch s := t1 50 ist dies gerade die
Bewertung zur Stelle s. Man nennt diese Bewertung auch die Bewertung zur Stelle t=c.

Bemerkung
Jede nicht-triviale Bewertung von k(t), welche auf k trivial ist, ist &quivalent zu einer p(t)-

adischen Bewertung oder einer solchen zu Stelle t=co.

Bewels. Wegen der Trivialitit auf k ist die Bewertung nicht-archimedisch. Wie in 2.3.4
wende man 1.2.4 an.

QED.
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2.4 Topologie

2.4.1 Definition

Seien k ein Korper und .| eine multiplikative Bewertung von k. Dann ist durch |.| eine
Topologie auf k definiert, beziiglich welcher die Mengen

U (%) = {yek | ly-x| < ¢}

mit x€k und £>0 eine Topologiebasis bilden. Diese Topologie heifd die durch die

Bewertung induzierte Topologie.

Bemerkungen

(i)  Aquivalente Bewertungen induzieren dabei dieselbe Topologie.

(i) Bewertungen, fiir welche die Dreiecksungleichung gilt definieren eine Metrik
d(x,y):= Ix-yl, welche ihrerseits die zugehorige Topologie induziert.

2.4.2 Topologische Korper
Seien k ein Korper und |.| eine multiplikative Bewertung von k. Dann ist k mit der durch
l.I induzierten Topologie eine topologischer Korper, d.h. die Abbildungen

kxk — k, (ab) » atb,

kxk — K, (ab) » ab,

k¥ - k¥, ap a'1

sind stetig.
Beweis. Wir konnen annehmen, fiir || gilt die Dreiecksungleichung. Die Stetigkeit der
Addition ergibt sich aus folgender Abschitzung.
|(a+b)-(ay+by)l = larag| + [o-by|-
Die Stetigkeit der Subtraktion ergibt sich aus folgender Abschatzun
- aby| = l(&ag)b + a(b-b)| = la-a bl + laHb-b ).
Die Stetigkeit der Inversenbildung ergibt sich aus folgender Abschitzung.
1 1

aa” |al-TaOI oyl

QED.

2.4.3 Bewertungen mit dquivalenten Topologien
Seien k ein Korper und I.I1 und |.|2 zwel Bewertungen von k, welche dieselbe Topologie

auf k induzieren. Dann sind die beiden Bewertungen dquivalent.
Bewels. Die Bedingung IxI < 1 ist fiir eine Bewertung genau dann erfiillt, wenn in der

durch |.| induzierten Topologie x"—0 gilt fiir n—c. Deshalb gilt
|x|1 <le |x|2 <1

Indem wir x durch sein Inverses ersetzen, sehen wir, esgilt auch
|x|1 >le |x|2 >1

und
|x|1 =ls |x|2 =1.
Seien jetzt b,cek*. Wir wenden die obigen Bemerkung auf a:= b™c" an und erhalten,
m Iog|b|1 +n Iog|c|1 =0em Iog|b|2 +n Iog|c|2 > 0.

Das ist aber nur moglich, wenn

Iog|b|1 Iog|c|1
Iog|b|2 B Iog|c|.2
gilt. Speziell fiir c=1 erhalten wir log Ibl 1= log |b|2 also |b|1 = |b|2.
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QED.
2.5 Volistandigkeit

2.5.1 Vereinbarung

Multiplikative Bewertungen seien im folgenden innerhalb ihrer Aquivalenzklasse so
gewihlt, daf} die Dreiecksungleichung (bzw. im nicht-archimedischen Fall die
verschirfte Dreiecksungleichung) gilt.

2.5.2 Definition

Sei k ein (multiplikativ) bewerteter Korper. Dann heifit k vollstéindig, wenn k als
metrischer Raum mit der Abstandsfunktion

d(x,y) := [x-y|
vollstdndig ist. Mit anderen Worten, wir fordern, daf} jede Cauchy-Folge konvergent
sein soll: fiir jede Folge {xn} n=1o  VOn Elementen aus k mit der Eigenschaft, dal3 es

fiir jedes >0 ein N=N(g) gibt mit |Xn-xm| < ¢ fiir n,m=N, gibt esein x&k mit XX

2.5.3 Existenz der Vervollstindigung

Jeder bewertet Korper k ist Teilkorper eines vollstindigen bewerteten Korpers k mit
folgenden Eigenschaften.

1. Die Bewertung von k ist die Einschriinkung der Bewertung von K.
2. k liegt dicht ink.

Der Korper k ist bis auf natiirliche Isomorphie durch die beiden obigen Eigenschaften
festgelegt.

Beweis(Skitze). Sei k die Vervollstindigung von k als metrischer Raum. Da Addition
und Multiplikation stetige Abbildungen sind, setzen sie sich zu stetigen Abbildungen auf

k fort und definieren auf k eine Ringstruktur. Wieim Beweis des Lemmas von 2.3.2
sieht man, daf} der Ubergang zum Inversen ebensfalls eine stetige Abbildung ist. Das hat

zur Folge, daB aus der Korpereigenschaft von k diejenige von k folgt.
QED.

2.5.4 Die Menge der Werte der Vervollstindigung

Seien k ein (multiplikativ) bewerteter Korper und k dessen Vervollstindigung. Dann
sind folgende Aussage dquivalent.
0] Die Bewertung von k ist nicht-archimedisch.

(i) Die Bewertung vonk ist nicht-archimedisch.
Sind die Bedingungen erfiillt, so stimmen die Wertemengen fiir beide Korper iiberein,

. k| = [kl.
Beweis. Die Aquivalenz der beiden Bedingungen ergibt sich aus der Charakterisierung
der nicht-archimedischen Bewertungen durch die Bedingung

|n-1kl < 1 fiir nEZ
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(vgl. 1.1.7(vii)). Seien die beiden Bedingungen jetzt erfiillt und sei xEk. Wir haben ein
y€k zu finden mit Ix| = lyl. Dabei kénnen wir annehmen, dal3 x=0, aso |x|>0 ist. Nach

Definition von k gibt es ein yek mit

(1) -yl < x].
AuBerdem kann man y so wihlen, dal der Wert von x-y beliebig nahe bei Null und der
von y beliebig nahe bel [x| liegt. Insbesondere kann man

2) -yl < lyl.
erreichen.
Esreicht zu zeigen, aus (1) und (2) folgt [x|=]y|. Aus (1) ergibt sch, da die Bewertung
nicht-archimedisch i,
Iyl = 10y-x)+x| = max{|x-yl, [x[} = [Xx]
Analog folgt aus (2)
X = 1(x-y) + y| = max{|x-yl, [y[} = 1lyl
QED.

2.5.5 Fortsetzung von Einbettungen in vollstindige Korper

Seien k und K (multiplikativ) bewertete Korper und i:k—K eine die Bewertungen
erhaltende Einbettung. Ist K vollstindig, so 146t sich i zu einer die Bewertungen

erhaltenden Einbettung k—K fortsetzen.
Bewels. Nach Voraussetzung ist i:k—K stetig. Deshalb 148t sich i auf die AbschlieBung

k von k fortsetzen.
QED.

2.6 Unabhéangigkeit

Schwacher Approximationssatz
Seien k ein Korper und
|.|n: k — ]RZO’ n=1,...,N,
paarweise nicht-dquivalente (und nicht-triviale) Bewertungen. Fiir jedes n bezeichne kn

den bewerteten Korper k mit der Bewertung I.In. Dann liegt das Bild der Abbildung
Ak — H k
n
n=1

dicht im direkten Produkt H kn.
n=1
Bemerkungen
(i) Istk=QQ und sind die Bewertungen |.|n ni cht-archimedische (also p-adische)
Bewertungen, so ist diese Aussage gerade eine Variante des Chinesischen
Restesatzes.

(i)  Unter Vermeidung von topologischen Begriffen kann man die Aussage des Satzes
wie folgt formulieren. Fiir gegebene Elemente anEk und gegebenes ¢>0 gibt es

ein o€k
mﬂmﬁm<&

Beweis. 1. Schritt. Die Aussage folgt aus der Exisitenz von Elementen E)nek mit
6 | >1und|6 | <1
nn n'm

fiir alle n, m mit n=m.
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Esqilt
r 1 beziiglich ||
im % _im L _ n
F—>c0 1+6:] r—>°°1+e-nr 0 beziiglich . mit m=n
Lo X 1 -r r .
(wegen der Stetigkeit von Trx bzw. Tix und wegen [6,, |n—>0 bzw. |8n|m—>0). Mit
r
0
n
a(r) := § r -(xn
n=11+6,
gilt deshab
lim — I
00 a(r) = o beziiglich I.In.

Fiir hinreichend grofes r konnen wir deshalb o := a/(r) setzen.
2. Schritt. Konstruktion der en :
Es geniigt, wenn wir ein 0 := 61 konstruieren mit
|9|1 <lund |6|n > 1 fiir n=2,...,N.
Die Konstruktion der iibrigen Gi erfolgt dann analog. Die Konstruktion von 6 erfolgt

induktiv (beziiglich N).
Sei N = 2. Dadie Bewertungen |.|1 und |.|2 nicht-dquivalent sein sollen, gibt es ein ack

mit

|a]1 <lund |a|221.
und ein bek mit

|b|1 > 1 und |b|2<1.
DasElement 6 := g ist dann ein Element der gesuchten Art.

Sel N>2. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Elemente c,dek mit
|c|1 >1und |c|n<1 fiir n=1,N

|d|1 > 1 und |d|n<1 fiir n=1,N-1

Wir kOnnen setzen
_

o fals |c|N<1
d falls|d|N_1<1
cd fals |c|N=|d|N_1:1

0:=1dd ) d[d
m S|C|N>1 un | |N_121
Cdr
\_1+dr fals |c|N>1 und |c|N_1zl

mit r grof3. In den ersten drei Fille ist offensichtlich 6 von der gesuchten Art. ES ist
damit also nur noch der Fille
|c|N_121, |d|Nzl (nicht beide =1)

zu behandaln. Mit den vierten und fiinften Fall sind somit ale Fille erfal®. Im vierten
Fall gilt -
d 1 .
— =71 1 beziiglich der Normen I
1+c’ 1+ 1
c

und ||N.
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Fiir groBe Werte von r domminiert in 6 der Wert von d, d.h. 6 in diesen Bewertungen
einen Wert der geforderten Art. Weiter gilt
r

% — ( beziiglich aller anderen Bewertungen,

+C
d.h. hat auch in den anderen Bewertungen einen Wert der geforderten Art (d.h. <1). Der
fiinfte Fall ist symmetrisch zum vierten.
QED.

2.7 Der Fall endlicher Restklassenkérper

2.7.1 Voraussetzungen und Bezeichnungen

k nicht-archimedisch bewerteter Korper

[ Bewertung von k

O = {xe€k | |x|=1} Bewertungsring von k, Ring der ganzen Zahlen von k.
0* = {xe&k | [x|=1} Einheitengruppe von k.

P = {xe€k | [x|<1} Bewertungsideal von k.

O/P  Restklassenkorper von k.

k Vervollstindigung von k.

3] Bewertungsring von k

B Bewertungsideal vonk.

Voraussetzungen dieses Abschnitts (2.7)
1. O/P ist endlich.

2. k=R _gist diskret, dh. P=n0 fiir ein 7E0.

Bemerkung
Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt

B/p = O/P und p =0 .

(mit demselben t wie in Voraussetzung 2.)
Beweis. Nach Konstruktion gilt

) kCk
() O =kNH
©) B =kNp

1. Schritt. Beweis der Identitit 5? = 7.
Wegen P = kN gilt i€k, also i 2 1. Sei umgekehrt xEx. Dann gibt es eine eine

Folge von Elementenx _ mitx_—X in k. Wegen x€p gilt [x|<1 also [ <1 fiirn

X
hinreichend grof3. Wir konnen deshalb annehmen an‘P fiir alle n, also Yo = ?n eP.

Wegen X X und

1
Y Yl = X x|
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bilden die Yn eine Cauchy-Folge, d.h. es gibt ein yek mit Y Y- Wegen ynEfP gilt |yn

|<1 fiir dle n, also auch |y|<1, also yED. Wegen der Stetigkeit der Multiplikation gilt
mityn—>y auch

X = Y Y,
also x = myEnf. Damit ist die Aussage des ersten Schrittes bewiesen.
2. Schritt. Beweisvon O/p = O/7.

Mit (2) und (3) gilt auch p = Oﬂﬁ Also induziert die Inklusion © C © eine injektive
Abbildung

(4) O/P — O/, (xmod P) » (x mod §).

Wir haben zu zeigen, diese Abbildung ist auch surjektiv. Sei ye@ beiebig, dann gibt es
en
xe0

beliebig nahe bei y, zum Beispid mit |y-x|<1. Letzeres bedeutet, esgibt ein ZE§ mit
y=X+2z

Dann haben aber y und x in @/5? diesalbe Restklasse, d.h. y liegt im Bild der Abbildung

(4.
QED.

2.7.2 Beschreibung der Elemente von O im vollstéindigen Fall

Sei k en vollstindiger (multiplikativ) bewerteter Korper und SCO en

Reprisentantensystem von O/P. Dann besteht der Ring O der ganzen Zahlen von k
gerade aus den Elementen ack welche sich in der Gestalt

o
a= San,a€es
j=OJ J
schreiben lassen. Die K oeffizienten a] sind durch a (bel vorgegebenen S) eindeutig

bestimmt.

Beweis. Sel
s = gan'
_ "R’
Dann gilt sn-sm6n|m' NNMg as0
|n|min(n,m)

[s -s | =
n m
Die S, bilden also eine Cauchy-Folgein O. Wegen sneo fiir dle n gilt |sn|sl, d.h. die
Xn konvergieren gegen ein Element avon O.

Sel jetzt umgekehrt acO bdliebig. Wir haben ain eine Rethe der oben beschriebenen

Gestalt zu entwickeln. Dazu kénnen wir annehmen a=0. Dann gibt es ein n=0 mit
a0,

d.h.
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N
a=um
mit einer Einheit u von O. Nach Definition von S gibt es genau ein Element anES mit
u- a en0.
n
Esqilt
a- annn = (u- an)nn el

d.h.

a= annn + b mit bex 1o,

Durch Widerholung des eben angegeben Arguments sehen wir, dal3 sich jedes Element
a0 in der Gestalt

a= 3 ajrcj + b mit bex™ 10

j=0
schreiben 146t, wobei man n beliebig vorgeben kann. Fiir n— erhilt man die gesucht
konvergente Reihe.
QED.

2.7.3 Kompaktheit von O im vollstindigen Fall

Sei k ein vollstindiger bewerteter Korper (mit O/P endlich). Dannist der Ring O der
ganzen Zahlen von k kompakt in der durch die Bewertung definierten Topologie.
Beweis. Sai U :={ Ui} il eine offenen Uberdeckung von O. Angenommen, keine

endliche Teilfamilie dieser Uberdeckung iiberdeckt O. Wir fixieren ein
Reprisentantensystem

SC O von O/P.
Dann 148t sich O wiefolgt as Vereinigung von endlich vielen Teilmengen schreiben.
Q) O = U{stn0O | s=S}

Wenigstens eine dieser Teillmengen kann nicht durch eine endliche Teilfamilievon U
tiberdeckt werden, sagen wir a0+n(9. Nun liefert die Zerlegung (1) von O auch eine

Zerlegung von a0+n(9 und durch Wiederholung des eben angegebenen Schlusses sehen
wir, es gibt eine Menge der Gestalt

ao+aln+n2(9,
welche durch keine endliche Teilfamilie von U iiberdeck wird. Iteration liefert ein
Element

o
a= San,a€es

j:OJ J

von O mit der Eigenschaft, dal3 keine der Mengen

a+ 10 = rElanj +x'0
=0
von einer endlichen Teilfamilie von U iiberdeckt wird. Wegen a€0 gibt eseini OEI mit
aEUi . Dadie Menge Ui offenigt, gibt esein N mit
0 0
arnNO C Ui
0

im Widerspruch zur Konstruktion von a.
QED.
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2.7.4 Lokale Kompaktheit vollstiindiger bewerteter Korper

Sei k ein vollstiandiger bewerteter Korper (mit O/P endlich). Dannist k lokal kompakt
beziiglich der durch die Bewertung definierten Topologie.

Beweis. Fiir jedes x€K ist nach 2.7.3 die Meng x+0O einerelativ kompakte Umgebung
VONX.

QED.

Bemerkung

Die nachfolgende Aussage besagt, 2.7.4 146t sich umkehren.

2.7.5 Lokal kompakte bewertete Korper

Sei k ein nicht-archimedisch bewerteter Korper, der in der Topologie, die durch die
Bewertung definiert wird, lokal kompakt ist. Dann gilt auch umgekehrt:

() k ist vollstindig.

(i)  Der Restklassenkorper O/P ist endlich.

(i)  DieBewertung |.| von k ist diskret.

Beweis. Zu (i). Sei UCk eine Umgebung der 0=k, deren AbschlieBung U kompakt ist.
Dann gibt esein i&p-{ 0} und ein NEZ mit

nNOQU.

Die Menge AN s abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge U und s solche
selbst kompakt. Nun wird aber O bel der Abbildung

k—>k,x|->an,

hom&omorph auf AN abgebildet, d.h. O ist kompakt. Nun definiert die Bewertung |.|
eine Metrik auf der kompakten Menge O, d.h. jede Cauchy-Folge in O besitzt einen
Limes in O. Mit anderen Worten, O ist ein vollstindiger metrischer Raum. Fiir jede
Cauchy-Folge {xn} in k ist die Folge der Wert |xn| beschriinkt, d.h. die X liegen in

einer Menge der Gestalt
VO, NeZ.

Aus der Vollstindigkeit von O folgt, die Cauchy-Folge ist konvergent. Damit ist
Aussage (i) bewiesen.
Zu (ii). Sei SCO ein Reprisentantensystem von O/P in O. Dann bilden die Mengen

US ={xek||x-gJ<1} =s+ P
mit S=S eine offene Uberdeckung von O. Fiir je zwe Elemente x,y aus verschiedenen
Mengen US ist die Differenz eine Einheit (da sie verschiedene Elemente modulo P

reprisentieren). Insbesondere gilt [x-y| = 1, d.h. die Mengen US sind paarweise
digunkt. Da O kompakt ist, iiberdecken bereits endlich viele der Mengen US die Menge

O. Das ist aber nur moglich, wenn S selbst schon endlich ist, d.h. O/P ist endlich.

Zu (iii). Wir zeigen zunichst, die Menge P ist kompakt. Die Menge O-P ist nach (ii)
Vereinigung von endlich vielen paarweise digunkten Restklassen der Gestalt x + P. Da
P offen i, ist jede dieser Restklassen offen. Also ist O-P offen, d.h. P it
abgeschlossen.

Als abgeschlossene Tellmenge der kompakten Menge O ist P kompakt.

Sl jetzt

U, = {x€0 | <13}
Die Folge der Un ,n=1273,..., bildet eine offene Uberdeckung von P. Da P kompakt i,
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gilt
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P=U
n

fiir ein n. Mit anderen Worten, es gilt (iii).
QED.

2.7.6 Haarsche MaBe auf bewerteten Korperen

Sei k en nicht-archimedisch bewerteter Korper, der in der durch die Bewertung
induzierten Topologie lokal kompakt ist. Wir bezeichnen mit k* die kommutative
topologische Gruppe deren Punkte die Elemente von k sind, deren Komposition die
Addition des Korpers k ist und deren Topologie durch die Bewertung 1?1 von k definiert

ist. Wiewir gesehen haben, ist k lokal kompakt. Aus der allgemeinen Integrationstheorie
wissen wir, daf} es auf k ein Mal} gibt, welches gebeniiber Transformationen der Gestalt

kT — k+,x > X+a,

mit ack” invariant ist, das sogenannte Haarsche Mal3. Es ist sogar bis auf enen
konstanten von Null verschiedenen Faktor eindeutig bestimmt. Sei wie bisher O = Ok

der Ring der ganzen Zahlen von k. Als kompakte Teilmenge von k™ hat © ein endliches
Mal3. Durch die Normalisi erungsbedingung

w(0) = 1.
ist damit das Haarsche Mal3 eindeutig festgelegt. Sei P = nO das Bewertungsidedl. Da

die Mengen der Gestalt a+nO dne Topolgie-Basis fiir die Topolgie von k* bilden,
geniigt es fiir die Bestimmung von p das Mal3 dieser Mengen zu berechnen.
Behauptung:

u(ata"O0) = |Jo/P["
Bewels. Sei r:= |O/P|.Der Wert

n = n(ara0)
héngt wegen der Invarianz gegeniiber Trandationen nicht von ack™ ab. Weiter haben

wir digunkte Zerlegungen
0= (al+nO)U(az+nO)U...U(ar+n(‘))

und
a0 = U;zl (a+ nna] + nn+1®).
Deshab gilt
My = r'“n+1'
Nach Vereinbarung soll Mo = uw(0) = 1 sein. Fiir beliebiges n ist deshalb .= N,
QED.
Bemerkungen

(i)  Man kann leicht ohne Bezugnahme auf die Theorie des Haarschen Mal3es zeigen,

dald durch die obige Formel ein trandationsinvariantes Mal3 auf k* definiert ist.

(i) Das Haarsche Mal3 bietet die Moglichkeit unter den verschiedenen Bewertungen
einer Klasse dquivalenter Bewertungen eine auszuzeichnen. Das fiihrt zam Begriff
der normalisierten Bewertung.

2.7.7 DefinitionNormalisierte Bewertungen

Sei k ein nicht-archimedisch bewerteter lokal kompakter Korper. Die Bewertung 1?1 von
k heif3 dann normalisiert, wenn

_p1l
| =P
gilt. Dabei bezeichne P die (endliche) Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers des
Korpers k (vgl. 2.7.5).
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2.7.8 Haar sches M al3 und normalisierte Bewertung

Sei k ein vollstander Korper beziiglich der normalisierten Bewertung 1?1 mit dem
Bewertungsring O (und endlichem Restklassenkdrper). Dann gilt fiir das Haarsche Maf}
vonk,
la+bO[ = |b|.
Beweis. siehe 2.7.6
QED.
Bemerkungen
(i) Die Aussage dieses Satzes kann man auch wie folgt ausdriicken. Sei n ein (nicht

notwendig normalisiertes) Haarsches Ma3 auf k*. Dann kann man auf k™ ein
neues Haarsches Mal3 definieren, indem man setzt

MB(E) =u(p-E)

fiir ein fest gewéhltes Bek+-{ 0} und beliebige mefdbare Mengen E. Nun ist das

Haarsche Mal3 bis auf elnen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Deshalb gilt
w(p-E) = f-u(E)

fiir alle meBbaren Mengen E. Der Faktor fEIR hingt dabei nur von 3 ab. Der Satz

sagt aus beziiglich der normal isiertfen I?Belwertung gilt

Das gibt uns eine weiter Moglichkeit in die Hand zur Definition des Begriffs der

normalisierten Bewertung.

(i) In der Theorie der lokal kompakten Gruppen betrachtet man die zu k* dude
Gruppe, welche Charakter-Gruppe von k¥ het. Man kann zeigen, die

Charaktergruppe von k* ist isomorph zu k™. Fir die Zwecke der
Klassenkorpertheorie wird diese Tatsache nicht benétigt. Wir werden sie deshalb
nicht beweisen. Einen Beweis und Anwendungen kann man in [10] finden.
Veralgemeinerung finden sich in [6] und [8]. Die Definition der Charaktergruppe
ist Gegenstand der lokalen Klassenkorpertheorie.

2.7.9 Die multiplikative Gruppe von k (im vollstindigen Fall)

Sei k ein nicht-archimedisch bewerteter lokal kompakter Korper. Die Menge der von
Null verschiedenen Elemente des Korpers k bilden eine Gruppe

k*
beziiglich der Multiplikation. Wir versehen k* mit der Unterraumtopologie von k. Dann
definieren Multiplikation und Ubergang zum Inversen stetige Abbildungen, d.h. k* ist
eine topologische Gruppe™. Esgilt

*
k QEQEl,

wenn
E = {xek | [x|=1}
die Gruppe der Einheiten von k und
E1 ={x€k | |1-x|<1}
die Gruppe der Haupteinheiten bezei chnet. Die Untergruppen E und E1 sind beide offen

und abgeschlossen®® in k*. Die Gruppe k*/E ist isomorph zu Z, as Isomorphismus
kann man die Abbildung

7 — K*IE,n 1 " mod E,

% Spiter werden wir den Fall eines topologischen Ringes betrachten und die Gruppe R* der Einheiten
mit einer Topologie versehen, die von der hier betrachteten Topologie verschieden ist.
% E ist offen, weil mit x€E sogar x+E1QE gilt. Die Gruppe E1 ist abgeschlossen, weil die Bewertung

nach Voraussetzung diskret ist.
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mit einem lokalen Parameter it nehmen. Die Gruppe BEl ist isomorph zur

multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen Elemente des Restklassenkorpers®®,
BEl — (O/p)*, umod E1 + umod p.

Da E1 =1+ 7O kompakt ist und (O/p)* endlich, ist auch E kompakt. Die Gruppe k*
ist lokal kompakt. Das additive Haarsche Mal3 ist auch invariant gegeniiber der

Multiplikation mit Elementen aus E1 = 1+ nO (auf Grund der Forme von 2.7.6).

Damit erhalten wir ein Haarsches Mal3 auf E1 und damit auf k* = ZxZ/(P—l)xEl.

2.7.10 Der Zusammenhang von k™ und k*

Sel k ein nicht-archimedisch bewerteter lokal kompakter Korper. Die Gruppen k* und
k* sind dann vollstindig unzusammenhéngend (d.h. die einzigen zusammenhingenden
Teilmengen sind die einpunktigen Mengen).

Beweis. Es reicht, die Aussage fiir k™ zu beweisen. Sei ACK™ eine zusammenhéngende
Teilmenge. Angenommen, A enthélt zwei verschiedene Punkte a,bEA. Dann gibt esein
nmit

(a+x"0) N (b+x"0) = @.

Die Zerlegung von k* in Restklassen modulo der Untergruppe 70 ist eine Zerlegung
in paarweise disjunkte offene Untergruppen. Durch Einschrinken auf A erhélt man eine
entsprechende Zerlegung von A, wobel mindestens zwel Mengen der Zerlegung nicht-
leer sind. Durch Zusammenfassen erhilt eine Zerlegung von A in zwei disunkte offene
und nicht-leere Tellmengen. Das steht aber im Widerspruch dazu, da3 A
zusammenhéngend sein soll.

QED.

2.7.11 L okale Isomor phie von k¥ und k* im Fall der Charakteristik Null
Sei k ein nicht-archimedisch bewerteter lokal kompakter Korper. Auf3erdem sei die

Charakteristik von k gleich 0. Dann sind k* und k* lokal isomorph.
Beweis. Die Exponentialabbildung

x"
n!
0

X b exp(x):=

T b8

ist fiir kleine x definiert und die Umkehrung

o (1Y Ly )N
X log(x)= 0 i €S n(X )
n=1
ist fiir X nahe bei 1 ebenfalls definiert.
QED.

% Man kann zeigen, (O/p)* ist eine zyklische Gruppe (der Ordnung P-1), d.h. k enthiilt stets eine

primitive (P-1)-te Einheitswurzel p. Damit 148t sich jedes Element aus k* eindeutig in der Gestalt
nv-pu-a

schreiben mit SEEl. Die Gruppe k* zerfillt daher in ein direktes Produkt

k* = ZxZ/(P—l)xEl.
Um die Existenz von p einzusehen, setzen wir f(X):= Xp'l-l und wihlen ein Element a €O derart, dal3

a mod p die multiplikative Gruppe (O/p)* erzeugt. Dann gilt [f(a)] < 1 und [f'(a)] = 1. Nach dem
Henselschen Lemma gibt es ein p&k mit f(p) = 0 und p=a. mod p.
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2.8 Normierte Raume

2.8.1 Begriff desnormierten Vektorraums
Seien k ein bewerteter Korper und V ein k-Vektorraum. Eine reellwertige Abbildung

1?7 v =R
heif3t Norm, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.
1. [vll> O fiir jedes v&V-0.

2. [V +v”|[slVIHIV?IL fiir v vEV.
3. [lcv]| = || vl fiir cEk, vEV.

Ein mit eéner Norm versehene k-Vektorraum heif3t normierter k-V ektorraum.

2.8.2 Aquivalente Normen
Zwei Normen ||?||1 und ||’.>||2 auf dem k-Vektorraum V heif3en dquivalent, wenn esredlle

Konstanten €1y 0 bt mit

||v||1 <C und ||v||2 <cC

LML Il
fiir alle ve&V.

Bemerkungen B

(i)  Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation definiert.

(i)  Aquivalente Normen definieren dieselbe Topologie auf V.

2.8.3 Endlich-dimensionale Vektorriaume iiber vollstindigen Korpern

Seien k ein bewerteter Korper und V ein k-Vektorraum. Ist k vollstindig und V endlich-
dimensional iiber k, so sind je zwei Normen von V dquivalent.
Beweis.

QED.
2.9 Tensorprodukte

2.9.1 Konstruktion: Definition von des Tensor produkts

Wir benétigen nur einen Spezialfall. Seien
A,B

enthalten. Aul3erdem sai B dls k-VektorraurE von endlicher Dimension
N := dimk B <o,
Wir fixieren eine k-Vektorraumbasis von B iiber k,
1= (ul, co2, s wN.
Der Ring B ist bis auf Isomorphie festgelegt durch die Multiplikationstabelle

kommutative Ringe, die einen Korper

N
©¢Pm ™ nzlcémnmn : CémnEk'
Wir konnen jetzt einen neuen Ring C definieren, welcher den Korper k enthélt, dessen
Elemente Ausdriicke der Gestalt

a_o_mita EA
m . m m
m=1

wobel die Multiplikation gegeben ist durch

O¢Pm nglcémnwn : CZmnEK'
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d.h. die En multiplizieren sich in derselben Weise wie die ® Es gibt Isomorphismen

der Ringe A und B mit Teilringen des Rings C,

iA—=Cap aT)l,

y N N, —

]:B—C, EkmmmH E}\mmm'
m=1 m=1

Bemerkungen

() Esigtklar, dal3 C bis auf Isomorphie durch die Ringe A und B festgelegt ist und

nicht von der Wahl der speziellen Basis { (um} abhingt: Der Leser tiberpriift ohne

Schwierigkeiten, dal3 der Ring C zusammen mit den Abbildungen i und j ener
Universalititseigenschaft geniigt. Wir nennen C Tensorprodukt von A und B iiber
k und schreiben

C= A®kB.

(i)  Sei jetzt A ein topologischer Ring, d.h. A besitze eine Topologie beziiglich welcher
Addition und Multplikation stetig sind. Die Abbildung

> N @
C—A", mngmwm B> (al,...,am),
ist A-linear bijektiv. Wir fiihren auf C die Produkt-Topologie ein. Es ist nicht
schwer zu zeigen:
1. Diese Topologie hingt nicht von der Wahl der Basis { (om} ab.

2. Multiplikation und Addition in C sind stetig beziiglich der eingefiihrten
Topologie.
Wir nennen diese Topologie von C die Tensorprodukt-Topologie.

2.9.2 Das Tensorprodukt von Korpern

Seien A und B zwei Korper, welche den gemeinsamen Teilkorper k enthalten. Der
Korper B sei eine separable Erweiterung des Grades

N =[B:k] <
von k. Dann ist

C:= A®kB

eine direkte Summe von Korpern KV, von denen jeder einen zu A und zu B isomorphen
Teilkorper enthélt. Genauer, die Zusammensetzungen

A——C =K

j

B———C —K

der oben definierten Abbildungen i und j mit der natiirlichen Projektion auf den v-ten
Faktor sind fiir jedes v Einbettungen von A bzw. B als Teilkorper in Kv'

Beweis. Nach einem bekannten Satz (vgl. Anhang B) gilt
B =k(p) mitf() =0

ein separables Polynom f(X)Ek[X] des Grades N, welches irreduzibel iiber k ist. Die
Elemente

1,p,..pN1
bilden dann eine Basis von B iiber k. Damit ist

A®kB =(

wobei die Elemente

1,p,..pN1
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linear unabhingig iiber A sind und der Relation

f(B) =0
geniigen. Obwohl das Polynom f irreduzibd iiber k ist, braucht es nicht iiber A
irreduzibel zu sein. Sel

0= 119,
i=1

eine Zerlegung von f in irreduzible Faktoren
gj (X) € A[X].
Diegj sind paarweise teilerfremd, denn f ist separabel. Sei
Kj = A([Sj) mit gj(|3j) =0.
Nach Konstruktion enthilt jedes K. eine Kopie von A und von B als Teilkorper. ES
reicht also zu zeigen, A®B ist eine direkte Summe der K.
Die folgende Abbildung ist €in Ring-Homomorphismus.®’

A® B—1 Kj ,h(B) » h([sj), h(X)EA[X].

k
Wir erhalten damit einen Homomorphismus von A-Algebren
: o
Q (ul,...,uJ). A®kB @le K

Diese Abbildung ist injektiv: sei h(X)EA[X], dal h(B) im Kern der Abbildung liegt.
Dannist h(ﬁj) =0 fiir jedes j, d.h. gj teilt h fiir jedes j , f teilt h, d.h. h(B) = 0. Wir haben

gezeigt, (1) ist eine Einbettung. Da beide Vektorrdume in (1) iiber A dieselbe Dimension

N=degf= i deg 0.
=1
haben, ist diese Abbildung sogar ein Isomorphismus.
QED.

2.9.3 Folgerung 1: Verhalten des charakteristischen Polynoms beim Tensorieren
mit einer Erweiterung

Seien A und B zwei Korper, welche den gemeinsamen Teilkorper k enthalten. Der

Korper B sei eine endliche separable Erweiterung des von k und
_-J
A®kB = ®j=1 Kj
sei die in 2.9.2 beschriebene Zerlegung in gemeinsame Korpererweiterungen von A und
B. Weliter sei

aEB
ein Element mit dem charakteristischen Polynom
f(X) € K[X]
tiber k. Bezeichne ocj das Bild von a bei der natiirlichen Abbildung
B— A®kB — Kj
und
g,(X) EAIX]

" Genauer: es gilt

A®kB = A[B] = A[X]/(f) und Kj = A[Bj] = A[X]/(gj)

wegen gj | f in A[X] induziert die identische Abbildung A[X] — A[X] eine Surjektion
A®kB = A[X]/(f) — A[X]/(gj) = Kj .
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das charakteristische Polynom von ocj iiber A.Dann gilt

0= 119,00,
=1

Bewels. Es reicht zu zeigen, beide Seiten der zu beweisenden Identitit sind gleich dem
charakteristischen Polynom

x1®a(X) = det(mult(1®a - X-1d)
desBildesvon a.in A®kB tiber A. Dazu schreiben wir mit Hilfe einer k-

Vektorraumbasisw,, o, ... , ®

1 ©o von B iiber k,

N
N ,
o'w. = Y C.o. mitc. EK.
b2 ij

Anwenden des B-AlgebraHomomorphismus B — A®, B, b » 1®Db, liefert

k

(1®a)o. = § (1®c..)w. = § c.o. Mitw. = 1Qw..
= L ] ]

=1
DieE)j bilden eine Basis von A®, B iiber A, d.h. es gilt

X1®a(x) = det(c” - Xalj) = Xa(x) = f(X)
Wiihlen wir fiir jedes Kj eine A-Vektorraumbasis iiber A, so bilden dle Basisdlemente

zusammen eine A-Vektorraumbasis von

@ Kj = A®kB

Die Multiplikation mit 1®o induziert auf dem j-ten direkten Summanden Kj die
Multiplikation mit (xj. Die zugehorige Matrix beziiglich der gewihlten Basis zerfillt in
Blocke, die entlang der Hauptdiagonalen angeordnet sind. Es folgt

Xl@a(x) = Jljl Xaj (X) = Jljl gj (X)
Zusammen erhalten wir die Behauptung.
QED.

2.9.4 Folgerung 2: Verhalten von Norm und Spur beim Tensorieren mit einer
Erweiterung

Seien A und B zwei Korper, welche den gemeinsamen Teilkorper k enthalten. Der

Korper B sei eine endliche separable Erweiterung von k und

_J

sei die in 2.9.2 beschriebene Zerlegung in gemeinsame Korpererweiterungen von A und
B. Dann gelten fiir Norm und Spur die Identitédten

Ng(P) = j]jl Nic 1a®)

T 8) = élTrKj A0

fiir jedes Element BEB.

Beweis. Spur und Norm sind gleich dem zweten bzw. letzten Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms. Die Behauptung folgt damit aus der Formel vn 2.9.3.
QED.
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2.10 Fortsetzung von Bewertungen

2.10.1 Definition
Seien K/k eine Korpererweiterung, 1?1 und 1?1l Bewertungen von k bzw. von K. Wir

sagen, ||?|| ist eine Fortsetzung von |2, wenn
lIXI[ =[]
gilt fiir jedes x€EKk.

2.10.2 Theorem 10.1: Existenz von Fortsetzungen

Seien K/k eine Korpererweiterung und 1?1 eine Bewertung von k. Wir nehmen an,

1. kist vollstindig bzgl. 1?I.

2. N:=[KiK]<eo.

Dann exigtiert genau eine Fortsetzung von |7 zu einer Bewertung von K. Dieseist durch
folgende Formel gegeben.

() Il = IN, [, GO

Beweis. Eindeutigkeit. Den Korper K kann man a's Vektorraum iiber k ansehen. Dann
ist die Bewertung || ? || von K ene Norm im Sinne von Definition 2.8.1. Also sind je
zwei Fortsetzungen ||?||1 und ||’?||2 von |?] auf K dquivalent als Normen (vgl. 2.8.3), d.h.

sie induzieren dieselbe Topologie auf K. Wir haben jedoch gesehen (vgl. 2.4.3), dal3

zwei Bewertungen von K, die dieselbe Topologie induzieren, dquivalent sind, d.h. es gilt

c
12, = 1I7ll2

fiir ein c=0. Welil die beiden Bewertungen aber auf k iibereinstimmen, mufd sogar ¢ = 1
gelten.
Existenz. Den Exisgtenzbeweis im algemeinen Fal findet man in [2]; fiir den Fall
separabler Korper K und nicht-archimedischer diskreter Bewertungen, siehe Kapitel 1,
Folgerung 1 aus Proposition 4.1 (vgl. 1.4.3). Wir geben hier den von Dr. Geyer auf der
Konferenz vorgeschlagenen Beweis fiir den Fall eines lokal kompakten Korpers K,
welches der einzige uns interessierende Fall ist. Auf jeden Fall ist leicht zu sehen, dal3
die durch Formel (1) gegebene Funktion die Bedingungen 1 und 2 in der Definition
einer Bewertung (siehe 2.1) erfiillt:
1 Jlof| = 0und Jlaf| =0 <> @ = 0.
2 Jloll = lledllBl.
Das Problem besteht im Beweis der dritten Bedingung:

3. Esgibt eine Konstante C mit |1+x| < C fiir alle x<1.

Zum Beweisfixieren wir eine beliebige Norm
||’?||0: K—-R

auf dem k-Vektorraum K.*® Dann ist die durch Formel (1) definierte Funktion

_ . . 7] K = R
eine stetige Funktion ohne Nullstellen auf der kompakten Menge™

{ aEK : ||0L||0 =1}.
Also gibt esredlle Konstanten A und & mit
A>llo]|>86>0

fiir beliebige o aus dieser Menge. Well ||?|| und ||?||0 homogen sind, folgt

% Zum Beispiel das Maximum der Koordinaten beziiglich einer fest gewihlten Vektorraum-Basis von K
iiber k.
% die Menge ist kompakt, weil K nach Voraussetzung ein lokal kompakter Korper ist.
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||ox ]
el
Sei jetzt [lal| < 1. Dann gilt ol < 61 aso

A> > § > 0 fiir jedes a€K-{0}.

. . . -1
I+l < Acfli+oully < ALl + llelly) < ALy + 870

Mit anderen Worten, Bedinung 3 ist erfiillt fiir [1?Il mit C := A-(||1||0 + 6'1).

QED.

Bemerkung

Der Existenzbeweis von Geyer impliziert insbesondere, dal3 Formel (1) gilt. Es ist
jedoch interessant, da3 sich Formed (1) aus der reinen Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage des Satzes auf folgende Weise ergibt.

Sei L2K ene endliche normale Erweiterung des Korpers kK. Dann gibt es genau eine
Fortsetzung der Bewertung |?| von k zu einer Bewertung von L. Bezeichnen wir diese
Fortsetzung mit ||?||. Ist o ein Automorphismus von L iiber k, so ist durch

llddl ;2= lloal]
eine weitere Fortsetzung von |?| definiert. Wegen der Eindeutigkeitsaussage gilt
211 = 112,
d.h. esist
lloall = led|

fiir jeden Automorphismus von L {iber K. Nun ist aber
NK/k((x) = Gl(cx)-cn(oc)-...-GN((x),
wenn die o, die Fortsetzungen der k-Einbettungen von K in L bezeichnen. Damit ist

INy 1 (@1 = INy (@)l = llo g (@)l (@I llo (Il = .
Damit gilt Formel (1).

2.10.3 Folgerung 1:Der Wert eines Elements und von dessen K oordinaten

Seien k ein Kdorper, der vollstindig ist beziiglich einer Bewertung |7l und K/k eine
Korpererweiterung des Grades N. Weiter sei

@®,,...,00
1IN
eine k-Vektorraumbasis von K. Dann gibt es positive reelle Konstanten ¢’, ¢’ mit

c =3y bncon|/max |bn| <C’
n

fiir beliebige Elemente bnEk, dienicht alle gleich Null sind.

Beweis. Durch |y bnwnl und max |bn| sind zwel Normen des k-Vektorraums K

n

definiert. Diese sind nach 2.8.3 dquivalent.
QED.

2.104 Folgerung 2: Erhaltung der Vollstindigkeit beim Erweitern

Jede endliche Erweiterung eines vollstidndigen bewerteten Korpers ist vollstiandig
beziiglich der fortgesetzen Bewertung.

Beweis. Auf Grund der Folgerung 2.10.3 besitzt die Erweiterung die Topologie eine
endlich-dimensionalen Vektorraums iiber dem Grundkdorper.

QED.
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2.10.4 Theorem 10.2: Zerlegung einer Erweiterung iiber der Vervollstindigung
des Grundkorpers
Seien K/k eine separable Korpererweiterung des Grades

N := [K:K]
und |?l eine Bewertung von k. Dann gibt es hochstens N Fortsetzungen von |?] auf K.
Werden diese Fortsetzungen mit

2k 5= 2
bezeichnet und ist k die Vervollstindigung von k beziiglich 171, so gilt
— _J
(2 k® K =@ K

wobei K. die Vervollstindigung von K beziiglich lI?Il. ist. Dies gilt sowohl im

algebraischen Sinne als auch im topol ogischen, wenn man die rechte Seite mit der
Produkt-Topologie versieht.

Beweis. Als endliche separable Erweiterung von k hat K die Gestalt
K =K[T]/f-K[T]
mit einem irreduziblen Polynom fEk[T]. Sel

f=f1-...-fJ

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren iiber k. Man beachte, dief. sind paarweise
tellerfremd, f a's separables Polynom keine mehrfachen Nullstellen besitzt. Deshab gilt
E@kK =K[T/fk[T] = @szl Em/fj K[T] = @j‘]zl KJ.
mit endlichen separablen Korpererweiterungen
Kj =Kk[T] /fj K[T]

von k. Die Ring-Homomorphismen

xj: K —>E®kK — Kj
iiberfiihren das Einselement von K ins Einselement von Kj und sind deshalb von der

Nullabbildung verschieden, also injektiv: wir konnen K als Teilkorper von Kj auffassen.

Wir bezeichnen die Forsetzung der Bewertung 171 von k auf die Vervollstindigung k
ebenfalls mit |2. Alsendlich Erweiterung von k besitzt K. genau eine Fortsetzung ||’?|i*
von |7. Mit Hilfe von A. erhalten wir eine Fortsetzung ||7||. von |7 auf K, indem wir
IIﬁIIj = I%j(B)l fir pEK
setzen. Das Bild von K bei )“j liegt dichtin Kj : jedes Element von Kj ist Bild eines
Elements
3 ¢®B; € k®
i

kK mit ciek , BiEK

und jedes der c ist Limes einer Folge aus k C K. Damit ist Kj die Vervollstindigung
von K beziiglich der Fortsetzung I1?Il. von |?| auf K.
Es bleibt noch zu zeigen, die Bewertungen ||?||j sind verschieden, und es sind die

einzigen Fortsetzungen von |?).
Sel ||7| eine Bewertung von K, welche die Bewertung |?| von k fortsetzt. Dann 146t sich

[I7] zu ener stetigen Funktion auf F@kK fortsetzen, wie wir ebenfals mit [|?||

bezeichnen. Aus Stetigkeitsgriinden gilt insbesondere
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HG+BHSHGH+HB”ﬂH(LBEF®kK

llowB 1l = lleell-IB1 fiir o, pEK®, K
Betrachten wir die Einschrankung von I1?Il auf einen der Korper KJ Falls

| lall = O
gilt fiir ein ocEKj , 01t

_ el = BB |
fiir jedes von Null verschiedene BEKj , dso auch ||B||= O. Also ist [|?|| entweder

identisch Null auf K. oder definiert dort eine Bewertung.
Aulerdem kann ||| nicht auf zwel verschiedenen Kj eine Bewertung induzieren: wenn

das Tupel mit der j-ten Koordinate o. bezeichnet, dessen iibrige Koordinaten O sind, so
ist fiir j’=j”
(a’dj,)-(oc”dj,,) =0
aso
llo” || [l = O fiir a’EKJ., und o €K.,,.

Damit induziert ||| auf genau einem der Kj eine Bewertung, wobel diese Bewertung die

Bewertung |7 von k fortsetzt. Damit gilt ||?|| = ||’?||j fiir genau ein j.

Wir haben noch zu zeigen, (2) gilt auch als Gleichheit topologischer Rdume. Wir setzen
16 Bl = max (1B 5= 1...3

fiir jedes (Bl,...,BJ)E@jjzl Kj' Dann definiert ||’?||0 eine Norm auf der rechten Seite von

(2), aufgefaBt als Vektorraum iiber k. Diese Norm induziert dort die Produkt-Topologie.

Weil k vollstindig ist, sind aber je zwei Normen iquivalent, d.h. ||'?||0 induziert auf der

linken Seite von (2) die Topologie des Tensorprodukts.
QED.

2.10.5 Folgerung
Sel mit den Bezeichnungen von 2.10.4

K = k(B)
und sei fEK[T] das Minimal-Polynom von f iiber k. Weiter sei
f=f -..f
177J

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren iiber der Vervollstindigung k. Dann gilt (bis
auf eine Permutation der Kj)

K. =k(B.) mitf.(8.) =0.
J (ﬁ) J@p
2.11 Fortsetzung normalisierte Bewertungen

2.11.1 Die Situation

Sei k ein bewerteter Korper mit der Bewertung
7).
Wir betrachten drei Fille.
1.  Die Bewertung |7l ist diskret und nicht-archimedisch. Der Restekorper ist endlich.
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2. Die Vervollstindigung von k beziiglich 1?1 ist IE.
3. Die Vervollstindigung von k beziiglich 17l ist T.

Bemerkungen
() Auf Grund von 275 kann man diese dre Fille zu der Bedingung

_zusgmmefmn, dai die Vervollstindigung k von k beziiglich |?| lokal kompakt
ist.

(i)  ImFal 1 haben wir bereits den Begriff der normalisierten Bewertung definiert
(vgl. 2.7.7 und 2.7.8 Bemerkung (i)). Im zweiten Fall werden wir die Bewertung
normalisiert nennen, wenn sie gleich dem gewohnlichen Absolutbetrag ist und im
dritten Fall, wenn sie gleich dem Quadrat des gewohnlichen Absolutbetrags ist.

(iii) In allen drei Fillen ist die Bewertung genau dann normalisiert, wenn die
Abbildung

kKt =kt x b ax,

fiir jedes €k * der additiven Gruppe von k das Haarsche MaBvon k™ mit dem
Faktor

- ol o -
multipliziert (vgl. 2.7.8 Bemerkung (i)). Dies charakterisiert die normaisierte
Bewertung unter allen zu ihr dquivalenten Bewertungen.

211.2 Lemma 11.1: Normalisierte Fortsetzung einer Bewertung

Seien k ein bewerteter lokal kompakter vollstindiger Korper, |?| dessen normalisierte
Bewertung und K ein Erweiterung des Grades
N = [K:K] < co.
Dann ist die normaisierte Bewertung |7 von K, die dquivalent ist zur eindeutig
bestimmten Fortsetzung von |7 auf K durch die folgende Formel gegeben.
[[oe]l = IN,, ,, (o) fiir aEK.
K/k
Beweis. Nach 2.10.2 gilt
— c

(1) lall = IN, 5 (@I, aEK,
mit einer reellen Zahl

c>0.
Esreicht zu zeigen,

c=1
Das igt trivid in den Fillen 2 und 2 von 2.11.1 und folgt aus den Struktursitzen des

ersten Kapitelsim Fall 1. Man argumentiert wiefolgt. Sel

(ol,...,(uN eK

eine Vektorraumbasis von K {iber k. Dann ist die Abbildung
N
K" = kN, Yo » €8y,
i
ein |somorphismus von additiven Gruppen. Wenn man im Raum rechts die Topologie

des direkten Produktes einfiihrt, ist diese Abbildung aulferdem en

Homédomorphismus®". Insbesondere stimmen die Haarschen Mafe von K * und kHN
bis auf eine multiplikative Konstante iiberein. Fiir b€k entspricht die Abbildung

K —=K, X p bx,
beim obigen Isomorphismus gerade der Abbildung

% Nach 2.3.5 ist jede archimedisch bewertete Kérper k ein Teilkorper von €. Wegen QCKC( folgt
RCKCC.
® Wegen 2.8.3.
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(KON = (YN, €1,.-.8y) P (B8 55 ).
Da die Bewertung |?| von k normalisiert sein soll, multipliziert diese Abbildung das
Haarsche Ma3 von (k)N mit dem Faktor |b|N. Dasselbe muR damit auch fiir das
Haaresche MaRRvon K* gelten. Also gilt
IIbll = [N fiir jedes bek.
WegenN, , (b) = bN erhalten wir damit durch Einsetzen in (1)

N = 1Ibll = N, (B)I = IpN|° fiir jedes bek.

Damit ist aber c = 1.
QED.
Die nachfolgende Aussage ist ohne die Voraussetzung der Vollstindigkeit richtig.

2.11.3 Theorem 11.1: Relative Produktformel fiir endliche Erweiterungen

Seien k en bewerteter Korper mit lokal kompakter Vervollstdndigung, [?] dessen
normalisierte Bewertung und K eine endliche separable®® Erweiterung von k. Dann gilt

'ljl ||(1||J- = |NK/k(0t)| fiir jedes a.€EK.

Dabe seaien ||?||j die normaisierten Bewertungen, die dquivalent sind zu den

Fortsetzungen von |?] auf K.

Beweis. Sei k die Vervollstindigung von k und
= _-J
k®kK = @jzl Kj
die Zerlegung von 2.10.4, d.h. dieK. seien die Vervollstindigungen von K beziiglich der

Bewertungen ||’?||j. Nach 2.9.4 ist dann

Nic () = jfjl NKJ./E(O‘)
fiir jedes aEK. Nach 2.11.2 ist dann aber

Ny (€)1 = _1j1 Ny el = _Ijlllallj .
Wir haben dabel die setigen Fortsetzungen der Bewertungen ||’?||j auf die

Vervollstindigungen Kj ebenfalls mit ||’7||J bezeichnet.
QED.

2.12 Globale Kérper

2.12.1 Definition: globaler Korper
Ein globaler Korper ist ein Korper k, welcher entweder eine endliche Erweiterung des

Korpers Q ist oder eine endliche separable Erweiterung eines Korpers der Gestalt IF (t)

mit einem endlichen Korper [F und einem Element t, welches transzendent ist iiber IF.
Bemerkung

62 “separabel” fehlt im Original. Die Verwendung der Zerlegung F@kK = @ijzl Kj , wobei die Kj

Korper sind, weist jedoch darauf hin, dafl die Separabilitit der Erweiterung angenommen wird.
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In unserer Darlegung konzentrieren wir uns auf den Fall der Erweiterungen von (Q (des
Falls der algebraischen Zahlkorper) und iiberlassen den Fall der Erweiterungen des

Korpers [F(t) (den Funktionenkorperfall) dem Leser.

2122 Lemmal2.l
Seien k ein globaler Korper und
ack-{ 0}
ein Element. Dann gibt es nur endlich viele paarweise nicht-dquivalente Bewertungen ||
von k mit
lof > 1.
Beweis. Wir wissen dies bereits in den Fillen
k=Qundk = 1Fq(t)63
giltdie Behauptung Sei jetzt k ein endliche Erweiterung von Q. Dann gibt es rationale
Zahlen a8 mit

all+ ala + .t a =0.
Ist die Bewertung |?] nicht-archimedisch, so folgt
n _ n-1 n-1,.
o | =] ao’ A |=max {1, |a "} max{|a1|,...,|an|},
aso
|ot| = max {1, |a1|,...,|an|}.

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist nur fiir endlich vide Bewertungen [?| von Q
groBer als 1. Da es nur endlich vide archimedische Bewertungen von k gibt (Satz von
Gefand-Tornheim, 2.3.5) und nur endlich vide Fortsetzungen ener nicht-

archimedischen Bewertung von Q auf k, folgt damit die Behauptung fiir den Korper k

aus der Behauptung fiir Q
QED.

2.12.3 Die Bewertungen eines globalen Korpers
Alle Bewertungen eines globalen Korpers k besitzen die in 2.11 beschriebene Gestalt
(da dies fiir QQ und IFq((t)) der Fall ist). Man kann aso von normalisierten

Bewertungen von k sprechen.

2.12.4 Theorem 12.1: die Produkt-Formel fiir globale Korper
Seien k ein globaler Korper,

o€k - {0}
ein Element und durchlaufe
2,
die normalisierten Bewertungen des Korpers k. Dann gilt
o, =1
%

fiir fast dle v (d.h. fiir alle mit eventuell endlich vielen Ausnahmen) und

% Im Fall k = Q folgt dies aus dem Satz von Ostrowskij 2.3.4 und der Tatsache, dal in der rationale
Primfaktor-Zerlegung von o nur endlich viele Primzahlen vorkommen. Im Fall k = qu(t) beachte man

zunichst, daB} die Einschrinkung der Bewertung auf den endlichen Korper ]Fq trivial ist (vgl. 1.1.7

Bemerkung (iii)). Nach der Bemerkung von 2.3.6 sind dann die einzigen Bewertungen von k die zu den
irreduziblen Polynomen iiber ]Fq und die an der unendlichen Primstelle. Die Behauptung folgt jetzt aus

der Tatsache, daldin der Primfaktor-Zerleung von o nur endlich viele Primpolynome vorkommen.
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Bemerkung
Spéter geben wir einen weniger verwickelten Beweis dieser Aussage.
Beweis. Nach 2.12.2 gilt

|OL|V <1

fiir fast alle v und analog
|OL_1|V <1
Zusammen ist also |OL|V =1 fiir fast alle v.

Durchlaufe V' ale normalisierten Bewertungen des Teilkorpers F = QQ bzw. IFq(t) von

K. Wir schreiben
V|V,
wenn die Einschrinkung der Bewertung v dquivalent ist zu V. Dann gilt

[Tlel, =TTCITletl, ) =TT INy
v Vv W ARy k/IF'V
(wegen des letzten Gleichheitszeichen, sehe 2.11.3). Damit ist der Bewels des Theorem
auf den Fall k = F reduziert. Sei

o
a=e[[p PEF
Y
die Primfaktor-Zerlegung von a€F mit einer Einheit ecF (d.h.e= 1 imFal F = Q

und eeIFq imFdl F = IFq(t)). Dabei durchliuft p die Primzahlen im Fall F = Q und

die irrreduziblen Polynome iiber IFq imFal F= IFq(t). Esqilt

: agd
|a|p:p°‘P bzw. |a|p:c°‘P P

und

o 2 apdeg P
jal =TT P Pbzw. |a| =989 % =cP

p
(vgl. 2.3.6 fiir den Fall F = qu(t), c= 1/#112q ,cdegp = 1/#IFq[T]/(p)). Zusammen

erhalten wir die Behauptung.
QED.

2.12.5 Bezeichnungen

Seien k ein globaler Korper und K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann gilt fiir
jede Bewertung v vonk,

kv®kK = Kl®"'®KJ'
Dabei bezeichne

K
v

die Vervollstindigung von k beziiglich der Bewertung v und

K 7 K 3
seien die Vervollstindigungen von K beziiglich der Fortsetzungen

Vl’""VJ

vonv auf K (vgl. 2.10). Die Anzahl
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J=Jv)
dieser Fortsetzungen hingt von v ab. Wir werden spiter das nachfolgende Lemma
benotigen.

2126 Lemma12.2:
Mit den Bezeichnungen von 2.12.5 sei
W, ,...,0
1IN
eine k-Vektorraumbasis von K. Dann gilt
Q) w10®...@mNO = Ol@..@OJ

fiir fast alle normalisierten Bewertungen v des Korpers k. Dabei sei
N = [K:K],

und

0= OV
der Ring der ganzen Elemente von k beziiglich der Bewertung v und

0.=0

i,

der Ring der ganzen Elemente von K beziiglich der Bewertung Vj' Wir identifizieren

hier jedes Element a€K mit dessen natiirlichem Bild in k ® K.

k
Beweis. Dielinke Seite von (1) ist in der rechten enthalten vorausgeﬁetzt esqilt
2 oo |V <1firn=1,.Nundj=1,.J%

J
Die Bedingung |(x|V ist fiir fast alle V erfiillt (nach 2.12.2). Da iiber jedem v nur endlich

viele Bewertungen V von K liegen, gilt damit (2) fiir fast alle v und in (1) gilt zumindest
“C” fiir fast alle v.

Wir haben die umgekehrt Inklusion fiir fast alle v zu beweisen. Dazu betrachten wir die
Diskriminante

D(yl,...,yN) = det (TrK/k(yly ). ij=1,..N fiir yl,...,yNEK.
Nach 294 ist
ﬂmyw-ﬁTkmww
Falls dieyi in der rechten Seite von (1) liegen, gilt
) €k NKNO. =* kNO. =* 0O ,
v j j v

e i O3,
]V

% Jedenfalls hat man natiirliche Abbildungen

gw 0 & gw k=K Gk ® K=K,
n n vk i
n=1 n=1
wobei die Zusammensetzung der letzten beiden ebenfallsinjektiv ist. Den Ring Oj kann man wahlweise
als Teilring von K und von Kj ansehen. Er besteht aus den Elementen von K mit |?|V <
j
® Die w. bilden auch eine Basis der Vervollstindigung kV®K des k-Vektorraumes K beziiglich einer

durch v definierten Norm. Also ist (wegen , = 1)

NK = N = Nk = =
kV K wlkv glek wlkv k (olk k
J:
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Zusammen ergibt sich also
3 D(yl,...,yN) € (i)v fiir Yj aus der rechten Seitevon (1).

Sei jetzt o aus der rechten Seite von (1). Wir schreiben o in der Gestalt

o= §am mita €k .
nn n-—v
n=1
Wir haben zu zeigen
aeo
n- v

fiir fast alle v. Fiir jedes n gilt

_.2
D(wl,...,wn_l,a,wn_l_l,...,u)N) =a, d

mit
d:= D(wl,...,ooN).
Wiewir im ersten Tell des Beweises gesehen haben, liegen die u)j fiir fast dle vin der
rechten Setie von (1). Nach (3) gilt deshalb
4 d-aﬁ € OV fiir fast alle v.
WEell die Erweiterung K/k separabel it %Ilt d_ ¢1O (vgl. B9). Deshabist
fiir fast dle v. Da OV en Bewertungsringvist, folgt mit (4) also auch a S OV fiir fast

dlev.
QED.

2.12.7 Folgerung: Unverzweigtheit in fast allen Stellen
Seien k ein globaler Korper und K/k eine endliche separable Korpererweiterung. Dann
ist fast jede Bewertung v von k unverzweigt in K.
Bewels. Nach 1.5.13 ist K/k in einer Stelle V iiber v unverzweigt, genau dann wenn die
Diskriminante an dieser Stelle von einer Einheit erzeugt wird. Nach 1.3.12 wird die
Diskriminante von

det (Tr((ui(uj))

erzeugt, wenn der Ganzheitsring von K an der betrachteteten Stelle iiber dem
Ganzheitsring von k von der freien Basis { ooi} erzeugt wird. Letzteres ist aber fiir jede

Basis{coi} von K/k und fast alle Bewertungen v von k der Fall (nach 2.12.6). Die

Bedingung fiir Unverzweigtheit iiber v lautet dann
|det (Tr((uio)j))|V =1.
Diese Bedingung ist fiir fast alle v erfiillt (nach 2.12.4), weil det (Tr((ui(oj)) = 0 gilt fiir

separable Erwelterungen K/k (nach B9).
QED.

2.13 Das eingeschrénkte topologische Produkt

Wir beschreiben jetzt einen topologischen Mechanismus, den wir spiter brauchen
werden.

2.13.1 Definition: eingeschrinktes topologisches Produkt
Seien
e

% die Vj sind Fortsetzungen von v.
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eine Familie von topologischen Rdumen und

GKQQ}\

fiir fast jedes A€A eine offene Tellmenge. Wir setzen

Q= {(a)\))\ A | OLKEQ)\ fiir jedes AEA und G)LE@}\‘ fiir fast jedes A}

Wir fiihren auf Q eine Topologie ein, indem wir as Topologie-Basis die Mengen der
folgenden Gestalt verwenden.

Mmr
rEA

mit F)\Q Q7¥ offen fiir jedes AEA und @xg F)\ fiir fast jedes . Der Raum Q mit der

so definierten Topologie heifdt eingeschrinktes topologisches Produkt der Q2

-
- 97\.'

)\bezughch

der offenen Teilmengen @X

2.13.2 Folgerung: eine offene Uberdeckung durch Mengen mit der Produkt-
Topologie
Sei Q das eingeschrinkte topologische Produkt der Rdume

Q)» , ANEA,
beziiglich der offenen Teilmengen @7¥ C 97\ und sel
SCA
eine endliche Tellmenge. Wir setzen
QS = {(ak)kEAEQ | (x}\‘e(a}\ fir \&SE = ] Q}\ 1 G')}\‘.
MES Thgs
Dannist Q s eine offene Teilmenge von Q2 und die induzierte Topologie des Unterraums
QS von Q ist gleich der Produkt-Topologie.
Beweis: trividl.
QED.

2.13.3 Lemma 13.1: Unabhiingigkeit von den offenen Unterriumen
Sei
Qe
eine Familie von topologischen Rdumen. Fiir fast jedes AEA sei ein offener Unterraum
0, CQ
A A
gegeben und ebenfalls fiir fast jedes A ein welterer offener Unterraum
e, CQ..
A A
AuBerdem gelte fiir fast jedes AEA
GK =0’ X

Dann ist das eingeschriinkte topologische Produkt der Q)\ beziiglich der G))\ gleich dem

eingeschridnkten topologischen Produkt der€2, beziiglich der ©’

A A
Beweis. trivial.
QED.
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2.13.4 Lemma 13.2: Kriterium fiir lokale Kompaktheit

Sal Q das eingeschriinkte topologische Produkt der Rdume Q. , AEA, beziiglich der

A
offenen Unterrdume 67» - Q}\. Falls die Rdume Qk lokal kompakt und die Unterrdume
@x kompakt sind, soist Q lokal kompakt.

von Folgerung 3.13.2 sind offen in Q und trivialerweise |okal

ist, folgt die Behauptung.

Beweis. Die Mengen QS

kompakt. Weil Q die Vereinigung aller dieser Q
QED.

S

2.13.5 Definition: ein MalB} auf dem eingeschrinkten topologischen Produkt
Sal Q das eingeschrinkte topologische Produkt der Rdume Q}\, AEA, beziiglich der

offenen Unterrdume ©, C Q. . Fiir jedes A€A sai auf Q. ein Mal3 My definiert und es

AT A A

gelte
M)\'(@)\') - 1;

fiir jedes AEA, fiir welches GX definiert ist. Wir definieren das zugehorige Produktmaly

auf Q , indem wir als Basis mef3barer Mengen die Produkte

M
Nea
verwenden mit M, C ©. von endlichem u}\-MaB fiir jedes AEA und M., = O, fiir fast

A A AA
jedes A\, wobel

(T M= Ty (M)

AEA AEA
s
2.13.6 Folgerung
Die Einschrinkung des Mafles u von Definition 2.13.5 auf eine Menge QS von

Folgerung 2.13.2 ist gleich dem gewohnlichen Produkt-Maf.
2.14 Der Ring der Adele (oder der Ring der Bewertungsvektoren)

2.14.1 Definition: Adele-Ring eines globalen Korpers

Sel
k
ein globaler Korper. Fiir jede normalisierte Bewertung
,
von k bezeichnen wir mit
k
\%

die Vervollstindigung von k beziiglich dieser Bewertung. Ist diese Bewertung nicht-
archimedisch, so bezeichne
O ={xek :|x| =1}
\% \ \'%

den Ring der ganzen Elemente von kv. Der Adele-Ring des Korpers k wird mit

Vi



114

bezeichnet und ist definiert als das eingeschrénkte topologische Produkt der Ringe kV
beziiglich der Teilringe (‘)V mit der koordinatenweise definierten Ringstruktur, d.h.
Summe und Produkt von zwei Elementen des Adele-Rings sind wie folgt definiert.

() +(B,) = (0 +)
(@ )B)  =(ap).

Die Elementevon Vk heil% Adde von k.
Bemerkungen

() Dieobigen Definitionen von Addition und Multiplikationin vV

Produkt und Summe von zwei Adelen sind wieder Adele.
(i) Addition und MultiplikationinV, sind stetiginder V, -Topologie, d.h. V, ist ein

K sind korrekt, d.h.

k k k
topologischer Ring.
(iii) Vk ist lokal kompakt, dadie OV kompakt sind und die kV lokal kompakt (vgl.
2.13.4und 2.7.3).
(iv) Es gibt eine natiirliche Abbildung
Kk — Vk

des Korpers k in den Adele-Ring, welche jedem Element a€k das Adel zuordnet,
dessen samtliche Koordinaten gleich o sind. Letzteres ist tatsidchlich ein Adel, weil

ac0
%
gilt fiir fast alle v (vgl. 2.14.4). Diese Abbildung ist eine Einbettung, da die
natiirliche Abbildung
k — kv
des Korpers k in dessen v-adische Vervollstindigung fiir jedes v eine Einbettung
ist.
2.14.2 Definition: Hauptadele
Seien k ein globaler Korper und
k — Vk

die natiirliche Einbettung von k in den Adele-Ring (vgl. Bemerkung 2.14.1(iv)). Das
Bild von k bei dieser Einbettung heif¥ Ring der Hauptadele. Die Elemente des letzteren
hei3en Hauptadele von k.

Vereinbarung

Wir werden im folgenden bei Bedarf die Elemente von k mit den zugehdrigen

Hauptadelen identifizieren und k as Teilring von Vk ansehen.

2.14.3 Lemma 14.1: Verhalten des Adele-Rings bei separablen Erweiterungen

Seien k ein globaler Korper und K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann gibt es
eine natiirliche Abbildung

Vk®kK — VK

welche im agebraischen und im topologischen Sinne ein Isomorphismusist. Dabel wird
K=k® KCV, ® K

k k—k
identisch auf K € VK abgebildet.

Beweis.
QED.
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2.15 Der starke Approximationssatz

2.16 Die Gruppe der Idele

2.17 Idele und Divisoren

2.18 Einheiten

2.19 Einbettung und Normabbildungen fiir Adele, Idele und Ideale
A Anhang:Normen und Spuren

A.1 Der Endomor phismenring
Selen R ein kommutativer Ring mit Einsund M ein freiter R-Modul mit dem linear
unabhiéngigen Erzeugendensystem W yeees Die Menge der R-linearen

Endomorphismen von M, d.h. der R-linearen Abbildungen M—M bezeichnen wir mit
EndR(M).

Dies ist ein im algemeinen nicht mehr kommutativer Ring, welcher isomorph ist zum
Ring der nxn-Matrizen
Rnxn
mit Eintrdgen aus R, und zwar gehort zu jeder Basis von M iiber R ein Isomorphismus.
n
R™N — End_(M), (r..) 1> (@; 1 3 T...).
R 1 I i1 1]
Der Ring R 148t sich als Teilring von EndR(M) auffassen vermittels der Abbildung

R— EndR(M), re (M rm).

A.2 Definition von Spur und Norm
Fiir jedes AEEndR(M) betrachten wir das charakteristische Polynom von A,
(A, X) := det(A - x-1d).
Wir schreiben
Y(A, %) =X+ Tr(A)x L+ + N(A).
Die Koeffizienten Tr(A) und N(A) heif3en Spur bzw. von Norm von A.

A.3 Eigenschaften von Spur und Norm

() N(AB)=N(A)N(B) fiir A BEENd(M).

(i) Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B) fiir A,BEEndR(M).
(i)  N(r) =" fiir rER.

(iv)  Tr(r) = nr fiir rER.

(V) Tr(rA) =r-Tr(A) fiir reR und AEEndR(M).

Beweis. Zu (i). N(AB) = det(A=B) = det(A)-det(B) = N(A)-N(B).

Zu (i) und (v). Sei (alj) die Matrix von A beziiglich der Basis 0)1, .
Tr(A) = a11+...+ann.

Dieser Ausdruck ist offensichtlich R-linear in A.

Zu (iii) und (iv). Mit den Bezeichnungen von (ii) erhaten wir im Fall A=r&R fiir die

zugehdrigen Matrix

O Dann gilt




also Tr(r) = nr und N(r) = r".
QED.

A.4 Satz von Hamilton-Cayley
x(A,A) = 0 fiir jedes AEEndR(M).

Bewels. Sei (a”.) die Matrix von A beziiglich der Basis Wy sy O Dann gilt
A(oi = § a.o,
i=1 1]
aso
(*) 0o =36 Aa)w
=R U

Dabei fassen wir die Ausdriicke 6ijA- aIj as Elemente des Rings EndR(M) auf.

Genauer liegen diese Ausdriicke sogar in dem kommutativen Teilring

R[A] C End (M)
Wir betrachten die Matrix der bJ = 6”A aIJ im Ring der nxn-Matrizen iiber R[A].
Bezeichne Bi' die adjungierte Unterdeterminante von (bij) zur Position (i,j). Wir

multiplizieren die i-te Gleichung von (*) mit Bi' und bilden die Summe der

entstehenden Gleichungen. Wegen

gB'JO { 0  sonst

0=det(56..A-a.)w. .
g
Dajobeliebig war, ist die Multplikation mit det(6ijA- alj) die Nullabbildung von End

(M), mit anderen Worten, esgilt O:det(éijA- alj) =%(AA).
QED.

erhalten wir aus (*):

R

A.5 Lemma

Sei t ein iiber dem Ring R transzendentes Element. Dann definieren die nxn-Matrizen
mit Eintréigen aus R[t] lineare Endomorphismen von M®RR[t] , so daf} die fiir solche

Endomorphismen die Norm definiert ist. Es gilt
(D"N(E-A) = x(A )

fiir jedes AEEndR(M).
Beweis. Die Elemente W, O bilden eine Basisvon M®RR[t] iiber R[t]. Es gilt
n
A(oi =y al.(u.
=1 ]
aso

(Ao, = f(a 30
=1
aso
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N(t-A) = det(éijt-alj) = (-D)N(A).

QED.
Bemerkung
Die eben bewiesene Identitit bleibt giiltig, wenn man fiir t ein Element von R einsetzt.

A.6 Lemma
Seien Al’""A ZEEndR(M) und t ein iiber R transzendentes Element. Dann gilt
N(tZ+A1te+...+A )= e 4 rl-t”5'1+...+rn /
mit gewissen Elementen riER. Insbesondere ist
rleTr(Al) und rné = N(AZ)'

Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wieim vorangehenden Lemma. Fiir v=1,...,¢ haben
wir Identitéiten

n
Aw =Ya.o.
Vo jzlvlj j
Alsoist
. n £ _
(Ern o 4n Yo Jﬁl(é oy, ., +ag)o
aso

N(té+A t€+ +A ) = det(9. té+alI tg+ +a J)
Aus der letzten Identitiit erglbt sich dle Behauptung
QED.

A.7 Komposition von Spuren und von Normen
Seien R und S kommutative Ringe mit Einsund M ein freiler S-Modul endlichen Rangs.

Weiter sel RCS und S sei als R-Modul ebenfalls frei und vom endlichem Rang. Fiir
jedes AEEndS(M) c EndR(M) gilt dann

TrR®) = Trgr(Try A

NMmRA) = NgrNyysA)
Aulerdem ist

XA D) = Ngpltg(A, 1)
wobei XR(A, t) und XS(A, t) die charakteristischen Polynome von A bezeichnen sollen,
wobe man einma A as Element von EndR(M) und einmal a's Element von EndS(M)
auffald.

Bemerkung
Die ersten beiden Identititen besagen, dal folgende Diagramme kommutativ sind.
TrM N M
End.(M) 3 S End.(M) S S
S S
I ITr I IN
T'MIR R NM/R SR
EndS(M) R EndS(M) R

Beweisvon A.7. 1. Schritt. Beweis der Formel fiir die Norm.
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der linear unabhingigen
Erzeugenden des freien S-Moduls M. Im Fall eines Erzeugendensystems der Linge 1
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gilt M=S, TrM/S M/S Id und die Behauptung ist trivid. Sei jetzt n>1 und W@
ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von M iiber S. Fiir vorgegebenes A€ EndS
(M) schreiben wir

Aw. g a . mit a: €S.
l = =0 1)
Wir betrachten das Element BEEndS(M) mit
1
® § 2y,
Bmi = all | (fiir i>1)

Bel der Zusammensetzung C := BA werden die Basiselemente von M wiefolgt
abgebildet.

01 b g 3y 0; b 84 (0 - g 3;0p) + ]gzalj 815 = 3191
W b gauwj b a, (o, - § a1J ga'alle:alllerjgzcij o

mltcI =a all I1a1J MltanderenWorten eﬁgllt
@) Cop =ap0g

Co, ::ailml+j§2(:ij o (fir>1)

Die Matrix dieser Abbildung hat in der ersten Zeile als einzigen eventuell von Null
verschiedenen Eintrag das Element a4 in der ersten Position. Deshalb gilt nach dem

Entwicklungssatz
Nvys© = a3 Ny5(C).

Dabel sei M’:= Soa2 +...Sw und C' bezeichne die S-lineare Abbildung

C:M =M, , @5 > JEZC (1)J

Nyr(NM/s@) = Ngp(@ ) Ngr(Nyyo(C)).

Den Ausdruck ganz rechts konnen wir jetzt nach Induktionsvoraussetzung berechnen.
Esfolgt

3) NoRNM/gE) = Ngr(@y9) Ny g (C):
Sel jetzt s S ein R-linearer unabhingiges Erzeugendensystem des R-Moduls S.

Damit gilt

Dann bilden die Produkte s, ein lineare unabhingiges Erzeugendensystem des R-
Moduls M und die Matrizen der Abbildungen B und C beziiglich der slmj lassen sich

aus (1) und (2) gewinnen, indem man diese Identititen auf alle moglichen Weisen mit
einemsI multipliziert. Da die Matrix von C iiber R nach (2) in der linken oberen Ecke

die Matrix von mUItal stehen hat und rechts von dieser Matrix lauter Nullen stehen,
1
folgt nach dem Entwicklungssatz
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NvR© = Ngr(39) Ny g (€)
@) NyR©  =Ngg(Ny o(C)  (nach (3)

Dies ist die gesuchte Formel fiir die Norm nur mit C = BA anstelle von A. Auf Grund
der sehr speziellen Gestalt der Matrizen von B iiber R bzw. S (vgl. Formel (1)) erhalten
wir ohne weiteres die entsprechende Formel fiir B,

- n-1_ n-1, _
NMRB) = Ngp(8y )™= Ngp(@y ™) = Ngp( Ny o(B))
Dadie Norm multiplikativ ist, ergibt sich daraus die Behauptung zumindest in dem Fall,

dai3 NS/R( all) eine Einheit ist. Im algemeinen miissen wir einen etwas kiinstlich

wirkenden Trick anwenden.
Sei t ein iiber S transzendentes Element (eine Unbestimmte). Wir bezeichnen mit At die

Matrix, welche man aus A erhilt, indem man das Element a4 durch a11+t ersetzt. Die
¢ anstelle von A giiltig (mit S[t]
anstelle von S). Identitit (4) kann man dann in der folgenden Gestalt schreiben.

Ngr( 2™ Ny R(A) = Ngeay #)M NG o Ny (A )

Dies ist eine Identitdt von Polynomen aus R[t]. Der hochst Koeffizient des Polynoms
NS/R( all+t) ist Eins (z.B. nach LemmaA.5). Deshalb ist dieses Polynom in R[t] kein

Nullteiler, d.h. esgilt

obigen Betrachtungen sind dann natiirlich auch fiir A

NpRAY = Ngr(Ny/sAY)
Wir setzen t=0 und erhalten die Behauptung des ersten Schritts.

2. Schritt. Beweis der beiden anderen Formeln.
Nach LemmaA.5 gilt

(A = (DN, , o (t-A) mitn:= k(M)

MIs M/S

und analog
i AD = (-1)“m-NM /g (FA) mit m:=rk(S).
Aus der eben bewiesenen Formel fiir die Norm ergibt sich damit
_ (.M, :
= NM R (A-t)

= Ngr(NygA-D)-
Die noch verbleibende Formel fiir die Spur ergibt sich jetzt aus Lemma A.6.
QED.

A.8 Der Fall einer endlichen Korpererweiterung

Seien K/k eine endliche Korpererweiterung und o €K ein Element mit dem
Minimalpolynom f(x) iiber k. Dann gilt

(i)  degf(x)|[K:K]
i) (e x) = ()M mitd:=

(i) Trp (@) =E(atta )

[K:K]
deg F(¥) -

V) Ny @)= (o )

Dabel seien n=[K:Kk], m=deg f und al,..., ocm die (mit ihren Vielfachheiten gezihlten)

Nullstellen von f in irgendeiner Erweiterung von K.
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Beweis. Betrachten wir zunichst den Fall K=k(ca). Wegen x(a, o.)=0 gilt flx und
wegen [K:K] = deg f muf dann sogar x(c, X) = (-1)™f(x), also

(e, %) = (-1)M(-x) = (o) (xra ),
gelten. Daraus ergeben sich unmittelbar die Aussage des Satzesim Fall K=k(c) (d.h

¢=1). Im allgemeinen Fall betrachten wie den Korperturm
k C k(o) EK

und wenden A.7 an.

QED.

B Anhang:Separabilitét

B.1 Die Zahl der Einbettungen eines Erweiterungskorpers
Seien K/k und L/k endliche Korpererweiterungen. Dann gibt es hochstens [K:k]
Einbettungen

K—L,
welche den Korper k elementsweise festlassen.
Beweis. Im Fall K=k(a) ist das trivid, da Nullstellen des Minimalpolynoms von o in
Nullstellen des Minimalpolynoms iibergehen miissen. Im algemeinen Fall betrachtet

man einen Korperturm

kZKOC K1C...CKJ. =K

aus einfachen Erweiterungen Ki = Ki_l(ai) und fiihrt den Beweis durch Induktion nach
J-

QED.

B.2 Definition der Separabilitiit

Eine endliche Korpererweiterung K/k heifit separabel, wenn es eine endliche
Erweiterung L/k gibt mit der Eigenschaft, dal3 die Zahl der verschiedenen Einbettungen

K—L,
welche k e ementeweise festlassen, gleich [K:K] ist.

B.3 Separabilitiit von Teilerweiterungen
Seien K/k und L/k endliche Korpererweiterungen. Dann besteht folgende Implikation.
L/k separabel = K/k und L/k separabel.

Beweis. Nach B.1 gibt es hochstens [K:k] verschiedene Einbettungen

K—=M
in irgendeine endiche Erweiterung M/k. Nach demselben Lemma 14Bt sich jede von
diesen Einbettungen auf hochstens [L:K] verschiedene Weisen fortsetzen zu einer
Einbettung

L — M.
Wenn man also insgesamt [L:k] = [L:K]-[K:K] Einbettungen L—M erhilt, so mul3 in
jedem Teilschritt bereits die maximal erreichbare Anzahl von Einbettungen moglich sein.
QED.

B.4 Separabilitit und das Fehlen mehrfacher Nullstellen
Seien K/k eine endliche separable Erweiterung vom Grad n und
o.K—=M
i

die n verschiedenen k-Einbettungen in einer (hinreichend grof3en) endlichen Erweiterung
M/k. Weiter seien a€K ein Element und ocl,...,ocmEM die paarweise verschiedenen
l\_IuI Istellen des Minimal polynoms f(x) von o iiber k in M. Dann gilt

H fx)= (x-ocl)-...-(x-ocm)
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(i) {al,...,am}:{ol(oc),...,crm(oc)}, wobel in der Folge oi(a) jedes der ocj genau %

mal angenommen wird.
Bewels. Jede der Nullstellen ocj definiert eine k-Einbettung

k(o) = M.
Die Zahl dieser Einbettungen ist nach B.3 gleich m = [k(a):k] = deg(f), d.h. es gilt (i).
Jede dieser Einbettungen 148t sich auf [K:k(a)] = % verschiedene Weisen fortsetzen zu
n

einem der o;. Also kommt jedes der aj in =

QED.

facher Weise in der Gestalt o; (o) vor.

B.5 Die Spurabbildung
Selen K/k eine endliche separable Erweiterung vom Grad n und
oi: K—=M
die n verschiedenen k-Einbettungen in eine endliche Erweiterung M/k. Dann gilt

n
TrK /k(a) = i:]_Oi (o)
fiir jedes aEK.
Beweis. Diesfolgt aus B.4 und A.8.
QED.

B.6 Transitivitit

Seien K/k und L/K endliche separable Korpererweiterungen. Dann ist auch L/k

Separabel.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es paarwei se verschiedene k-Einbettungen
oi:K — U, i=1,...,[KK]

und paarwei se verschiedene K-Einbettungen
‘l:iZL —V,i=1,...,[L:K].

Durch geeignetes VergroBern von U konnen wir erreichen, dald die o, sich zu k-
Einbettungen

o; L—=U
fortsetzen lassen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen LCV
(man identifiziere L mit seinem Bild bei einem der ri). Wir setzen die o, 2u K-
Einbettungen

o; V—-=U
fort (bei eventudler VergroBerung von U). Nach Konstruktion sind die
Einschriankungen der o.t. auf L paarweise verschieden:

1)
Oitj = Oi’tj’ affL = o, = oy, auf K (dadiet K-Einbettungen sind)

==’

= tj :1:1., auf L (dadie o injektiv sind)
= j5’.
Die Anzahl der Oitle ist gleich [L:K]-[K:K] =[L:K]

QED.

B.7 Separabilitit in der Charakteristik Null
Jede endliche Erweiterung K/k eines Korpers der Charakteristik Null ist separabel.
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Bewes. Auf Grund von B.6 geniigt es, den Fall einer einfachen Korpererweiterung zu
betrachten,
K = k().

Sei
f(x) = (x-al)-...-(x-ocm)
das Minimalpolynom von o, wobei die o einer geeigneten endlichen Erweiterung M

von K entnommen seien. Esreicht zu zeigen, dal3 es m verschiedene k-Einbettungen

K—M gibt. Dazu wiederum geniigt es zu zeigen, die Nullstellen von f sind paarweise

verschieden. Hiitte f eine mehrfache Nullstelle, so hitte der groflite gemeinsame Teiler

g = GCD(f, ')

von f und der Ableitung von f einen positiven Grad. Mit anderen Worten f héitte einen

echten Teiler, im Widerspruch zur Wahl von f.

QED.

Bemerkungen

(i)  Wir benutzen beim Beweis den Tatsache, daldin der Charakteristik Null die
Ableitung eines von Null verschiedenen Polynoms ungleich Null ist.

(i) Dieobige Argumentation zeigt, ein irreduzibles Polynom f(x) hat genau dann
mehrfache Nullstellen, wenn ' (x)=0 gilt.

(iif)  Wir zeigen jetzt, dal3 jede endliche separable Erweitungen einfach ist. Die
umgekehrte Aussage gilt natiirlich nicht.

B.8 Satz vom primitiven Element

Jede endliche separable Erweiterung K/Kk ist einfach.
Beweisskitze. 1. Fall: kist endlich.
Dannist auch K endlich, d.h. die Einheitengruppe K* ist zyklisch. Sel € ein
erzeugendes Element dieser Einheitengruppe. Dann enthilt k(C) alle von Null
verschiedenen Elemente von K, d.h. esist K=k(T).
2. Fal: k ist unendlich und K=k(a.,f).
Selen
o;: K—=M,i=1,..,n:=[KK]
die paarweise verschiedenen k-Einbettungen von K in ene geeignete endliche
Korpererweiterung M von k. Dann gilt fiir je zwe i,j&{1,...,n} jewells eine der beiden
Ungleichungen
o, (o) = Oj (o) oder o, (B) = Oj(B).
Well k unendlich igt, gibt es Elemente abek mit
a(o;(a) - S (@) + b:(o;(B) - 0J-(B)) =0
fiir beliebige i,j€{1,...,n} miti=j. Wir setzeny := aa + b-p. Dann gilt
Oi (Y) - Gj (Y) = 0.
Insbesondere sind die k-Einbettungen Oilk(y): k(y) = M paarweise verschieden. Nach
B.1 gilt deshab
[k(r):Kl =n=[KK].
Wegen k(y)CK muf3 dann aber K=K(y) gelten, d.h. K/Kk ist einfach.

3. Fdl: kst unendlich und K/k beliebig.
Esqilt K:k(ocl,...,(xn).

Nach dem zweiten Fall kann man n solangen verkleinern bis n=1 gilt.
QED.

B.9 Separabilitit und das Nichtentarten der Killingform
Sei K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann ist die Abbildung

Tr: KxK =k, (ab) » Tr(ab) := TrK/k(ab).

eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform iiber k.
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Beweis. Lediglich die Aussage, dal3 die Form nicht-entartet ist, bedarf eines Beweises.
Wir wihlen ein primitiven Element yEK, d.h. ein Element mit

K =k(y).
Wir betrachten die Vektorraumbasis

o n-1

=1, mzzy, ey, @ =Y

1
von K iiber k und die Determinante
D= det(Tr((ui(uj)).

Wir haben zu zeigen D = 0. Dazu wir n paarwei se verschiedene Einbettungen
oy K —=M,{¢=1,..n,

in einen geeigneten Oberkorper M von K und betrachten wir die Determinante

n

A = det(o ;) = det(o1 ™ = T (051 - 01) (= 0).
<
Esqilt .
0=A2= det(oémi)-det(oewj)T

= det( ¥ opiom)
(=1

= det( g Oé(wiwj))
(=1
= det(Tr((ui(oj)) (vgl. B.5)
=D.
QED.

B.10 Separabilitit und mehrfache Nullstellen

Eine eine einfache algebraischen Erweiterung K=k(c) ist genau dann separabel, wenn
das Minimalpolynom fek(x) von a keine mehrfachen Nullstellen besitzt (d.h. wenn f
separabel ist bzw. wenn o tiber k separabel ist).

Bewels. Besitze f keine mehrfache Nullstellen. Jede Nullstelle von f liefert dann eine
andere Einbettung von K in eine hinreichend grof3e Erweiterung von k, d.h. die
Erweiterung K/Kk ist separabel. Die umgekehrte Implikation ergibt sich aus B.4.

QED.

B.11 Erhaltung der Separabilitiit bei Basiswechsel

Seien K/k eine beliebige und k(a)/k eine endliche separable Korpererweiterung. Dann
ist K(a)/K separabel.

Bewels. Nach Voraussetzung hat das Minimalpolynom f von a. iiber k keine
mehrfachen Nullstellen. Das Minimal polynom F von a iiber K ist aber ein Teiler von f.
QED.

B.12 Separabilitit von Erweiterungen und von Elementen

Sei K/k eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

() K/kist separabel.

(i)  Jedes Element a€K ist separabel iiber k (d.h. sein Minimalpolynom iiber k hat
keine mehrfachen Nullstellen).

Beweis. (i) = (ii). Nach B.3 ist k(av)/k fiir jedes o €K separabel, also ist a nach B.10

separabel iiber k.

(i) = (i). Wir zerlegen die Erweiterung K/k in eine endliche Folge einfacher

Erweiterungen
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= C =
k KOC ch'"_Kt K.

Nach B.6 reicht es zu zeigen, jede der Erweiterungen Ki/Ki-l ist separabel. Jedes oceKi

ist nach Voraussetzung separabel iiber k, also erst recht iiber K. .. Dadie Erweiterung

-1
Ki/Ki-l

einfach ist, ist sie damit nach B.10 separabel.
QED.

B.13 Das Entarten der Killingform im inseparablen Fall

Sei K/k eine endliche inseparable Korpererweitung. Dann gilt
TrK /k(a) =0

fiir jedes aEK.

Beweis. 1. Fall: K=k(o) mit augk, aPek, p:= char(k)>0.

Wir betrachten die folgende Vektorraumbasis von K iiber k.

(ulzl, wz 3

Fir p=b, +bya+..+ bpocp'1 mit b.Ek schreiben wir

=a,w,= 0L2, .y (up = aPl

pro, = g bijooj mit b..€k.

=1 J
Mit b:= aPek erhalten wir
=- = p'l
B=p Wy b1 + bzcx + ..+ bpa
. = b p-1
[3002 bbp+bla+ +bp_1(x

Koeffizientenvergleich fiir i=1,...,p liefert
b.=b,,
. 1
d.h. esgilt TrK/k(B) = p-b1 =0.

2.Fdl: K/k beliebig.
Bezeichne p die Charakteristik von k. Nach B.7 gilt p>0. Nach B.12 gibt es ein Element
PEK, welches nicht separabel iiber k ist. Sei

— 2 n-1_,.n
f(x)—ao+alx+azx toota XX € K[X]
das Minimalpolynom von § iiber k. Dann gilt nach Bemerkung (ii) von B.7
— () — n-2 n-1
o=f (x)_al+232x+... +(n-1)an_lx +nx T,

d.h. i-a,I =0 fiir alle i, d.h. pli oder a =0. Mit anderen Worten, man kann f in der Gestalt
S
f(x) = g(xP") mit gek[x] und s=1
schreiben. Indem man s so grof? wie mogliche wihlt, erreicht man, dal3 das Polynom g

einevon Null verschiedene Ableitung besitzt. Die Erweiterung kCk(p) zerfillt damit in
eine Folge

kC k’::k(Bps) C k(B)

S
von Erweiterungen. Das Minimalpolynom h von P iiber k ist ein Teiler von g. Wegen
[k(B):K] = deg f = deg g:p°= deg h -p>=[K’ K] -[k(B):K']
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muf3 sogar h=g geten. Die Erweiterung links ist somit separabel. Also ist die
Erweiterung rechts echt (und inseparabel). Insbesondere gilt

pPak’.

t t+1 t
Sei t die kleinste natiirliche Zahl mit (3P )P = pP “&k’. Wir setzen o := pP . Dann it
die Erweiterung k” =k’ (o) von k’ von der im 1.Fal betrachteten Gestat, d.h. es gilt
Trk,, K= 0. Aus dem Korperturm

kCk'Ck’CK
und den Formelnvon A.7 ergibt sich Tr,, . =0.

K/k
QED.

C Anhang: Henselsches Lemma
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©0 NOUIE N,

3 Kreisteilungskorper und Kummererweiterungen (B. J.
Birch)

3.1 Kreisteilungserweiterungen

3.1.1 Der Korper K(n\]ﬁ.)

Sei K ein beliebiger Korper der Charakteristik Null und m>1 eine natiirliche Zahl. Dann
gibt es eine minimale Erweiterung

(1) L/K
mit der Eigenschaft, dal3 das Polynom
) xM-1

tiber L in ein Produkt von Linearfaktoren zerfillt. Die Nullstellen dieses Polynoms
bilden eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von L. Dies ist eine zyklische
Gruppe (daJede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
zyklisch ist)®”. Die Erzeugenden dieser Gruppe heifRen primitive m-te Einheitswvurzeln.
Ist

7 Seien K ein Korper und H C K* eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe der Ordnun
#H=m.
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ceL
eine primitive m-te Einheitswurzel, so ist jede Nullstelle des Polynoms (2) eine Potenz
vonC., d.h. esgilt
L =K(D).

Als Zerfillungskorper von (2) ist L eine iiber K normale Erweiterung. Wir werden
schreiben

L =K(VD.

. m
3.1.2 Der Grad der Erweiterung K (' V1)/K
Seien K ein Korper der Charatkeristik O und m > 1 eine natiirliche Zahl. Dann gilt

m

o C K(VD)K] = o(m),
dabel sa ¢ die Euler-Funktion, d.h. ¢(m) die Zahl der primen Restklassen modulo m.
Beweis. Sei € eine primitive m-te Einheitswurzel, L := K(€) und bezeichne

G(m) := (Z/mZ)*

die multiplikative Gruppe der primen Restklassen modulo m (d.h. die Einheitengruppe
des Rings Z/mZ). Fiir jedes c&€G(L/K) ist o(C) eine primitive m-te Einheitswurzdl, d.h.
esgilt

© o(Q) = K mit (km) = 1
Dabei ist k modulo m eindeutig bestimmt. Betrachten wir die Abbildung
4) i:G(L/K) = G(m) = (ZImZ)*, 6 » k mod m.

Diesist ein Gruppenhomomorphismus: mit

(@) =K undw(g) = ¢¢

BezeichneH q die Elemente der Ordnung d von H. Da die Ordnung jedes Elements von H die Ordnung m

teilt, gilt
H=U

wobel dies eine disjunkte Vereinging ist, also

H 1
dm d

m=#H= 3 #H,
dm
Die Elemente von H 4 sind primitive d-te Einheitswurzeln von K, ihre Anzahl ist also hochstens @(d),
#H_ = () (Euler-Zahl).

Fiir K = C gilt das Gleichheitszeichen. Es folgt

m=#H= Y #Hds Y o(d),
dm dm
wobei fiir K = C das Gleichheitszeichen gilt. Nun hiingt der Ausdruck rechts nicht von der speziellen
Wahl des Korper ab, d.h. es ist stets

m=#H= Y #Hds > @) =m.
dm dm
Es gilt also fiir jeden Korper K in der gesamten obigen Rechnung das Gleichheitshzeichen.
Inshesonderen gilt
#Hm:cp(m),

d.h. H enthilt ein Element der Ordnung m, ist also zyklisch.
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gilt ndmlich

(eV(©) = o(x(®) = o(ch) = o(0)f =k,
asoi(ot) = k€ = i(0)-i(t). Der Automorphismus o von (3) ist durch die Restklasse von
k modulo m ein deutig bestimmt (da die Erweiterung L/K erzeugt), d.h. die Abbildung

(4) ist injektiv. Aus der Injektivitéit von (4) folgt aber die Behauptung.
QED.

3.1.3 Eine Zerlegung in Teilerweiterungen

Seien K ein Korper der Charatkeristik 0, m > 1 eine natiirliche Zahl, T eine primitive m-
te Einheltswurzeln und
L =K().

Die natiirliche Zahl m gestatte eine Produktzerlegung

m=resmit (r,s) = 1.
Dann existieren ganze Zahlen a,b&Z mit

1=ar+bs.

Insbesondere gilt ¢ = (£")2 (P, also

L =K(©) =K(', ).
Die Erweiterung zerfillt in eine Komposition von zwe Erwelterungen desselben Typs.
Dies gedtattet es, sich auf die Untersuchung von Erweiterungen der Gestalt

m . .
L = K('V1) mitm=p", p Primzahl,
zu beschrinken.

. . . m
3.1.4 Die Galoisgruppe der Erweiterung K (' 4/1) fiir Primzahlpotenzen m = pn
Seien K ein Korper der Charatkeristik O, m > 1 eine natiirliche Zahl und

L :=K(©)

mit einer primitiven m-ten Einheltswurzel.
()  ImFal m=p" mit einer ungeraden Primzahl p ist die Gruppe
G(p"
der primen Restklassen modulo p" zyklisch. Also ist auch die Untergruppe

G(L/K) C G(p")
zyklisch (vgl. Beweisvon 3.1.2).

(i) ImFall m=2"wird die Gruppe G(2") von -1 und 5 erzeugt. Mit

n =g

wobe C eine primitive 2"-te Einheitswurzel bezeichne, erhalten wir
L =K(i,n).

Die Galoisgruppe
G(KM)/K)

der Teilerweiterung K(m)/K ist wieder zyklisch.
Beweis. 1. Schritt. ¥ ¢(d) =n.

din
Fiir jeden Teller von d von n bezeichne C

Ordnung d. Weiter sei @

q C ZInZ die einzige Untergruppe der

die Menge der Erzeugenden von C ,. Da jedes Element von

d
ZInZ eine der Untergruppen C

. Deshdlb gilt

d

d erzeugt, ist Z/nZ Vereinigung der paarweise digunkten

Mengen q)d
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N=#ZINZ = Y #D

d
djn
Esreicht aso, zu zeigen
#O = ¢(d).
d
Sei 1 ein Erzeugendes von C q Dann hat 1 die Ordnung d und n' die Ordnung % ,

d.h. ni ist genau dann ein Erzeugendesvon C

genau ¢(d) Erzeugende.
2. Schritt. Sei H eine Gruppe der Ordnung n (<). Fiir jeden Teiler d von n moge die

Bestimmungsgleichung xd=1 hochstens d Losungen haben. Dann ist H
eine zyklische Gruppe.
Sel dein Teller von n. Wenn es ein Element a=H der Ordnung d gibt, so ist die von a
erzeugte Untergruppe

4 wenn i tellerfremd zu d ist. Es gibt aso

<a>={ 1,a,...,ad'1}
gerade die zyklische Gruppe der Ordnung d. Nach Voraussetzung liegt deshab jede
Losung von
xol =1

in dieser Untergruppe. Insbesondere sind die Elemente der Ordnung d von H (und nur
diese) die Erzeugenden von <a>. Die Zahl dieser Elemente ist daher gleich ¢(d). Wir
haben gezeigt: die Zahl der Elemente der Ordnung d von H ist Null oder gleich ¢(d).
Auf jeden Fall ist die Zahl < ¢(d). Dajedes Element von H irgendeine Ordnung hat (die
n teilt), erhalten wir fiir die Zahl der Elemente von H die Abschitzung

< ¥ ¢(d) =n (vgl. 1.Schritt).
din
Wiire fiir irgendeinen Teiler d von n die Zahl der Elemente der Ordnung d gleich Null,
so wire diese Ungleichung echt, d.h. H hitte weniger als n Elemente im Widerspruch
zur Definition von n. Also gibt es fiir jeden Teiler d von n ein Element der Ordnung d in
H. Das gilt insbesondere fiir d=n, d.h. es gibt ein Element der Ordnung n in H. Mit
anderen Worten, H ist zyklisch.
3. Schritt.  Zu jeder ungeraden Primzahl p gibt es eine primitive Einheitswurzel®® a
modulo p mit

aP1.1(mod p?)
Die Restklassen modulo p, le = ZIpZ, bilden einen Korper. Deshalb erfiillt die Gruppe
der primen Restklassen modulo p,

*

F

P
die Voraussetzungen des 2. Schrittes, d.h. sie ist zyklisch. Es gibt also ene primitve
Einheitswurzel modulo p. Sei @ eine solche primitve Einheitswurzel und sei
Q) a =a +np.
Mit & ist auch & eine primitve Einheitswurzel modulo p. Esgilt

@ @P=3 (T](a’)jpp‘i = (@) P (mod p?).
j=0
Nach dem kleinen Fermatschen Satz gilt
(@)P=a +pb
@)P=a +pb’
mit ganzen Zahlen b’, b”E€Z. Wir setzen diesin (2) ein und erhalten

% d.h. die Gruppe G(p) der primen Restklassen modulo p ist zyklisch.
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a+pb =a +pb (mod p2)
Wegen (1) folgt
b =b" +1(mod p).
Von den beiden Zahlen b’, b” ist also hochstens eine durch p teilbar. Von den
Differenzen

@)P-a=a-@Ply
@)P-a =a@ Pl
ist daher hochstens eine durch p2 teilbar. Dasselbe gilt dann aber auch fiir

aPLliunda Pl
4. Schritt.  Zu jeder ungeraden Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl k gibt es eine
primitve Einheitswurze®® modulo pk.
Wir wihlen a wie im 3. Schritt. Wir zeigen zunéchst, es reicht zu zeigen,

(p-1p<2 K fi
3 a = 1 (mod p™) fiirk=2, 3, ...
Daaeine primitve Einheitswurzel modulo pist, ist atellerfremd zu p. Bezeichne
¢ :=ord k(a)
p
die Ordnung von a modulo pk. Diesetellt die Gruppenordnung
#6(0) = o(p%) = p-p*L = (p-ppfl.
Weiter gilt & =1 (mod pK) also & =1 (mod p), also p-1 |, s
_ ¢ = (p-1)p*
fiir ein &{0,1,...,k-1} . Esist also
£ =P Dp* 2 (mod pX).
Nach (3) ist k-2<a.., also a=k-1. Die Restklasse von a hat also modulo pk die Ordnung
¢ = (p-1)p*t = #6("),

d.h. G(pk) ist zyklisch. Wir haben noch (3) zu beweisen. Fiir k=2 gilt dies nach Wahl
von a (vgl. 3. Schritt). Gelte jetzt (3) fiir ein k=2. Wir haben zu zeigen, (3) gilt dann
auch mit k+1 anstelle von k. Es gilt

oY =pklpk2= pppk?
also nach dem kleinen Fermatschen (genauer, dem Eulerschen) Satz

k-2

aP-Dp =1+ bpX L mitbez.
Wegen (3) ist b nicht durch p teilbar. Wir erheben diesen Ausdruck in die p-te Potenz
und erhalten

k-1
aP-1p =(1+ b_pk-l)p =1+ b-pk + c-ka'l mit cEZ.
Wir verwenden hier die Tatsache, dai2 (5) = &8 durch p teilbar ist. Nun st

2k-1 = k+1
fiir k=2 und b ist nicht durch p teilbar. Also gilt
k-1
aP-1p « 1 (mod p¥*1)
Diesist gerade (3) mit k+1 anstelle von k.
5. Schritt. Sei UEZ ungerade. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) u reprisentiert fiir n=3 4.... ein Element von G(2" := (Z/2"Z)* der
Ordnung 22,

% d.h. die Gruppe G(pk) der primen Restklassen modulo pk ist zyklisch.
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(i) u=2+3(mod8)

Die Gruppe G(2") (der Ordnung (2" = 2M-2"1 = 21y i nicht zyklisch
(fiir alle n=3).
Die primen Restklassen modulo 8 haben die Menge

{1, +3}
als vollstiindiges Reprisentantensystem. Sei zunéchst

u=+1(mod 8).
Wir zeigen zunichst, dafl dann
(4) =1(mod 2™ firn=45....
gilt. Wegen 8 | |(us1) gilt 8%|(us 1) = u?s2u+1, dlso u = +2u- 1= 2-1 =1 (mod 16),
d.h.

n-3
u2

=1 (mod 24).

Die Kongruenz (4) besteht also wenigstens fiir n=4. Bestehe sie jetzt fiir n und zeigen
n-3

wir, daB sie dann auch fiir n+1 besteht. Es gilt 2" | u? -1, aso

n-3 n-2 n-3

ont+l | (u2 -1)2 ST T |
aso
n-2 n-3
W =202 T -1=2-1=1(mod 2™1.

Damit ist (4) fiir dle n=4 bewiesen. Insbesondere sehen wir, dal3 mit (i) notwendig (ii)
gelten muf3.

Sei jetzt u = +3 (mod 8). Zeigen wir, da} dann fiir alle k€N gilt
k
(5) w2 - 1=2k*2y

mit ungeradem Vi Fiir k=1 ist das klar:

k
U2 - 1=u%-1= (U-1)(u+l) = (£2+80)(24+80r) = 8(2 1+40)(2 1+201).
Sei jetzt (5) fiir k=1 bereits bewiesen. Dann gilt

k
2 _ ok+2. _ .
ucs +1=2 vk+2—2wk mltwk

Kk

= 1+2k+1-vk ungerade,
aso

2 (u2k - 1)( 2 1) = 2k+2-vk-2wk = 2k+3-vk-wk
Damit ist (5) fiir alle k bewiesen.
Insbesondere sehen wir fiir k=n-2, das Element u hat modulo 2" eine Ordnung, welche
ein Teiler von 2M2 s,
ord (umod 2™ = o mit ¢ <n-2

Zu sammen mit (4) ergibt sich, da3 die Gruppe G(2") (welche die Ordnung 2" hat)
nicht zyklisch ist fiir n=4 (fiir n=3 sieht man das unmittelbar).

Nach Definition von ¢ gilt
4
N2 - 1) = 2+2 v,

(vgl. (5)), dson=<{+2,dsof =n-2,aso

ord (u mod 2" = 2N2
fiir alle n = 3 4,... Damit ist die Aussage des 5. Schrittes bewiesen.

6.Schritt. G(2") wird von den Restklassen von -1 und 5 erzeugt.
Fiir n=1 gilt G(2") = {1} und die Aussageist trivial.
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Fiir n=2 gilt G(2") = {1, 3=-1} und die Aussage st ebenfallstrivial.

Fiir n=3 reprisentiert U=5 nach dem 5.Schritt ein Element der Ordnung 22 der
Gruppe G(2M), d.h. es gilt

[GEM:<u>] = 2.
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, -1 représentiert ein Element von G(2")

welches nicht in der Untergruppe <u> liegt.
Wire dies nicht so, so wiirde gelten

1=K (mod 2™ mit0<k <n-2,
also 2N | uK+1, also 21 | (uK+1)2 = uZK+2uK+1, also

uK = 20K.1 = 1 (mod 21
Nach dem 5. Schritt hat u aber modulo 21 die Ordnung 21, d.h. esmuR gelten
o1 ok,
aso
oh-2 Ik,
Wegenk =n-3< o210 ¢ gt k = 0im Widerspruch zur Wahl von k. Damit ist gezeigt,

die Restklassen von 5 und -1 erzeugen G(2").
7. Schritt. Abschlul? des Beweises.
Wir haben noch zu zeigen,
1 L=K(in) mitn =g+l
2. Die Galoisgruppe von K(m)/K ist zyklisch.
n-2
Zu 1. Da ¢ eine primitive 2"-te Einheitswurzel igt, ist CZ eine primitive 4-te
Einheitwurzdl, d.h.
2n-2 _

C = #,
Mit anderen Worten, i€L. Damit gilt L2OK(i,;n). Zum Bewels der umgekehrten
Inklusion geniigt es zu zeigen,

CeK(im).

Nun hat K nach Voraussetzung die Charakteristik Null, d.h. es gilt QCK. Es reicht
deshalb, wen wir zeigen,

te Q(Gim).
Mit anderen Worten, wir kénnen annehmen, K = (9. Nach Definition von gilt
¢?-nt+1=0,
d.h. L = Q(2) hat einen Grad < 2 iiber Q(n),
[LQm)] =2

™ Fiir n=3 ist die rechte Ungleichung trivial. Es reicht zu zeigen
d d  x-2
—(x-3)=—(2
a =5 @)

fiir alle x mit 3 < x. Die linke Ableitung ist 1, die rechte ist
i(zx-Z) :%((elog 2)x-2) :% (109 2)+(x-2) _ (log 2)'(X'2)-Iog 5
= 22.(log 2)
= 2-log 2 (wegen x = 3)
= 2:0.693
>1
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Wegen i€L geniigt es zu zeigen, i liegt nicht in Q(n). Das ist aber so, weil 1) eine rein
reelle Zahl ist.
Zu 2. Wie wir oben gesehen haben, ist die Galoisgruppe von L/K eine Untergruppe von

G(Zn). Letztere Gruppe ist abelsch, d.h. jede Untergruppe ist eéin Normalteiler. Nach
dem Hauptsatz der Gaoistheorie ist damit jede Telerweterung von L/K ebenfalls
normal. Insbesondere ist

K(n)/K normal.

Betrachten wir die Einschridnkungsabbildung

G(LIK) — GQIQ), o+ olgy gy

Sie hat as Kern gerade digenigen Automorphismen von L, welche die primitive

Einheitswurzel CEQ(nx/—l) insich abbilden, d.h. der Kerniist trivial,

G(LIK) C GQND/Q).
Weiter haben wir die Einschrinkungsabbildungen
@) G(L/K) = G(K(M)/K)
(®) QNVI/Q) ~ cQYIQ)

Im Kern der zweten liegt zum Beispid die komplexe Konjugation, d.h. der
Automorphismus

iterl

Dieser Automorphismus erzeugt eine Untergruppe der Ordnung 2. Wegen

n n
#Ker (8) = #G(Q(V1/Qm)) = [Q(VD):Q(m)] =2
besteht der Kern gerade aus zwei Elementen, d.h. esist
Ker (8) ={i, Id}.
Die beiden Homomorphismen (7) und (8) sind Bestandteile eines kommutativen
Quadrats

GL/K) —s GKM)K)
N M

GQ(VDQ) — GQm)Q)

von Einschriankungsabbildungen. Deshalb gilt
G(K()/K)  =G(L/K)/Ker(7)
= G(L/K)A i, Id }NG(L/K)
= G(L/K)-{ i, Id}{ i, Id}
C 62N +1}
Da G(2™) nach dem 6. Schritt von 5 und -1 erzeugt wird, ist die Gruppe G(2™/{ +1}
zyklisch. Dann ist aber auch die Untergruppe G(K (n)/K) zyklisch.

QED.
Bemerkungen

() Uns werden hier in erster Linie die Erweiterungen Q('NT) und Qp(”\]ﬁ)

Interessieren.
(i)  Wiewir im ersten Kapitel gesehen haben (Abschnitt 1.4 und der Anfang von 1.5)

ist die Untersuchung der Zerlegung der Primzahl p im Kérper Q(n\]ﬁ) dquivalent

zur Untersuchung der Erweiterung Qp( "VI) von Qp.
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(i) Um einige abstrakte Sitze durchsichtiger zu gestalten, werden wir manchmal
mehrere verschiedene Beweise ein und dersel ben Behauptung geben.

(iv) Einen guten Uberblick zur Theorie der Kreisteilungskorper kann man in den
Biichern von Weil[2] und Weiss[1], Kap. 7 finden.

3.1.5 Grad und Galois-Gruppeim Fall K = Q

[Q(n‘\]ﬁ):@] = ®(m) (Eulerfunktion)

c(Q(V1)/Q) = G(m) (prime Restklassen modulo m)
Beweis (acording to Van der Waerden). Sei T eine primitive m-te Einheitswurzel.

Wegen

m
G(Q(V1)/Q) S G(m) und #G(m) = ¢(m)
(vgl. Beweis von 3.1.2) geniigt es zu zeigen, dal? Minimalpolynom von ¢ iiber (Q hat
tiber Q den Grad =¢(m). Mit anderen Worten, es geniigt zu zeigen, ist
f(X) € Z[X]
ein Polynom mit f(€) = 0 so gilt™
f(C3) = 0 fiir alle a€Z mit ggT(am) = 1.
0O.B.d.A. konnen wir annehmen, dafy
a=p

eine zu m teilerfremde Primzahl ist™.
Bezeichne wie immer ]Fp den Korper mit p Elementen. Fiir jedes ganzzahlige Polynom

0EZ[X] bezeichne
g*€F p[x]
das Bild von g bei der natiirlichen Abbildung Z[X] — IFp[X]. Welter sei

L*/TF
p

eine endliche Kérpererweiterung, iiber der das Polynom xM-1 in Linearfaktoren zerfillt.
Man beachte, die Linearfaktoren der Faktorzerlegung sind paarweise verschieden, denn
das Polynom hat keine mehrfachen Nullstellen:

ggT(xM-1, ad;(xm-l)) = ggT(<M-1, mxM L) =1,

Betrachten wir jetzt Zerlegung von x™M-1 in irreduzible Faktoren iiber Z( oder Q, was
nach dem Gaul3schen Lemma dasselben ist),

mq - . .
x-1 fl(x) f2(x) ...fr(x).
Uber dem Kérper F 0 gilt dann
XM-1 = f1 (%) (X)-...F (%)
Im Kérper L* sind die Nullstellen der Polynome f; (x) als Nullstellen von xM-1

*
paarweise verschieden. Insbesondere haben die f; keine gemeinsamen Nullstellen. Wir
wihlen die Indizes der Polynome fi so, dal3 gilt

" Dannist f Nullstelle aller primitiven m-ten Einheitswurzeln und davon gibt es &(m) Exemplare, d.h.
f(x) hat mindestens ®(m) Nullstellen, also mindestens den Grad ®(m).

2 Durch durch wiederholtes Anwenden der Aussage fiir den Spezialfall a=p erhilt man die Aussage fiir
beliebiges a (welches Produkt von solchen Primzahlen p ist).
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Cigt NuIIsteIIevonfl(x).
1st 2P Nullstelle von fj(x), soist ¢ Nullstelle von fj(xp), d.h.

* *
00 teilt fj(xp), dh. f () teilt f (xP).
Damit gilt fiir jede Nullstelle a von f; (x), dal3 aP Nullstelle von fj (x) ist. AulRerdem ist

aber auch P Nullstelle von fy (x):
f1(@) =f,@P=0.

Da nach Konstruktion die f;  keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, folgt f; = f

j )
aso 15j, alsof1 = fj' Wir haben gezeigt, tP ist Nullstelle des irreduziblen Polynoms f1

von C.
QED.

3.1.6 Der Frobenius-Automor phismus von Q(rr\lﬁ)
Ist p eine zu m teillerfremde Primzahl, so gibt es genau ein Element

opee(Q(%/Q)

mit der Eigenschaft, da fiir jedes (iiber Z) ganze Element a€()( r%) gilt
Gp(a) = aP (mod p).
Ist T eine primitive m-te Einheitswurzel, so gilt

Op(? a C) IE a ™ fiir aiEQ.
. . . m .
Das Element o hei R Frobenius-Automorphismus von (Q(' /1) zur Primzahl p.

Bewels. Da Q(mx/—l) von € erzeugt wird, ist jeder Automorphismus von Q(n'eﬁ) durch
dasBild von T bel diesem Automorphismus eindeutig bestimmt. Da es ®(m) primitive
m-te Einheitswurzeln gibt, gibt es hochstens d(m) mogliche Bilder von T. Nach 3.1.5
sind damit je zwel primitive m-te Einheitswurzeln konjugiert, d.h. zu jedem amit
ggT(am) =1
gibt es einen Automorphismus o mit
o(@) =t

Fiir einen solche Automorphismus gilt dann
o(3a ¢ =3 acd firacQ.
[ [
Insbesondere ist durch diese Formel fiir jedes a mit ggT(am) = 1 ein Automorphismus

m
von Q( /1) definiert und man erhilt auf diese Weise alle Automorphismen.
Betrachten wir speziel den Fall
a=np.
Wir haben zu zeigen,
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1. o bildet den Ring™ © der ganzen Zahlen von Q(”Q/i) insind ab.
2. Esgilt o(ct) = P (mod p) fiir alle a€0O.

3. o ist durch Bedingung 2 eindeutig bestimmt.

Zu l. Dasist trivial, weil Z elementwel se festgel assen wird.

Zu 2.

1. Schritt. Reduktion auf die Aussage O C Z (p)[C].
Diese Inklusion bedeutet, jedes Element a0 146t sich in der Gestalt

al .
a=3pt
[
schreiben mit a, b&Z und b teilerfremd zu p. Insbesondereist b eine Einheit modulo p.

Das Inverse von b wird modulo p durch eine gewisse ganz Zahl, sagen wir b’
représentiert. Es gilt daher modulo p,

o(@-oP  =b3a-P-3a )P
i i

b's a- P IOE a]p- P (binom. Formelnin der Char. p)
i i

gP b’y a: P (Kleiner Fermatscher Sat7)
i

b’y
[
=0
Damit ist die Aussage von 2. auf den Beweis der angegebenen Inklusion reduziert. Zu
deren Beweis betrachten wir die Vektorraumbasis™
(1) 1, .., cPm-

von Q('VT) iiber Q.
2. Schritt.  Die Diskriminante des von den Potenzen (1) erzeugten (freien) Z-

Teilmoduls M:= Z[T] von O wird von einer zu p tellerfremden ganzen Zahl
erzeugt.

—_Q

Bezeichne f(x) das Mininimapolynom von ¢ iiber Q und N: Q(n\]ﬁ) — Q die
Normabbildung.

Dann gilt nach 1.4.16(ii)
d(M) = N(f'(€))Z mit N(f’ (T))EZ.
Man beachte, f’ (C) ist ganz iiber Z, d.h. die Norm von ' (T) liegt in Z.
Weiter ist f ein Teiler von x™-1,
xM-1 = £(x) g(x)
mit einem ganz-zahligen Polynom g(x). Insbesondere ist das Absolutglied von f gleich
+1, d.h. dieNorm von € (= Produkt der Konjugierten von €) ist gleich 1,
N(C) = 1.
Wir differenzieren und erhalten

m
% d.h. die ganze Abschlieung von Z in Q( V1).

m
7 Dies ist tatsichlich eine Vektorraumbasis, denn (Q( ‘\/I) besitzt iiber () (nach 3.1.5) den Grad ®(m)
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mx™L = £ (x)g(x) - F()g' (%),

aso
mc™ L = (9)g(©),
aso
NE@©N@QE) — =Nmg™h
= N(m)N@™ L
= o ®(m)

3. Schitt, © €2, €]

Esreicht zu zeigen, O ) =7 (p)[C] Wegen Z[C] C O besteht fiir die Lokalisierungen im
Primideal (p) die Inklusion
@ oy
Damit ist (nach 1.3.6) der Index

Oy 2y = Z)

eine ganzes ldeal von Z ®) und fiir die Diskriminanten gilt

(p)[C]

Z ®) = 3(Z[T))Z ®) (nach dem 2. Schritt)
=d(Z (p)[C]) (nach 1.3.12(ii))
_ ) 2
< 0y

Nun ist die Diskriminante von O(p) ein ganzes Ided von Z d.h. in der obigen

(p)

Rechnung gilt iiberall das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist
0, \:Z =7
ey (o))

also zusammen mit (2) (nach 1.3.6(iv)) sogar

m L'

Zu 3. Wir haben noch zu zeigen, der Automorphismus o wird durch die Bedingung 2
eindeutig festgel egt.
Zumindest ist o durch seine Wirkung auf die m-te Einheitswurzel T vollstindig

festgelegt (da diese den Korper erzeugt Q('V/I)). Weiter bildet jeder Automorphismus
des Korpers Q(n\]ﬁ) die m-te Einhdtswurzel T wieder in ene primitive m-te

Einheitswurzd

t®, goT(@am =1,
ab. Esreicht deshalb, die folgende Implikation zu beweisen.

t@=tP (mod p) = 2=

Zum Beweis dieser Implikation geniigt es die folgende zu beweisen.

3) 1-tP= 0 (modp) = 2P = 1.
Erster Beweis von (3). Angenommen, es gilt Cb = 1. Esqilt
xM-1 = H (x- 2.
i=1

Wir differenzieren nach x und erhalten nach der Produktregel
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. m i
mx™ 1= ¥ -2,
j=lix
Wir setzen im letzten Ausdruck x=1. Dadurch werden dle Summanden bis auf
denjenigen mit j=m gleich Null und wir erhalten

-1 :
m="T1u-¢).
i=1
Unter den Faktoren dieser Produktzerlegung kommt 1- Cb vor (wegen Cb = 1), d.h. die

Differenz 1- Cb ist im Ring der ganzen Zahlen O von Q(m\/—l) ein Teller von. Damzu p
nach Voraussetzung teilerfremd ist (d.h. mit m gemeinsam das Einheitsidea erzeugt),

erzeugen auch 1- Cb und p gemeinsam das Einheitideal. Dann kann aber p kein Teller

von 1- Cb sein (denn dann wiirden diese Element gemeinsam das Ideal pO erzeugen).
Zweiter Beweisvon (3).

Betrachten wir die p-adische Vervollstindigung Qp von Q und bilden die Erweiterung

m
K=Q (VD).
Bezeichne L den Restklassenkorper dieses Korpers (genauer, den Restklassenkorper
der ganzen Abschliefung von Zp in K, d.h. den Bewertungsring Op der auf K

fortgesetzen p-adischen Bewertung). Dann ist L eine endlich erzeugte agebraische
Erweiterung von

Kp = Z,/(P) = Z/(p)

(und damit ein endlicher Korper). Da Erweiterungen endlicher Korper normal sind, ist
damit L gerade der Zerféallungskorper von

(4) xM-1

iiber kp. Die Komposition

5 Y/ cO_—L
©) IO[C] D

bildet die Nullstellen von (4) in K ab in Nullstellen von (4) in L. Die Nullstellen von (4)
in L sind paarweise verschieden. Nach dem Henselschen Lemma kommt jede dieser
Nullstellenin L von einer Nullstelle von (4), diein Op liegt. Die Abbildung (5) induziert

also eine Bijektion der Nullstellen von (4) in K mit denen in L. Insbesondere ist diese
Abbildung injektiv, d.h. es gilt die Implikation (3).

QED.

Bemerkung

Ausdem 2. und 3. Schritt ergibt sich, dal? die Erweiterung

Qc QWA

in den zu m teilerfremden Primzahlen p unverzweigt ist.

3.1.7 Totale Verzweigung im Primteiler von m = pf

Seenm= pf eine Primzahlpotenz und T eine primitive g-te Einheitswurzel. Dann ist p

total verzweigt in Q('\/1). Genauer, im Ring O der ganzen Zahlen von Q('V/1) gilt

pO = (1- 0)®@g,
Beweis. Sei A:= 1-C. Wegen 9=1 und %P1 ist A Nullstelle des Polynoms
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F(x) = % = (109 DDy (14 AP-2IPs 4
(1+x)¥P-1
Dieses Polynom hat den hochsten Koeffizienten 1 und das Absolutglied F(0) = p. Alle
weiteren Koeffizienten sind durch p tellbar. Mit anderen Worten, F ist en
Eisensteinpolynom, d.h. die Erweiterung

Q,c @p(%‘ﬁ)

ist einetotal verzweigte Erweiterung (nach 1.6.4) des Grades ®(q) und A ist ein Element

der Ordnung 1in Qp(%). Insbesondere ist
0 =)@
PO, () 0

im (lokalen) Ring Op der ganzen Zahlen von Qp(%lﬁ). Wir gehen zur Erweiterung

QcQED
iiber und sehen, diese Erweiterung muRR mindestens den Grad ®(qg) haben™. Da ihr
Grad hochsten ®(q) mufd er gleich ®(q) sein und iiber dem Primideal (p) von 7Z liegt
nur ein einziges Primideal. Wir haben gezeigt, die gebrochenen Ideale
) pO und (W) Dg
simmen in der einzigen iiber (p) liegenden Primstelle iiberein. Wir haben noch zu
zeigen, dald sie auch an dlen iibrigen Primstellen P von O iibereinstimmen. Ein nicht
iiber (p) liegendes Primideal liegt notwendig iiber einer von p verschiedenen Primzahl
p’. An einer solchen Stelleist das Ideal p© notwendig trivial "°,

pOP = OP.
Es reicht zu zeigen, daB dies auch fiir das zweite Ideal von (1) der Fall ist. Es gilt in O
1=(10)9=1+ (‘in + (g)xz +.=1+qh+ar’
fiir ein a€0, dso

Mo-Aa) =0
Weil O nulltellerfrel ist, folgt
ra=q
Alsp-Potenz ist g eine Einheit in OP’ alsoist auch A eine Einhelt in diesem Ring,
MDP= OP‘

QED.
Alternativer (direkterer) Bewes. Fiir ganze Zahlen a, b mit

99T(ap) = ggT(b,p) =1
a=bs(mod q)

ist die Kongruenz

16sbar. Also ist

S Wir verwenden hier die Formel

[L:K] =Y e(P)(P)
p
wobei iiber die Primideale P von L summiert wird, die iiber einem gegebenen Primideal p von K liegen.
6 Es gibt ganze Zahlenaund b mitap + bp’ =1, d.h. ap- 1 € (p’) C P. Also liegt ap nicht in P, also
ist ap eine Einheit in OP, also ist auch p eine solche.
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1_;& _ 1_cbs
1—@5 1- b
ein Element von O. Aus Symmetriegriinden ist damit auch
e
1-c2
ein Element von O. Fiir je zwei zu p teilerfremde ganze rationale Zahlen ist also
Sy
1-gP

— 1+Cb+C2b+ +Cb(s—1)

eine Einheit von O. Weiter gilt
_lim x31
x—=1 ,d/p_q

p

= xlinl [T (x®  (genaudieprim. g-ten EW sind Nullst.)

ae(ZI(9))*

= 1 @8
ae(ZI(q))*
1-r@
aE(ZI(q)*
Dadie Elemente unter dem Produktzeichen Einheiten in O sind, erzeugen die Elemente p

und (1-0)P(@ in © dasselbe Ideal.
QED.

3.1.8 Unverzweigtheit von Q(n\]ﬁ) in den zu m teilerfremden Stellen, der
Relativgrad

Selen T ein primitive m-te Einheitswurzel und p eine zu m tellerfremde Primzahl. Dann
ist p im Korper @(”Q/i) unverzweigt und der Relativegrad fIO ist gleich der kleinsten

ganzen Zahl f=1 mit pfs 1 (mod m).
Bewels (nach Serre, Corps locaux, Hermann Paris 1962). Betrachten wir die

Erweiterung
Q,cQ©.

Der Restklassenkorper le von Qp besteht aus p Elementen. Das Polynonom x™M-1

zerfillt tiber dem endlichen Erweiterungskorper
oo f

F_mitqg:=
*C] g:-=p

genau dann in Linearfaktoren, wenn IFq

die Untergruppe L der m-ten Einheitswurzeln

enthilt, d.h. wenn

*
m= | #F = pl-1
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gilt”". Sei f jetzt die kleinste natiirliche Zahl mit

_ . =) pf =1 (m_od m).
Dann gibt esnach 1.7.5 eine unverzweigte Erweiterung

QL.
deren Restklassenkorper gerade IFq ist. Wiein der zweiten Variante des Beweises von
3.1.6 betrachten wir die Komposition natiirlicher Abbildungen
(L2)O— IFq

und beachten, daf diese Abbildung eine Bijektion” der Nullstellen von x™-1 in © und
IFq induziert. Da x™-1 nach Konstruktion iiber IFq in Linearfaktoren zerfillt, gilt

dasselbe iiber O und L. Da IFq kleinste Erweiterung von ]FIo ist, iiber welcher x™-1 in

Linearfaktoren zerfillt, ist L die kleinste Erweiterung von Qp mit dieser Eigenschaft’®.
Mit anderen Worten, es gilt
L= Qp@)-

Damit ist gezeigt, die Erweiterung Q(2) ist in p iiber (Q unverzweigt und der Grad der
Restklassenerweiterung ist gleich der im Satz beschriebenen Zahl fp.

QED.

.. m
3.1.9 Diein Q( V1) vollstiindig zerfallenden Primzahlen
Sei p eine zu m teilerfremde Primzahl. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

()  pzerfilltin Q(m\ﬁ) vollstidndig (in ein Produkt von [Q(rr‘\]ﬁ.)@] teilerfremden
Primidealen).

@i) p=1(modm).

Beweis. (i) = (i). Nach 3.1.8 sind Verzweigungsindex und Reativgrad der

Erweiterung

| Qc Q¥
gleich 1. Auf Grund der Formel
1) [L:K] = 3 e(P)f(P)
Plp

liegen iiber p gerade [(Q('V1):QQ] Primideale P, d.h. esgilt (i).
(i) = (ii). Vollstindiges Zerfallen von p ist auf Grund der Formel nur moglich, wenn fiir

jedes iiber p liegende Primideal P gilt
eP) =f(P) =1.

*
" Die Bedingung ist auch hinreichend, denn ]Fq ist zyklisch und wird von einer (g-1)-ten primitiven

Einheitswurzel erzeugt, enthilt also, wenn die Teilbarkeitsbedingung erfiillt ist, auch eine primitive m-
te Einheitswurzel.
8 Nach dem Henselschen Lemma liegt iiber jeder Nullstelle in IFq eine Nullstellein O.

" Zunichst ist L erst einmal die kleinste unverzweigte Erweiterung, iiber welcher xM-1in
Linearfaktoren zerfillt (wegen der in 1.7.5 beschriebenen Aquivalenz von Kategorien). Gébe es eine
noch kleinere Erweiterung, so ldge diese ganz in L, wire also auch unverzweigt und miifite damit gleich
L sein.
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Die Erweiterung muR also iiber p unverzweigt®® sein und den Relativgrad 1 haben. Die
Unverzweigtheit impliziert (nach 3.1.7), dai3 p teilerfremd zu m sein mul3. Nach 3.1.8
muf3 dann aber (ii) gelten.

QED.

3.1.10 Die Diskriminante von Q(Qﬁ) im Fall m = pt

Selen p eine Primzahl, m = pt eine Potenz von p und T eine primitive m-te
Einheitswurzel. Dann ist die Diskriminante der Erweiterung

m
") QcQ(V)
o(m
gleichmwp—. Der Z-Modul der ganzen Elemente von Q(”\]ﬁ) hat die Basis
p

1,¢,¢% .., c®M-L
Beweis. 1. Schritt. Der Fall t=1.
Offensichtlich gilt
(1) M:=Z[C] € O,
wenn O den Ring der ganzen Zahlen von (Q(¢) bezeichnet. Das Minimal polynom  iiber

Qist

f(x) := X_l-xp1+xp2+ AXHL,

dh. M ist gerade der von 1, ¢, 22, .. , c®(@-1 erzeugte freie Z-Modul und es reicht
folgendes zu zeigen.
1. In (1) gilt das Gleichheitszeichen.

2. Die Diskriminante der Erweiterung ist pP-2

Wegen der Inklusion (1) gilt nach 1.3.12(iv) die analoge Inklusion zwischen den
Diskriminanten dieser Moduln und die Gleichheit in (1) ist 4quivalent zur Gleichheit der
Diskriminanten. Deshalb reicht es zu zeigen,

®) 5(9) = 5(M) = p?2z.
Esgilt nach 1.4.16
5(M) = N(F (©))Z

und nach Definition von f ist f(x) =[] (x-@a), wobei aein primes Restesystem modulo p

a
durchlaufe. Wir differenzieren, wenden die Produktregel an und setzen x=E,
FE@ = M1E

1<a<p

=eP2 1 &Y
1<a<p
i i 1- a1
= (1-g) P2 P2 HC_
1<a<p
Man beachte, die Argumente im zweiten Beweis von 3.1.7 zeigen, dal3 die Ausdriicke
unter dem Produktzeichen Einheiten von © sind. IThre Normen sind also Einheiten von

Z. Dasselbe gilt fiir . Wir erhalten damit

% Die Separabilitiit der Restklassenkdrpererweiterung ist gewihrleistet, da die Restklassenkorper endlich
sind.
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N(F (@)Z = N(1-¢) P2z
aso

8(M) =N(1-0) P27
Nach 3.1.7 ist nun po = (1- )P 10, dso

N(2-0) P17z = Np)z = p[Q(Qﬁ)iQ]Z = p‘b(p)z = pP1z,
aso N(1-Q)Z = pZ, aso

(M) =pP2z
Damit ist das rechte Gleichheitszeichen von (2) bewiesen. Wir haben noch zu zeigen,
(3 5(0) = p>2Z.

Zeigen wir diese Identitédt lokal. Nach 3.1.7 und 3.1.8 ist p die einzige Primzahl, in
welcher Q() veraweigt ist, d.h. (3) gilt in alen von p verschiedenen Primzahlen (auf

beiden Seiten steht das Einsideal). Nach 3.1.7 ist der Verzweigungsindex von p in Q(2)
gerade @(p) = p-1, d.h. ander Stelle p gilt

e:=e(Q©):Q) =p1=[QQ):Q
- f=QEQ)=1 _ o _
Die Verzweigung an der Stelle p ist zahm und der Relativindex ist 1. Auf Grund des
Kriteriums 1.5.15 fiir zahm verzweigte Erweiterungen hat die Differente an der Stelle p
den Wert

v (O)=e-1=p2,L:=Q
Fiir den Wert der Diskriminante®* erhaten wir damit

Q=g M= v (ND) =Sv (D) =F(p-2) =p2,

d.h. (3) gilt auch an der Stelle p.
2. Schritt. t = 2.
Nach 3.1.8 ist die Erweiterung

m
QcQ( V)

wiederum unverzweigt in  dlen von p verschiedenen Primzahlen. Der
Verzweigungsindex in pist nach 3.1.7 gleich

e=a(m) = () = (p-1p",
d.h. die Verzweigung ist wild (d.h.nicht zahm). Da p die einzige Stelle i, in der die
Erweiterung verzweigt ist, wird die Diskriminante von einer Potenz von p erzeugt, wobel
der Exponent mindestens ®(m) ist®?,

(4) 8 := 5(9) € pP(Mz,

Wir geben einen direkten Bewsis, da3 der Ring © der ganzen Zahlen von Q('V/1) von
den angegebenen Potenzen von C als Z-Modul erzeugt wird. Da das Minimalpolynom

8 Wir benutzen die Tatsache, daf? die Diskriminante die Norm der Differenteist (vgl. 1.4.14).
8 Dadie Diskriminante = N(D) gleich der Norm der Differenteist, gilt

_1 _ )
vp(a) =2 (N(D) = v, (D) >fel)=el

Das line GroBergleichzeichen ergibt sich aus der Formel E eifi = Korpergrad. Das GroBerzeichen rechts

davon gilt nach 1.5.11 und 1.5.15 (weil die Verzweigung nicht zahm ist). Der Korper L sei hier die

m . . .
Vervollstindigung von (Q( ‘\ﬁ) in der p-adischen Topologie.
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von C iiber Q den Grad ®(m) hat (vgl. 3.1.5), ist das dquivalent zu der Identitit O=Z[C].
Trividerweise gilt

() Z[E] < 0.

Fiir die Diskriminante von Z[C] erhalten wir (nach einer liingeren Rechnung)®
q)(m)

©) 8(ZIE)) = s
p

8 Wieim ersten Schritt erhalten wir (vgl. 1.4.16)
d(Z[T]) =N(F(©)Z,

wenn f das Minimalpolynom von T bezeichnet. Analog zum ersten Schritt ist
FQ = 11 @9
1<a<p'(ap)=1
1<a<pl (ap)=1 .
] ] 1-¢&
1<a<p
Im Gegensatz zum ersten Schritt ist sind die Quotienten unter dem Summenzeichen nicht mehr

notwendig Einheiten in O, und zwar dann nicht, wenn a1 nicht mehr teillerfremd zu pist,
d.h. fiir

a=pb+1,b=1,.p"L1 (=mip- 2).
Wir erhalten damit immerhin noch

pb
1-
NF@Z =N C)‘I’(m)lpn N2
b=1
M
=N MNP 1092
b=1

Die C-Potenzen, die unter dem Produktzeiche vorkommen, sind gerade dle nicht-

primitiven von 1 verschiedenen m-ten Einheitswurzeln, d.h. alle Nullstellen von
m/
= X_Fi'l = xWP-Lim/p-2, 49
An der Stelle 1 hat dieses Polynom den Wert m/p. Deshalb gilt
N @)Z =N MR Nmp)Z

= N(l_C)CD(m)-m/p_(%)CD(m),Z
Nach 3.1.7 ist nun po = (1- )M, aso
N(1-2) (M7 = N(p)Z = p[Q(Q/:_L)Z@]Z = p®?(P)z,

Also N(1-0)Z = pZ, dso
NEEyz  =pPM R Pz

= m(D(m)-p-m/p.Z’
d.h. esgilt Formel (6).



144

Damit ist der Beweis der Behauptung auf den Nachweis des Gleichheitszeichens in (5)
reduziert. Wire die Inklusion (5) echt, so wiirde es eine Linearkombination der
Potenzen

Y 1,5, .., e
geben, welchein O liegt, jedoch nicht in Z[T], d.h. die Linearkombination ist ganz iiber

7Z, die Koeffizienten selbst sind aber nicht ale aus Z. Da die Diskriminanten von Z[C]

und O von p-Potenzen erzeugt werden, gilt in (5) das Gleichheitszeichen in alen von p

verschiedenen Primgtellen. Der Hauptnenner der Koeffizienten der betrachteten

Linearkombination ist also eine p-Potenz. Die Echtheit der Inklusion (5) ist deshab

dquivalent zu der folgenden Aussage.

(8) Esgibt eine ganzzahlige Linearkombination der Potenzen (7), welche in O en p-
Vielfaches ist, ohne dal3 die Koeffizienten der Linearkombination siamtlich p-
Vielfache sind.

Wir haben zu zeigen, dal3 (8) nicht gilt. Mit den Potenzen (7) bilden auch die

entsprechenden Potenzen von 1-C eine Basis von Z[C]. Deshalb beniigt es, die folgende

Aussage zu beweisen.

d(m)-1 i : . . o :
9 Ist Y ai(l-C) mit aIEZ in O ein p-Vielfaches, so sind sdmtliche a;in Z durchp
i=0
tellbar.
Wir zeigen jetzt induktiv, dal saimtliche Koeffizienten a durch p teilbar sind.

Angenommen, wir wissen bereits, dal3 al,...,aS ganzzahlige Vidfache von p sind. Dann
gilt wegen po = (1-92Mo (vgl. 3.1.7) in ©,
d(m)-1 i
@-9®M | ¥ g,

I=s+1
d.h. esgibt ein a0 mit

d(m)-1 i

a(1-)®M+ " a@g =0

i=s+1
Wir konnen auf der linken Seite den Faktor (1—§)S‘Jrl ausklammern und diesen Faktor
kiirzen und erhalten so

(- CI)(m)-S-l «(1- =
a(1-g) +as+1+aS+2 19 +..=0.

Der Koeffizient a, ist also in O durch 1-C teilbar. Durch Ubergang zu den Normen

1
erhaten wir

_ ®(m)
Pl N(as+1) =841

d.h. pteilt Ay Damit ist (9) und mit (9) der Satz bewiesen.
QED.

3.1.11 Die Diskriminante von Q( V1) fiir beliebiges m

Seien m eine positive ganze Zahl und T eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann gelten
die folgenden Aussagen.
()  Die Korpererweiterung

QcQ(V

hat den Grad ®(m) und die Diskriminante
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()
1 p /(D)
pIm

(i) Der Ring der ganzen Zahlen von Q('V1) ist gerade der freie Z-Modul mit der
Basis

o=

11 C’ C27 ctt C®(m)-1

(i) DiePrimzahl p st genau dann verzweigt in Q( V1), wenn sie m teilt™.

Vorbemerkung.
Der groBte Teil der obigen Aussage wurde bereits bewiesen. Die Aussage iiber den
Grad der Erweiterung findet sich in 3.1.5. Ist p kein Teller von m, ist p nach 3.1.8

unverzweigt in @(n\]ﬁ). Wird m dagegen von p getelt, so ist p bereits in einer

Telerweiterung von Q(”\]ﬁ) verzweigt (siehe 3.1.7)%. Es bleiben aso nur noch die

Aussagen iiber die Diskriminante und iiber die Z-Modulbasis von O zu beweisen. Wie
die vorangehenden Betrachtungen nahelegen sind diese beiden Aussagen im
wesentlichen édquivalent. Sie konnen auch direkt bewiesen werden (vgl. Chap. 7, 85 in
Weiss, E.: Algebraic number theory, McGraw Hill, New Y ork 1963).

Beweis.

QED.
3.2 Kummer-Erweiterungen

3.3. Anhang: Der Satz von Kummer

3.3.1 Die Situation
Innerhalb dieses Anhangs benutzen wir folgende Bezeichnungen.

K ein algebraischer Zahlenkdorper.

0 der Ring der ganzen Zahlen von K.

0 ein liber K ganzes Element, dessen Minimalpolynom iiber K den Grad n
hat.

fe0[x] das Minimalpolynom von 6 iiber K.

L =K(6) die von 6 erzeugte Erweiterung (des Grades n) von K.

P ein maximale ldeal von O.

% die durch P definierte Bewertung von K.

K 0 die Vervollstindigung von K beziiglich der Bewertung v.

8 Man beachte die nachfolgende Funote zum Fall p=2, wobei p in m nicht quadratisch vorkommit.
® Ein Sonderfall, der von 3.1.7 ist der Fall p = 2, wobei p in m nicht quadratisch vorkommt. Nun ist
die primitive zweite Einheitswurzel gleich -1. Die zugehorige Kreisteilungserweiterung ist trivial. Auf

. mre . m m .
Grund von 3.1.3 éndert sich der (Q( ‘\/I) nicht, wenn man m durch Eersetzt. DaE nicht mehr durch 2

m
teilbar igt, ist 2 in Q( V1) unverzweigt.
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kSj der Restklassenkorper von K5
P=T] qﬁ die Primfaktorzerlegung von P in L.
j

vJ diedurch qj in L definierte Bewertung.
Lj die Vervollstindigung von L beziiglich Vj.
Oj der Ring der ganzen Zahlenvon L.
kL der Restklassenring von Lj 87

]
g das Polynom iiber kL , welches man aus ge0[x] erhilt, indem man die

J
K oeffizienten durch deren Restklassen ersetzt.

3.3.2 Bemerkung zum Ziel des Abschnitts

3.3.3Ein Lemma

3.3.4 Satz von Kummer

Wir verwenden die Bezeichnungen von 3.3.1. Seien das Ideal P und das Element6 so
gewihlt, daf} das Element

1
Saeleko]
i=0 '
genau dann ganz ist iiber K, wenn V(ai)ZO gilt fiir alle i = 0,...,n-1. Weiter sei

_ — &
f®=ﬂﬂm1
j
die Zerlegung von f(x) in paarweise teilerfremde irreduzible Faktoren in kgj [X] und
Gj (x)Ee0[x]

ein unitidres Polynom, welches das Polynom C_Ej (x) reprisentiert. Dann hat die

Primfaktorzerlegung von P in L die folgende Gestalt.

?qu?mH%=CR%®»
j

Literatur zu Kapitel 3
[1] Waiss, E.: Algebraic number theory, McGraw Hill, New Y ork, 1963.

[2] Weyl, H.: Algebraic theory of numbers, Annals of Math. Studies, Princeton 1940
[3] Serre, J-P.: Corpsloceaux, Hermann, Paris 1962

*

& |m Original wird die Bezeichnung Kf? benutzt, im Gegensatz zur bisherigen Art, den

Restklassenkorper zu bezeichnen.

*
8 Im Original Lj
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Bezeichnungen

G eine Gruppe, im Zusammenhang mit den Tate-Gruppen stets endlich
M,M’,N,...  G-Moduln

4. Gruppenkohomologie (M. Atiyah, K. Wall)
4.1. Definition der Kohomologie

4.1.1 G-Moduln
Seien G eine Gruppe, und A:= Z[G] die ganzzahlige Gruppenalgebravon G.

Ein (linker) G-Modul soll im folgenden einfach ein (linker) A-Modul sein. Wir werden
fast ausschliefdich linke Moduln betrachten. Durch die Vorschrift
MxG — M, (m,g) » g'lm,

ist aber auf jedem linken G-Modul auch eine rechte G-Modulstruktur definiert, so dal3
dies keine Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet. Umgekehrt besitzt auch jeder
rechte G-Modul M die Struktur eines linken G-Moduls beziiglich der Multiplikation

GxM — M (g, m) » mg ™.

4.1.2 Mor phismen von G-Moduln

Ein Morphismus f:M—N von G-Moduln ist einfach eine A-lineare Abbildung. Die
Menge aller G-Modul-Homomorphismen M—N werde mit
HomG(M,N)

bezeichnet. Sieist eine Untergruppe in der Gruppe

Hom(M,N)
aler Gruppenhomomorphismen M—N. Fiir G-Moduln M und N hat Hom(M,N) die
Struktur eines G-Moduls mit der Operation

GxHom(M,N) — Hom(M,N), (g,f) - gefog L.

Wir habe hier das Gruppenelement g mit der Abbildung N—N, n i gn identifiziert.
Beispiel

Hom(Z, M) =M
wenn man Z as G-Modul mit der trialen Operation betrachtet.

4.1.3 Invariante Elemente
Seien G eine Gruppe und M eine Untergruppe. Dann bezeichne

MG .= {meEM | gm = m fiir alle geG}
die Untergruppe der G-invarianten Elemente von M. Die ist wieder ein G-Modul, auf
dem G trivia operiert.
Beispiel

Hom(M,N)C = Hom(M.N)
Beispiel
Hom -(Z,M) = Hom(Z,M)® = MC
G ) )

4.1.4 Linksexaktheit

Dader Hom-Funktor linksexakt ist, folgt aus der letzten Isomorphie, daR der Ubergang
zu den G-invarianten Elementen ein linksexakter Funktor
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G-Mod — Ab, M s MG
ist, d.h. fiir jede kurze exakte Sequenz von G-Moduln
0—-M'"-M—-=M"—0
ist die zugehorige Sequenz
0-M' C-=MC-M"C

4.1.5 Koinduzierte Moduln

Seien G eine Gruppe und X ein beliebige abel sche Gruppe. Dann hat

Hom(A,X)
in natiirlicher Weise die Struktur eines G-Moduls.2 Ein G-Modul dieser Gestalt heif3t
koinduziert.

4.1.6 Definition: kohomologische Erweitung des Funktors M 1M G
Unter einer kohomologischen Erweiterung der Funktors
G-Mod — Ab, M r» MG
versteht man eine Folge von Funktoren
G-Mod — Ab, M 1 HYG,M),
(0=0,1,2,3,...) zusammen mit einem sogenannten Zusammenhangshomomorphismus
8: HAG M) — HITL (G M)

fiir jede kurze exakte Sequenz von G-Moduln
*) 0—M'—-M—-=M"—0,

und jedes g=N, wobei folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1. HYGM)=MC.

2. HAGM) =0 fiir g0 und M koinduziert.
3.  Fiir jede kurze exakte Sequenz (*) von G-Moduln ist die folgende zugehorige
Sequenz exakt (und heif¥ lange Homol ogiesequenz von (*)).

6 +1
..—~HYGM")—=HIGM)-HIGM" ) ——HIT GM)-..
4.  Dielange Homologiesequenz ist funktoriel in (*).

4.1.7 Existenz und Eindeutigkeit der kohomologischen Erweiterung
Sel G eine Gruppe. Dann besitzt der Funktor

G-Mod — Ab, M » MG,
eine kohomologische Erwelterung. Diese ist eindeutig bestimmt bis auf natiirliche
Isomoprhie.
Beweis. Existenz. Wir wihlen fiir den G-Modul Z (versehen mit der trividen Operation
von G) eine Auflosung P durch freie G-Moduln:

P, —>P —>7Z-0

1 0
und bilden den Komplex
K =Hom (P, M),
G
d.h.
0— HomG(PO, M) — HomG(Pl, M) — ...
Sei

HY(K)
fiir =0 die g-Kohomol ogie-Gruppe des Komplexes K. Dann besitzen die Gruppen

HY(G, M) := HY(K)

% Man verwende 4.1.2 indem man G auf X in trivialer Weise operieren 14Bt.
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die Eigenschaften einer kohomologischen Erweiterung des Funktors M MC. Auf
Grund des Hauptsatzes der Homol ogischen Algebra® haben die so definierten Gruppen

HY(G, M) die Eigenschaften 3 und 4. AuRerdem gilt
HYG, M) = HO(K) = Hom(z, M) = M,

d.h. die HAG, M) haben Eigenschaft 1. Wir haben noch Eigenschaft 2 nachzuweisen.
Sei M ein koinduzierter G-Modul, d.h.

M = Hom(A, X)
mit einer abelschen Gruppe X. Fiir jeden G-Modul N besteht dann ein Isomorphismus

Hom (N, M) = Hom(N, X), NEM b (s o(n)(D).

Der Komplex K bekommt damit die Gestalt
0— Hom(PO, X) — Hom(Pl, X) — ...

Dieser Komplex ist mit eventudler Ausnahme der O-ten Stelle exakt, da die Pi freie

abelsche Gruppen sind.** Also gilt HY(G, M) = 0 fiir g > 0.
Eindeutigkeit. Fiir jeden G-Modul M sei
M* := Hom(A, M).
Wir betrachten die natiirliche Einbettung
M—=M""mp Pm mitcpm(g) =gm

fiir jedes g&G und erhalten eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln
4 O-M—-=M*—-M —0
mit M’ := M*/M. Aus Eigenschaft 3 und der Tatsache, dal3d M* koinduziert ist, ergibt
sich, dal3 der Zusammenhangshomomorphismus

&: HAG, M) = HA* (G, m)
ein Isomorphismus ist fiir jedes q = 1 und einen |somorphismus
(5) HY(G, M) = Koker(HO(G, M*) = HO(G, M"))
induziert. Deshalb kann man die HY(G, M) schrittweise aus den HO konstruieren, und
deshab sind diese Gruppen eindeutig bestimmt bis auf natiirliche Isomorphie. Man

kann diese Konstruktion fiir eine induktive Definition der Gruppen HY(G, M)
verwenden.
QED.

4.1.8 Definition: Gruppen-K ohomologie
Seien G ene Gruppe und M en G-Modul. Die nach 4.1.7 eindeutig festgelegten
Gruppe
HA(@G, M)
heif¥ g-te Kohomologie-Gruppe des G-Moduls M.

4.1.9 Bemerkung: Unabhéingigkeit von der Wahl der speziellen Resolvente

Aus der Eindeutigkeitsaussage von 4.1.7 folgt, dal? die Gruppen HA(G, M) nicht von

der Wahl der speziellen Resolvente P von Z abhiéngen, die zur Konstruktioin dieser
Gruppen verwendet wurde.

8 Auf Grund des Vergleichssatzes gibt es zur jeder kurzen exakten Segenz von G-Moduln eine kurze
exakte Sequenz der freien Aufldsungen (die bis auf Homotopie eindeutig ist). Die zugehorige lange
Homololgie-Sequenz liefert Eigenschaften 3 und 4.

% Gilt wegen der Linksexaktheit des Hom-Funktors.

¥ Die Kohomologie des Komplexes an der i-ten Stelleist Ext'Z(Pi, X).
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4.2. Der Standardkomplex

4.2.1 Konstruktion der Standard-Resolvente
Zur Berechnung der Kohomologie einer Gruppe G mit K oeffizienten in einem G-
Modul M kann man zum Beispiel die folgende Resolvente P von Z verwenden.

P. := 7[G'HY
Diesist ein freier Z-Modul. Die Gruppe G operiere wie folgt auf den Basis-Elementen
(go,...,gi)eG'+1 vonP.. Fiir s€ G sdl

S(gO”gl) = (Sgo!isgl)

Die Operation von G auf Pi' Der Homomorphismus d: Pi — Pi- sei der folgende.

1
b N
& &P =P (Gy-0) b jgo( /(G919 19
Der Homomorphismus e: PO — 7 iiber fiihre jedes Basis-Element g&G von P0 in die

1, d.h.
€ PO—>Z,\E/ ng, w \E} n,
Der augmentierte Komplex

2 P 7
heif% Standard-Resolvente von Z iiber der Gruppe G.

€

4.2.2 Exaktheit der Standard-Resolvente

Die Standard-Resolvente P von Z iiber der Gruppe G ist exakt (sie ist sogar
kontrahierbar).

Beweis.

Idee: Fiir jedes fest gewihlte s€G definieren die Abbildungen

h: Pi — Pi+1 , (go,...,gi) (s go,...,gi),

eine Homotopie der identischen Abbildung zur Null-Abbildung.
QED.

4.2.3 Beschreibung des normalisierten Teilkomplexes von Hom(P, M)

Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und P die Standard-Resolvente von Z iiber G.
Ein Element des Komplexes

Kl = Hom(P., M)
ist dann gegeben durch eine Abbildung
f: Gi"'1 —- M
mit
f(sgo,...,sgi) = s-f(go,...,gi)
fiir jedes s&€G. Eine solche Abbildung ist bereits eindeutig f_eﬁgelegt durch ihre Werte
auf den Elementen der Gestalt (1, 9y glgz,...,gl-...-gi) vonG'*L 1
(p(gli"'!gi) :: f(11 911 glg2!"'1gl."'-gi)
so hat die zum Korand df von f gehorige Abbildung deg die Gestalt
0p(Gy ;1) = 9y @(0Gi o)
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i .
1)
(3) + jgl( (9994191 49)
+ () (g, 0)-
Wir kénnen daher den Komplex
K =Hom(P, M)
identifizieren mit dem Komplex mit _
K'=Hom(G' , M)

wobei der Korand-Operator durch die Formel (3) gegeben ist. Die Elemente von K! der
angegebenen spezidllen Gestalt heild normierte G-Koketten mit Werten in M. Die
entsprechenden Kozyklen bzw. Korénder heiflen normierte Kozyklen bzw. Korinder.

4.2.4 Beschreibung der normalisierten 1-Kozyklen und 1-Koriinder
Ein (normalisierter) 1-.Kozyklus mit Werten im G-Modul M ist ein verdrehter
Homomorphismus, d.h. eine Abbildung
p:G—=M
mit
_ _ ¢(99') = g9(9) + ¢(9). _ _
Und @ ist genau dann ein (normalisierter) 1-Korand, wenn es ein Element meM gibt
mit
@(g) = gm - m fiir jedes g&G.
Insbesondere gilt
(4) HY(G, M) = Hom(G, M)
fals G trivia auf M operiert.
Beweise: Folgt aus4.2.3 Formel (3).
QED.

4.2.5 Beschreibung der normalisierten 2-Kozyklen, H2 und Erweiterungen
Ein (normierter) 2-.Kozyklus mit Wertenim G-Modul M ist eine Abbildung
p: GxG—= M
mit
(vgl. 4.3.2 Formel (3)).
Bemerkungen
(i)  Solche Funktionen (man nennt sie Faktor-Systeme) findet man in der Theorie der
Erweiterungen von Gruppen. Dabel beschreibt
H2(G, M)
alle moglichen Erweiterungen
0O-M—-=E—-=G—0
der Gruppe G durch M. Dabel s&8 M ein abelscher Normalteiler in E und G
operiert auf M durch innere Automorphismen von E.
(i) Se
0.G—E
ein Schnitt von E — G (ein Reprisentantensystem). Dann gilt
0(9)-0(9,) = ¥(9,, 9,)0(9,9,)
mit cp(gl, gz)EM. Die Funktion ¢ ist dann ein 2-Kozyklus auf G mit Werten in
M. Wenn wir o durch einen anderen Schnitt ersetzen, so dndert sich ¢ um enen

2-Korand ab, d.h. die Klasse von ¢ in H2(G, M) hingt nur von der Erweiterung
ab.

(iii)  Jedes Element von HZ(G, M) erhélt man in der in (ii) beschriebenen Art aus einer
Erwelterung von G mit M.
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4.2.6 Beschreibung des er sten Zusammenhangshomomor phismus
Seien G eine Gruppe und

O-M—-M-=M"—-=0
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann kann man den zugehdrigen
Homomorphismus

8: HOG, M) — Hi(G, M)
wie folgt beschreiben. Sel
X' € HO(G, M™) = M”C.
Wir wihlen ein Element
XEM
mit dem Bild x” in M”. Dann geniigt dx der Abbildungsvorschrift
dx:G—= M, S X-X.

Nach Wahl von x” ist das Bild des Elements sx - x gleich Null in M”, d.h. es gilt

x-xe M.
Das bedeutet, dx ist ein 1-Kozyklus auf G mit Wertenin M’. Die Kohomologie-Klasse
von dx ist gerade das Bild von x” bel 9,

O(x") = [dx].
Bemerkung

[dx] hingt nicht von der speziellen Wahl des Urbildes x von x” ab: bel einer anderen
Wabhl éndert sich dx um einen 1-Kozyklus auf G mit Werten in M’.

4.3. Homologie

4.3.1 Tensor produkt von G-Moduln

Seien G eine Gruppe und M und N zwei G-Moduln. Wir bezeichnen mit

M®N bzw. M®GN

deren Tensorprodukt iiber Z bzw. iiber A = Z[G].
Bemerkung
Das Tensorprodukt
M®N
besitzt in natiirlicher Weise die Struktur eines G-Moduls beziiglich der Operation

g:(m®n) = (gm)@(g 1n).

4.3.2 Das Augementations-ldeal

Seien G eine Gruppe und

'

der Kern des Augmentati ons-Homomorphismus

eA=Z[Gl—=Z, ¥ ngp» Y n_,
0geG 9 9eG g
wel cher jedes Element von G in die 1 abbildet,

IG = Ker(e).

Diesist ein Idea von A, welches Augmentations-Ideal von G helft.
Bemerkungen

O G wird as Z-Modul erzeugt von den Elementen der Gestalt
g-e

mit g€G.*

92 Wir haben N als rechten G-Modul zu betrachten.
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(i)  Ausder Exaktheit der Sequenz

0—>IG—>A—>Z—>O

und der Rechstexaktheit des Tensorprodukts ergibt sich fiir jeden G-Modul M,
Z@GM = Z/IG®GM = M/IGM.

4.3.3. Der Modul MG

Fiir jeden G-Modul M setzen wir

M G M/I GM'
Bemerkungen
Hh ™ G ist der grofte Faktormodul von M, auf welchem die Gruppe G trivial operiert.
(i) Durch

G-Mod - Ab,M » M

ist ein rechtsexakter Funktor definiert.
(iii)  Fiir je zwei G-Moduln M und N gilt**

MOCN = (M@N) ;.

Beweis. Zu (i). Sei N € M eine Teilmodul iiber G mit der Eigenschaft, da3 G trivid auf
M/N operiert. Wir haben zu zeigen,

G’

-
IGM_N.

Esreicht zu zeigen
(g- emeN

fiir beliebige g&G und beliebige meEM (vgl. Bemerkung 4.3.2(i)). Nach Voraussetzung
gilt
aso (g-e)me N.
Zu (ii). Folgt aus den allgemeinen Eigenschaften des Tensorprodukts.
Zu (i11). Die natiirliche Abbildung

b:MxN — (M®N)G , (M, n) » M®n mod IG-(M®N),
ist A-bilinear: fiir meEM, nEN und geG gilt

b(mg, n) = b(g " m,n) = [(g"tm)@n] =% [g((g"m)®n)] = [mE(gn)] = b(m, gn).

gm=emmod N,

$Se Y ng-geIG.DanngiItO=e(E n-g= > ng,also

0eG geG geG
jE%g:Erb@@
0eG 0eG

% Die G-Modul-Struktur von C®M ist durch die Identifikation mit Hom(C*, M) eindeutig festgelegt:
C®M — Hom(C*, M), c®m a(f af(c)-m), C* = Hom(C,Z)
(vgl. das Lemma von 4.6.8). Fiir g&G ist das g-fache der Abbildung
faf(c)m
die Abbildung

fag (g™ H(©rm) = g(f(gorm) = f(geygm.
Letztere ist des Bild des Elements (gc)®(gm) EC®M. Die Operation von G auf C®M ist damit die
folgende:
G x C®M — C®M, (g, c®m) a (gc)®@(gm).
Diese Konstruktion funktioniert nur fiir Gruppenringen, nicht fiir (einseitige) Moduln iiber einem
beliebigen Ring.
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Sei jetzt

b': MxN — P
eine A-bilineare Abbildung. Dann ist b’ auch Z-bilinear, induziete as eine Z-lineare
Abbildung

b":M®N — P, m®n i+ b’ (m,n).
Fiir g&G gilt
b’ ((g-¢)-(m®n)) = b’ (gm®g 1n - men) = b’ (gmeg1n) - b’ (M®n)

=b'(gm, g tn)-b'(m,n)
=0  (weil b’ A-bilinear ist),

d.h. b’ (I o M®N) =0 (vgl. Bemerkung 4.3.2(i)). Deshalb faktorisiert sich b’ iiber
M®N/IG(M®N) = (M®N)G.

Esist leicht zu sehen, diese Faktorisierung ist eindeutig. Wir haben gezeigt: (M®N)G

besitzt die Universalititseigenschaft des Tensorprodukts M®GN.

QED.

4.3.4 Definition: induzierter G-Modul
Sei X eine beliebige abelsche Gruppe. Dann hat
A®ZX
in natiirlicher Weise die Struktur eines G-Moduls.*® Ein G-Modul dieser Gestalt heift
induziert.

4.3.5 Definition: homologische Erweiterung des FunktorsM » M G

Unter einer homologischen Erweiterung der Funktors
G-Mod - Ab,M » M
versteht man eine Folge von Funktoren
G-Mod - Ab,M » Hq(G,M),

(g=0,1,2,3,...) zusammen mit einem sogenannten Zusammenhangshomomorphismus
o: Hq(G,M") — Hq_l(G,M’)

fiir jede kurze exakte Sequenz von G-Moduln
*) 0—-M’'—>M—->M"—0,

und jedes g=N, wobei folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1. HOGM)= Mg
2. Hq(G,M) = 0 fiir >0 und M induziert.

3.  Fiir jede kurze exakte Sequenz (*) von G-Moduln ist die folgende zugehorige
Sequenz exakt (und heif¥t lange Homol ogiesequenz von (*)).

...—>Hq(G,M’)—>Hq(G,M)—>Hq(G,M”)——>Hq_1(G,M’)—>...
4.  Dielange Homologiesequenz ist funktoriel in (*).

G

% G operiert trivial auf (M®N)G (nach Definition von (M®N)G).

% Man verwende 4.3.1 indem man G auf X trivial operieren l4Bt.



155

4.3.6 Existenz und Eindeutigkeit der homologischen Erweiteung

Sei G eine Gruppe. Dann gibt es bis auf natiirliche Isomorphie eindeutig bestimmte
homol ogische Erweiterung des Funktors

G-Mod - Ab,M » M

Beweis. Der Bewelsist analog zum Beweisvon 4.1.7
QED.

G

4.3.7 Definition: Homologie

Seien G eine Gruppe und M ein G-Modul. Dann hef3t die nach 4.3.6 eindeutig
bestimmte Gruppe
H q(G, M)

g-te Homologie von G mit Koeffizientenin M.

4.3.8 Berechnung der Homologie mit Hilfe der Standar d-Resolvente
Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und
P—-7Z-—0
die Standard-Resolvente von Z iiber G (vgl. 4.2.1). Dann gilt
Hq(G, M) = Hq(P@GM).

4.3.8 Beschreibung des er sten Zusammenhangshomomor phismus

Seien G eine Gruppe und

O-M—->M-=M"—-=0
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann 148t sich der zugehorige
Zusammenhangshomomorphismus

6:H1(G, M") — HO(G, M)

wie folgt beschreiben.

Ein 1-Zyklus auf G mit Wertenin M” ist eine Abbildung
f:G—= M

mit f(s) = O fiir fast alle s€G und mit

df= 3 (sT-1)f(s) =0.
€6

Fiir jedes s€G wihlen wir eine Element

f(9 EM
mit dem Bild f(s) in M”, wobei T(s) ebenfals fiir fast dle s Null sei. Das Bild des
Elementsdf in M” ist dann Null, d.h. es gilt

df e M,
Esgilt dann

8[f] = [df],
d.h. das Bild der durch f reprisentierten Homologie-Klasse ist gerade die Homologie-
Klasse von df .

4.3.9 Proposition 3.1: die erste Homologie mit K oeffizienten in Z

Seien G eine Gruppe und G’ die Kommutatorgruppe. Dann besteht eine natiirliche
|somorphie

Hl(G’ 7) = GIG.
Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

01— Z[G] > Z =0
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von 4.3.2(ii) und die zugehorige exakte Sequenz
Hl(G’ Z[G]) — Hl(G’ 7) — HO(G, IG) — HO(G, Z[GQ]) — HO(G, Z[G]) — 0.
DaZ[G] = Z|G]®Z ein induzierter G Modul ist, hat diese Sequenz die Gestalt
0— Hl(G’ 7) — | /IG — Z[G]/I Z[G] — 7N 7 — 0.

G G
Well Gtrivia auf Z operiert, gilt IGZ = 0. Die Sequenz nimmt damit die Gestalt

0—H, (G Z)—| /IG—>Z—>Z—>O
Der vorletzte Homomorphismusist surjektiv, also bi JektIV. Wir erhalten
1(G 7Z) =1 /IG
Esreicht somit, zu zeigen, die Abbildung
GIG — IG/Ié, gmod G’ » g-1 mod Ié,
ist ein wohldefinierter Isomorphismus. Zunachst ist
p:G— | /IG,g|->g 1modIG
eine wohldefinierte Abbildung. Es gilt
: : 2
¢(99) =99 -1 mod I
; , 2
=(g-D+(g -1 +(9-1)(g-1) mod I 5
= of(9) + 9(9),
d.h. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Bild ein Erzeugenden-System der
/I(23 enthilt®’. Insbesondereist ¢ surjektiv. Es gilt

POyx Ly = () + @(y) - 9(¥) - p(y) =0,

G C Ker(op).
Wir haben damit einen wohldefinierten sujektiven Homomorphismus

Gruppe | G

aso

¢: GIG — IG/Ié, gmod G’ » g-1 mod Ié,

Esreicht zu zeigen, dieser ist injektiv. Zum Bewels konstruieren wir eine Abbildung in
umgekehrter Richtung. Dazu betrachten wir

IG =2 7:(9-1)
geG
asfreie abelsche Gruppe mit dem freien Erzeugendensystem
g-1 mit geG.
Es gibt einen Gruppen-Homomorphismus

11):IG — G/G’ mity(g-1) = g mod G’ fiir jedes gEG.

Fiir ein Element der Gestalt _
" (-D(@-)=9gg -g-g +1mitg,geG
o]
W((@-D(@-1) =9g-gtg T modG =1

7 G wird al's Z-Modul von den Elementen der Gestalt g-1 mit g=G erzeugt.
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Mit anderen Worten, die Erzeugenden der Untergruppe Ié liegen im Kern von . Der
Homomorphismus induziert e nen Gruppen-Homomorphismus

P | G/|?5 — G/G’ mityp(g-1 mod %) =g mod G’ fiir jedes gEG.
Fiir jedes g&G gilt damit
Y(p(gmod G)) =y(g- 1mod Ié) =gmod G'.

Esist alsoy=¢ = Id. Insbesondereist ¢ injektiv.
QED.

4.4. Wechsel der Gruppe

4.4.1 Koinduzierte Moduln
Seien G eine Gruppe, G'C G eine Unter gruppe und M’ ein G’ -Modul. Dann hat
M = HomG, (Z[G], M")

die Struktur eines rechten G-Moduls. Wiein 4.1.1 beschrieben, versehen wir M mit der
zugehorigen Struktur eines linken G-Moduls, d.h. wir betrachten M als linken G-Modul
beziiglich der Multiplikation mit

(G9)(9) = ¢(g'9)
fiir g, g’€G und EM. Wir sagen in dieser Situation, M entsteht aus M’ durch
Kofortsetzung der Skalare von G’ auf G oder auch der durch M’ koinduzierte Modul
iber G.

4.4.2 Proposition 4.1: Lemma von Shapiro
Seien G eine Gruppe, G’ C G eine Untergruppe und M’ ein G’ -Modul. Dann besteht
fiir jedes q = O eine natiirliche Isomorphie

HY(G, Hom,, (Z[G], M")) = HAG, M").

Beweis. Seien
A :=7Z[G]
N =7Z[GC]

M = HomG, (A, M),

und P eine freie Resolvente von Z iiber G,
P—Z—0.
Dannist P auch eine freie Resolvente von Z iiber G’, und es gilt
HomG(P, M) = HomG(P, HomG, (A, M)

= HomG(P®A, A, M)

= HomG,(P, M),

d.h. es gilt die Behauptung.

QED.

Bemerkungen

() Ein Anaoges Ergebnis gilt auch fiir die Homologie, wenn man Hom durch ®
ersetzt:®

% Diese Definition entspricht der Operation von G auf M = HomG, (Z[G°],M’), wobei G° die zu G

entgegengesetzte Gruppe bezeichnet (d.h. ab in G° ist gerade ba in G). Dies ist erforderlich, damit der

letzte Isomorphismus im Beweis des Lemmas von Shapiro tatséchlich ein Isomorphismus ist.
* Mit
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H(GM®,,A)=H (G, M
(G M A) = H (G, M)

fiir jede Untergruppe G’ € G der Gruppe G und jeden G'-Modul M’.
(i) Die Aussage von 4.4.2 kann man als Verallgemeinerung von Eigenschaft 2 der

K ohomologie-Gruppen (vgl. 4.1.6) auffassen. Fiir G' = {1} ist ndmlich A’ = Z,
der Modul M ist koinduziert und die Gruppen HY(G, M) sind trivial fiir g=1.

4.4.3 Funktorielle Abhiingigkeit der Kohomologie von der Gruppe, die
Restriktion

Sei
.G —=G
ein Gruppen-Homomorphismus. Dieser induziert einen Homomorphismus
P—>P

der Standard-Resolventen und damit einen Homomorphismus
f*: HY(G, M) — HY(G", M)
fiir jeden G-Modul M, welcher inverses Bild entlang f heif%. Man beachte, vermittelsf
kann man M auch als G'-Modul auffassen.
Ist speziell G' C G eine Untergruppe und
G &G

die natiirliche Einbettung, so schreibt man

Res:=i*: HY(G, M) = HAG', M)
und nennt den Homomorphismus Res auch Einschriankungs-Homomorphismus oder
auch einfach Einschrinkung auf die Untergruppe G™ oder Restriktion.

4.4.4 Die Inflation

Seien G eine Gruppe,
HCG
ein Normalteiler von G und M ein G-Modul. Dann hat
H
M

in natiirlicher Weise die Struktur eines G/H-Moduls und der natiirliche
Homomorphismus
f.G— G/H
induziert enen Homomorphismus
HAG/H, MH) = HA(G, MM).

Die Zusammensetzung

Inf: HA(G/H, MM = HAG, MH) = HI(G, M)
mit dem durch die Einbettung mH Cs M induzierten Homomorphismus heif¥t Inflation
der Kohomologie von G mit Koeffizientenin M zur Untergruppe H.

4.4.5 Funktorielle Abhéingigkeit der Homologie von der Gruppe, die
Korestriktion

Se
.G =G
ein Gruppen-Homomorphismus. Dieser induziert wie in 4.4.3 einen Homomorphismus
P —-P

M =M A
®A’

und P wie im obigen Beweis gilt
P®GM = P®A(M ®A,A) = P®A,M

Ubergang zur Homologie liefert die Behauptung.
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der Standard-Resolventen und damit einen Homomorphismus
f: Hq(G’, M) — Hq(G, M)

fiir jeden G-Modul M, welcher direktes Bild entlang f heilt. Man beachte, vermittels f
kann man M auch as G’-Modul auffassen.
Ist speziell G' C G eine Untergruppe und
G GG
die natiirliche Einbettung, so schreibt man
Cor :=i,: Hq(G’, M) — Hq(G, M)

und nennt den Homomorphismus Cor auch Korestriktion oder Koeinschrinkung zur
Untergruppe G’ von G.

4.4.6 Modifikation der G-Modul-Struktur durch innere Automor phismen

Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und
teG
ein Elemnent. Der innere Automorphismus

G—G,sm tst],
definiert auf M eine neue G-Modul-Struktur mit der Mutliplikation
stm:=tg"m fiir s€G und mem.
Den Modul M mit dieser abgednderten G-Modulstruktur bezeichnen wir mit
i
Bemerkungen
()  Der innere Automorphismus
0;G—G,sp st
induziert nach 4.4.3 einen Homomorphismus
(2) (o HA(G, M) = HYG, M)

(i) DieAbbildung

a:Mt—> M, mp t'lm,

ist ein Homomorphismus von G-Moduln:

oc(s-t m) = oc(tst'lm) =g lm= sa(m).
Sieinduziert also inshesondere einen Homorphismus

) HA(G, MY — HAG, M).

4.4.7 Proposition 4.2: die Homor phismen auf der Kohomologie zu einem
inneren Automor phismus'®

Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und

teG
ein Element. Dann sind die beiden Homomorphismen (1) und (2) von 4.4.6 invers
zueinander.
Bewes. Der Beweis verwendet eine Standard-M ethode, welche Dimensions-
Verschiebung heifit: man beweist das Ergebnis zuerst fiir q = 0 und danach allgemein
durch induktive Betrachtungen beziiglich q unter Verwendung des Isomorphismus (5)
im Beweisvon 4.1.7.
Der Fal g = 0. Die Links-Multiplikation mit t ist ein Isomorphismus von G-Moduln'®*

100 ygl. auch die K-Theorie-Vorlesung vom Sommer-Semester 2011, Abschnitt 1.4.13, Bemerkung
(iii).
©LL (sm) = tsm = tst'l-Lt(m) = s-tLt (m). Die Tatsache, daf3 die Linksmultiplikation M mit M

identifiziert, beweist die Behauptung eigentlich fiir alle q.
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LM M. mes tm,

dh. wir kénnen L benutzen, um MU mit M zu identifizieren. Fiir die O-ten

K ohomologie-Gruppen von M bzw. MU identifizieren sich dann ebenfalls vermittels der
Linksmultiplikation mit t. Die Homomorphismus (1) von 4.4.6 ist also ebenfals die
Links-Multiplikation mit t:

L, MC = MYHG, m > tm.

Man beachte, es gilt

HOG, MY) = (MYC= {meM | ts1m = m fiir sEG}
={meM s m=t1m fir s€G}
=t met M Ism = m fiir s€G}
=tMC
Der Homomorphismus (2) von 4.4.6 ist aber die Links-Multiplikation mit 1 Die
beiden Abbildungen sind somit invers zueinander.
Der Fall g> 0. Wir betrachten die exakte Sequenz
0O-M—-=M*-=M —0
mit dem koinduzierten G-Modul
M* := Hom(A, M)
(vgl. (4) im Beweis von 4.1.7). Diese Sequenz 146t sich auch als kurze exakte Sequenz
0-M - mtsmtso
interpretieren. Der Modul M*tist isomorph zu M*, hat also triviale Kohomologie. Die
lange Kohomologie-Sequenz liefert deshalb natiirliche Isomorphien
HA(G, MY = H LG, MY
und
H(G, MY = Koker(HY(G, M*Y) — HO(G,, MYy).
Die Behauptung ergibt sich deshalb aus der Induktionsvoraussetzung.
QED.

4.5. Sequenzen welche Restriktion und Inflation verbinden

4.5.1 Proposition 5.1: der Fallq=1
Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und

HCG
ein Normalteiler. Dann ist die folgende Sequenz exakt.
Inf
0 — Hi(emH, MM HYG, M)
Beweis. 1. Schritt: Exaktheit an der Stelle HL(G/H, MH).
Sei f: G/H — MH ein 1-Kozyklus. Die Abbildung f definiert eine Abbildung

T:G— GH MH = M,
welche ebenfalls ein 1-Kozyklusigt.

Res 1
H-(H, M).

Wir nehmen an, f ist ein Korand und haben in dieser Situation zu zeigen, dal3 auch f ein
Korand ist.
Auf Grund der Annahme gibt es ein Element
meM
mit
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f(9=sm-m
fiir jedes s=G. Nach Konstruktion ist f konstant auf den Restklassen modulo H.
Deshalb gilt
sm-m=stm-m
fiir alle t€H. Insbesondere ist
tm-m=1m-m=0
fiir jedes tEH, d.h. m ist invariant beziiglich der Operation von H,
me mH.
Fiir s&€G ist damit
f(sH) =T(9) =sm-mundme MH.
Mit anderen Worten, f ist ein Korand.

2. Schritt. ReseInf = 0.
Sal @: G — M ein 1-Kozyklus auf G mit Werten in M, Dann die Einschrankung
¢,,:H—=M
H

en 1-Kozyklus auf H mit Werten in M und die Kohomologie-Klasse dieser
Einschrinkung ist gerade

[0l,] = Res[q].
Ist nun @ von der Gestalt
p=T
mit einem 1-Kozyklus f: G/H — MH wieim ersten Schritt, so ist
ol =Tl
konstant auf der Faser H von G — G/H, d.h.
(%) |, = die konstante Abbildung mit dem Wert ().

Als 1-Kozyklus geniigt T den Relationen
f(99) =gf(g) + (o) fiirg, g’ € G.
Dadie Wertevon T in MH liegen, folgt
f(hh) = f(h) + T(b’) fiirh, ’E H,
d.h. auf H ist f ein Gruppen-Homomorphismus. Insbesondere gilt (1) = 0. Aus (*)

ergibt sich damit
cp|H = die konstante Abbildung mit dem Wert O.

Wir haben gezeigt
Res(Inf [f]) = Res[f] = [ol, ] =0,

Dasf beliebig war, folgt Res=Inf = 0.

3. Schritt: Exaktheit an der Stelle HY(G, M).
Sel
p.G—M
ein 1-Kozyklus, dessen Einschrinkung auf H ein Korand ist. Wir haben zu zeigen, dann
liegt die Kohomologie-Klasse von ¢ im Bild der Inflation. Nach Voraussetzung gibt es
én
meM
mit
@(t) = tm - m fiir jedes tEH.
Wir ziehen von ¢ den Korand

G—M,sp sm-m,
ab und konnen deshalb ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
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cp||_| =0.
Dag en 1-Kozyklusist, gilt
(%) @(st) = () + so(t) fiir s, tEG.
Lassen wir spezidl t die Untergruppe H durchlaufen, so erhalten wir,
(st) = g(s) fiir s€G und tEH,
d.h. @ ist konstant auf den Nebenklassen modulo H, d.h. ¢ ist die Zusammensetzung

¢. G— G/H M
mit einem 1-Kozyklus f. Als nichstes betrachten wir (*) fiir den Fall s€H und teG:
@(st) = so(t) fiir s&€H und teG.
Der Wert linksist aber gleich o(t), da g auf den Nebenklassen modulo H constant ist,
@(t) = s(t) fiir s&€H und teG.

Mit anderen Worten, die Werte von ¢ (und damit dievonf) liegen in MH, d.h. fist en
1-Kozyklus

f: GIH — mH.
Nach Konstruktion gilt
. o Inf[f] =[q],
d.h. dieKlassevon g liegt im Bild der Inflation.

QED.

4.5.2 Proposition 5.2: der Fall q beliebig
Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und
HCG
ein Normalteiler mit .
H'(H, M) =0 fiir 1 <i <0-1.
Dann ist die folgende Sequenz exakt.

0 — HAG/H, MM HAG, M) HAH, M).
Beweis. Der Bewels dieser Aussage ist ein welteres Beispid fiir die Methode der
Dimensionsverschiebung: wir reduzieren die Aussage auf den Fall g = 1, d.h. auf 4.5.1.
Wir betrachten die exakte Sequenz
0—>M-—=>M*—=M =0
mit dem koinduzierten G-Modul
M* := Hom(A, M)
(vgl. (4) im Beweis von 4.1.7). Der Modul M* ist auch koinduziert als Modul {iber der
Untergruppe H, denn A = Z[G] ist ein freier Modul iiber A’ := Z[H].**? Insbesondere

gilt

I nf Res

Hi(H, M) = HItLH, M) = 0 fiir 1 < = g2

Wegen Hl(H, M) = 0ist die Sequenz
0—-MM = moHH - P =0
exakt. Der G/H-Modul in der Mitte ist koinduziert:
M*)H = Hom(a, m)H = Hom, (A, M) = Hom(Z[G/H], M).
Die vertikalen Homomorphismen im folgenden Diagramm sind |somorphismen.
0— HIY(GH, (M) = HI LG M) - HILH, M)
ol $d o)

0— HIeH, M) = HAG M) - HIAG M)

2 dh A= @i A’ und Hom(A, M) = Hom(@i AN M) = xiHom(A’ , M) = Hom(A’" , xiM).

1% Eine H-iquivariante Abbildung A = Z[G] — M ist bereits festgelegt, wenn ihre Werte auf
einem Reprisentanten-System von G modulo H feststehen.
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Fiir die beiden duferen vertikden Abbildungen gilt dies, wall (M*)"| und M*
koninduziert sind iiber G/H bzw. iiber G. Fiir die vertikale Abbildung in der Mitte folgt
dies auf Grund des Fiinfer-Lemmas.

Nach Induktionsvoraussetzung ist die obere Zeile des Diagramms exakt. Also ist es
auch die untere.

QED.

4.5.3 Folgerung
Seien G eine Gruppe, M ein G-Modul und
HCG
ein Normalteiler mit _
H'(H,M) =0 fiir 1 <i <0-1.
Dann gilt _ _
H(G/H, MM = HI(G, M) fiir 1 <i = g-1.
Beweis. Man wende die exakten Sequenzen von 4.5.2 wiederholt an und verwende
dabei die Voraussetzung H'(H, M) = 0 fiir 1 <i < g-1.
QED.

4.6 Die Tate-Kohomologie

4.6.1 Vereinbarungen und Bezeichnungen

Von jetzt ab nehem wir an, die Gruppe G ist endlich,
G endlich.
Wir bezeichnen mit N das Element

N:=N(G):= ¥ se€A=Z[G].
=G
Fiir jeden G-Modul M definiert die Multiplikation mit N einen Endomorphismus, den
wir ebenfalls mit N bezeichnen,
N=N(G): M —= M, m N'm.
Bemerkung
Nach Konstruktion gilt

| M € Ker N und Im(N) € MC.
4.6.2 Die Tate-Kohomologieim Grad 0

Seien G eine endliche Gruppe und M ein G-Modul. Der in 4.6.1 definierte
Endomorphismus

N:M—=M
induziert einen Homomorphismus

X = N _ . mG=yo
N* = Ng: Hy(G, M) = M/I )M — M™ = H¥(G, M).

Wir definieren
ﬁo(c;, M) = Ker(N*) SHy(G, M)
ROG, M) = Koker(N*) = HO(G, M)/Im N*.

4.6.3 Induzierte und koinduzierte Moduln im Fall endlicher Gruppen

Fiir jede endliche Gruppe fallen die Begriffe induzierter G-Modul und koinduzierter G-
Modul zusammen.

Zum Beweisreicht es zu zeigen, die Abbildung



164

owHOM(A, X) = ARX, 9 » Y ¢(s),
=G
ist fiir jede abelsche Gruppe X ein Isomorphismus von G-Moduln.

Beweis. 1. Schritt: Bijektivitit von o.
Beide Seiten kommutieren mit direkten Limiten und direkten Summen beziiglich X. Wir
konnen deshalb annehmen

X = ZI(pM)

mit einer Primzahl p. Es reicht, die Aussage fiir einen beliebigen freien endlich
erzeugten Z-Modul anstelle vonA zu beweisen. Da beide Seiten mit endliche direkten
Summen kommutieren, reicht es, die Aussage mit Z anstelle von A zu beweisen, d.h. zu
zeigen ist, die Abbildung

Hom(Z, X) = X, ¢ i ¢(9),
ist bijektiv. Dasist aber trivial.
2. Schritt: o ist G-dquivariant.
Fiir A€A , g€G und peHom(A,X) gilt

a(gp) = 3 V(@e)(S) = I s9p(g Ls) = > g®¥@(s) =g Y V() = ga(p)
=G =G =G =G
QED.

4.6.4 Die O-te Tate-(Ko-)Homologie eines induzierten Moduls
Seien G eine endliche Gruppe und M ein induzierter G-Modul. Dann gilt
HOG, M) = I/-\|O(G, M) = 0.
Beweis. Sei
M = A®X
mit einer abelschen Gruppe X. Als Modul iiber Z ist A frei. Jedes Element von M 146t
sich deshalb in der Gestalt

m= 3 s®xS
=G
schreiben mit eindeutig bestimmten Elementen XSEX. Das Element mist genau dann G-

invariant, wenn gilt
D g@xs =3 @XS fiir jedes gE€G,

=G s=G
d.h. genau dann, wenn allexS gleich sind. Dann hat aber m die Gestalt

m = N-(1®x) mit xEX,
d.h. mliegt im Bild von N*: M/IGM — MS. Wir haben gezeigt, der Kokern
AOG, M)

dieser Abbildung N* ist Null.
Liegt mim Kern der Multiplikation mit N,

0=Nm= 3 t- 3 s®x =
t€G  s=G

= 3y Yy X1,
ueG teG
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ueG vei

sogilt ¥ X, = 0,dh.esigt
veG

m= Y s®xs= D (S—l)®X8= D (s—l)-(l@xs) S IGM.
=G =G =G
Wir haben gezeigt, der Kern

HO(G, M)

der Abbildung N*: M/l M — M ist Null.
QED.

4.6.5 Defintion: die Tate-Kohomologie
Seien G eine endliche Gruppe und M ein G-Modul. Dann heif3t
r

HA(G,M) falsq=1
R Koker(N*:M/IGM—>MG) falls q=0
HAG, M) =4 G

Ker(N*:M/| jM—M"7)  falsq=-1

H|q|—1(G’ M) falsq=<-2
g-te TateKoho?noIogievon G mit Koeffizientenin M.

Bemerkung
Nach 4.6.3 fallen die Begriffe induziert und koinduziert im Fall endlicher Gruppen
zusammen, und nach 4.6 4 gilt fiir induzierte G-Moduln

RAG, M) =0
fiir = 0,-1. Fiir alle anderen qEZ ist dies aber ebenfalls der Fdl, well fiir solche q die

Tate-Kohomologie mit der gewohnlichen Kohomologie bzw. der gewdhnlichen
Homologie zusammenfillt. Also ist fiir induzierte G-Moduln

RYG, M) = 0 fiir jedes qEZ.

4.6.6 Die lange K ohomologie-Sequenz
Seien G eine endliche Gruppe und
0O—-M —-M—-=M"—=0
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Diese induziert die folgende exakte Sequenz
abel scher Gruppen.

N N N 6 N
.. = AY%G, M") - A9G, M) — B9G, M) —— BTG, M) — ...

Beweis. Wir verheften die langen exakten Sequenzen der Homologie und der
Kohomologie. Dazu betrachten wir das folgenden Diagramm.

= H,(GM") Hy(GM') = H\(GM) = H (GM") - 0
! INg: Ny Ny !
0 - H9YGM)— HOYGM) - HOG M) HiG M) —...

* * *
Dabei seien Nys, Ny, und Ny4» die Homomorphismen N* von 4.6.2 fiir die Moduln

M’, M bzw. M”. Die beiden inneren Quadrate des Diagramms sind trivialerweise
kommutativ. Fiir die beiden duBeren Quadrate folgt dies aus der Kommutativitit der
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inneren Quadrate und der Exaktheit der Zeilen des Diagramms. Die gesuchte exakte
Sequenz erhilt man nun aus diesem Diagramm auf Grund des Schlangen-Lemmas.
Man beachte:

1.  dasBild des Zusammenhangs-Homomorphismus 8 links oben liegt ganz im Kern

N _1 ,
H (G, M)
*
von NM’ (wegen der Kommutativitit des linken Vierecks).
2. derKernvon ﬁ_l(G, M) — I/-\|'1(G, M) ist hochstens so grofl wie der von
Ho(G, M’) = H,(G, M)

und wegen 1. mindestens so grof3 wie das Bild des linken obereren §. Insgesamt
erhilt man also die Gleichheit.
Die zu den obigen Argumenten dualen Argumente liefern die Existenz und Exaktheit der
Seguenz rechts unten.
QED.

4.6.7 Volle Resolventen einer endlichen Gruppe G
Seien G eine endliche Gruppe und

P——Z—-0
eine Auflosung von 7 durch endlich erzeugte freie Moduln iiber A = Z[G].*** Wir
wenden den Funktor Hom( ?, Z) an und erhalten einen Komplex
*
0—=7 P
Dieser Komplex ist exakt, dadie Pi freie Z-Moduln sind. Wir setzen

*
P—n =Pyq firn=1,2,3,...
und erhalten eine exakte Sequenz von freien A-Moduln
*n:!
.—=P =P, P,—>P,—.

Eine exakte Sequenz dieser Gestalt heif¥t volle Resolvente der endlichen Gruppe G.

4.6.8 Die Tate-Kohomologie als Kohomologie zu einer vollen Resolvente

Seien G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul und L eine volle Resolvente von G.
Dann gilt

RAG, M) = HA(Hom (L, M)

fiir jedes qEZ.
Beweis. Die Aussag ist trivial fiir q = 1. Zum Beweis der verbleibenden Aussagen
unterscheiden wir die Fille
g=-2,9=-1,g9=0.
1. Fl:g=<-2.
Zum Beweis verwenden wir das folgende

Lemma

Seien C ein endlich erzeugter G-Modul, welcher als Z-Modul frei ist, und
C* :=Hom(C, Z)
der zugehorige duale G-Modul. Dann ist die folgende Abbildung fiir jeden G-Modul M

ein somorphismus von G-Moduln'®,

104 Zum Beispiel die Standard-Resolvente von 4.2.1.
1% Die G-Modul-Struktur von C®M ist durch die von Hom(C*, M) eindeutig festgelegt: fiir g£G ist
das g-fache der Abbildung

faf(c)m
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C®M — Hom(C*, M), c®m i (f i» f(c)-m).
Beweis des Lemmas. Die G-Modul-Struktur des Tensor-Produkts links ist so gewihlt,
dal3 die Abbildung ein G-Modul-Homomorphismus ist. Es reicht deshab, deren
Bijektivitit zu beweisen.

Wir werden zeigen, die Abbildung ist bijektiv fiir jeden freilen Z-Modul C endlichen
Rangs. Da beide Seiten mit direkten Summen kommutieren, konnen wir dazu annehmen,

C=7Z.
Dielinke Seiteist dann isomorph zu M,
M =Z®M, m » 1®m,
und die rechte Seite ebenfalls,
Hom(Z*, M) = Hom(Z, M) = M, f 5 (g » f(g-1d)) » f(Id).
I dentifizieren wir so beide Seiten mit M, so bekommt die obige Abbildung die Gestalt
M — Z&®M — Hom(Z*, M) = M, m i» 1®mM i (f»f(1)'m) » m,
d.h. wir erhdten die identischen Abbildung, welchein der Tat bijektiv ist.
QED (Lemma).
Ausdem Lemmaergibt sich, dafi die folgende Komposition ein Isomorphismusist.

() C®M = (CeM), (C®M)C = Hom(C*, M)C = Hom(C* M).

[c®m]  » N(c®m)» (f» 3 f(gc)-gm
geG
Man beachte, N* ist ein Isomorphismus (nach 4.6.4), well der Modul C®M induziert
i, d.h. seine Tate-Kohomologie ist Null, d.h. Kern und Kokern von N* sind trivid.
Damit ist fiir q < -2, wenn P die Standard-Resol vende bezeichnet,

HA(G, M) = H .2(GM)  (nech Defiition von A9 fiir q < -2)
=H 4 1(P®GM)  (nach Definition der H,)
= H_q_l(HomG(P", M)) (wegen (1))

= Hq(HomG(L, M)) (wegen Lq = Pfq_l)

2.Fdl:qg=-1,0:
Die Abbildung
(2 HomG(P_l, M) — HomG(PO , M), f » fog*eg,

kommt von der Komposition
*

Py——> L= —— P, = Po P > £(P) = (p)1d 1> e(p)Idee = e(p)e

Wir identifizieren den Modul

HomG(P_l, M) = HomG(PO, M)
mit Hilfe des Isomorphismus (1) mit dem Tensor-Produkt PO®G
bekommt dann die Gestalt

PO®GM — HomG(PO , M) — HomG(PO , M),

M. Abbildung (2)

die Abbildung
fag((g 1)(erm) = o(f(ge)}m) = f(gcygm.
Letztere ist des Bild des Elements (gc)®(gm) EC®M. Die Operation von G auf C®M ist damit die

folgende:
G x C®M — C®M, (g, c®m) a (gc)®(gm).
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peM b (fr Y fgp)gm)  (P'H e(P)e »e(E)e(P) Y g-m)
9eG geEG

Diese Abbildung faktorisiert sich
e®1 N* o e*
P ® M— Z@ M= MG — M> = HomG(Z, M)

pOM b &(p):m mod IG P (zZp ze(EIN'M) 5 (P >e(P’)e(P)Nm).

Well &* injektiv ist, folgt
e®1 N*
(3) Ker (2) = Ker(P ® M—— Z@ M= MG
Weil e®1 surjektiv und &* |nJekt|v i, folgt
MG

4) Im (2) = Im(MG M™) (C HomG(P0 , M))
Esfolgt

HomG(P0 , M)

HO(Hom(L,M)) = Ker(HomG(PO, M) — HomG(P1 , M))/Im (2)
= HomG(Z, M)/Im (2) (Linksexaktheit von Hom)
=MS/im N* (nach (4))
= Koker N*
= A%, m)

und
H L(Hom(L,M)) = Ker NmP,@M - PO M)

_ el _ G
= Ker(P®M —— Z& M = M MEYIMP,@ M — P® M)
—106 G
Ker(P ®G|v| s —MP)Ker(P® M — Z& M)
= Ker(N*: M MC)

= g6 M) =AG M)
QED.

4.6.9 Verschiebung des Kohomologischen Grades
Seien G eine endliche Gruppe und M ein G-Modul. Dannist M ein Teilmodul eines
koinduzierten Moduls, sagen wir M’
0O—-M—-=M
und Faktormodul einesinduzierten Moduls, sagen wir M”,
M” — M — 0.
Wir haben damit kurze exakte Sequenzen von G-Moduln
O-M—-M —-=C—-=0
0>K—>M ->M-0
deren mittlere Moduln koinduziert bzw. induziert sind, aso kohomologisch trivid
beziiglich der Tate-Kohomologie,
RAG, M) = A%G, M) = 0 fiir jedes qEZ
(nach der Bemerkung von 4.6.5). Auf Grund der langen Kohomologie-Sequenz von
4.6.8 bestehen damit natiirliche Isomorphismen

RAG, M) = B9 LG, c) = Ad+L(G, k).

16 weil ® rechtsexakt ist.
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Dies wird uns im folgenden oft in die Lage versetzen, Aussagen iiber die Tae
Kohomologie durch Induktion nach q zu beweisen und entsprechende induktive
Konstruktionen durchzufiihren.

4.6.10 Restriktion und Korestriktion fiir die Tate-Kohomologie
Sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann ist die Restriktion
Res: HY(G, M) — HIY(H, M)
fiir jedes q = O definiert. Fiir die Tate-Kohomologie,
(1) Res: R9(G, M) — A9(H, M)
ist sie damit fiir jedes q = 1 definiert. Da Res mit den Zusammenhangshomomorphis-

men zu kurzen exakten Sequenzen kommutiert, erhalten wir damit eine Definition von
Res fiir beliebige

qe Z,

(denn jedes M9 1:8¢ sich nach 4.6.9 als ein HA*1 auffassen).
Anaogist die Korestriktion

Cor: Hq(H, M) — Hq(G, M)
fiir jedes q = O definiert, also nach 4.6.5

N N

Cor: H4 (H, M) = HY (G, M)
fiir jedes q =< -2. Da Cor mit den Zusammenhangshomomorphismen zu kurzen exakten
Sequenzen kommutiert, erhalten wir damit eine Definition von Cor fiir beliebige

qe Z,
(denn jedes F19 18t sich nach 4.6.9 als ein H%1 auffassen).

4.6.11 Proposition 6.2
Seien G eine endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe, M ein G-Modul und

(9%,
ein Reprisentantensystem von G modulo H,
G= ng U..u ge (digunkte VVereinigung)

Dann gilt:
() Res ﬁo(G, M) — ﬁO(H, M) wird durch die folgende Abbildung induziert.

DM -1
N oM MG MH,[m] (5% [élgi m].

(i) Cor: AOH, M) — £%G, M) wird durch die folgende Abbildung induziert.
‘vH _ MG
NG/H' M M>=, [m] » iglgim.

Beweis. Wir beschrianken uns auf den Beweis von (i). Der Beweis von (ii) ist analog zu
demvon (i). Sei
O-M —-M*—-M-—=0
eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln mit
M#* induziert {iber G (also auch iiber H).
Dannist die Abbildung

1081 N A (-1
Res=Res H(GM) = H (G, M) — H(H, M) = H"*(H,M)

definiert durch die Kommutativitiit des oberen Vierecks von
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Res'l

A LGMm) AL(H,m)
Og1= =10y

0
@) BOGM ), AOHM)
ﬁ |

MG C mH

Man beachte, die Zusammenhangshomomorphismen 6(3 und 6H sind Isomorphismen,

weil M* induziert ist iiber G und H. Nach Definition ist A"1{(G,M) der Kemn der
Abbildung

NG:MG—>MG, M (3 gm.
get
und analog ﬁ'l(H,M) der Kernvon

N M, — MR ml s (S hm.

heH
Folgendes Diagramm ist kommutativ:
M NG, G
G
Wem (o °
M H, mH
H

denn fiir mEM gilt

-1 -1

N (N~ . [m])=N ([§ g m)= 3% § hgi " m= % gm=N_.([m]).
HY " GH H5S heHi=1 = gec  ©

Insbesondere wird der Kern von N . wird durch N’ in den Kern von N

G G/H H
abgebildet, d.h. N’G/H induziert eine Abbildung

e 01 n-l
vi=N AHG M) = HH,Mm).

G/H IKer(N G) '
Wir haben zu zeigen, das obere Viereck von (1) bleibt kommutativ, wenn man in diesem
Diagramm Res durchv ersetzt, d.h. wir haben zu zeigen,

) Reso(éG[m]) = 5, (v[m)) fiir jedes [m] € Ker N, = A lem).

G

Der Rest des Beweises besteht in der Berechung der beiden Seiten von (2).
Berechnung der linken Seite von (2).

Wir erinnern zunichst daran, dald sich der Zusammenhangshomomorphismus 6G mit

Hilfe des Schlangenlemmas aus dem nachfolgenden Diagramm ergibt (vgl. 4.6.6).

= Hy(GM) Hy(GM) = H((GM*) =~ H(GM) — 0
©) | INg INg INg !
0 - HYGM)— HIYGM*) - HO(G,M)—6> HiG M) —...
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[m] € A YGM) =Ker N
ein vorgegebenes Element,
N * *
[m*] €H 1(G,M*) = Ker Ng C HO(G,M*) =Mg = M*”GM*
ein Urbild von [m] und m*&M* ein Reprisentant von [m*] € M*/IGM*. Dannist das
Bild

C Hy(GM) =M =M/ M

G G

meM
von m* bel der Abbildung M*—M ein Reprisentant von [m]€ M/

Element

GM’ und das

N*Gm* = > gm*
et
reprasentiert ein Element von HO(G,M ' )1?7, dessen natiirliches Bild in
Koker Ng = ROG,M")
gerade
dlml =1 3 gm*]
geG
ist. Wenden wir auf beide Seiten die Abbildung Re<C von (1) an. Da Res¥ durch die
natiirliche Inklusion M’C — M'H induziert wird, erhalten wir durch Ubergang zum
natiirlichen Bild in Koker N’ H = ﬁO(H M),

R m) = 3 gm].
9eG
Berechnung der rechten Seite von (2).

Wir haben o, auf vm] = [§ gi-lm] anzuwenden. Dazu gehen wir analog zur
i=1

Bestimmung des Bildes bei 6G vor, wobei wir das zu Diagramm (3) analoge Diagramm

verwenden mit H angtelle von G. Unter Verwendung des oben gewihlten Elements m*
erhalten wir

-1 -1
S vMmph=[ 3 I § g m*]=[ § > hg"m*].
heH i=1 i=1 heH
Da diegi ein Reprisentantensystem von G/H bilden,, bilden die gi_l eines fiir H\G, d.h.
esqilt

5, VM) =[ 3 gm*]=Re(d[ml).
H G G

QED.

*
 Zuniichst ist NGm* = 3 gm* ein Element in HY(G,M*) = M*C, dessen Bild in HO(G,M) = MC

0eG
nach Konstruktion gleich Null ist. Wegen der Exaktheit der unteren Zeile des Diagramms konnen wir es

aber as Element vn HO(G,M’) = M’G auffassen.
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4.6.12 Beispiel
Wir betrachten den Fall g=-2und A =Z. Dann ist

NG, 7) = H, (G, 2) = GIG
die Faktorkommutatorgruppe und die Restriktion ist eine Abbildung

Res: G/G’ — H/H’,

welche sich wie folgt beschreiben 146t. Die abelsche Gruppe G/G’ ist dua zu ihrer
Charaktergruppe Hom(G, [13*). Deshab ist Res dual zu einem Homomorphismus

Hom(H, C*) — Hom(G, T*).
Dieser geniigt der folgenden Abbildungsvorschrift

p b det(i, p)/det(i, 1).

Dabel bezeichnet

Ip:G—=AU(C® Z[G])

Z[H]
die durch die eindimensonde Darstellung p: H — ©C* = Aut(T) induzierte
Darstellung.'®®

4.6.13 Proposition
Seien G eine endliche Gruppe und H € G eine Untergruppe vom Index

n=(G:H)

und M ein G-Modul.
Dann it die Zusammensetzung

A Res ~ Cor a

HY(G, M) HA(H, M) HYG, M)
fiir jedes q gerade die Multiplikation mit n,

Cor=Res=n.
Beweis. Der Fall q = 0. Nach Definition von n gibt es ein Reprisentantensystem
n
{ gl} i=1

der Restklassen modulo H in G. Nach 4.6.11 (i) ist die Korestriktion fiir g = O gerade
die Abbildung, fiir welche das folgende Diagramm kommutativ ist.

ﬁO(H,M)& ROGMm)
| |

b = MG

m B gg.m
. |
=1

Die Restriktion dagegen ist induziert durch natiirliche Einbettung MCE ¢ MH. Fir
mEMGgiItaber
§ gm= § m=n-m,
=1 =1
.50 00 I e .
d.h. CoreRes: HY(G, M) — H™ (G, M) ist die Multiplikation mit n.

108 Sej {gi} :: 1 ein Reprisentantensystem in G der Restklassen von G modulo H. Man verwende die
Tatsache, dal? dann die gi ein freies Erzeugendensystem von Z[G] iiber Z[H] bilden, aso die 1®gi eines

von E@Z[H]Z[G] iiber €.
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Der Fall q = 0. Fiir jedes q kann CorsRes: HI(G, M) — HY(G, M) nach 4.6.9 mit einer

Abbildung der Gestdt Cor=Res: HO(G, M") — H0 (G, M") identifiziert werden (mit
geeignet gewihltem M”).
QED.

4.6.14 Folgerung 1
Seien G eine Gruppe der Ordnung n und M ein G-Modul. Dann gilt

N
nHA4G, M) =0
fiir jedes qEZ.
Beweis. Nach 4.6.13 ist die Abbildung
A Res & Cor ~
HY(G, M) H9( e, M) HYG, m)

gerade die Multiplikation mit n. Als Modul iiber der trivialen Gruppe {e} ist aber M en
induzierter Modul,

Z[{e}]®M = Z®ZM =M.
Die Kohomologie-Gruppe in der Mitteist somit trivial. Alsoist die Multiplikation mit n

gerade die Null-Abbildung.
QED.

4.6.15 Folgerung 2

Seien G eine endliche Gruppe und M ein eindlich erzeugter G-Modul. Dann ist die
Gruppe

ﬁq(G, M) fiir jedes qEZ
endlich.
Beweis. Die Standard-Resolvente

P.(G)—=Z—0

besteht aus endlich erzeugten Z-Moduln. Wenn M endlich erzeugt ist iiber Z[G], aso
auch iiber 7Z, so gilt dasselbe auch fiir die Moduln von
Hom(P, (G), M)
also auch fiir die Moduln des Teilkomplexes
Hom(P,(G), M)
Dann sind aber auch die Kohomologie-Moduln
HYG, M) = HY( Hom(P, (G), M))

endlich erzeugte Z-Moduln. Anaog ergibt sich, dal3 auch die
Hq(G, M)

endlich erzeugt sind. Zusammen erhalten wir, die Z-Moduln
(1) AAGM) , gez,
sind endlich erzeugt. Nach 4.6.14 liegt aber die Gruppen-Ordunung n = #G im

Annullator, d.h. die Z-Moduln (1) sind Faktormoduln von freilen Z/(n)-Moduln
endlichen Rangs, also endlich.
QED.

4.6.16 Folgerung 3

Seien G eine endliche Gruppe, SCG eine p-Sylow-Untergruppe von G und M ein G-
Modul. Dann ist die Abbildung

Res: A9(G, M) — HY(S, M)
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ein Monomorphismus auf dem p-Torsionstei!™ von HY(G, M).
Beweis. Sei G von der Ordnung

#G=pm,
mit m teilerfremd zu p. Weiter sei
xeH9(G, M)
ein Element des p- Torsionsteils mit
Res(x) = 0.

Dann gilt nach 4.6.13
mx = (G:S)x= Cor(Res(x)) = 0.
Nach Voraussetzung wird x von einer p-Potenz annulliert,

pgx =0
fiir ein /EN. Dam und pg teilerfremd sind, 146t sich 1 als Z-Linearkombination von m
und pg schreiben. Ausmx = 0 und pex = Ofolgt damit x = 0.
QED.
4.6.17 Folgerung 4
Seien G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul und
x € A9, M)

e n Element, dessen Bild bel

Res A9(G, M) — HY(S, M)
fiir jede Sylow-Untergruppe S € G Null ist. Dann gilt
x=0.
Bewels. DaG endlichigt, liegen ale Werte eines jede Kozyklus bereitsin einem endlich
erzeugten Teilmodul von M. Ist | das induktive System der endlich erzeugten
Teilmoduln von M, so gilt
Ade, M= "M AdG, M)
M’ el
und _
fds, my= "M fais m).
M’ el
Es reicht deshalb, die Behauptung fiir den Fall, daf
M endlich erzeugter G-Modul
ist, zu beweisen. Dann zerfallen aber

RA(G, M) und A9(S, M)
as Z-Moduln in direkte Summen von p-Torsionsmoduln, wobel p die Teller der
Gruppenordnung von G durchldiift (wegen 4.6.14). Be Res werden diese p-

Torsionsmoduln ineinander abgebildet (wie be jeden beliebigen Gruppen-
Homomorphsmus). Nun ist der p-Torsionsteil von

Res(x)
fiir jedes p gleich Null, d.h. der p-Torsionsteil von X ist nach 4.6.16 fiir jedes p gleich
Null. Da dies fiir jedes p gilt, ist x =0.
QED.

4.7 Das Cup-Produkt

4.7.1Theorem 7.1
Sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt es fiir beliebige

109 d.h. auf der Menge der Elemente, die von einer Potenz von p annulliert weriden.
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p.qEZ
und beliebige G-Moduln M und N eindeutig bestimmte Homomorphismen
N N N
HP(G, M)® HAG,N) — HP*A(G, M®N), m®n »° mn,
welche den folgenden Bedingungen geniigen.
()  Die Homomorphismen hingen in funktorieller Weise von M und N ab.
(i)  Fiir p=q =0 sind die Homomorphismen durch die natiirliche Abbildung
MC@NC — (MeN)C
induziert.
(i) 1st
O-M -M-=M" -0
eine exakte Sequenz von G-Moduln mit der Eigenschaft, da’ die induzierte
Sequenz

exakt ist, so gilt
8, (M"n) = (dm")-n fiir m"eMP(G, M”) und neRY(G,N).
Dabei sei

00— M&®&N —- M®N - M"®N — 0

& ARG, M”) — APl M)

der Zusammenhangshomomorphismus zur ersten und
N N
8 APFA(G, M eN) — APFI*L(G, M eN)
der Zusammenhangshomomorphismus zur zweiten kurzen exakten Sequenz.
(iv) Ist
O—-N —-=N—-=N —=0

eine exakte Sequenz von G-Moduln mit der Eigenschaft, dald3 die induzierte

Sequenz
exakt ist, so gilt

3, (M) = (-1) Pm-d(n”) fiir mefP(G, M) und n"eR9(G,N").
Dabei sei

0— M®N — M®N — M®N” — 0

8: PG, N7y = AP, N)
der Zusammenhangshomomorphismus zur ersten und
N APTAG, MaN") — APTAtL G MeN)

der Zusammenhangshomomorphismus zur zweiten kurzen exakten Sequenz.
Bemerkung
DasBild m-n von m®n der oben beschriebenen Abbildung heif% dann Cup-Produkt
der Kohomologie-Klassen m und n.
Beweis. Wir beginnen damit, den Existenzbeweis auf den Bewels der folgenden
Aussage zu reduzieren.

Lemma
Se
P d P d P d P d
o n+1 n n-1
eine volle Resolvente (vgl. 4.6.7). Dann gibt es einen Homomorphismus von G-Moduln

P P ®P
g ptqg TP q

fiir je zwei ganze Zahlen p, q €Z, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1 2d = (d®1)e + (-)P(1®d)-
@ o, ed= @D o+ (DPIRD: g
2 (e®g)e Poo = ¢

p,a+l

10 Wir bezeichnen das Bild von m®n bei dieser Abbildung mit m-n.
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Dabei sei
e: Py=ZIG] = Z
der G-Modul-Homomorphismus mit e(g) = 1 fiir jedes g&€G.

Nehmen wir aso an, die Abbildungen cppq sind bereits konstruiert. Fiir je zwel G-

Moduln M und N und je zwei Koketten
fEHom(Pp, M) und gEHom(Pq,N)

setzen wir
f-g:= (f®g)= P, — M®N.
9@y ¢ g MO
Auf Grund von (1) gilt dann
3 d(f-g) = (df)-g + (-1)Pf-dg

Insbesondereist f-g ein Kozyklus, wenn f und g Kozyklen sind und die Kohomologie-
Klasse von f-g hingt nur von den Kohomologie-Klassen von f und g ab."** Mit anderen
Worten, die Abbildungen cpp q induzieren fiir beliebige G-Moduln M und N Gruppen-

Homomorphismen
f4p Al fp+q .
cpp q*.H (G, M)® HY(G, N) — HF"H(G, M®N), [fl®[4d] » [f-q].
Diese Konstruktion ist offensichtlich funktoriell beziiglich M und N, d.h. sie hat die
Eigenschaft (i) der Behauptung.
Zu Eigenschaft (ii).
Auf Grund von (2) ist das Diagramm

£®e X®Y > e(X)®e(y)
PPy Z8Z 4 (@) 1®1

ch’OT T= !

z

N

PO — 7
zZ » €2
Anwenden von HomG( ?, M®N) liefert ein kommutatives Diagramm
(e®e)*

HomG(PO®PO, M®N)

HomG(Z®Z, M®N)

*
CPO’O\L =
) Hom .(P,, M®N) L Hom -(Z, M®N)
G 0O G
U |

HOG M&N) «——  (MeN)C

Nun ist die Abbildung,
HomG(PO, M) x HomG (Po, N) — HomG (P0®PO, M®N), (f,g) » f®g,,

bilinear, induziert also eine natiirliche Abbildung
HomG(PO, M) ® HomG (PO, N) — HomG (P®P, M®N), (f,g) » f®g,,
Analog erhilt man eine Abbildung

11 Aus (3) mit f = df’ folgt
d(df"-g) = (-1)P f-dg
und analog auf (3) mitg=dg’:
d(f-dg’) = df-g.
Mit anderen Worten das Produkt f-g ist ein Rand, wenn einer der Faktoren ein Rand ist. Also dndert sich
f-g um einen Rand ab, wenn man einen der Faktoren um einen Rand abéndert.
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HomG(Z, M) ® HomG (Z,N) — HomG(Z ®Z, M®N), (f,0) » f®q,.

Die beiden letzten Abbildungen bilden die Spalten eines kommutativen Vierecks. Durch
Zusammensetzen mit (4) erhaten wir ein kommutatives Diagramm

HO(G, M)®HO(G, N) - MCoNC

! Il
e*®e*
Hom (P, M)®Hom (P, N) <—— Hom(Z, M)®Hom(Z, N)
! . I
Hom (P;M@N)  «<——  Hom(Z, M&N)

U Il

HO(G, M®N) = (M&N)C

also ein kommutatives Diagramm
HOG, M)®HO(G, N) «———— MCENC
\ !
HO(G, M®N) — (M®N)®
Wir faktoriseren nach den Bildern der Abbildung N’,:l (vgl. 4.6.2) und erhdten en
kommutatives Diagramm

A0 M®ROG,N) 0% fi0G:MeN)
ﬁ ﬁ
MC@NC -~ (M®N)C
Mit anderen Worten, die von uns konstruierten Abbildungen cpp o haben die
Eigenschaft (ii). ’
Zu Eigenschaft (iii). Sei
O-M—-M—-=M"—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln mit der Eigenschaft, dal3 die induzierte Sequenz
0— M®N—- M®N - M"®N — 0
exakt ist. Wir wenden auf die erste Sequenz die Funktoren
? ?
HomG(Pp, ?) und HomG(Pp+1, ?)

an und erhalten ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen''?:

0— HomG(Pp,M’) — HomG(Pp, M) — HomG(Pp,M”) —0
d| d| d|

0— Hom M’) — Hom M) — HomG(P M™") —0

G(Pp_l_l! G(Pp+1! p+11
Die Zeilen sind tatséchlich exakt, weil Pp und Pp 1 freile Z[G]-Moduln sind.
Se
o’ EHomG(Pp, M”)
ein Kozyklus, welcher die Kohomologie-Klasse
m’ = [a”] € APG, M”)
Reprisentiert. Wir wihlen ein Urbild

12 Genauer: wir wenden den Funktor Hom G(P* , ?) auf die exakte Sequenz an und erhalten eine kurze

exakte Sequenz von Komplexen.
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aEHomG(Pp, M)
ein Urbild von a”. Dann ist das Bild von do. in Hom
gilt

6(Ppsy M) dleich Nul, dh. es

daE HomG(Pp+1, M’).
Die Kohomologie-Klasse dieses Elements ist gerade (m”),

S(m”) = [dal].

Fiir jeden Reprisentanten
BEHomG (Pq, N)

e nes Elements

N
n=[p] €HYG, N)
ist
o B ein Reprisentant von m”:n,
da ein Reprisentant von dm”
aso
(dot)-P ein Représentant von (dm”)-n
Indem wir anstelle der ersten kurzen exakten Sequenz die mit N tensorierte (d.h. die
zwelte kurze exakte Sequenz betrachten, sehen wir:
d(a-p) ein Reprisentant von 8(m”-n).
Well B ein Kozyklusist, gilt nach (3)
d(aB) = (da)-B,
d.h. 8(m”-n) und (dM”)-n werden durch dasselbe Element reprasentiert. Also gilt
d(m”-n) = (dm”)-n.
Damit ist Eigenschaft (iii) bewiesen.
Zu Eigenschaft (iv): der Beweis ist analog zu dem fiir Eigenschaft (iii).

Damit ist der Existenzbeweis fiir das Cup-Produkt auf den Beweis des Lemmas
zuriickgefiihrt, d.h. auf die Konstruktion der Abbildungen

P, —=PQ®P
o o pra 0%
mit den Eigschaften (1) und (2).
Bewels des Lemmas. Esreicht, die Konstruktion der ¢ mit den Eigenschaften (1) und

(2) fiir den Fall der vollen Standard-Resolvente durchzu1fiihren, d.h. fiir den Fall
Pq = Z[Gq+1] fiirq = Ound

*
P_q =Py = Hom(Pq-l , 7)) fiir q = 1.
(vgl. 4.6.7) durchzufiihren.*** Der G-Modul P_q (0=1) besitzt als Basis die g-Tupel

N * * .
0% = (gp, - Gy Z[GY -z, mltgl,...,gqeG

welche das Element g := (gl,...,gq) in die 1 und ale anderen Elemente aus GY in die
Null abbilden. Beziiglich dieser Basis ist der Randoperator
daP_ —P
-q -0-1
durch die folgende Formel gegeben (h= (ho,...,hq)EHq+1)

113 Obwohl das fiir den Existenzbeweis hier nicht gebraucht wird, wollen wir anmerken, daf3 sich daraus
die Aussage fiir jede volle Resolvente ergibt, denn nach dem Vergleichssatz der homologischen Algebra
sind je zwei freie Auflosungen von Z iiber Z[G] homotop.
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dg* (h) = g*(ch) = g*( § (-1)i(ho,...,hi_l,hi+1,...,h D

i=0
= igo(.l)ig*( gyl )
] go( Y Yayhy 9|hi-169i+1hi+1"".6gqhq
= ée.go( ) °g,h, gh O 8gi+1hi+1.m.8gqhq

=3 30 g S Gyt

s=Gi=0
d.h. durch
dgy g = S S D (G G S Gygl):
gq s=Gi=0 gq
Die Abbildung
d:P,— P,
ist gegeben durch
= 3 (&)
=G

Bel der Definition von ¢ unterscheiden wir drei Fille.

(a) Fiir p=0 und g=0 setzén wir
(go' ’g ) (gO, ’gp)®( g " 7gp q)
(b) Fiir p=1 und g=1 setzen er

(911 1gp+q) = (91, ,gp)®( gp ,gp+q)
(c) Fiir p=0 und 0= 1 Setzen wirtis

Pppg )= E (9 S)B(GS 0y )

Sl,...,SpEG
cp_p_q’p( gIg:I) = Sl,...,ESpEG (gzg; sI s;) & sp,...,sl,gq)
Dol o) = Sl’-..,gSpEG (OGS ,...,sq)@(sa,...,si)
9. prf Sg9p) :Sl’___;SpEG (5% @SSy, GnT)

14 Die suBere Summe hat nur fiir s = hi einen von Null verschiedenen Summanden.

115 Im letzten Fall haben die beiden Indizes verschiedene Vorzeichen. In den ersten beiden Fillen ist die
Summe der beiden Indizes negativ, in den letzten beiden nicht-negativ. Die ungeraden unterscheiden sich
von den geraden Fillen durch die Position des negativen bzw. positiven Vorzeichens.
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Durch unmittelbare aber langwierige Rechnung zeigt man, die so definierten
Abbildungen Eigenschaft (1) besitzen. Eigenschaft (2) liest man direkt and der Definitin

von g o in(a) ab.
Damit ist der Existenzbeweis abgeschl ossen.

Eindeutigkeitshewels. Beim Bewels der Eindeutigkeit geht man von Eigenschaft (i) aus
und verwendet Dimensi onsverschiebung und die Eigenschaften (iii) und (iv).

Um die Dimensionsverschiebung beziiglich des ersten Tensorfaktors M durchzufiihren,
verwendet man die exakte Sequenz

(5) 0O-M —-M, =M—=0

mit dem induzierten G-Modul

M, = Z[G]®M.

Die kurze exakte Sequenz verfillt iiber Z , denn die Z-lineare Abbildung
M—=M,,mp 1®m,

ist ein Schnitt der natiirlichen Projektion M, — M, g®m » gm. Weil die Sequenz

verfillt, ist fiir jeden G-Modul N die induzierte Sequenz
(6) 0—-M®N —- M, ®N - M®N — 0

AuRerdem ist der Modul
M, ®N = Z[G]®M®N

induziert. Die Zusammenhangshomomorphismen der Tate-Kohomologie-Sequenzen zu
den kuzen exakten Sequenzen (5) und (6) sind deshalb Isomorphismen. Sie gestatten es,
die Cup-Produkte zu den Moduln M und N mit den Cup-Produkten zu den Moduln M’
und N zu identifizieren, wobel eine Dimensionsverschiebung um 1 auftritt. Induktiv
ergibt sich so aus den Formeln von (iii) die Eindeutigkeit der Cup-Produkt-Abbildungen
fiir alle p und ein festes q (wenn man sie fiir ein p bereits bewiesen hat).

Analog geht zeigt man unter Verwendung von (iv) die Eindeutigkeit fiir alle g und festes
p (wenn man sie fiir ein g bereits bewiesen hat). Zusammen erhélt man dann aus der
Eindeutigkeit fiir p = 0 und q = 0 die Eindeutigkeit fiir alle p und alle q.

QED.

4.7.2 Proposition 7.1: Eigenschaften des Cup-Produkts
(i) (mn)d= m_-(n-é) (wenn man (M®N)®L mit MO(N®L) identifiziert.
(i) mn=EndMmMAdmMN o Gwenn man M®N mit NON identifiziert,
(i) Res(ab) = Res(a)-Res(b).
(iv) Cor(m-Res(n)) = Cor(m)-n.
Beweis. Zu (i). Fiir p = q = 0 gilt diese Formel, weil dann das Cup-Produkt nach 4.71(i)
durch die natiirliche Abbildung
MG®NG — (M®N)G, m®nN B MXN,
induziert wird. Alle anderen Fille beweist man durch Dimensionsverschiebung.
Zu (ii). Im Fall p = g = 0 ist die Aussage trividerweise richtig. In den anderen Fillen
beweist man sie durch Dimensionsverschiebung mit Hilfe der Formeln von 4.7.1 (iii)
und (iv).
Zu (iii). Sei H € G ene Untergruppe. Fiir p = g = 0 sind dann die Restriktionen
induziert durch die natiirlichen Einbettungen
MCG - MH und NG = NH und (MeN)C - (MeN)T
Da das Cup-Produkt in diesen Graden ebenfalls durch die natiirlichen Abbildungen
ME&NC — M@N)C, MHaNH - (veN) H, men & men,
induziert wird, kommutieren diese beiden Operation.
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Zu (iv). Seien G eine endliche Gruppe und H € G eine Untergruppe, M und N zwe G-
Moduln,

mefPH, M) und neH(G, N).
Dann liegen die beiden Seiten der Identitét (iv) in
APYA(G, M®N).
Wir betrachten zuerst den Fall
p=qg=0.

Wir wihlen Représentanten

ueM H und ven©
von m bzw. n:

m = [u] und n =[v].
Nach 4.6.11 Proposition 6.2(ii) wird die Korestriktion von m représentiert durch

- G
NG/H(M) - % giM, €M

wenn die 9, €G ein Reprisentantensystem von G/H bilden:
A
Cor(m) =[3 g.ul in HP(G, M).
[

Das Element Cor(m)-n & Il-\lp+q(G, M®N) wird also représentiert durch
NG (Y = (3 G = 3 6(18) =Neyp (&) € MEN)°.

d.h. fiir die linke Seite der zu beweisenden Identitit erhalten wir
(1) Cor(m)}n=[Ng, (WL&v)].

Auf der anderen Seite wird m-Res(n) reprisentiert durch u@ve(M®N)H. Wiederum
nach 4.6.11 Proposition 6.2(ii) erhalten wir

Cor(m-Res(n)) =[N G/H(u@v)].

Vergleich mit (1) liefert die gesuchte Identitit fiir p=q =0.

Fiir die iibrigen p und g wird die Aussage durch Dimensionsverschiebung bewiesen
unter Verwendung der Eigenschaften 4.7.1(iii) und (iv) des Cup-Produkts und der
Tatsache, dal3 Restriktion und Kostriktion mit den Zusammenhangshomomorphismen
kommutieren.

QED.

4.7.3 Eine Verallgemeinerung: Cup-Produkt beziiglich einer Abbildung

Im folgenden haben wir das Cup-Produkt in einer etwas allgemeineren Situation zu
betrachten. Seien
L,M,N
irgendwelche Moduln iiber der endliche Gruppe G und
¢: M®N — L
ein G-Modul-Homomorphismus. Durch Zusammensetzen des Cup-Produkts mit der
durch ¢ auf der Kohomologie induzierten Abbildung erhalten wir eine Abbildung

APG, M) ® RY(G, N) — BPYAG, L), m@n i ¢* (mn).
Das Element ¢* (m-n) heif3t auch Cup-Produkt von m und n beziiglich ¢.

18 Wegen ve NC giltv = gv.



182

4.8 Zyklische Gruppen, Herbrand-Index

4.8.1 Bezeichnung

Se
G
eine zyklische Gruppe der Ordnung
#G=n<o
mit dem Erzeuger s,
G=<s>.
Wir setzen
T=51
und wie bisher
N= % g
geG

Gleichzeitig sollen T und N auch die Multiplikation mit T bzw. N bezeichnen.

4.8.2 Kern und Kokern der Abbildung T
Mit den Bezeichnungen von 4.8.1 gilt

() Ker(Z[6] ——z[G]) = Z[G]® = N-Z[G] = Im (Z[G] —~—Z[q] )
@i ImZ[G] 2[G]) =1, = Ker (Z[C] 7[G])

Beweis. Zu (i). Firx= Y x _-ggilt
geG 9

xeKer(T) 0= ¥ x -g(s)= 3 x 419- 3 xgg: 3> (x _1-xg)-g
gEG €GP geG geG P
<X _q=x_fir jedes g€G
gs g

< X =X _fiir jedes gEG
g e

< X=X Y g=x_-N
egeG e
<" x e N-Z[G].

Zu(ii). Firx= Y x_-ggilt
geG 9

xeKer(N) = 0=Nx= ¥ x Ng=( Y x )N
gEGg geGg

< Y x =0
gEGg

< Xx= 3y xg-g: > xg-(g-l)
9eG 9eG

118
X E |
= G

17 Die Multiplikation von N mit einem Element von G hat denselben Effekt wie die mit 1.
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Wil IG asldea von Z[G] von Elementen der Gestalt g-1 erzeugt wird, gilt
Im(T) €1 G
. Wir haben noch zu zeigen, dann gilt
x € Im(T).

Sei umgekehrt, x € | G

Wie wir gerade gesehen haben, ist

x= 3 xg-(g-l).
geG
Dadie Multiplikation mit T eine Z-lineare Abbildung i<, reicht es zu zeigen,
g-1 € Im(T) fiir jedes g&G.
Well G zyklischigt, hat g die Gestalt

g=s4,u=0,..,n

O.B.d.A. sai u> 1. Dann gilt aber
g-1= )+ 24  + e =
QED.

4.8.3 Eine volle Resolvente
Seien G eine zyklische Gruppe der Ordnung n mit dem Erzeuger s. Dann ist

_ d d
| Kyivo.—™ Ki+1 Ki
mit
Ki = Z[G] fiir jedes i,
und
X B Tx fiir i ungerade

d: K. =K. 1’ ,
: "1 X 1 Nx fiiri gerade

einevolle Resolvente von G.

Dabei sei wiebisher T=s1undN= Y ¢

geG
Beweis. Nach 4.8.3 liefert die linke“Hailfte” von K, eine exakte Sequenz:
1 4k 4. Ll R S S
@ i+1 i 1 0 it

d.h. ein Resolvente von Z iiber Z[G]. Nun ist das Dual der Multiplikation mit einem
Ring-Element wieder die Multiplikation mit diesem Ring-Element. Durch Dudisieren
von (1) erhalten wir also bis auf 1somorphie die Sequenz

0>7 g* K d(:T)K d d K d K d
% -1 2 Rl i i-lé---
Wir haben noch zu zeigen, die Komposition
€ e*
K0 Z K_1

ist gerade die Multiplikation mit N. Fiir jedes g&G gilt
e*(e(9) =e* (D) = e*(IdZ) = ld-e € Hom(Z[G], Z),
aso

Y8 Liegtxin IG’ S0 ist X Z-Linearkombination von Elementen der Gestalt g-1. Insbesondere ist die

Summe der Koeffizienten xg gleich Null.
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e (e(@) =" 3, y* =" 3, y=N
yeG yeG
QED.

4.8.4 Die Tategruppen der Zn

Bezeichne G = Zn die zyklische Gruppe der Orndung n und M einen G-Modul. Dann
gilt

MCG/NM  fiir q gerade

NM/ I GM fiir q ungerade

Dabei bezeichne (M den Kern der Abbildung N: M — M,

%G, M) =

N
N
NM = Ker(M ———M).
Beweis. Wir wenden auf die volle Resolvente von 4.8.3 den Funktor HomZ (?,M) an
n
und erhalten
* * d*
HomG( K, ,M): .. HomG( Ki , M) HomG( Ki+1 ,M)————

Dabei ist d* die Multiplikation mit N fiir i ungerade und die Multiplikation mit T fiir i
gerade. Wegen HomG( Ki , M) = M fiir alle i, folgt

N
HYG , M) =H%Hom,, (K, ,M))=
n
Wegen 4.8.2 erhalten wir damit fiir ungerades q

RAG, M) = M/l _-M
(G. M) N G
Fiir gerades q ist

el Y _ N 0
RY(G , M) = KOG , M) = Koke H (G, My—— HO(G, M)

Ker(N)/Im T fiir q ungerade
{Ker(T)/ Im N fiir q gerade

N G
= Koker MG—> M

= MCG/N-M

QED.
Beispiel

H2(zInz, 7) = ZCINZ = ZInZ.
4.8.5 Das Cup-Produkt mit einem Erzeuger von HZ(Zn,Z)

SeG= Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n und u€H2(G,Z) ein Erzeuger. Dann
induziert das Cup-Produkt mit u Isomorphismen

" Fiir yEG sei y* die Abildung, die jedesElementx = ¥ xg-g auf dessen y-ten Koeffizienten xy
0eG

abbildet, d.h. ), y* bildet jedes Element auf die Summe von dessen K oeffizienten ab, genau wieze.

yeG
120 Wir identifizieren Hom(Z[G], Z) mit Z[G].
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RAGM) = AT2G M), x b ux
fiir beliebige q€Z und beliebige G-Moduln M.
Beweis. Die beiden exakten Sequenzen

0—lg—Z[Gl = Z—0 (1)

und

N T
0—Z———Z[G] —— I, =0 )

(vgl. 2) induzieren bijektive Zusammenhangshomomorphismen
N 6 N +1 6 N +2
HYG, Z) —— HI"(G, 1) —— HI"%(G, 2)
(weil Z[G] = Z|G]®Z ein induzierter Modul ist). Insbesondere hat der Erzeuger u die

Gestalt
u = 8(d(v) mit einem Erzeuger v von I/-\|O(G, 7.) = ZINZ.

Die beiden Sequenzen (1) und (2) zerfdlen iiber Z. Sie bleiben also exakt, wenn man
mit M tensoriert,

0—1,®M — Z[GI&M =M — 0

T
0—M Z[G|&M —— IG®M — 0,
und wir erhalten Bijektionen

N 6 N 6 N
AYG, M) —Mo A, 1 em) —Mo A6, M)

Fiir x€A9(G, M) gilt
ux = 3(d(v)x = 6M(6M(v-x)).

Deshalb reicht es zu zeigen, das Cup-Produkt mit dem Erzeuger v induziert einen
| somorphismus

N N

HAG, M) = HAG, M), x > v:x.
Da das Cup-Produkt mit den Zusammenhangshomomorphismen vertriglich ist, kann
man Dimensionsverschiebung anwenden, d.h. es reicht, die Aussage fiir den Fall

q=0

zu beweisen. Wir wihlen eine Représentanten

VEZ
des Erzeugers

ve oG, z)=zinz.
Dannist v eine zu n teilerfremde ganze Zahl und das Cup-Produkt fiir q = O ist gerade

die Multiplikation mit dieser ganzen Zahl (nach 4.7.1 (ii)). Well v teilerfremd ist zu n,
gibt es eine ganze Zahl weZ mit

w-v = 1 mod n.
Nun wird ﬁq(G, M) von der Gruppen-Ordnung annulliert (vgl. 4.6.14). Also sind
definieren die Multiplikationen mit w und v zueinander inverse Abbildungen.

Insbesondere ist die Multiplikation mit vV ein | somorphismus.
QED.
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4.8.6 Der Herbrand-Index
SeienG = Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n und M ein beliebiger G-Modul.
Weiter bezeichne

hy (M) :=# RA(G M) fiir q=0,1.

die Elementzahl der Tategruppe I/-\Iq(G,M). Fallsfalls diese beiden Zahlen endlich sind,
definieren wir den Herbrand -Index von M as

M)
A, (V)

h(M) :=

4.8.7 Verhalten des Herbrand-Index bel exakten Sequenzen
SeienG = Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n und
0—M'—-M—-=M"—0
eine kurze exakte Segquenz von G-Moduln. Wenn dann zwel der Zahlen
h(M"), h(M), h(M")
definiert sind, so ist esauch die dritte, und es gilt

h(M) = h(M*)-h(M").

Beweis. Wegen der Periodizitit der langen Kohomologiesequenz zur gegebenen Kurzen
exakten Sequenz, kann man diese in der folgenden Gestalt schreiben.

ROy - ROm)

T }
*) Aty RO%mn)
1 !

Atvm) < At
Dabei stehe HIN) fiir H9(G,N). Nehmen wir zum Beispiel an, die Gruppen
RO, Rk, HOm), Atm)
sind endlich. Bezeichne
Mi (i=1,2,34,5,6)
die Folge der Bilder der Abbildungen in obigen Diagramm, und zwar in der Rethenfolge
wie siedie Richtung der Pfeile angibt. Zum Beispiel sei

M, = Im(ROm") —ROm))

1
M., = Im(ROm) ~ROm"))
M = Im(ROM) —Atm))

Dannist die Sequenz
0—>M2—>I/-\IO(M”)—>M3—>O
exakt (wegen der Exaktheit von (*)). Weiter ist M2 endlich as Bild einer endlichen

Menge, und M, ist endlich as Tellmenge einer endlichen Menge. Die kurze exakte

3
Sequenz liefert damit die Endlichkeit von HO(M"). Andog ergibt sich die Endlichkeit
von Hl(M”) aus der Exaktheit der Sequenz
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0—-M_—H1(M") =M —0
5 H (M) =>Mg=0.

Aus kurzen exakten Sequenzen, die analog zu den oben angebenen sind erhalten wir
weiter die folgenden Identititen.

hO(M) =#M 1-#M2

hO(M”) = #MZ-#M3

hl(M’) = #M3-#M4

h (M) =M #M

h,(M") = #M#M

ho(M") =#M #M

Damit ist aber

h(M) = hO(M)/hl(M)
= (#M 1-#M 2)/( #M 4-#M 5)
= (#M l-#M 6-#M 2-#M 3)/(#M 3-#M 4-#M 5-#M 6)
= hg(M*)-hy(M7)/(hy (M")-h, (M™))
h(M’)-h(M").

QED.

4.8.8 Herbrand-Index eines endlichen Moduls
SeienG = Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n und M ein endlicher G-Modul.

Dann gilt
h(M) = 1.
Beweis. Wir betrachten die folgenden exakten Sequenzen.

0—-M*~—=M MMGO

N
0—>ﬁ|1(M)—>MG——>MG—>ﬁ0(M)—>o

121

Die erste dieser Sequenzen zeigt, dal3 MS und M G dieselbe Ordnung haben. Die zweite

der Sequenzen zeigt dann aber, dal3 I/-\Il(M) und ﬁO(M) dieselbe Ordnung haben.
QED.

4.8.9 G-Homomor phismen mit endlichem Kern und Kokern
SeenG = Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n und

f:M—N
ein Homomorphismus von G-Moduln mit endlichem Kern und Kokern. Dann ist von
den beiden Zahlen h(M) und h(N) die eine genau dann definiert, wenn die andere esist.
Sind sie definiert, so sind sie gleich,
h(M) = h(N).

121 Sei s der Erzeuger von G, durch welchem T definiert ist. Der Kern von T besteht dann aus den
Elementen meM mit

O=(sI)m=sm-m,
d.h. den Elementen die bei sfest bleiben. Da s die Gruppe G erzeugt, bleiben diese m aber bei alen
Elementen der Gruppe G fest. Zur Exaktheit der ersten Sequenz an der Stelle M, siehe 4.8.2. Die zweite

Sequenz ist exakt mit Fi-1(M) anstelle von H1(M). Die Exaktheit mit AX(M) ergibt sich aus der
Periodiziit.
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Beweis. Nehmen wir zum Beispiel an, h(M) ist definiert. Aus den exakten Sequenzen
0—Ker(f)—=M—Im(f)—0

O0—Im(f)—=N—Koker(f)—0

lesen wir dann nacheinander ab, dal die folgenden Zahlen definiert sind.
h(Im(f)), h(N).
AulRerdem ist nach 4.8.8 h(Ker(f)) = h(Koker(f)) = 1, also
h(N) = h(Im(f)) = h(M).

QED.

4.8.10 Zn-i nvariante Gitter eines Vektorraums

Seen G = Zn die zyklische Gruppe der Ordnung n, E ein IR-Vektorraum der
Dimension

dim]RE<00,

G— Aut]R(E)
ein Gruppenhomomorphismus. Weiter seien L,L’CE zwe Gitter (d.h. endlich erzeugte
Z-Moduln), welche E erzeugen und welche unter der Operation von G auf E stabil sind.

und

Wenn dann eine der Zahlen h(L), h(L") definiert i, so ist es auch die andere, und die
beiden Zahlen sind gleich.

Wir beweisen zunichst das folgende Lemma.
Lemma

Seien G eine endliche Gruppe, M und M’ zwei endlich erzeugte (Q[G]-Moduln derart,
dal3

MIR = M®QIR und MIR =M ®QIR

isomorph sind als IR [G]-Moduln. Dann sind M und M’ isomorph als (Q[G]-Moduln.

Beweis des Lemmas. Seien L/K eine beliebige Korpererweiterung, A eine K-Algebra
und V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen dann mit VL den L-Vektorraum

VL = V®KL )
Seien die A-Moduln M und M’ endlich-dimensional als K-Vektorrdume. Jede A-lineare
Abbildung @:M—M" induziert dann eine AL-Iineare Abbildung ¢®1:M

definiert einen Isomorphismus von L-Vektorrdumen
Q) HomA(M,M )L — HomAL(ML,M I_).

Das ist zunichst richtig fiir den Fall A = K: denn dann kann man den L-Vektorraum
links mit

KdXd’®KL
identifizieren (d := di My M,d = dimK M’) und den L-V ektorraum rechts mit
dxd’
(K®KL) ,

und die betrachtete Abbildung (1) sorgt gerade dafiir, dald das Tensorprodukt mit
direkten Summen kommutiert. Im Fall A beliebig betrachten wir eine Basis {ai}iEI des

K-Vektorraums A und die K-lineare Abbildung
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g:Hom, (M, M') — HomK(M,M’)I, o b (Mult(a)ec - co mult(@)). .
Der Kern dieser Abbildung ist gerade HomA(M,M’), d.h. es besteht eine exakte

Sequenz
¢

0 — Hom,, (M,M’) — Hom , (M,M) HomA(M,M’)'.
Durch Tensorieren mit L {iber K erhalten wir eine exakte 1Sequenz
: NP N
0— HomA(M,M )L — HomK(M,M )L—> HomK(M,M ) L
Wir wenden den Isomorphismus (1) im Fall A = K an und erhalten eine exakte Sequenz
— ! — ! ’ I
0 HomA(M,M )L HomL(ML,M HomL(ML,M L) .
Dabei ist 1 gerade die Abbildung
, P
Hom (M M")) il

d.h. der Kern von v ist gerade die Menge der L-linearen Abbildungen, die mit der
Multiplikation mit Elementen aus A kommutieren,
HomA(M,M )L =Ker(y) = HomAL(ML,M L)'

L)

HomL(ML,M’L)I, a b (Mult@)ea - ae mult(a))

Betrachten wir jetzt den Fall K=Q), L=R, A = (Q[G]. Dann ist A = R[G]. Aus den

Voraussetzungen des Lemmas folgt insbesondere, dal3 M und M’ dieselbe Dimension

als (Q-Vektorriume haben. Indem wir in M und M’ Basen fixieren, konnen wir von der
Determinante eines Elements von

2 HomQ[G](M,M ) bzw. HomIR[G](MIR’M]R)
sprechen. Aus der Isomorphie (1) ergibt sich, dai? eine (Q-Basis ?gi des ersten Moduls
von (2) auch eine [E-Basis des zweiten Moduls von (2) ist. Da die Moduln MIR und

M R isomorph sind iiber IR[G], existieren EIementeaIEIR mit det(> aiEi)¢0. Deshalbist

das folgende Polynom nicht identisch Null.
F(t) = det( tE) E@[tl,...,t o

Da der Korper der rationalen Zahlen unendlich ist, gibt es rationale Zahlen bie@ mit

de(3 b.E,)=0.

Dannist aber 3 bE, ein Q[G]-1somorphismus M—M'.

QED.
Beweis von 4.8.10. Zum Bewais setzen wir M = L®Q und M’'=L’®(Q. Dann sind

MIRund M]R beide R[G]-isomorph zu E. Nach dem Lemma existiert ein Q[G]-

| somorphismus
p:LeQ — L'oQ.
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Dieser Isomorphismus definiert eine Einbettung von L in ein Gitter der Gestalt % L’

fiir eine geeignete natiirliche Zahl N. Die Zusammensetzung von ¢ mit der
Multiplikation mit N definiert deshalb eine Einbettung

f.L—>L".
Dal und L’ abelsche Gruppen desselben Rangs sind, ist der Kokern dieser Abbildung
endlich. Die Behauptung folgt damit aus 4.8.9.
QED.

4.9 Kohomologische Trivialitat

4.9.1 Definition

Ein G-Modul M heif3 kohomologisch trivial, wenn
AAHM) =0

gilt fiir jede Untergruppe HCG und jede ganze Zahl qEZ.

Beispiel. Dieinduzierten Moduln

X®Z[G] (X abelsche Gruppe)
sind kohomologisch trivial. Ist nimlich HCG eine Untergruppe, so ist Z[G] ein freier
Modul iiber Z[H],

Z[G] = @ Z[H]g.
gel

Das Element g durchlaufe hier ein volles Reprisentantensystem | von G/H. Uber Z[H]
hat man deshalb eine |somorphie

X@Z[G] = X&( © Z[H]g) = ( ® XG®Z[H],
gel gel
d.h. X®Z[G] ist auch induziert iiber H.

4.9.2 Null-Moduln iiber p-Gruppen
Seien p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und M ein G-Modul mit p-M = 0. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.
(i) M =0.
Gy HYGM)=o0.
(i) HO(G,M) =0.
Beweis. Offensichtlich gilt (i) = (ii) und (i) = (iii).
(i) = (i). Angenommen, es gilt M = 0. Wir wihlen ein von Null verschiedenes xEM.
Der von x erzeugte Teilmodul
N :=xZ[G] = x-IFp[G]

ist endlich und hat als Ordnung eine p-Potenz (nimlich einen Teller von #IFp[G] =

p#G, - man beachte, wegen p-M=0 it M en IFp-ModuI). Betrachten wir die G-Orbits

der Elemente aus N. Ihre Ordnungen sind samtlich Potenzen von p (Teler von #G).
AulRerdem gibt esin B ein Element, dessen G-Orbit die Ordnung 1 hat, nimlich das
Nullelement. Dann gibt es aber mindestens p Elemente in B, die bei G stabil bleiben.
Mit anderen Worten,

HO(G,M) = M©
enthélt mindestens p Elemente, ist also =0. Dieser Widerspruch beweist die Implikation.

(iii) = (i). Sei
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M’ = Hom(M,IFp)
der zu M duale Modul (als IFp-Vektorraum). Dannist die Gruppe
0 N YTN C _
HY(GM’)=(M")> = HomG(M,IFp) = Hom(MG,IFp)

dual 2uH(GM) = M5 := M/l M. Mit H,(G,M) = O gilt also aich HOG,M") = 0.

Dann ist aber, wie wir bereits gezeigt haben, M = 0.
QED.

4.9.3 Kriterium fiir freie Moduln iiber p-Gruppen
Seien p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und M ein G-Modul mit p-M = 0. AulRerdem
gete H (GM) =0.
Dann ist M ein freier Modul iiber dem Ring [F _[G] = Z[G]/pZ[G].
Beweis. Esgilt p-M =0, also auch p-HO(G,M) =0,"** d.h. HO(G,M) 148t sich als
Vektorraum tiber IFp auffassen. Fixieren wir eine Basis { h)\} dieses Vektorraums und
wihlen Reprisentanten m}\EM der Basisvektoren. Sei

M’

der von den m, erzeugte G-Teilmodul von M und sei M”:=M/M’ der zugehorige

Faktormodul. Dann besteht folgende exakte Sequenz.

1 a ”
HO(G,M ) —— HO(G,M) — HO(G,M ) —= 0.

Aus der Konstruktion des Moduls M’ ergibt sich, dal3 o ein Isomorphismus ist.
Folglich gilt HO(G,M”) =0, dso M” = 0 (nach 4.9.2). Das bedeutet aber, die m,

erzeugen den G- Modul M und definieren damit einen Epimorphismus
. L—=M,

mit einem freien le[G] -Modul L. Nach Konstruktion induziert ¢ enen

| somorphismus
p: HO(G,L) — HO(G,M).

Sel R:=Ker(p). Wegen Hl(G,M) = 0 erhalten wir eine exakte Sequenz

p
0—H,(GR) = H(GL) —— H,(GM) —0.

Dap ein Isomorphismusigt, gilt HO(G,R) =0, dso R=0(nach 4.9.2). Alsoist g ein

| somorphismus und damit M ein freier IFp[G] -Modul.
QED.

4.9.4 Kohomologisch triviale Moduln iiber p-Gruppen

Seien p eine Primzahl, G ein p-Gruppe umd M ein G-Modul mit pM = 0. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

() M ist einfreler IFp[G]-ModuI.

(i) M ist ein induzierter Modul.
(i) M ist kohomologisch trivial.

122 denn HO(G,M) = M/IGM ist ein Faktormodul von M.
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A
(iv) HYG M) = 0 fiir irgendeine ganze Zahl q.

Beweis. Trivialerweise gilt (i) = (ii) = (iii) = (iv). Beweisen wir (iv) = (i). Mit Hilfe
einer Dimensionsverschiebung konstruieren wir einen G-Modul N mit

FA) M
H'(G,N) = HFI*2(G,m)

A M
fiir alle r&€Z. Dann gilt insbesondere Hl(G,N) = H'Z(G,N) = HYGM) = 0, d.h, N ist
frei tiber IFp[G] (nach 4.9.3). Dann ist aber

Fe) 2 M 4
H (GM) =H™ (G M) = Hd*G,N) = 0.
Nach 4.9.3ist M ein freier IFp[G]-ModuI.
QED.

4.9.5 Torsionsfreie Moduln iiber p-Gruppen

Seien p eine Primzahl, G eine p-Gruppe und M ein G-Modul ohne p-Torsion. Dann
sind folgende Bedingungen édquivalent.
() M ist kohomologisch trivial.

A 3
(i) HA(G,M) = Hq+1(G,M) = 0 fiir eine ganze Zahl q.
(i)  M/pM ist einfreier IFp[G]-ModuI.

Beweis. (i) = (ii). Trivid.

(ii) = (iii). DaM keine p-Torsion besitzt, definiert die Multiplikation mit p eine kurze
exakte Sequenz

*) 0—-M—-=M—-=M/pM—0.

Die lange Kohomologiesequenz liefert die Exaktheit von
A A Aol
HA(G,M)—=HYG,M/pM)—=HITL(G,M).

A
Nach Voraussetzung (i) folgt H4(G,M/pM) = 0. Nach 4.9.4 ist dann aber M/pM dn
freler IFp[G]-ModuI.
(iii) = (i). Sei also M/pM ein freier IFp[G]-ModuI (also auch en freier le[H]-ModuI
A
fiir jede Untergruppe H von G). Nach 4.9.3 gilt dann H4(H,M/pM) = 0. Aus der kurzen

exakten Sequenz (*) ergibt sich damit, dal3 die Multiplikation mit p eine bijektive
Abbildung

A M
HA(H,M) — HYH,M)
definiert (fiir jedes q und jede Untergruppe H von G). Wir wissen aber bereits (4.6

M
Folgerung 1 zu Proposition 6.3), Hq(H,M) wird von der Gruppenordnung von H

A
annulliert (d.h. von einer p-Potenz). Dann mul3 aber Hq(H,M) =0 gelten.
QED.
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4.9.6 Z-freie Moduln iiber p-Gruppen

Seien G eine p-Gruppe, M ein Z-freier G-Modul und N ein G-Modul ohne p-Torsion.
Geniigt M einer der dquivalenten Bedingungen von 4.9.5, so ist der G-Modul
H := Hom(M,N)
kohomologisch trividl.
Beweis. Da N keine p-Torsion bestzt, liefert die Multiplikation mit p ene exakte

Sequenz

0—>N—p—>N—>N/pN—>O.
Da M nach Voraussetzung Z-frei ist, d.h Hom(M,?) ist exakt, haben wir eine exakte
Sequenz

0—>Hom(M,N)—p>Hom(M ,N)—Hom(M,N/pN)—0.
| nsbesondere besitzt H := Hom(M,N) also keine p-Torsion, und es gilt'*
H/pH = Hom(M/pM, N/pN).

Nun ist M/pM en freier 1Fp[G]-ModuI124, also direkte Summe von Untergruppen der

Gestalt M’ -g (geG) mit einer Untergruppe M’ von M/pM. Dann ist aber H/pH direkte
Summe der Untergruppen Hom(M’, N/pN)-g, d.h . H/pH ist ein induzierter G-Modul.
Nach 4.94 ist H/pH en IFp[G]-freier Modul und nach 4.9.5 ist H kohomologisch
trivid.
QED.

4.9.7 Definition: projektive M oduln

Ein G-Modul P heif3t projektiv, wenn der Funktor Hom(P,?) exakt ist. Das ist dquivalent
zu der Forderung, dal3 P direkter Summand eines freien Modulsist. Projektive Moduln
sind kohomologisch trivial.

4.9.8 Z-freie G-Moduln iiber beliebigen endlichen Gruppen
Seien G ene endliche Gruppe, M en Z-freier G-Modul und GIO eine p-Sylow-

Untergruppe von G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i)  Fiir jede Primzahl p geniigt der Gp—M odul M einer der dquivalenten Bedingungen

von 4.9.5.
(i) M isteinprojektiver Modul.
Beweis. (ii) = (i). Nach Voraussetzung ist M ein direkter Summand eines freien Z[G]-
Moduls F. Der Modul F ist auch als Z[Gp]-ModuI frei (fiir jedes p). Dann ist aber

M/pM direkter Summand des freien IFp[G]-ModuIs F/pF. Nach 495 i F
kohomologisch trivid iiber Gp (fiir jedes p). Da die Tate-Kohomologie mit direkten

Summen kommutiert, ist damit auch M kohomologisch trivial iiber Gp (fiir jedes p).

(i) = (ii). Seien F ein freier Z[G]-Modul, der sich surjektiv auf M abbilden 146t und
eine entsprechende exakte Sequenz von G-Moduln. Da M als Z-Modul frei ig, erhilt

man durch Anwenden von Hom(M,?) eine exakte Sequenz
*) 0—Hom(M,Q)—Hom(M,F)—Hom(M,M)—0.

123 Jede Z-lineare Abbildung M — N/pN faktorisiert sich auf genau eine Weise iiber M/pM, d.h. es ist
Hom(M, N/pN) = Hom(M/pM, N/pN).
124 Nach Voraussetzung ist Bedingung 4.9.5 (iii) erfiillt.
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DaQ torsionsfrel i, ist nach 4.9.6 der Modul Hom(M,Q) kohomologisch trivid iiber
jeder p-Sylow-Untergruppe Gp.Nach 4.6.17 ist dann aber Hom(M,Q) auch iiber G

selbst kohomologisch trivia. Insbesondere ist
H(G,Hom(M,Q)) = 0.
Wir wenden auf die Sequenz (*) den Funktor
HYG2=(°
an und erhalten die exakte Sequenz

0—>H0mG(M,Q)—>HomG(M,F)—>HomG(M,M)—>H1(G,Hom(M,Q)) (=0).

Insbesonder ist die natiirliche Abbildung
HomG(M ,F)—>HomG(M M)

surjektiv, d.h. die identische Abbildung von M faktoriesiert sich iiber F, d.h. die
Projektion F—M besitzt einen Schnitt, d.h. M ist direkter Summand von F. Mit anderen
Worten, M ist projektiv.

QED.

4.9.9 Beliebige G-Moduln iiber endlichen Gruppen

Seien G eine endliche Gruppe und M ein beliebiger G-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

()  Fiir jede Primzahl p gibt es eine ganze Zahl g€Z mit

M M +1
Hq(Gp,M) =HY (Gp,M) =0.

(i) M ist kohomologisch trivial.
(i) Esgibt eine exakte Sequenz der Gestalt
0—P —-P—-M—0
mit projektiven G-Moduln Pund P .
Beweis. (ii) = (i). Trivial.
(iii) = (ii). Folgt aus der kohomologischen Trivialitit der projektiven G-Moduln.
(i) = (iii). Wir wihlen einen frelen Z[G]-Modul P, der sich surjektiv auf M abbilden
148t und betrachten die zugehorige exakte Sequenz
0—P —-P—-M—0.
Es geniigt zu zeigen, der G-Modul P’ ist projektiv. Da P kohomologisch trivial ist, gilt

N N 1
Hq(Gp,P’) = HT (Gp,M)

A
fiir jedes p und g. Dann gilt aber Hq(Gp,P'):O fiir jedes p und je zwe

aufeinanderfolgende g. Nach 4.9.8 ist P projektiv (man beachte, P ist als Teilmodul

des Z-freien Moduls P selbst Z-frei).
QED.

4.10 Der Satz von Tate

4.10.1 Kriterium fiir Quasi-Isomorphie

Seien G eine endliche Gruppe und f: M—N ein Homomophismus von G-Moduln. Fiir
jede Primzahl bezeichne Gp eine p-Sylow-Untergruppe von G. Fiir jede Primzahl

existiere eine ganze Zahl anZ derart, dal3 die von f induzierte Abbildung

*-'"'.q .'“‘.q
f :HYG M)—HYG _,N
o HIG M)—HIG N
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surjektiv fiir g=n_, bijektiv fiir q=r1p+1 und injektiv fiir q=np+2 ist. Dannist die
Abbildung

* N N
fq:Hq(Gp,M)—>Hq(Gp,N)
fiir jedes q und fiir jede Untergruppe HCG ein |somorphismus.
Beweis. Sel M* := Hom(Z[G],M) und bezeichne i die natiirliche Abbildung
iEM—=M""mp im: =(A» Am).
Diese Abbildung ist injektiv, also ist esauch die Abbildung
(f,i): M — NeM*, m i (f(m), im).

Wir erhaten deshalb eine exakte Sequenz
(*) 0—M—-N®M*—-D—0.
Da der Modul M* koinduziert, also kohomogisch trivid ist. haben N und N®M*

dieselbe Kohomologie. Die lange Kohomologiesequenz zu (*) tiber der Untergruppe
Gp hat also die Gestalt

A A A
- Hq(Gp,M)—>Hq(Gp,N)—>Hq(Gp,D)—>...
Auf Grund unserer Voraussetzungen folgt

A
Hq(Gp,D) =0
fiir q=np und q:np+1, d.h. nach 4.9.9 ist D kohomologisch trivial. Die Behauptung

ergibt sich damit aus der langen Kohomologiesequenz zu (*) iiber der Untergruppe H.
QED.

4.10.2 Isomor phie der Cup-Multiplikation mit einem Element
Seien G eine endliche Gruppe, M, N, P drel G-Moduln und o:M®N—P ein G-
Homomorphismus. Weiter seien g€Z und

i
acHA(G,M)
fest gewihlte Elmente. Fiir jede Primzahl p existiere ein ganze Zahl np derart, dal3die

Cup-Multiplikation
.-’\q ﬁn+q *
H (Gp,N)—>H (Gp,P), X cpn+q(ReSG/G (aUx)

surjektiv fiir q=np, bijektiv fiir q=np+1 und injektiv fiir q=np+2 ist. Dann ist

M A *
HAHN)—=HTUHP), X 15 g(Resg (@UX)

fiir jedes q und jede Untergruppe H von G ein Isomorphismus.
Beweis. 1. Schritt. Der Fall g=0. Wir fiihren den Beweis in diesem Fall auf die Aussage
von 4.10.1 zuriick. Nach Voraussetzung gibt es ein Element

A
aeHO(G,M) = MC/Im(N*)
derart, dal3 die Cup-Multiplikation mit awie oben Isomorphismen definiert. Sel
G
aEM
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ein Reprisentant von a. Man beachte, dann ist o auch Reprisentant der Kohomologie-

A
klasse R%G/H(a)EHO(H,M) (fiir jede Untergruppen HCG). Betrachten wir die
Abbildung

f:N—P, m 5 @(a®n).
Daao invariant ist, ist f ein Homorphismus von G-Moduln. Esreicht zu zeigen,

M
(1) * (Res,(@Ux) = £4(x) fiir jedes x€H"(H,N),

denn dann geniigt die Abbildung f den Bedingungen von 4.10.1, und die Aussage von
4.10.1 féllt mit unserer Behauptung im Fall g=0 zusammen.

Fiir n=0 it dies gerade die Aussage, dal3 das Cup-Produkt durch das Tensorprodukt
induziert wird.

Sei jetzt n beliebig. Wir haben den Beweis der Identitit (1) mit Hilfe von Dimensions-
verschiebungen auf den Fall n=0 zuriickfiihren. Um zum Beispiel den Schluf® von n+1
auf n machen zu konnen, betrachten wir des kommutative Diagramm

0O-M - M, -M—=0
) fry  J1ef  |f

0P - P, »P—0
mit N, :=Z[G]®N, P, :=Z[G]®P und N’, P derart, dal} die Zeilen exakt sind. Die
Moduln N, wund P, snd induziet, aso kohomologisch trivia. Die

Zusammenhangshomomorphismen der Kohomologiesequenzen zu den Zelen sind
deshalb Isomorphismen, die sich in ein kommutatives Diagramm

M 5 M
HM(H,N) —— H™L(H,N')
f*\L \Lf’*

M 5 A

HY(H,P) —— H"1(H,P)
einfiigen. Aul3erdem zerfallen die Zeilen von (2) as Segquenzen von Z-Moduln. Sie
bleiben also exakt, wenn man sie mit M (iiber Z) tensoriert.

Der G-Homomorphismus ¢:M®N—P induziert, wenn man mit Z[G] tensoriert und zu
entsprechenden Teilmoduln iibergeht einen G-Homomorphismus

¢ 'M®N' —P.
Aus der induktiven Definition des Cup-Produkts ergibt sich dann
d=f*(x) = f*29(x) (Funktorialitéit von )
=Q'* (ResG H (a)Udx) (Induktion beziiglich n)

=@ oé(ResG/H(a)Ux) (Definition von U)
= dof*( Re‘sG H @uUx) (Funktorialitét von 9)

Dad ein Isomorphismus ist, folgt Formel fiir n+1.
A
2. Schritt. Beweis der Behauptung fiir a€HY(G,M) mit g beliebig.
Der algemeine Fal ergibt sich aus dem Fall g=0 durch Dimensionsverschiebung. Um

den Schlul von g+1 auf g zu machen, betrachten wir die exakte Sequenz von G-Moduln
0—M' =M, >M—0

M M
mit M, := Z[G]®M. Sie liefert Isomorphismen 8:HI(H,M)—HITL(H M"). mit
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M
= q
b ; ReSG/H(a)EH (H,M)

gilt

b’ =0(u) = ResG /H(é(a)) (daResfunktoridl ist).
Weiter induziere p:M®N—P den G-Homomorphismus ¢”:M’®N—P". Zeigen wir,
das folgende Diagramm ist kommutativ.

& u Mt @* Mt
HYHN) —— H™YHMeN) —— H™YH,P)
I 19
M T vk A
HY(H,N) —— HM O+ M @N) —— HT a1 p)
Esqgilt
de*(UUX) =@ *=d(uUXx) (Funktorialitéit von d)
= @ *(3(u)Ux)) (Definition von U)
=@’ *(U' UX)).

Nach Induktionsvoraussetzung ist die untere Zeile ein Isomorphismus. Also gilt
dasselbe fiir die obere Zeile (weil d ein Isomorphismusist).
QED.

4.10.3 Satz von Tate

Seien G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul und aEHZ(G,M) ein Element. Fiir jede
Primzahl p bezeichne Gp eine p-Sylow-Untergruppe von G mit

1. Hl(Gp,M) =0

2. HZ(Gp,M) = Z-R&G (&) ist zyklisch von der Ordnung |Gp| und wird von

/Gp
ResG G (@) erzeugt.

Dann st die Cup-Multiplikation

M FA)
HP(H,Z)—H™2(HM), X +5 Res, (AUx

mit fiir jede Untergruppe HCG und fiir jede ganz Zahl nEZ ein |somorphimus.
Bewels. Wir setzen in 4.10.2 N:= Z, P:=M, g=2, np::-l. Wir haben zu zeigen,

) N +2
H“(Gp,z)eH” (G,M)

ist surjektiv fiir n=-1, bijektiv fiir n=0 und injektiv fiir n=1. Die Surjektivitit im Fall n=-
1 folgt aus Voraussetzung 1. Die Injektivitit im Fall n=1 folgt aus

A

HYG,Z)  =HYG,2)
= Hom(Gp,Z) (well Gtrivia auf Z operiert, vgl. 4.2)
=0. (weil Z keine p-Torsion hat)

A
Fiir n=0 beachten wir, HO(Gp,Z) = Z/|Gp|-Z (nach 4.8.4 Kohomologie der zyklischen

Gruppen). Die Bijektivitit im Fall n=0 ergibt sich damit aus Voraussetzung 2.
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QED.

5 Proendliche Gruppen (K. Grinberg)

5.1 Gruppen

5.1.1 Einfiihrung

Eine proendliche Gruppe ist ein projektiver Limes von endlichen Gruppen. Proendliche
Gruppen treten in in natiirlicher Weise bei der Untersuchung von unendlichen Galois-
Erwelterungen auf.

Wir beginnen mit der Kldrung einiger Einzelheiten dieser Definition (Alle
grundlegenden Fakten, welche sich auf projektive Limites, und ebenso auf induktive,
beziehen, findet man in [5], Kapitd VIII).

Vereinbarungen

(i)  Alle hier betrachteten topologischen Gruppen seien Hausdorff-Rdume. Unter
einem Morphismus von topol ogischen Gruppen werden wir einen stetigen
Homomorphismus verstehen.

(i)  Insbesondere werden allen endlichen Gruppen werden al's topol ogische Gruppen
aufgefal’t, wobei nach (i) ihre Topologie die diskrete Topologie sein muf3.

5.1.2 Projektive Systeme

5.1.2.1 Begriff des projektiven Systems

Eine gerichtete Menge ist eine Menge | zusammen mit einer Relation < auf |, welche
reflexiv und transitiv ist und auf3erdem die Eigenschaft hat, dal3 eszu je zwei i,jEl en
kel gibt mit i<k und j<k. Ein projektives System von topologischen Gruppen iiber I ist
eine Familie

(M G~Gli i i
von stetigen Homomorphismen topologischer Gruppen derart, dal3 fiir je drei Elemente

i,J,kEl mit isj<k gilt nik = njionjk. Mit anderen Worten, ein projektives System von

topol ogischen Gruppen ist kontravarianter Funktor

710 (topologica groups)
auf | mit Werten in der Kategorie der topologischen Gruppen und stetigen
Homomorphismen. Hier haben wir | mit der durch | definierten Kategorie identifieziert.

5.1.2.2 Morphismen von projektiven Systemen
Selen zwei projektive Systeme
710 (topological groups)
7P (topological groups)
von topol ogischen Gruppen gegeben und eine ordnungserhaltende Abbildung

¢:J— .
Ein ¢-Morphismus ¢:n—7’ ist eine natiirliche Transformation
Q:med—T .

Wir identifizieren hier ¢ mit dem von ¢ induzierten Funktor J— |. Mit anderen Worten,
ein g-Morphismus g:i—’ ist eine Familie von stetigen Homomorphimen
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{0()m(@@) = )}
mit der Eigenschaft, dal? fiir je zwel Elemente j,j’&J mit j<|’ das folgende Diagramm
kommutativ ist. _ _
m(9()) — = ()
¢’ J’
ot 1

m(¢(")) ==’ (")
5.1.3 Projetive Limites

5.1.3.1 Konstruktion des projektiven Limes
Sel ein projektives System

{nd: GG
von endlichen Gruppen gegeben. Wir setzen

itijelisi

G:=1T] Gi
€l

und versehen G mit der Produkt-Topologie, d.h. mit der stidrksten Topologie, bei der dle
Projektionen

ni:G - Gi’ (ga)aEJ
stetig sind. Mit anderen Worten, eine Teilmenge UCG ist offen, wenn es zu jedem
Element g=G einen endlichen Durchschnitt
D= Ker(ati )ﬂ...ﬂKer(Jti )
1 r
mit g-DCU gibt. Betrachten wir die Teilmenge

B g

L:={(g,) o € G Ifiir je zwei i jEI mitis] gilt nJi(gj) =g}
von G und versehen sie mit der Unterraumtopologie. Dies ist eine topologische Gruppe
und heil% projektiver Limes (oder auch inverser Limes) des gegebenen projektiven

Systems.
Bezeichnung

L= Ii<r_n G.
icl |
Eine proendliche Gruppe ist eine Gruppe der oben beschriebenen Gestalt L.

5.1.3.2 Funktorialitit des projektiven Limes
Seien zwei projektive Systeme
710 - (topological groups), i Gi

7P (topological groups), i > G’J.

eine ordnungserhaltende Abbildung ¢: J — | und en ¢-Morphismus @:me¢p—’
gegeben. Der Morphismus definiert einen stetigen Homomorphismus

P! GZIQIG| - G:JQJG’J ) (gO(.)OLE| g (ch(I)ﬁ)BEJ

Dies ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Auf3erdem ist er stetig. Zum
Beweis des letzteren geniigt es zu zeigen, lp'l(K er(s’.)) ist offen fiir jedes j, wobei

.G —-G.
J J
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die Projektion auf den j-ten Faktor bezeichne. Nach Konstruktion von 1 gilt
TP T eeTy
aso
- ’ ) -1 -
Y HKer(w ) = Ker(' o) = Ker(gem, ) = 7507 (0)).
Die Menge rechts ist eine Vereinigung von Mengen der Gestalt Ker(nq)j)-g mit geG,

also eine offene Menge. Die Einschriankung auf den projektiven Limes L induziert einen
stetigen Homomorphismus

lim lim ~,

<~ Gi = <G i

€l 1EJ
(wegen der Kommutativitit der Vierecke von 5.2.2).

5.1.4 Topologische Charakterisierung der proendlichen Gruppen

5.1.4.1 Volistindig unzusammenhdngende Mengen

Ein topologischer Raum X heif3t zusammenhingend, wenn er nicht in die Vereinigung

von zwei digunkten nicht-leeren offenen Tellmengen zerlegt werden kann. Sei x&X en

Punkt. Die Vereinigung aller zusammenhingenden Teilmengen von X, welche x

enthalten, ist selbst zusammenhzngend und heif% Zusammenhangskomponente von X in

X. Ein topologischer Raum heifdt vollstinding unzusammenhingend oder auch tota

unzusammenhingend, wenn die Zusammenhangs-K omponente jedes Punktes nur aus

dem Punkt selbst besteht.

Bemerkungen

1. Jede Menge ist mit der diskreten Topologie vollstindig unzusammenhéngend.

2. DieMenge der rationalen Zahlen ist mit der gewohnlichen Topologie vollstindig
unzusammenhéngend (weil zwischen je zwei rationalen Zahlen ein irrationae Zahl
liegt). Ihre Topologie ist jedoch nicht diskret.

3. Die Vereinigung einer Familie von zusammenhingenden Mengen, von denen je
zwel einen gemeinsamen Punkt haben, ist zusammenhéngend. Insbesondere ist
somit die obige Definition der Zusmmenhangskomponente korrekt.

Beweis von 3. Sden X en topologischer Raum und YCX ene Vereinigung von

zusammenhidngenden Tellmengen der beschriebenen Art. Wir haben zu zeigen, Y ist

zusammenhidngend. Angenommen, es gibt eine disjunkte Zerlegung

*) Y = (YﬂUl)U(YﬂUZ)
in nicht-leere Tellmengen mit offenen Teilmengen Ul,U2 C X. Wir wihlen Punkte

xiEYﬂUi
(i=1,2). Nach Voraussetzung gibt es zusammenhéngende Teilmengen ZiQX mit
XiEZiQY fiiri=1,2 und ZlﬂZ2 = .
Wegen (*) hat man digunkte Zerlegungen
Zi = (Ziﬂul)U(ZiﬂUZ).

DaZi zusammenhingend i, ist eine der Mengen zimul, ZiﬁU2 leer. Nun liegt Xi in
der Menge ZiﬂUi, d.h. esqilt Zi:ZiﬂUi aso

ZiQYﬂUi.
Die Zerlegung (*) ist nach Voraussetzung digunkt. Dann miissen aber die Zi digunkt

sein, im Widerspruch zu ihrer Wahl.
QED.
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5.1.4.2 Abgeschlossenheit der Zusammenhangskomponenten

Sel X ein topologischer Raum.

(i) Die Abschliefung einer zusammenhingenden Tellmenge von X st
zusammenhingend.

(i) Die Zusammenhangskomponenten enes topologischen Raums sind
abgeschl ossen.

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten. Es geniigt aso, (i) zu beweisen. Sel

ACX eine zusammenhingende Teilmenge. Angenommen, ihr Abschlul A ist nicht
zusammenhingend. Dann gibt es offene Teilmengen Ul’UZ C X mit
A= (UlﬂA) U (UzﬂA), UlﬂA =, UlﬂuzﬂA =Q.
Aus der Identitiit ganz links folgt
A= (UlﬂA) U (UZOA)

und, da A zusammenhingend i, UiﬂA = fiir eni. Da Ui offen ig, gilt dann aber

auch Uiﬂﬂ = im Widerspruch zur Wahl der Mengen Ul’UZ'

QED.

5.1.4.3 Normalitiit der kompakten Hausdorff-Rdume

Ein topologischer Raum X heif3t normal, wenn es zu je zwei digunkte abgeschlossenen
Teilrdumen

Al : AZQX
disjunkte offene Teilmengen Ul,UZQX gibt mitAi C Ui firi=1,.2.

Jeder kompakte Hausdorff-Raum X ist normal.
Bewels. Seien A1 . A2 C X digunkt und abgeschlossen. Da X kompakt ist, gilt dasselbe
fiir die Mengen Ai' Da X Hausdorff-Raum ist, gibt eszu je zwel Punkten xiEAi (i=1,2)

digunkte offene Mengen UX mit xieux . Halten wir X, fest und variieren X, innerhalb
[ i

A2 so erhalten wir eine offene Uberdeckung von A2 durch endlich vide Mengen UX .
2
lhre Vereinigung ist digunkt zu Durchschnitt der entsprechenden Mengen UX . Mit

1
anderen Worten, es gibt zu vorgegebenen XEA1 digunkte offene Mengen UX und V mit

XEUX und AZQV. Variieren wir jetzt x innerhalb von Al’ so erhalten wir ene
Uberdeckung von A1 durch endlich vide Ux' Die Vereinigung dieser Ux ist digunkt

zum Durchschitt der entsprechenden Mengen V.
QED.

5.1.4.4 Die Komponenten als Durchschnitte kompakter offener Teilmengen
Seien X ein kompakter Hausdorff-Raum und x&X ein Punkt. Weiter sei

A={A}.

S

die Familie aller kompakten und gleichzeitig offenen Teilmengen von X, welche x
enthalten. Dann ist

C=Nigh
die Komponente des Punktes Xx.
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Beweis. Fiir jede zusammenhingende Menge Teilmenge ZCX, die den Punkt x enthilt,
hat man Zerlegungen
Z= (ZﬂAi)U(Z-Ai), iel,

von Z in digunkte offene Tellmengen. Da Y zusammenhingend ist, mul3 dann aber
Z:ZﬁAi aso ZQAi. Wir haben gezeigt, die Komponente K des Punktes x liegt ganz in

C

KCC.
Zum Beweis der umgekehrten Inklusion geniigt es zu zeigen, C ist zusammenhéngend.
Nehmen wir an, es gibt eine digunkte Zerlegung

C=Y Uuy”
von C in abgeschlossene Tellmengen Y’, Y”. Es reicht zu zeigen, eine der Mengen Y’,
Y” ist leer. Nach 5.4.3 ist der Raum X normal, d.h. es gibt digunkte offene Mengen U’,
U” von X mit
Y'CU’ und Y"CU".

Insbesondere gilt

@ = (X-(U'UUM) N C= (X-U') N (X-U)N(N, (A).

Wir haben eine Familie von abgeschlossenen Tellmengen von X gefunden, deren
Durchschnitt leer ist. Da X kompakt i, gibt es bereits eine endliche Teilfamilie, deren
Durchschnitt ebenfallsleer ist,

g =(X-U) N (X-U")NB, B::(mief‘i)

wobel JC| eine geeignete endliche Tellmenge von | ist. Die Identitéit besagt gerade, es
gilt BC U’ U U”. Wir haben aso eine disunkte Zerlegung

B =(BNU) U (BNU").
Insbesondere sind BNU’ und BNU” digunkte kompakte offene Teilmengen von X.
Nur eine diessr Mengen enthélt den Punkt X, sagen wir BNU’. Dann ist BNU’ en
Mitglied der FamiliederAi , d.h. esqilt

C:ﬂiEIAigBmU cu.

Dadie Mengen U’ und U” digunkt sind, folgt

Y"=Y"NU” C CNU” =,
d.h. Y” = . Wir haben gezeigt, C ist zusammenhzngend.
QED.

5.1.4.5 Existenz kleiner offener Untergruppen in topologischen Gruppen

Seien G eine topologische Gruppe und UCG eine offene und kompakte Umgebung des
neutralen Elements e=G. Dann gibt es eine kompakte offene Untergruppe H von G mit
HCU.

Bewels. Betrachten wir die Multiplikationsabbildun

u: GxG — G, (X,y) » X°y.
Fiir jedes u€U gilt u(e,u)eU. Also gilbt es offene Mengen Vu,WuQU mit

eEVu , u€Wu und M(Vuqu)QU. Wenn wir u innerhalb von U variieren, erhalten wir
eine Uberdeckung von U durch endlich vide der Mengen Wu' Bezeichne W die
Vereinigung dieser endlich viden Wu und V den Durchschnitt der entsprechenden
Mengen Vu' Dannist V eine offene Umgebung von e mit V-UCU. Durch Verkleinern
von V konnen wir noch erreichen, dafl V §z1mmetrisch ist, d.h. dai3 gilt

V=V

(man ersetze V durch VﬂV'l). Bezeichne V" die Menge dler Produkte von n
Elementen aus V. Dann gilt mit V-UCU auch
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vi.ucu
fiir alle n. Ersetzt man links den Faktor U noch durch die Menge VCU, so erhidlt man
vicu
fiir alle n. Also liegt die Gruppe
— n
H:= UnEZV

ganzin U. Die Mengen V" sind Vereinigungen von Mengen der Gestalt gV mit g=G
also offene Menge. Damit ist H auch offen. Welter ist G-H die Vereinigung dler von H
verschiedenen Nebenklassen von H, aso auch offen. Also ist H abgeschlossen. Wegen
HCU ist damit H sogar kompakt.

QED.

5.1.4.6 Existenz kleiner offener Normalteiler in total unzusammenhdngenden
Gruppen

Seien G ene kompakte tota unzusammenhingende topologische Gruppe und U ene
Umgebung des neutralen Elements eeG. Dann gibt es einen offenen kompakten
Normalteiler NCU (mit endlichem Index).

Beweis. 1.Schritt. U enthilt eine kompakte offene Umgebung von e.

Die Menge{ e} st die Zusammenhangskomponente von e und a's solche Durchschnitt
von offenen kompakten Umgebungen Ai von e (nach 5.4.4).Insbesondere haben die Ai

mit dem Komplement G-U einen leeren Durchschnitt. Da G-U abgeschlossen also
kompakt i, ist bereits der Durchschnit mit endlich vielen der Ai leer. Der Durchschnitt

dieser Ai liegt dsoganzin U.

2. Schritt. Existenz des beschriebenen Normalteilers.
Nach dem ersten Schritt und 5.4.5 gibt es eine kompakte offene Untergruppe HCU. Es
reicht zu zeigen, der Normalteiler

— -1
N = ﬂgeGgHg

ist kompakt und offen. Die Kompaktheitsaussage ist trivid. Zum Bewels der Offenheit
geniigt es zu zeigen, die Menge

M :={gHg ! | g=G}
der zu H konjugierten Untergruppen ist endlich. Betrachten wir die surjektive Abbildung
pG—=M,gm gHg'l.
Fiir zwei Elemente g,g’€G aus derselben Nebenklasse modulo H gilt
) - h
mit heH, aso 979
. gHg = ghHlgt=gngt,

Die beiden Elemente haben also dasselbe Bild bei . Die Abbildung ¢ induziert deshalb
eine surjektive Abbildung

G/H — M.
Es geniigt, wenn wir zeigen, G/H ist endlich (d.h. H hat in G einen endliche Index).
Betrachten wir die natiirliche Abbildung

v: G— G/H
und versehen G/H mit der Faktortopologie, d.h. der stirksten Topologie, bei der y Stetig
ist. Eine Menge von G/H ist dann genau dann offen, wenn ihr Urbild in G offen ist. Die
Urbilder in G sind aber Vereinigungen von Mengen der Gestalt gH, also stets offen. Mit
anderen Worten, die Topologie von G/H ist diskret.
Anderersaitsist G/H als stetiges Bild der kompakten Menge G selbst kompakt. Das ist

aber nur moglich, wenn G/H endlich ist.
QED.
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5.1.4.7 Charakterisierung der proendlichen Gruppen

Sel G eine (Hausdorffsche) topologische Gruppe. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent.

() G ist eine proendliche Gruppe.

(i) G ist kompakt und total unzusammenhingend.

Beweis.(i) = (ii). Se {rnJi:Gj—>Gi}i i€li<i ein projektives System endlicher Gruppen.
Wir setzen
G:=71]G und L:= Ii(r_n G..
icl ! il !

Nach dem Satz von Tichonov ist G as Produkt kompakter topologischer Rdume selbst
kompakt. Die Untergruppe L liegt fiir je zwea i,j&€l mit isj im Kern des stetigen
Homomorphismus

G GxG—>GxG=G,, (9 ) » (9,9) b (g ,n{(gj)) b gi-n’}(gj),

(die beiden letzten Pfeile bezeichnen stetige Abbildungen, da die Topologe der endlichen
Gruppen (3i diskret sein soll) und ist gleich dem Durchschnitt aler dieser Kerne.

Insbesondereist L abgeschlossen in G, also kompakt.

Wir haben noch zu zeigen, L ist total unzusammenhidngend. Dazu geniigt es nach 5.4.4
Zu zeigen, die Einermenge {e} 14Bt sich as Durchschnitt von offenen kompakten
Tellmengen schreiben. Die Topologie von L ist die Unterraum-Topologie von G. Es
geniigt deshalb, die letzte Aussage fiir G anstelle von L zu beweisen. Insbesonder wird
sich also erweisen, daf} auch G total unzusammenhéngend ist.

Sei (ga)EG vorgegeben und vom neutralen Element e={ ea} verschiedenen. Wir haben

zu zeigen, es gibt eine kompakte und gleichzeitig offene Umgebung des neutralen
Elements, welche (ga) nicht enthélt. Wegen (ga);ee gibt es eine Koordinate 9, mit g=€.
Wir setzen

{ea} falso=i

Ua:: G sonst
(0}

Dannist U:= [] Ua offenin G (als Kern der Projektion auf die i-te Komponente) und
acl

kompakt (al's direktes Produkt kompakter topologischer Rdume) und eine Untergruppe.
Nach Konstruktion liegt (ga) nichtin U.

(i1) = (i). Sei eine kompakte total unzusammenhzngende Gruppe G gegeben. Bezeichne
N:={N.}.
S
die Familie aller offenen kompakten Normalteiler von G. Nach 5.4.6 enthélt jede offene
Umgebung des neutralen Elements e einen der Normalteiler Ni' Deshalb bilden die Ni

eine Umgebungsbasis von e (d.h.die offenen Mengen von G sind gerade die
Vereinigungen der Mengen der Gestalt g-Ni mit g=G). Ebensfalls nach 5.4.6 sind die

Faktorgruppen
Gi = G/Ni
endlich. Sie bilden ein projektives System, denn der Durchschnitt Ni ﬂNJ. von jezwel der
betrachteten Normalteiler gehdrt wieder zur Familie N. Sel
L=1Mgn,
iel !
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der zugehorige projektive Limes. Da die G/Ni endich sind, ist L eine proendliche

Gruppe. Esreicht zu zeigen, G ist isomorph zu L. Betrachten wir die Abbildung
f.G—L,g~ (gmod Ni)iEI'

Fiir NiQNj Ist das natiirliche Bild der Restklasse gNi = (g mod Ni) gerade die

RestklassegNj:(g mod Nj)’ d.h. die Familie (g mod Ni)iEI' liegt tatsdchlich in L und

die Abbildung f ist wohldefiniert. Sie ist offensichtlich ein Gruppenhomorphismus (da
die natiirlichen Abbildungen G—>G/Ni Homomorphismen sind). Da die

Zusammensetzungen von f mit den Projektionen auf die Faktoren G/Ni gerade die
natiirlichen Abbildungen G — G/Ni aso setig snd, ist f selbst auch stetig (nach

Definition der Produkttopologie). Der Kern von f ist der Durchschnitt

Ker(f)= NN =N, _N.

dler Ni’ aso gleich der Zusammenhangskomponente {€} von e (nach 5.4.4). Mit

anderen Worten, f ist injektiv. Zum Abschlufd des Beweises geniigt es zu zeigen, dal3 f
surjektiv ist (denn eine stetige Bijektion eines kompakten Raumes in einen Hausdorff-
Raum ist ein Homéomorphismus). Sei also (giNi)EL vorgegeben. Zeigen wir zunichst,

der Durchschnitt
Mg 9N,
ist nicht leer. Andernfalls wire schon der Durchschnitt von endlich vielen der giNi leer

(weil G kompakt ist), sagen wir
of Ni N..Ng, Ni = .
11 n n
Nun ist aber NJ.::Ni ﬂ...ﬂNi ein Element der Familie N. Wegen (giNi)EL ist das
1 n
natiirliche Bild von ngj in G/Ni fiir jedes v gerade of Ni , d.h gj liegt fiir jedes v in
A% v Vv
der Restklasse 9, Ni aso auch im Durchschnitt dieser Restklassen. Dieser
v Vv
Widerspruch zeigt, es gibt ein Element
9= Ny
Dannist aber gNi = giNi fiir jedes i, also f(g) = (giNi)' Die Abbildung f ist surjektiv.
QED.

5.1.4.8 Limesdarstellung proendlicher Gruppen
Fiir jede proendliche Gruppe G gilt .
c=MgN
N
wobei der Limes iiber alle offenen Normalteiler von G genommen wird.

Beweis. Dies ein Nebenergebnis des Beweisesvon 5.4.7.
QED.

5.1.4.9 Limesdarstellung fiir abgeschlossene Untergruppen
Fiir jede abgeschlossene Untergruppe H einer proendlichen Gruppe G gilt
H=""MHHAN

N
wobei der Limes iiber alle offenen Normalteiler von G genommen wird.
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Beweis. Die Untergruppe H ist mit G ebenfalls kompakt und total
unzusammenhéngend, also proendlich. Nach 5.4.8 gilt

G=MgnN
N’

wobel N’ alle offenen Normalteiler von H durchliuft. Jeder solche Normalteiler hat die
Gedtalt
N’ =HNU

mit einer offenen Menge UCG. Da G proendlich i, enthdlt U enen offenen
Normadlteiler N von G (nach 5.4.6). Insbesondere gilt HNONCN'’, d.h. jeder offene
Normalteiler von H enthilt einen offenen Normalteller der Gestalt HNN. Die Gruppen
der Gestalt H/HNN bilden ein kofinales Tellsystem des Systems adler G/N'. Ein
solches Teilsystem hat denselben projektiven Limes.

QED.

5.1.4.10 Limesdarstellung des Faktors nach einem abgeschlossenen Normalteiler
Seien G eine proendliche Gruppe und NCG en abgeschlossener Normalteiler. Dann
gilt _
GIN='MGN'N,
N 1
wobei der Limes iiber alle offenen Normalteiler N’ von G zu nehmen ist.
Beweis. Schreibt man
G/N’'N = (G/N)/(N’N/N)
so sieht man, dal3 in der zu bewei senden Isomorphie rechts der Limes iiber dle offenen
Normdteiler von G/N steht. Nach 5.4.8 geniigt es deshalb zu zeigen, da3 G/N
proendlich ist. Dazu benutzen wir die topologische Charakteriserung 5.4.7 der
proendlichen Gruppen. Mit G ist natiirlich auch G/N kompakt. ES reicht also zu zeigen,
G/N ist total unzusammenhéngend.

Sal x¢N en beliebiger Punkt. Da G ein Hausdorff-Raum igt, gibt es zu jedem yEN
digunkte offene Umgebungen Uy(x) von x und Vy von y. Da G totd

unzusammenhingend ist, konnen wir nach 5.4.6 sogar annehmen, Uy(x) hat die Gestalt
Uy =N'(y)x
mit einem offenen kompakten Normalteiler N’ (y) (mit endlichem Index). Nun ist N als

abgeschlossene Untergruppe von G kompakt, wird also von endlich vidlen der Mengen
V_ iiberdeckt. Der Durchschnitt von endlich viden der Mengen Uy(x) ist deshab

digunkt zum Normalteiler N. Mit anderen Worten, es gibt einen offenen kompakten
Normalteiler N’ von G mit

N’'XNN = .
Dann gilt aber x&N’'N, also XNNN’'N = J. Das bedeutet, es gibt eine kompakte offene
Umgebung N’ N/N des neutralen Elements von G/N, welche ein vorgegebenes Element
xN nicht enthilt. Die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements von G/N
besteht nur aus einem Element, d.h. G/N ist total unzusammenhéngend.

QED.
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5.1.5 Die Konstruktion von proendlichen Gruppen aus abstrakten Gruppen

5.1.5.1 Die Vervollstindigung einer abstrakten Gruppe
Seien G ene abstrakte Gruppe und {Ni}iel eine Familie von Normalteilern mit der

Eigenschaft, dal3 es fiir je zwel Normalteiler Ni und Ni der Familie enen dritten Ni

1 2
gibt mit
Ni - Ni ﬂNi .
1 2
Wir fiihren in I eine Halbordnung ein, indem wir setzen
i<sje NiQNj :

Dannwird | zu einer gerichteten Menge und die Faktorgruppen G/Ni bilden zusammen
mit den natiirlichen Abbildungen
G/Nj — G/Ni , X mod Nj B X mod Ni ,
fiir i<j ein projektives System. Der projektive Limes
im o/N.
iel !
heil¥ Vervollstindigung der Gruppe G beziiglich der Familie {Ni} i

5.1.5.2 Reduktion auf den Fall separierter Familien

Setzt man G —ﬂ N G:=GIG N —N/G so gilt

0 el o (0}
G/Ni = C_S/Ni
aso
imeon. = IMER.
|€I T '

Die Gruppen G und G haben somit dieselbe Vervollstindigung beziiglich der
angegebenen Familien.

5.1.5.3 Normalteiler mit endlichen I ndex
Seien G eine Gruppe und {Ni}iEI die Familie aler Normalteiler mit endlichem Index.

Dann sind die Bedingungen von 5.5.1 erfiillt. Die zugehorige Vervollstandigung von G
wird mit
A
G:="MGN,
|EI '
M
bezeichnet. Zum Beispiel ist Z der projektive Limes aler endlichen zyklischen Gruppen.

5.1.5.3 Normalteiler von p-Potenz-Ordnung
Seien G eine Gruppe, p eine Primzahl und { Ni} - die Familie aler Normalteiler deren

Index in G eine Potenz von p ist. Dann sind die Bedingungen von 5.5.1 erfiillt. Die
zugehorige Vervollstindigung von G wird mit
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ry .
G =1MgnN.
P e !

A
bezeichnet. Zum Beispid ist Zp der projektive Limes dler zyklischen p-Gruppen. Dies
ist die Gruppe der p-adischen (ganzen) Zahlen.

5.1.5.4 Ubungsaufgabe
Man beweise

3 A
7 = I1 /
p Primzahl P
5.1.6 Proendliche Gruppen in der Korpertheorie

5.1.6.1 Wiederholung zur Korpertheorie

Algebraische Korpererweiterungen

Eine Korpererweiterung heifit algebraisch, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist.

0] Fiir jedes Element a€K gibt es ein Polynom p&k[x]-{ 0} mit p(a)=O0.

(i) Fiir jedes Element acK ist k{ @) als k-Vektoraum endlich-dimensional.
Fortsetzungsatz

Saen K/k ene agebraische Korpererweitung und sk—L en nicht trivider
Ringhomomorphismus (von Ringen mit 1) mit Werten in enem agebraisch
abgeschlossenen Korper L. Dann lidt sich s zu einem Ringhomormorphismus K—L
fortsetzen.

Endliche Korpererweiterungen

Eine Korpererweiterung K/k heifit endlich, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist.

0] K ist als k-Vektorraum endlich-dimensional.

(i) K ist algebraisch iiber k und endlich erzeugt.

Endliche Normale Korpererweiterung

Eine endliche Korpererweiterung K/k heifit normd, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist.

(i) K/kist Zerfallungskorper eines Polynoms pEK[x], d.h. es gilt K:k(al""’an) mit

p= (x-al)-...-(x-an).

(i)  Jedes iiber k irreduzible Polynom mit einer Nullstelle in K zerfillt iiber K in
Linearfaktoren.

(iii) Jeder Isomorphismus K—K mit Werten in der agebraischen Abschlieflung,
welcher k elementweise festlidt, ist ein Automorphismus K—K.

(iv) KCK enthlt mit jedem Element auch alle seine k-Konjugierten.

_ 3 L
Beispiel: Q(V/2)/Q ist nicht normal.
Separable Korpererweiterungen
Eine algebraische Korpererweiterung K/k heifit separabel , wenn fiir jedes acK das iiber

k irreduzible Polynom von a keine mehrfachen Nullstellen besitzt. In den Fllen Q Ck

bzw. #K < o ist die Korpererweitung K/k stets separabel.

Beispiel. Firk :=FF p(x), K :=K( Q/;) erhilt man eine inseparable Korpererweiterung
K/K.
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Satz vom primitiven Element

Jede endliche separable Korpererweiterung K/k ist einfach, d.h. von der Gestalt K=k(a).
Endliche Galoiserweiterungen

Eine endliche algebraissche Korpererweiterung K/k heifit Galoiserweiterung, wenn eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

0] Es gibt eine Gruppe von G von k-Automorphismen von K, mitk = KGC.
(i) K/k ist normal und separabel.
Die Gruppe

G(K/K)
der k-Automorphismen von K (d.h der Ringhomomorphismen K—K, welche k
elementweise festlassen), heift dann Gal oisgruppe von K/k.
Haupsatz der endlichen Galoistheorie
Seien K/k eine (endliche) Galoiserweitung und G = G(K/k) die Galoisgruppe.
() DieAbbildung
{Untergruppen von G} —{Korper zwischen k und K}, H KH,
ist bijektiv (und kehrt die &-Relation um). Die zugehorige inverse Abbildung ist
durch die folgende Zuordnungsvorschrift gegeben.

F > G(K/F)

(i) Bei der Zuordnung (i) entsprechen die Normalteiler von G gerade den normalen
Korpererweiterungen.
(iii) DieOrdnung der Galoisgruppe G(K/K) ist gleich dem Grad der Erweitungen K/K.
#G(K/K) = [K:K].

1.  Artin, E.: Galoissche Theorie, Teubner, Leipzig 1964

2. Lang, S.: Algebra, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1965

3. van der Waerden, B.L..: Algebra, Springer, Berlin 1967 (2 Bénde)
4, Bourbaki, N.: Algebre, Hermann, Paris 1950

5. Redd, L.: Algebra, Teil |, Geest & Portig, Leipzig 1959

Literatur

5.1.6.2 Das projektive System zu einer unendlichen Galoiserweiterung

Sei E eine Galoiserweiterung des Korpers F. Das bedeutet, E ist algebraisch iiber F und
die Gruppe
G := G(E/F)
aller F-Automorphismen des Korpers E 148t kein Element von E - F fest:
G_
EX=F
Die einfachsten Phenomene der Korpertheorie einschlieBlich der endlichen
Galoistheoriefindet manin[1], Kapitel V.
Sel { Ki} - die Familie aller endlichen Galoiserweiterungen des Korpers F, welche in E

enthalten sind. Dann ist
E=Uc

Weiter gelten die folgenden Aussagen.
(i) Fir Ki - Kj ist die Einschridnkungsabbildung

G(K/F) = G(K//F), s 1> s|Ki,

IKi'

wohldefiniert und surjektiv.
(i) Das Kompositium von zwei Korpern aus der Familie der Ki ist wieder ein Korper

aus dieser Familie.
Mit anderen Worten, die Gal oi sgruppen G(Ki/F) bilden ein projektives System.
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5.1.6.3 Die Galoisgruppe als proendliche Gruppe
Seien E/F eine Galoiserweiterung und{Ki}iEI die Familie aler endlichen Galoisschen

Tellerweiterungen von F. Dann gilt _
GER =M GK./F).
i€l !

Die Galoisgruppe G(E/F) hat folglich die Struktur einer proendlichen Gruppe und
insbesondere einer topologischen Gruppe. Die Untergruppen Ui:=G(E/Ki) bilden eine

Umgebungsbasis des neutralen Elements.
Beweis. Fiir jedes i€l haben wir einen Einschrinkungshomomorphismus

¢:G(E/F) — G(Ki/F), Sk SlK.'
|

Die Familie dler dieser Homomorphismen definierte einen Homomorphismus ins
direkte Produkt

0:G(E/F) — i]é[IG(Ki/F), Sk (lei)iEI :
Das Bild dieses Homomorphismus liegt nach Konstruktion im projektiven Limes
L:=M GK./P.
i€l !
Wir haben zu zeigen, die Abbildung
@: G(E/F) =L
ist bijektiv. Sei S=G(E/F) ein nicht-trivialer F-Automorphismus E—E. Dann gibt es ein
xeEK mit s(x)=x. Das Element x liegt bereits in einer endlichen Galoisschen
Teilerweiterung, sagen wir XEKi. Trividerweise gilt
SlKi(X) = X.
Mit anderen Worten, ¢(s) ist nicht die identische Abbildung. Wir haben gezeigt, der
Homomorphismus ¢ ist injektiv. Sal jetzt (SI)iE| ein beliebiges Element von L. Das

bedeutet, SI:Ki—>Ki ist fiir jedes i ein F-Automorphismus, und fiir jedes j mit K.QKi Ist
die Einschrinkung von S; auf Kj gerade gleich s.. Mit anderen Worten, diesI setzen sich

zu einer Abbildung s:E—E zusammen. Nach Konstruktion ist s ein F-Automorphismus,
dessen Bild bei ¢ gerade das vorgegebene Element von L i<t.
Der letzte Teil der Behauptung folgt aus der Tatsache, dal? Ui ::G(E/Ki) gerade der Kern

der Einschrinkungsabbildung
G(E/F) — G(Ki/F)

ist.

QED.

5.1.6 4 Die Galoisgruppe der algebraischen Abschliefung eines endlichen Korpers
Sei E die algebraische AbschlieBung des Korpers IFp mit p Elementen. Dann Gilt

M
G(EIF )=

Bewels. Die endlichen Korpererweiterungen von IFp sind von der Gestalt
F

pn
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n
Letzterer Korper ist gerade der Zerfillungskorper der Polynoms XP -XeF p[X] und

stimmt mit der Menge aler Nullstellen dieses Polynoms iiberein. Insbesondere ist IF N
p
eine Galois-Erweiterung von IFp. Bestimmen wir die Galoisgruppe von [F - Auf dlse

p
Fille ist die Abbildung

FF —F  xpxP
p" o p"
n
ein Automorphismusvon FF - Daadlle Elemente von TF n Nullstellen von XP -X sind,
p p
gilt
Fl=id.
Wiire bereits eine niedrigere Potenz von F die identische Abbildung, so gibe es en
Polynom von Grad < pn, welchesin alen Elementen von [F n Null wire, was unmdoglich
Y
ist. Also erzeugt F eine n-elementige Untergruppe der Galoisgruppe von F - d.h. es

, p
gilt
G(F /F )=<F>=ZInZ.
np

Nach 5.6.3 und 5.5.3 ist damit
. . M
G(E/le)gIanG(IF /IFp)zlanZ/nZs Z.
n p" n
QED.

5.1.6.5 Hauptsatz der Galoistheorie

Sei E/F eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe G = G(E/F). Wir fiihren folgende
Bezeichnungen ein.

S:={H | H abgeschlossen Untergruppe von G}

F := {K | K Korper mit FCKCE}
Dann ist die folgende Abbildung bijektiv.

¢: F—= S K G(E/K).
Dieinverse Abbildung ist dabei gerade die Abbildung
S—F,H #» EM:={e€E I h(e) = e fiir alle heH} .
Beweis. 1.Schritt. KEF = G(E/K)ES (d.h. die Abbildung ¢ ist wohldefiniert).
Sel {Lj}jEJ die Familie der endlichen Teilerweiterungen von F, die ganz in K liegen.

Danngilt K =U Lj’ aso G(E/K) =N G(E/LJ.). Jeder Korper LJ.QKJ. liegt ganz in einer
endlichen Galoiserweiterung Kj von F mit KJ.QE. Insbesondere gilt G(E/Lj) 2 G(E/KJ.).
Auf Grund der Limesdarstellung 5.6.3 fiir G(E/F) ist G(E/Kj) offenin G(E/F). Dann ist
aber auch G(E/Lj) as Vereinigung von Nebenklassen modulo G(E/KJ.) offen in G(E/F).
Insbesondere ist G(E/LJ.) abgeschlossen. Dann ist aber der Durchschnitt

G(E/K)=N G(BLJ.)

ebenfalls abgeschlossen.

2.Schritt. KeF = K = EC(E/K) (insbesondere st die Abbildung o ist injektiv).
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Dielnklusion “C” ist trivial. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion benutzen wir die
Tatsache, da? die zu bewesende Identitit richtig ist im Fal endlicher

Korpererweiterungen E/K. Sei xeECEK) Falisx nichtin K liegt, gibt eseine endliche
Galoiserweiterung K’ CE von K mit x€K’ und einen Automorphismus c€G(K’/K) mit
o(X)=X. Dieser Automorphismus o besitzt eine Fortsetzung zu enem Automorphismus

o.E—E. Da auch fiir die Fortsetzung o(x) = x gilt, folgt x& EGEK) im Widerspruch
zur Wahl von x.
3. Schritt. Die Abbildung ¢ ist surjektiv.
Sei HES vorgegeben. Wir setzen
K := EM und H' := G(EK).
Nach Konstruktion gilt dann HCH’ und nach dem zweiten Schritt ist
EH =k = gGEK) = gH,
Fiir jeden offenen Normalteiler Vi vonH’ gilt aso

H NV | HViN i Vi
(Li) =K = Li mit Li =E
Der Hauptsatz der Galoistheorie fiir endliche Erweiterungen liefert

H’/Vi = HViNi
fiir ale Vi’ asoH = HVi' Die Untergruppe H von H’' liegt aso dicht in H'. Da H
abgeschlossenist, folgt H =H'.
QED.

5.2 Kohomologietheorie

5.2.1 Vorbemerkung

Unser nichstes Ziel ist es, die fiir endliche Gruppen entwickelte Kohomologietheorie
auf den Fall von proendlichen Gruppen zu erweitern. Dazu bendtigen wir zunéchst eine
Vorbereitungen.

5.2.2 Induktive Systeme und induktive Limiten

5.2.2.1 Induktive Systeme
Wir beschrinken uns hier auf die Kategorie der (additiv geschriebenen) diskreten

abel schen Gruppen.
Seien | eine gerichtete Menge und { Gi} il eine Familie von abelschen Gruppen. Fiir
beliebigei,j&l miti<j sai ein GruppenhomomorphismUSch:Gi—>Gj gegenben, wobel
folgende Bedingungen erfiillt seien.
1. 7 =id fiir beliebige i€l.

k TJ ko L
2. T o =T fiir beliebige i,j, kEl mit i<j<k.
Die Familie der Morphismen _

{06~} i i

heif3t dann induktives System iiber der Indexmenge 1. Hiufig werden wir auch von der
Familie { Gi} - als von dem induktiven System sprechen und uns die Morphismen 1/J|

als gegeben denken.
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5.2.2.2 Morphismen induktiver Systeme

Seien {1j:G,~G}} und {7} =G )

i ili<i zwei induktive Systeme. Ein

LEJis]
Morphismus ' .
- ) - — — lJ.. le )
(WG ~Gl iy i~ (16 =C b iy
von induktiven System besteht aus einer ordnungserhaltenden Abbildung
Pil—l’

I LTS IS 1

Gruppenhomomorphismen, wobel fiir je zwe Indizes i,j&l mit isj das folgende
Diagramm kommutativ ist.

und aus einer Familie

fi
GI thi
j ’wj
4l oy
J i)
G G .
v

Die Familief heif3t in dieser Situation auch y-Morphismus.

5.2.2.3 Induktive Limites

Sel {‘EJi :Gi —>Gj} . en induktives System. In der digunkten Vereinigung

1LJELis]
) S:= Ui EIGi
definieren wir eine Aquivalenzrelation ~. Die Elemente XEGi und yeGj werden als
dquivalent angesehen, wenn es ein k&€l mit i<k und j<k gibt mit
LY
Es ist leicht zu sehen, daB die beschriebenen Relation tatséichlich eine Aquivalenzrelation
ist. Die Menge der zugehdrigen Aquivalenzklassen wird mit
._lim
G=.,G
iel !
und heil¥_induktiver Limes. Der induktive Limes ist wie folgt mit der Struktur einer
abelschen Gruppe versehen. Reprisentieren xeGi und yeG. zwe Elemente des

induktiven Limes und ist k&€l ein Index mit i<k und j<k, so wird die Summe der beiden
Elemente durch

tik X + tj!(y € Gk
reprasentiert. Das Nagative des durch X représentierten Elementes von G wird durch -x
reprédsentiert.
Ein Morphismus von induktiven Systemen induziert einen Gruppenhomomorphismus
der zugehorigen induktiven Limites. Der induktive Limes ist desnalb ein Funktor von
der Kategorie der induktiven Systeme in die Kategorie der abel schen Gruppen.

5.2.3 Diskrete Moduln

5.2.3.1 Definition: diskreter Modul

Seien G eine proendliche Gruppe und M ein (linker) G-Modul. Ist UCG eine offene
Untergruppe von G, so bezeichnen wir wie iiblich mit

mY ={meM | gm =m}
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den Teilmodul der U-invarianten Elemente von M. Der G-Modul M heif3t diskret, wenn
gilt

M=U, MY,
wobel die Vereinigung iiber dle offenen Normalteiler von G erstreckt werde. Wir
werden im folgenden fast ausschliefdich diskrete G-Moduln betrachten.

5.2.3.2 Kriterium fiir diskrete Moduln

Seien G ene proendliche Gruppe und M ein G-Modul. Dann sind folgenden
Bedingungen dquivalent.

(i) Miisteindiskreter G-Modul.

(i) Fiir jedes m&M ist der Stabilisator Gm::{ geG | gm=m} von m in G ene offene
Untergruppe von G.

(i) Die Abbildung GxM—M, (gm)gm, ist stetig, wenn man M as diskreten

topologischen Raum betrachtet und G mit der iiblichen Topologie einer
proendlichen Gruppe versehen i<t.
Bewels.(i) = (ii). Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes meM einen offenen

Normalteiler UCG mit mEMU, d.h. mit Um = {m}. Mit anderen Worten, es gilt
UQGm. Dann ist aber Gm Vereinigung von Nebenklassen modulo U und as solche

zfll;el (iii). Da die Topologie von M diskret sein soll, geniigt es zu zeigen, fiir jedes
mEM ist die Faser u'l(m) der Multiplikationsabbildung

u.GxM—M, (g,m)>gm,
eine offene Tellmenge von GxM. Der Stabilisator Gm von m operiert auf der Faser

wlm) = {(gn)EGxM | gn = m}
vermittels der Vorschrift

G xu i (m) = wm), (h, (@) & (hgn),
d.h. die Menge u'l(m) zerfillt in die Vereinigung von Gm-Orbits. Diese sind Menge
der Gestalt Gmgx{ n}, also nach Voraussetzung (i) offene Mengen von GxM. Dann ist

aber auch u'l(m) offenin GxM.
(iii) = (i). Dadie Mulitiplikation u:GxM—M, (g,m)gm, Stetigist, ist

1
w =(m)

fiir jedes meEM eine offene Menge. Nach 5.4.6 gibt es deshalb enen offenen

Normateiler U C wi(m), d.h. esis meMY. Da m beliebig war, sehen wir M ist ein

diskreter G-Modul.
QED.

5.2.3.3 Diskrete G-Moduln alsdirekte Limites

Seien G eine proendliche Gruppe und M ein diskreter G-Modul. Weliter sei
tUkig
die Familie aler offenen Normalteiler von G. Dann gilt
G=Mgu.
iel !
und
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. U.
m=my
i€l
Beweis. Die erstere Isomorphie besteht nach 5.4.8 und die letztere, auf Grund von

U.
Definition 5.7.5 (diskreter G-Modul) und der Tatsache, dal3 die Vereinigung U M
zum entsprechenden direkten Limes isomorph ist. Fiir gegebene i,j&l mit i<j (d.h. Uj

QUi) haben wir Gruppenhomomorphismen

U Y
G/U; = G/U;undM M

QED.

5.2.4 Kohomologie der proendlichen Gruppen

5.2.4.1 Definition: Kohomologie einer proendlichen Gruppe

Seien G eine proendliche Gruppe, M ein diskreter G-Modul und
Ukig

die Familie aler offenen Normalteiler von G. Dann heif}t

. U
HAGM) =M HA(GIU, M )
i

g-te Kohomologie von G mit Koeffizienten in M.

5.2.4.1 Alternative Definition der Kohomologie proendlicher Gruppen
Seien G eine proendliche Gruppe und M ein diskreter G-Modul. Bezeichne

cY=cY9GMm)
die additive Gruppe aler stetigen Abbildungen

GY=Gx..xG — M.

Wir definieren einen Randaperator d:G9—G4+1 durch
(df)(gl,...,gq+1) = gl'f(92""’gq+1)

+ igl('l)lf(gl""’gigi+1""’gq+1)

+()" (g, 9.

Zusammen mit diesen Randoperatoren bilden die Gruppen CY einen Komplex, dessen
K ohomol ogiegruppen gerade die in 5.7.7 definierten Kohomologiegruppen von G mit
Koeffizientenin M sind.
Beweisskitze. Der vollstindige Bewels ist nicht besonders schwer, aber etwas
langwierig. Wir beschrinken uns deshalb auf einige Bemerkungen.
Eine Abbildung
O:H—=S
einer proendlichen Gruppe mit Werten in einem diskreten topologischen Raum S
ist genau dann gtetig, wenn es einen offenen Normalteiler KCH gibt und eine
solche Abbildung
Y. HK —= S
der endlichen Gruppe H/K mit Werten in S, dal3 @ die Zusammensetzung von W
mit dem natiirliche Homomorphismus H—H/K ist.
Sel d: H — Sdtetig.
Fiir jeden Punkt s&€S und jedes heH mit ®(h) = s gibt es wegen der Stetigkeit von ®

einen offenen Normalteller Nh mit CD(hNh) = s. Endlich vide solcher Normdteiler
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iiberdecken H (da H kompakt ist).Sei N der Durchschnitt einer solchen endlichen

Familie von Normalteilern. Jedes Nh ist der gegebenen Familie dann Vereinigung von

Nebenklassen modulo N (wegen NQNh). Mit anderen Worten, H kann as Vereinigung

von Nebenklassen modulo N geschreiben werden, wobel & auf jeder dieser
Nebenklassen konstant ist. Dann exigtiert aber die oben beschriebene Faktorisierung
von ®. Die umkehrte Aussage, dal3 aus der Existenz einer Faktoriserung die Stetigkeit
von @ folgt, ist trivid.

2. Sei feCdGM). Dann existiert nach der ersten Bemerkung ein offener

Normalteiler U'CG derart, dal? sich f iiber einer Abbildung f':(G/U")9—-M
faktorisert. Da f° nur endlich vide Werte annimmt, gibt es einen offenen

Normalteilter’® U” mit Im(f")CMY Wir setzen U := U'NU”. Dannist U eine
offener Normalteiler und f faktorisiert sich iiber eine Abbildung

(GIUYd - mY.
Mit anderen Worten, jedes Element von Cq(G,M) kommt von einem Element der
Gruppe CH(G/UMY) mit gesignet gewiihlten U. Es ist jetzt nicht sehr schwer, zu
zeigen

q _lim ~q Ui
cdem) ="7 cdeu, M )
icl

Daraus ergibt sich die entsprechende Relation der Kohomol ogiegruppen.
QED.

5.2.5 Beispiel: Erzeugende von Pro-p-Gruppen

5.2.5.1 DasBeispiel
Seien G eine Pro-p-Gruppe (d.h. der inverse Limes von p-Gruppen) und IFp der Korper

mit p Elementen. Wir betrachten le als diskreten G-Modul mit der trivialen Operation.

Aus der Formel fiir den Randoperator in 5.7.8 ergibt sich unmittelbar
HYGF ) =HOMGF ).

Da le kommutativ und die p-te Potenz jedes Elements gleich Einsigt, gilt
Hom(G,FF p) =Hom(G/G*,FF p)

mit G* = GP[G,G]. Da G/[G,G] abelsch ist, ist G* ein Normalteiler. Die Z-
Modulstruktur von G/G* induziert auf G/G* die Struktur eines IF _-Vektorraums.
Wenn G endlich erzeugt ist, soist es auch die Faktorgruppe G/G*, d.h. G/G* ist dann
ein endlich-dimensionaler IFp-Vektorraum (und as solcher endlich). Selen jetzt

X,G*, ..., X

— 1
1 dG*, d=dm_ H (G,IFp),

F
p

eneF p—V ektorraumbasis von G/G* und

25 Im(f’) ist €in G-Teilmodul von M mit nur endlich vielen Elementen. Insbesondere sind die G-Orbits
der Elemente von M endlich. Die Stabilisatoren der Elemente von M in G haben also endlichen Index.
Da G auf M stetig operiert, sind die Stabilisatoren offene Untergruppen von G. Wegen der Endlichkeit
von Im(f’) gibt es einen offenen Normalteiler U”, der in jedem Stabilisator eines Elements von Im(f)

liegt.
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UCG*
ein offener Normalteiler. Nach dem Satz von Bernside™?® (s.u.) wird dann G modulo U
von den Elementen Xpo s Xy erzeugt. Mit anderen Worten, die X; erzeugen eine dichte
Untergruppe von G. Man sagt in dieser Situation, die X; sind topologische Generatoren.
Wir haben gezeigt,

: 1
d|mIF H (G,IFp)

ist gerade die Minimalzahl topologischer Generatoren von G.

5.2.5.2 Satz von Bernside

Sel f.G’'—G en stetiger Homomorphismus von Pro-p-Gruppen. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent.
0] f ist surjektiv.

(i)  Diedurch f induzierte Abbildung H1(f): HL(G,F ) HiG F ) istinjektiv.

@iii)  Diedurchfinduzierte Abbildung G'/G'* — G/G* ist surjektiv.
Beweis. Wie wir eben gesehen haben gilt

Hl(G,IFp) =Hom(G,F ) = Hom(G/G* F )
Aus der ersten Gleichheit ergibt sich daraus unmittelbar die Implikation
(i) = (ii).
Das zwete Gleichheitszeichen besagt, Hl(G,]Fp) ist gerade der zu G/G* dude
Vektorraum. Man beechte, die Gruppe G/G* hat die Struktur eines le-Vektorraums

und die Abbildung von (iii) ist eine IFp-Iineare Abbildung. Daraus ergibt sich die
Aquivalenz

(i) = (iii).
Es geniigt dso, die Implikation (ii)) = (i) zu beweisen. Nehmen wir an, f ist nicht

aurjektiv: f(G')=G. Wir haben zu zeigen, dal’3 dann Hl(f) nicht injektiv ist.Da G’
kompakt ist, ist f(G') eine abgeschlossene Untergruppe. Insbesondere gilt nach 5.9.4

&) ="My )fG)NN,
N
wobei N die offenen Normalteiler von G durchlduft. Wegen f(G’)=G gilt somit
(f(G')f(G")NN =) f(G')N/N = G/N
fiir mindestens einen offenen Normalteiler NCG. Mit anderen Worten, es gibt einen
surjektiven Homomorphismus
. G—=G mit H :=x(Im(f)) = G (:= GIN).
Behauptung: H liegt im Kern eines nicht-tivialen Homomorphismus G—G”. (*)
Wir fiihren den Beweis nach Induktion nach der Ordnung n:= #G der endlichen p-
Gruppe G. Da G eine echte Untergruppe hat, gilt n=p.

Im Fall n=p ist H selbst schon die trivide Gruppe und wir kénnen fiir G—G”:= {¢&}
den trivialen Homomorphismus nehmen.

126 Sei G’ die von den Elementen X erzeugte Untergruppe und f:G’' —G die natiirliche Einbettung.
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Sei jetzt n>p. Als endliche p-Gruppe hat G ein nicht-tivides Zentrum*?” Z(G). Ist der
Durchschnitt HNZ(G) nicht-trivial, so konnen wir durch Faktoriseren nach dem

Normalteiler Z(G) von G das Problem auf den Fall einer Gruppe G mit weniger
Elementen reduzieren.'”® Sei also

ANZ(G) = {e}.

Im Fal H-Z(G) = G konnen wir nach Z(G) faktorisieren und dann ebenfals die
I nduktionsvoraussetzung anwenden. Sei also aul3erdem

H-Z(G) = G.
Dann ist aber H ein Normalteiler, sodaB wir fiir G—>G” den natiirlichen
Homomorphismus G—G/H nehmen konnen. Damit ist (*) bewiesen. Sei jetzt ein

surjektiver Homomorphism G—G” wie in (*) gegeben. Dann kénnen wir G” durch
eine nicht-triviale Faktorgruppe ersetzen ersetzen und erhalten wieder einen solchen
Homorphismus. DaG” eine p-Gruppeist, also ein nicht-triviales Zentrum besitzt,

konnen wir auf diese Weise erreichen, daB G”= le gilt. Mit anderen Worten, wir
haben einen nicht-trivialen Homomorphismus
¢p:G— ]Fp’

dessen Kern die Untergruppe f(G’) enthilt. Fassen wir ¢ as Element von

HYG,F o) =HMGF ),
so bedeutet die Bedingung f(G')CKer(q), da ¢ im Kern von HL(f) liegt, d.h. H1(f) ist
nicht injektiv.
QED.

Bemerkung. Der Satz von Bernside ist ein Analogon zum Lemmavon Nakayamain
der kommutativen Algebra.

5.2.6. Galois-Kohomologie I: die additive Theorie
5.2.6.1 Die Situation

Seien E/F eine Galoiserweiterung und G = Gal(E/F) deren Galoisgruppe. Weiter sei
K.}.
Il
die Familie der endlichen Galoisschen Tellerweiterungen von E/F. Wir setzen
Ui = GaI(E/Ki) =Ker(Ga(E/F) — GaI(Ki/H).
Dann gilt nach 5.6.3

c=My
iel !

27 Man betrachte die Operation GxG—G von G auf sich durch Konjugation. Alle Orbits von G haben
p-Potenzordung. Das Orbit von e hat die Ordnung 1. Also gibt es ein weiteres Orbit der Ordunung 1.

128 | ¢ die Inklusion H+Z(G)/Z(G) —s G/Z(G) nicht mehr echt, d.h. gilt H*Z(G) = G, so ist H ein

Normalteiler von G und H liegt im Kern des natiirlichen Homomorphismus G —s G/H.



219

Die Operation von G auf E definiert auf E die Struktur eines G-Moduls mit
U.

E =K, undE=U._ K.

Mit anderen Worten, E ist ein diskreter G-Modul. Weiter ist Ki en GaI(Ki/F)-ModuI

und esgilt GaI(Ki/F) = G/Ui' Damit ist aber

lim U, -
1 HIYGE =" Hq(G/Ui, E (Definition 5.7.7)
icl
=M B GaK./P), K.).
icl ! :

5.2.6.2 Proposition 2.1: die additive Variante von Hilberts Satz 90
Seien E/F eine Galoiserweiterung und G = Gal(E/F) deren Galoisgruppe. Dann gilt

HYG E) = 0 fiir jedes q=1.

Dabei bezeichne HA(G,E) die proendliche K ohomologie im Sinnevon 5.7.7.
Beweis. Auf Grund von Darstellung (*) von 5.8.1 der Kohomologie von G mit Werten

in E geniigt es das nachfolgende Lemma zu beweisen.
QED.

5.2.6.3 Lemma
Sel E/F eine endliche Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe G = Gal(E/F). Dann gilt

HYG E) = 0 fiir jedes q=1.
Beweis. Sei Wy W eine Normalbasis von E/F. Dann it die F-lineare Abbildung
FIG] = E g gw,),

sogar ein Homomorphismus von G-Moduln. Die Normalbasi seigenschaft impliziert,
dal das Bild des Homomorphismus ein Erzeugendensystem von E enthiilt, also surjektiv
ist. Dadie F-Vektorraume F[G] und E dieselbe Dimension besitzen, ist der
Homomorphismus sogar bijektiv. Wir haben gezeigt, E ist ein freier F[G]-Modul (von
Rang 1), d.h.

E=F®,Z[C]

ist ein induzierte G-Modul. Dann gilt aber HY(G E) = 0 fiir jedes g=1.
QED.

5.2.6.4 Folgerung

Sei K/k eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist die Tate-Kohomologie von E iiber
der Galoisgruppe G = Gal(E/K) trivial:

A
HY4(G, E) = 0 fiir alle qEZ.

M
Beweis. Wegen HY = HY fiir g=1 gitl die Aussage fiir dle g=1. Nun ist E induziert,
aso kohomologisch trivid. Durch Dimensionsverschiebung entstehen aus
kohomologisch trivialen Moduln aber wieder kohomologisch trivide Moduln. Also gilt
die Aussage fiir alle q.
QED.
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5.2.7 Galois-Kohomologie I1: Hilberts Satz 90

5.2.7.1 Die Situation

Wiein 5.8.11.1 seien E/F eine Galoiserweiterung und G = Gal(E/F) deren
Galoisgruppe. Weiter sei
Kitig

die Familie der endlichen Galoisschen Tellerweiterungen von E/F. Wir setzen
Ui = GaI(E/Ki).

Wir haben gesehen, dal’ E al's G-Modul aus kohomol ogischer Sicht uninteressant ist.
Vollkommen andersist die Situation, wenn man die multiplikative Gruppe E* als G-
Modul betrachtet.

U * *
Wegen (E*) ' = Ki und E* = U K; ist E* ebenfallsein diskreter G-Modul, so daf3
gilt _
@ HA(G, B =M HI(G(K /P, K; )
[

5.2.7.2 Proposition 2.2: Hilberts Satz 90

Seien E/F eine Galoiserweiterung und G = Gal(E/F) deren Galoisgruppe. Dann gilt
HYG,E*) = 0.

Dabei bezeichne HA(G,E) die proendliche K ohomologie im Sinnevon 5.7.7.

Beweis.
QED.

5.2.7.3 Folgerung: klassischen Formulierung
Selen E/F eine Galois-Erweiterung mit der Eigenschaft, dal3

G = G(E/F)
eine endliche zyklische Gruppeist mit dem Erzeuger
9eG
und
acE*
ein Element mit
N E/F(a) =1
Dann gibt es ein Element beE* mit
a=b/g(b).
Bewels. Weil die Gruppe G zyklisch ist, gilt fiir jeden diskreten G-Modul (vgl. 4.8.4)
) HYG, A) =\ AlL-GA.

Dabel seien N die Summe der Elemente von G und NA der Kern der Multiplikation mit
N. Sei jetzt

A =FE*.
Dannist (1-g)A (in multiplikativer Schrel tl))weise) gleich
@ { gy IPEE)
und es gilt
©) NASTEE [1=N@ = J] x@=N(a)}

xeG
Nach 5.2.7.2 ist die Gruppe (1) trivid fiir A = E*, d.h. jedes Element der Menge (3)
liegt in der Menge (2).
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QED.

5.2.8 Galois-Kohomologie | I1: Brauer-Gruppen

5.2.8.1 Konstruktion
Seien

E1 und E2
zwel Galois-Erweiterungen des Korpers F und sei

Gi = G(Ei/F) (=12

deren Galois-Gruppe. Weiter sal _

J: E1 — E2
eine Einbettung iiber F.

Dannistj (El) eine Galois-Erweiterung von F und die Einschrinkung auf j(El) definiert

einen Gruppen-Homomorphismus
G,—G,.
2 1
% -
U= G(E2/1(E1))

und bezei chnej* die KOIIIpOSitiOII
HCIG E =_H:|G /U E* —l 1:—>H:IG E

5.2.8.2 Unabhdngigkeit von j* von der Wahl der Einbettung j

Der in 5.8.13.2 konstruierte Homomorphismus j* hingt nicht von der speziellen Wahl
der Einbettung j ab.

Beweis. Sal j': E1 — E2
Erweiterung normal i<, gilt

eine zweite Einbettung iiber F. Weil Ell FasGaois

IED =1,
d.h. es eine Element gEG1 mit
" =]=0.
aso
i = ey,

Der zum Isomorphismus g: E1 — E_ gehdrige Homomorphismus g ist gerade der

1
innere Automorphismus

g G, —~G . xm g xg.
Nach 4 .4.7 ist der zugehorige Isomorphismus
% - q —_ q
g*: HYG,, E)) = HAG, E))

dieidentische Abbildung.
QED.

5.2.8.3 Die Kohomologie mit Werten in der separablen Abschlief3ung
Seien F ein Korper und E’ und E” zwei separabel AbschlieBungen von F. Dann gibt es
stets einen F-1somorphismus

E1 — E”
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und je zwei solche Isomorphismen liefern (nach 5.8.13.2) ein und denselben
| somorphismus

HYG(E IF), E*) — HYG(E'IF, E"*).
Aus kohomologischer Sicht ist es deshalb gleichgiiltig, welche separable Abschlieffung
des Korpers F man wihlt. Wir werden deshalb schreiben

HY(F) := HAG(E/F), E),
wobei E irgendeine separable Abschlief3ung von F bezeichnet.

5.2.8.4 Definition: Brauer-Gruppe eines Korpers
Sei F ein Korper. Dann heif3t

Br(F) := HZ(F)
Brauer-Gruppe von F.

5.2.8.5 Theorem 2.1: Eine kurze halb-exakte Sequenz

Sei
FCKCE
ein Korperturm mit
K/F und E/F Galois-Erweiterungen.
Dann besteht eine exakte Sequenz

0 — HA(G(K/F), K*) — HXG(E/F), E*) — H(G(E/K), E*).
Wir stellen dem Beweis zwei Folgerungen voran.

5.2.8.6 Folgerung 1
Seien F ein Korper und K/F eine Galois-Erweiterung. Dann ist die Sequenz

0 — HYG(K/F), K*) = HZ(F) — HZ(K)
exakt.
Beweils.
QED.

5.2.8.7 Folgerung 2
Seien F ein Korper und (Ki)i - die Familie der Galois-Erweiterungen von F in einer
festen separablen Abschlief3ung von F. Dann gilt
*
HA(F) = U, _, HAG(K./F), K ).

Beweis.
QED.
Zum Beweis des obigen Theorems 5.2.8.5 bendtigen wir die folgende Proposition:

5.2.8.8 Proposition 2.3
Seien G eine proendliche Gruppe,

HCG
ein abgeschlossener Normalteiler und
ein diskreter G-Modul mit
HiH, M) = 0.
Dann ist die folgende Sequenz exakt.
2 H I nf 2 Res 2
0 — HS(G/H,M"") H4(G, M) H<(H, M).

Dabel werden die Inflation und die Redtriktion im Fale proendlicher Gruppen in
derselben Weise definiert wie fiir abstrakte Gruppen.
Bewels. Sal (Ui)iel die Familie der offenen Normalteiler von G. Die Bedingung
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1 _
H-(H, M) =0.
bedeutet dann, es gilt**°

1 Uj
H (HUi/Ui ,M ")=0.
Deshalb ist fiir jedes i die folgende Sequenz exakt,
2 HUi I nf 2 Ui 2 Ui
0—H (G/HUi, M ) H (G/Ui’ M ) H (HUi/Ui’ M ).

(vgl. 4.5.2). Fiir verschiedene i, sagen wir i’ und i”, mit i’ < i” bilden diese Sequenzen
kommutative Diagramme mit exakten Zeilen. Die Gesamtheit dieser Diagramme bildet
ein induktives System von exakten Sequenzen. Die Behauptung ergibt sich damit durch
Ubergang zum direkten Limes zusammen mit den folgenden Tatsachen.

1 lﬂq ist ein exakter Funktor auf der Kategorie der induktiven Systeme iiber einer

fixierten Index-Menge (vgl. [9]).

2. M HHAU =Hund"™ GHU, = GIH
5
(val. d|e Folgerungen 5.1.4.8und 5.1.4.8 aus Theorem 5.1.4.7).
Man kann die Behauptung der Proposition auch direkt beweisen fast auf dieselbe Weise
wie man im abstrakten Fall.
QED.

5.2.8.9 Baweisvon Theorem 5.2.8.5

Wir formulieren den Satz zunédchst um und iibersetzen ihn in die Sprache der abstrakten
proendlichen Gruppen. Seien

G :=G(EF
H  =GEK)
M = E*

Dann gilt nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie
G/H = G(K/F) und MH = k*,
Die Abbildung
HZ(G, M) — HZ(H, M)
ist die Restriktion und die Abbildung
H4(GH, MM = H2(G, M)
die Inflation. Die Behauptung folgt damit aus der Proposition 5.2.8.8.

Literatur zu Kapitel 5

[1] Bourbaki, N.: Algébre, Hermann, Paris 1950

[2] Montgomery, D., Zippin, L.: Topologica transformation groups, Interscience,
New York - London 1955

[3] Sere, J-P.. Cohomologie Galoisienne, Springer-Verlag, Berlin 1965

[4] Serre, J-P.: Corpslocaux, Hermann, Paris 1962

[5] Steenrod, N., Eilenberg, S.: Foundations of agebraic topology, Princeton Univ.
Press, Princeton 1952

129 Die Inflation bildet diese Gruppen injektiv in Hl(H, M) ab, vgl. 4.5.1.
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6. Lokale Klassenkorper-Theorie (J.-P. Serre)
6.0 Einleitung

6.0.1 Vereinbarungen und Bezeichnungen
Einen Korper

K
wollen wir lokal nennen, wenn er vollstindig ist beziiglich der Topologie einer diskreten
Bewertung

v:K* = Z

und sein Restklassenkorper endlich ist. Seien

k
der zugehorige Restklassenkorper und

| q:=p' =#(K)
die Anzahl der Elemente von k.
Im gesamten Kapitel werden wir die folgenden Bezel chnungen beibehalten.

OK Ring der ganzen Zahlen des Korpers K

K* multiplikative Gruppe des Korpers K

U K Gruppe der Einheiten von OK

Die analogen Bezeichnungen verwenden wir auch fiir die Erweiterungskorper L von K.
Ist L/K eine Galois-Erweiterung, so bezeichne
GL K™ G(L/K)

die Galois-Gruppe der Erweiterung. Ist sS=G(L/K) und a€L so verwenden wir auch die
Exponentia schreibweise

S = s(a)

Eine Beschreibung dler fehlenden Einzel heiten kann der Leser in den vorangehenden
Kapiteln oder auch im Buch [8] finden.

Wir werden stets annehmen, alle diskreten Bewertungen
vV:K* = Z
sind normdisiert (d.h. surjektive Abbildungen).
Bemerkungen
()  Ist K ein lokaler Korper der Charakteristik 0, so handelt es sich um eine endliche
Erweiterung des Korpers
Q

p
der p-adischen Zahlen, d.h. der Vervollstindigung von (Q der rationalen Zahlen
beziiglich der p-adischen Bewertung. Ist

[K. Qp] =n,

n = €f,

so gilt

wobel
f=[k: IFP]
der Grad des Restklassenkorpers von K ist und
e=v(p)
der Verzweigungsindex von K iiber Q

(i)  Ist der lokale Korper K von der Charakteristik p > O (Fall gleicher Charakteristik),
soist

K=k((T))
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der Korper der formaen Laurent-Reihen, wobei T ein uniformisierender
Parameter ist.
(i) Der erste Fal ist genau derjenige, der beim Vervollstindigen eines Zahlkorpers
beziiglich einer Primzahl auftritt.
Beweise. Zu (ii). Sei O der Bewertungsring von K,
O :={xeK|v(x)=0}.
Dabel bezeichnev die Bewertung von K. Mit K ist dann auch O vollstindig, d.h. O ist
ein vollstindiger diskreter Bewertungsring und damit insbesondere ein regulidrer Ring
von der Dimension 1. Als vollstindiger lokaler Ring ist O Faktorring eines
Potenzreihenrings iiber einem Cohen-Ring C,
0= C[[T1 ey Tr]]/l'

Nach Voraussetzung hat K die Charakteristik p > 0, d.h. esist pO = 0, d.h. pEl. Wir
konnen C durch C/pC ersetzen und erhalten
0= k[[T1 e Tr]]/l .

Dabel ist k = C/pC der Restklassenkorper von K. Als diskreter Bewertungsring ist O
von der Dimension 1, d.h. das maximale |deal

mCc O
wird von einem Element erzeugt und damit von der Restklasse eines Ti , Sagen wir von

T=Tl.

Wir bezeichnen die Restklasse von T bzw. Ti in O mitt bzw. ti. Dat das maximale Ideal
erzeugt, istjedesti einVidfachesvont,

Ti -T-FE I mit FEk[[Tl, ’Tr]]'
Das bedeutet, Tr 14Bt sich (fallsr > 1 ist) modulo | durch eine Potenzreihe in T1 L

Tr-l ausdriicken, d.h. O ist Faktorring von k[[T1 . Tr-l]]' Indem wir diesen Schluld

wiederholen, sehen wir, O ist Faktorring von k[[T]]. Aus Dimensionsgriinden folgt
. O = Kk[[T]].
Durch Ubergang zum Quotientenkorper erhalten wir die Behauptung,
o K'=Q(0) = QIKI[TII) = k((T)).
ZU (i). Dieselben Schliisse wie oben liefern
O =C[[T]]/
mit einem Cohenring C und eine Unbestimmten T. Wird das maximale Ideal von O vom
Erzeuger, sagen wir p€N, des Cohenrings erzeugt, so erhalten wir sogar
O=C.
Andernfallsist die Restklasse t von T Erzeuger des maximalen Ideals m von O, und es
gilt
p=ut®
mit einer Einheit u von O. Wir erhalten
0 =" C[[T])/(p- FT9)
mit einer Potenzreithe F vom Anfangsgrad O von C[[T]]. Da F ene Einhet im
Potenzreihenring C[[T]] ist, konnen wir damit O auch in der Gestalt
O =C[T]/(T®- Gp)
schreiben mit einer Einheit mit GEC[T], d.h. GEC*. Wir haben gezeigt: K ist endliche
algebraische Erweiterung des Quotientenkdrpers Q(C) eines Cohenrings. Zum Bewels
der Behauptung reicht es zu zeigen, Q(C) ist endliche algebraische Erweiterung von Qp.

WEeil C ein Cohenring ist, ist Q(C) unverzweigt. Insbesondere ist

130 Zumindest ist O ein Faktorring eines Rings von der Gestalt des Rings rechts. L etzterer ist aber
regulédr von der Dimension 1. Aus Dimensionsgriinden muf3 deshalb “=" gelten.
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[Q(C): Qp] =[CIpC, F ] <.
QED.

6.0.2 Gegenstand des K apitels

Unser Ziel ist die Untersuchung der Galois-Gruppen der Erweiterungen des Korpers K.
Natiirlich wire es wiinschenswert, die Struktur der Galois-Gruppe

G(KS/ K)
der separablen Abschlief3ung KS von K zu beschreiben, da diese alle Informationen iiber

diese Erweiterungen enthélt (Im Fall der Charakteristik O ist KS =K gleich der
algebraischen Abschlieung). Wir beschrinken uns jedoch auf folgendes:

1. Beschreibung der kohomol ogischen Eigenschaften aller Galois-Erweiterungen,
sowohl der abelschen a's auch der nicht-abel schen.

2 Bestimmung der abelschen Erweiterungen des Korpers K, d.h. Bestimmung der
Gruppe G(Ks/K) modulo der Kommutator-Untergruppe.

6.1 Die Brauer-Gruppe eines lokalen Kérpers

6.1.1 Formulierung der Sitze

In diesem Abschnitt formulieren wir die Hauptergebnisse von 6.1, die dann in 6.1.2-
6.1.6 bewiesen werden. Wir beginnen mit der Defintion der Brauer-Gruppe (siehe auch
5.2.8)..

6.1.1.1 Definition: Brauer-Gruppe eines lokalen Korpers

Seien K ein lokaler Korper und
L/K
eine endliche Galois-Erweiterung von K mit der Gruppe G(L/K). Abkiirzung:
2 2 *
H(L/K) :=H (GL/K , L*).
Se
Lie
die Familie aller endlichen Galois-Erweiterungen des Korpers K. Dann heifit der
induktive Limes _
Br(K) := "M H2(L. /K)
i€l !
auch Brauer-Gruppe des lokalen Korpers K.
Bemerkungen
(i) Nach Defintionist

Br(K) = H2(KS/K).
(i) Zur Berechnung der Brauer-Gruppe zerlegen wir die Erweiterung KS/K in

Tellerweiterungen
KC Knr C Ks'

Dabel bezeichne Knr die maximale unverzweigte Erweiterung von K. Mit den
Eigenschaften von Knr kann sich der Leser in 1.7 bekannt machen. Wir erinnern
hier nur daran, esgilt
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G(K /K) = G(k/K).
(i)  Wir bezeichnen mit
FFK_—K
nr nr
die Frobenius-Abbildung der Gruppe G(KnrlK)' Die Operation von F auf k ist

131

diefolgende.
Fk—=kxm x4
(iv) DieAbbildung
7 — G(K_/K),n > F",
ist ein 1somorphismus topologischer Gruppen. Aus 5.2.5 wissen wir, die Gruppe

2="M 7mz

neN
ist gerade der projektive Limes von zyklischen Gruppen.

() DaK_ enthalten ist in K_, liegt die Gruppe H2(Knr /K) in H2(KS/K).132
Tatsédchlich gilt sogar mehr:

6.1.1.2 Theorem 1.1: H 2(Knr/K) ist die Brauer-Gruppe

Sei K ein lokaler Korper. Dann besteht eine natiirliche Isomorphie
HZ(Knr/K) = Br(K).

6.1.1.3 Theorem 1.2: Berechnung von HZ(KnrlK)

Seien K ein lokaler Korper und
*
V. Knr -7
die Bewertung der maximalen unverzweigten Erweiterung von K. Dann definiert v einen
| somorphismus
2 2/
H (Knr/K) — H4(Z , 7).

6.1.1.4 Konstruktion: die I nvariante eines Elements der Brauer-Gruppe

Sel G irgendeine proendliche Gruppe. Wir betrachten die exakte Sequenz
0-2Z—-Q-Qz—-o0

als Sequenz von G-Moduln, wobei die Gruppe G trivid operiere. Der Modul @ hat

triviale Kohomologie, da er eindeutig teilbar ist (d.h. er ist Z-injektiv)**®. Deshalb ist der
Zusammenhangshomomorphismus

Blg= pf ist nach Vereinbarung die Anzahl der Elemente des Restklassen korpers k.
132 Auf Grund der exakten Sequenz von 5.2.8.5.
133 Da G proendlich ist, kénnen wir die Aussage leicht auf den Fall endlicher Gruppen reduzieren. Sei
also

G endlich.
Seien M’ ein G-Modul, M € M’ ein G-Teilmodul und

oM — Q

eine G-invariante Z-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, o. 148t sich fortsetzen zu einer Z-linearen
G-invarianten Abbildung

M - Q.

Da Q als Z-Modul injektiv ist, gibt es zumindest eine Z-lineare Fortsetzung
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s:HG, Qiz) - HAG, 7)
ein |somorphismus. Weil G trivial auf (Q/Z operiert, gilt
HY(G, Q/z) = Hom(G, Q/z)
(vgl. 4.2.4), dso
H2(G, Z) = Hom(G, Q/z).

Wenden wir unsjetzt der Gruppe Hom(Z Q17) zu. Die Abbildung***
N
v: Hom(Z, Q1z) — QI7Z, ¢ v ¢(2),
ist ein Isomorphismus.***> Nach Theorem 6.1.1.3 bestehen daher |somorphien
-1
v )
inv, ‘HA(K 1K) —— H2(Z, Z) ——> Hom(2, Qiz)—— Qrz.

Der Wert der Abbildung inv,, im Element aEHZ(Knr/K) heil3 Invariante von o.

K
6.1.1.5 Folgerung: Bijektivitdt von ian
Fiir jeden lokalen Korper K ist die oben konstruierte Abbildung
ian:Hz(Knr/K) - Qiz

ein Isomorphismus von Gruppen.
Bemerkungen

(i) Nach 6.1.1.2 ist HZ(Knr/K) die Brauer-Gruppe von K, d.h. ian ist en

| somorphismus
inv, : Br(K) - Qrz.
(i)  Fiir jede endliche Erweiterung L des Korpers K bezeichnen wir mit
inv, : Br(L) - Qrz.
die analog definierte Abbildung.

p: M — Q.
Wir setzen
a(m) := % S Blem’) fiir meEM’.
geG
Dann ist o éine G-invariante Fortsetzen von o auf M.
Auf dieselbe Weise zeigt man, jeder iiber Z injektive Modul M, auf dem G trivial operiert und der

eindeutig teilbar ist (d.h. Multiplikation mit nEN induziert einen Isomorphismus M — M fiir jedes n),
ist injektiv als G-Modul.

34 162 ist der natiirliche Erzeuger, der von den natiirlichen Bildern von 1€Z in den Z/nZ kommt.
135 Die Abbildung ist injektiv: Jedes Element von (Q/Z hat eine endliche Ordnung. Deshalb ist jedes

Element ¢€ Hom(i, Q17 automatisch stetig (beziiglich der diskreten Topologie von (J/Z ). Deshalb
ist ¢ durch den Wert ¢(1) bereits eindeutig festgelegt (die Vielfachen von 1 liegen dicht in i).
Die Abbildung ist surjektiv: Sei I’EQ/Z vorgegeben. Dann gibt es eine natiirliche Zahl mit n-r = 0.
Indem wir n minimal wihlen, erreichen wir Z-r = Z/nZ. Die Zusammensetzung

2 —72mz=7rcQiz
ist ein Element geHom(Z, Q/Z) mit ¢(2) = .
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6.1.1.6 Theorem 1.3: Verhalten der Brauer-Gruppe bei Erweiterungen

Seien K ein lokaler Korper und L/K eine endliche Korpererweiterung des Grades n.
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ.

Br(K) — LK, )
ian¢ ¢invL
Qz s Qz

Dabel bezeichne der untere horizontale Pfeil die Multiplikation mit n. Die Abbildung
R&GL IK wurdein 4.4.3 und in 5.2.8.8 definiert.

6.1.1.7 Folgerung 1. der Kern der Restriktion auf der Brauer-Gruppe

Seien K ein lokaler Korper und L/K eine endliche Korpererweiterung des Grades n.
Dann gilt
Ker (ResL/K: Br(K) — Br(L)) ={ a€Br(K) |[nra =0}

6.1.1.8 Folgerung 2: ein Erzeuger von H2(L/K)
Seien K ein lokaler Korper und L/K eine endliche Korpererweiterung des Grades n.
Dann ist die Gruppe H2(L/K) zyklisch von der Ordnung n. Genauer: die Gruppe

H2(L/K)
wird erzeugt vom Element
u /KEBr(K)

mit der Invarianten % eQrz.
6.1.2 Berechnung der Gruppe H2(Knr IK)

6.1.2.1 Vorbemerkung

In diesem Abschnitt beweisen wir 6.1.1.3 Theorem 1.2, d.h. wir beweisen, dal? der durch
die Bewertung definierte Homomorphismus

HAK  JK) = H3(2., 7).
ein Isomorphismusist.

6.1.2.2 Proposition 1.1:
Seien K ein lokaler Korper, Kn/ K eine unverzweigte Erweiterung des Grades n und

G:= G(Kn/K).
Dann gilt fiir jedes q€Z

*

i q = i =
M H (G,Un) OmltUn. OKn.

(i) Diedurch die Bewertung v: K, — Z induzierte Abbildung

HY(G, Ky) — HI(G, 2)
induzierte Abbildung ist ein |somorphismus.
Bemerkung
6.1.1.3 Theorem 1.2 ist eine offensichtliche Folgerung von Aussage (i) dieser

" 2 25 "
Proposition, denn H (Knr/K) =HYZ , K-
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Beweis. Betrachten wir die kurze exakte Sequenz von Gn-M oduln

* oV
O—-U —-K, —Z—=0
n n
und die zugehorige lange Kohomologie-Sequenz
* +1
HY(G, u)— HYG, K,) = HYG, Z) - HI*(G, U

Wir lesen aus dieser Sequenz ab, dal3 Aussage (ii) aus (i) folgt. Es reicht dso, (i) zu
beweisen. Zum Beweis von (i) betrachten wir die folgende Kette von offenen
Untergruppen:

1 2
Un:) U,DU,D..
mit _
| .
Up ::{XEUn [v(x-1) =i }.
Sei

nEKn
ein uniformisierender Parameter. Dann gilt
I _ [ : —
Up=1+m (‘)nmlt(‘)n.— OKn.
und

u ="My /U
5
Die Behauptung der Proposition folgt jetzt aus den nachfolgenden drei Lemmata.

QED.

6.1.23Lemmal.l
Sei kn der Restklassenkorper von Kn. Dann gibt es mit der Operation der Galois-

Gruppe vertrigliche Isomorphlsmen
i+l o+
Un/U = k und U nYn =k, (=123, ..).
Bemerkung
Mit der Galois-Gruppen-Operation vertriagliche 1somorphismen heil3en auch Galois-
| somorphismen.

Bewels.
QED.
6.1.24 Lemmal.2
Fiir jede ganze Zahl q und jedes ganze i = 0 gl It
HI(G, Ul /urtt =

Bewels.
QED.
6.1.2.5Lemmal.3
Seien G eine endliche Gruppe und M ein G-Modul. Weiter sei

i

Mtiz02,..

eine absteigende Folge von Teilmoduln von M mit M 0= M und

lim

M= M/M!

I
(genauer: die natiirliche Abbildung von M in den inversen Limes sei bijektiv). Dann gilt
(fiir ein fest vorgegebenes q)
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HA(G, M) =0,

falls HAG, MMy = 0 ist fiir jedes i.
Beweis.
QED.

6.1.3 Einige Diagramme

6.1.3.1 Proposition 1.2

Seien K ein lokaler Korper und
L/K
eine endliche Korpererweiterung vom Grad n und

L und K
nr nr

maximale Unverzweigte Erweiterungen von L bzw. K mit
K CL
nr=n

Dann ist das folgende Diagramm kommuitativ.
2 Res
H4(K _ /K)
nr

P

2
H (Lnr/L)
|an¢ |nvL¢

Qrz _n, Qrz
Beweis. Sei

FK = G(Knr/K)

und bezeichne

Pk

das Frobenius-Element der GruppeT",, . Anaog definieren wir T', und FL. Esqilt

K.
_ f
FL - (FK) ’

L

wenn
Fi= [k k]

der Grad der Erweiterung der Restklassenkorper zur Erweiterung L/K bezeichnet.**® Sei

136 Wenn der Korper kK den Grad m iiber seinem Primkorper besitzt, also aus p'! Elementen Besteht, so

n
besteht kK aus den Nullstellen der Gleichung xP ox= 0, d.h. aus den Elementen, die bei der
Abbildung

pn
) fXax

invariant bleiben. Analog besteht kL aus pnf Element, d.h. kL ist der Fixkorper von

nf
@ fl:X axP .

Die Abbildungen (1) und (2) sind gerade topologische Erzeuger der Gruppen G(F/kK) bzw. G(E/kL),
wenn k die gemeinsame algebraische AbschlieBung von kK und kL bezeichnet. Bei den Identifikationen
G(k/k )=G(K /K)yundG(k/k )=G(L /L

ik )=G(K /K)undGk/k )=G(L /L)

entsprechen sie gerade den Frobenius-Elementen der Gruppen rechts. Wegen fL = (fK)f ist damit auch

_ e
Fo=(F).
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e=¢g(L/K)
der Verzweigungsindex von L iiber K. Wir betrachten das folgende Diagramm.
-1
2 *VOVK 2 0 YK
HAT . Kpy) HAT . 2) Hom(I',, Qrz) Qrz
Res| (1) eRes| (2 eRes | 3 n}j
-1
* v ) Vv
HZ(FL, Ly) —=— HZ(FL, 7) —— Hom(r , Q1z) —L . Qz
Der Homomorphismus Res werde durch die natiirliche Einbettung
FL (- FK
induziert.™®” Die Homomorphismen Yk und Y seien durch die Abbildungsvorschriften

¢ > @(F ) bzw. ¢ > o(F )
gegeben.'*® Die drei Quadrate (1), (2) und (3), in welche das Diagramm zerfillt, sind
kommutativ: fiir das Quadrat (1) ergibt sich das aus der Tatsache, dal3 die

Einschriankung von Vi auf Knr gerade e-vK i,

* VK
Knpy—— Z
N e)

* VL
Ly —— 2

(nach Definition des Verzweigungsindex €). Fiir das Quadrat (3) ergibt sich die
Kommutativitit aus den Relationen

F = (FK)f und ef =n.
Die Kommutativitit des Quadrats (2) ergibt sich aus der Funktorialistit des
Zusammenhangshomomorphismus. Die beiden Zeilen des Diagramms sind aber gerade

ian bzw. invL (vgl. Definition 6.1.1.4 - man identifiziert FK und FL mit 7 indem man

den topol ogischen Erzeuger von 7, mit FK bzw. FL identifiziert). Das obige Diagramm
ist also gerade das Diagramm der Behauptung.
QED.

6.1.3.2 Folgerung 1
Seien K ein lokaler Korper, L/K eine Korpererweiterung vom Grad n und bezeichne

2 2
H (L/K)nrQH (Knr/K)

die Untergruppe der iiber L zerfallenden Elemente, d.h. der Elemente aus dem Kern der
Abbildung

H2K JK)— 2, 2 1L
( nr ) ( nr )
Dannist
H2(|_/|<)nr
zyklisch von der Ordnung n und wird vom Element
2

U €EH (Knr/K)

mit der Invarianten

137 = =Gk, C K, = =
r =G /)=GlkNk )SGkk )=GK JK)=T,

138 FK und FL sind topologische Erzeuger der Gruppen FK bzw. FL.
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, 1
M) =0
erzeugt.

Bewels. Wegen des kommutativen Diagramms

H2(K IK) L 120 1L

( Ar ) ( nr )

|an¢ |nvL¢
Qrz Qrz

von 6.1.3.1, denn vertikale Abbildungen Isomorphismen sind (vgl. 6.1.1.5), wird der
Kern von Res durch die linke vertikale Abbildung mit

1
ﬁZ/Z

identifiziert.
QED.

6.1.3.3 Alternative Definition der zerfallenden Elemente

Seien K ein lokaler Korper und L/K eine endliche Korpererweiterung. Ist L/K eine
Galois-Erweiterung, dann gilt fiir die in 6.1.3.2 definierte Gruppe der zerfallenden
Elemente

2 _ 2 2
HA(LIK) = HA(K JK) N HA(LIK).

Beweis. Nach 5.2.8.6 sind die Zelen und Spaten des folgenden kommutativen
Diagramms exakt.

0 0
! |
HYL/K) — H2(Lnr/Knr)
| = !
2 2 &S 2
0—HAK_JK) > HA(K) — HAK )
| | Res |Res

. H2 LRy e, 2
0— HAL /L) = HAL) HAL )

Die obere horizontale und die linke vertikde Abbildung existieren auf Grund des
kommutativen Vierecks rechts unten. Man erkennt, der Kern der linken vertikaen
Abbildung besteht aus den Elementen des Kerns der Abbildung rechts daneben, die im

Definitionsbereich HZ(Knr/K) liegen. Dasist aber gerade die Behauptung.
QED.

6.1.3.4 Folgerung 2
Seien K ein lokaler Korper und L/K eine endliche Galois-Erweiterung des Grades n.
Dannist die Ordnung von H2(L/K) ein Vielfachesvon n.

Beweis. Nach 6.1.3.2 enthilt H2(L/K) eine Untergruppe der Ordnung n.
QED.

6.1.4 Die Struktur der Untergruppen mit trivialer Kohomologie

Literatur

[8] Serre, J.-P.: Corps loceaux, Hermann, Paris 1962

[9] Serre, J.-P.: Introduction a la théorie de Brauer, Seminaire IHES, 1963-1966

[10] Serre, J.-P.: Sur la rationalité des representations d” Artin, Ann. Math. 72 (1960),
406-420
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7. Globale Klassenkorper-Theorie (J. T. Tate)
8. Zeta- und L-Funktionen (H. Heilbronn)

Anhange & Erganzungen

Der Satz von der Normalbasis

1. Normalbasen

Sei K/k eine Galoiserweiterung. Eine k-Vektorraumbasis von K iiber k heif3t
Normalbasis von K/k, wenn je zwel Elemente dieser Basis zu einander konjugiert sind.

2. Lineare Unabhiingigkeit der Automorphismen

Seien K/k eine endliche Galoi serweiterung des Grades n mit der Galoisgruppe G und
01,...,0nEG

paarwei se verschiedenen Automorphismen. Dann sind die o, linear unabhingig iiber K.

Beweis. Angenommen, die o; sind K-linear abhéngig. OBdA konnen wir annehmen,

jede echte Teilmenge von { o On} ist k-linear unabhéngig. Nach Annahme gibt es

1

Elementec,,....c_ €K mit
1 n

Q) €194 + €0, +..+ €.0n= 0,

wobe die Ci nicht sdmtlich gleich Null sind. Da keine Teilmenge von {01,...,0n} linear
abhéngig ist, sind dann sdmliche ¢ ungleich Null. Aus (1) folgt
2 0= clol(x)o 1(y) + c202(x)02(y) +...+ cnon(x)on(y).
Weiter erhalten wir durch Multiplikation mit ol(x) aus (1),
3 0= clol(x)ol(y) + czol(x)oz(y) + ..t cnol(x)on(y).
Vergleich von (2) und (3) liefert
0=c,(0,(x)-0,())05(y) + ... + € (0,(X)-0, (X))o (¥)

Da 01 und 02 verschieden sind, kann man ein x€K wihlen mit

Ol(x)-oz(x) = 0.
Day bdiebigist, folgt, die Tellmenge { o

Widerspruch zu unserer Annahme.
QED.

2,...,0n} ist ebenfalls linear abhiingig, im

3. Nichttrivialitit der Spur

Sei K/k eine endliche Galoiserweiterung des Grades n mit der Gal oisgruppe
G={o,,.,0}.
1 n

Dann gibt es eine Element c€K-{ 0} mit
Tr(c) := ol(c)+...+on(c) =0

Bewels. Andernfalls wiren die OO K-linear abhiingig im Widerspruch zur 2.
Aussage.
QED.

4. Eine von Null verschiedenen Deter minante
Sel K/k eine endliche Galoiserweiterung des Grades n mit der Galoi sgruppe
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G= {(51,...,0n}.
und der k-Vektorraumbasisml,...,mn. Dann gilt det(cri ((uj)) = 0.
Bewels. Nach Aussage 2 sind die 01,...,0n linear unabhiéngig iiber K. Mit anderen

Worten, die Menge der Vektoren
S(0) := (04(0),0,(€) € <

liegt in keinem echten linearen Unterraum von K. Wir kénnen deshalb eine Folge von

Elementen cl,...,anK derart wihlen, daf} s(ci +1) nicht in dem von S(cl),...,s(cl)

erzeugten Tellraum liegt. Dann gilt
det(Gi (Cj)) = 0.

Dadie ooj den k-Vektorraum K erzeugen, konnen wir die cj in der Gestalt

C = gaawa mitaaek
0= |

schreiben. Dann gilt aber
0i(c) = Ya o (o)

a:1ja *
aso
0= det(ci (cj)) = det(alj)-det(csi (ooj))
aso det(oi (mj)) = 0.
QED.

5. Algebraische Unabhingigkeit der Automorphismen

Seien K/k eine endliche Galoiserweiterung des Grades n mit der Gal oisgruppe
G={o,,.,0}
1 n

und f(Xl,...,Xn)EQ[Xl,...,
Erweiterung von K. Ist k unendlich, so gibt esein c€K mit f(ol(c),...,on(c)) = 0.

Xn] en nicht-trividles Polynom mit Koeffizienten aus ener

Beweis. Angenommen, es gilt
(*) f(0(0),.0,(€) =0

fiir jedes ceK. Wir wihlen eine k-Vektorraumbass Wy, VON K iiber k. Die

Elemente ceK lassen sich dann schreiben als
c= aloo1+...+ancon mit alek.
Ihre Konjugierte haben die Gestalt
Gi (o) = aloi (ool)+...+anc;i ((un).
Betrachte wir das Polynom

oY Y ) :=f(_znlol(mj)vj,...,j:lon(mj)vj).
Die Annahme (*) 14t sich dann schreiben als
g(@,--a ) = 0 fiir beliebige (a...a n)ekn.
Dak unendlichist, folgt g = 0. Nach Aussage 4 ist die lineare Transformation
Xi = ngoi ((Dj)Yj

umkehrbar. Mit g ist deshalb auch f identisch Null.
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QED.

6. Nor malbasenkriterium
Seien K/k eine endliche Gal oi serweiterung des Grades n mit der Galoisgruppe

G :{01 ..... on}

und c€K ein Element. Dann sind folgende Aussage dquivalent.

0] ol(c),...,on(c) ist eine Normalbasis.

(i) det(oi (oj (©) =0.

Beweis. (i) = (ii). Angenommen die Determinante ist Null. Dann sind ihre Spalten K-

n_ .
1,...,an)EK {0} mit

(D) alGi(Ol(C))+"'+an0i (On(C)) =0
fiir alle i. OBdA sel al;eO. Durch Multiplikation mit einem Element aus K kénnen wir

dann erreichen, dal3 sogar
2 Tr(al) =0

gilt (nach Aussage 3). Aus (1) erhalten wir durch Anwenden des Inversen von o,

linear abhingig, d.h. es gibe ein (a

-1 -1 _
o (al)-ol(c)+...+0i (an)-on(c) =0.
Summation iiber alle i liefert
Tr(al)-ol(c)+...+Tr(an)-on(c) =0.
Mit anderen Worten, die o. (c) sind linear abhingig tiber k. Sie konnen deshalb nicht

den ganzen (n-dimensionalen) k-Vektorraum K erzeugen. Das steht aber im
Widerspruch zu (i).
(i) = (i). Es reicht zu zeigen, die Elemente ol(c),...,on(c) sind k-linear unabhingig.

Seen a,...,a€ k Elemente mit
alol(c)+...+an0n(c) =0.
Anwenden von o, liefert
aoi(ol(c))+...+anoi (on(c)) =0.
Ausder Voraussetzung (ii) folgt damit aber, dal3 alle a Null sein miissen.
QED.

7. Existenz von Normalbasen iiber unendlichen Korpern

Seien k ein unendlicher Korper und K/k eine endliche Galoiserweiterung. Dann besitzt

K/k eine Normalbasis.

Beweis. Bezeichne p(i,j)&{ 1,...,n} die Zahl mit o. OJ =0
f(X 1, ,Xn) = det(X o J))

o } eine Gruppe ist, kommt jede Unbestimmtein jeder Zeile und jeder

Spalte der Determi nante genau einmal vor:

p(I!J) p(l’l ):>00 Oloj Oj :Gj,

p(i,j) = p(’ d)ﬁGIGJ 00 =0 =0

Insbesonder ist f(1,0,..,0) die Determinante einer Matrix, die aus der Einheitmatrix
durch Permutieren der Spalten entsteht, d.h. f(1,0,...,0) = 1. Das Polynom f ist deshalb
nicht identisch Null. Nach Aussage 5 gibt esfolglich ein c€K mit

det(0;(0;(0))) = det(0,; (€)) = (0 (0)..~.0; (0)) = .

und sa f das Polynom

p(i.j)



Nach Aussage 6 bilden dann aber die Elemente ol(c),...,on(c) von K eine Normalbasis

von K/k.
QED.
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