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Vorbemerkungen

In dieser Vorlesung geht esum die Frage, was ist Geometrie. Wir werden diese Frage
nicht abschlieBend beantworten. Statt dessen werden wir hier drei Beispiele fiir
Geometrie beschreiben,

die affine Geometrie,
die projektive Geometrie und die
euklidische Geometrie.

Am Ende dieser Vorlesung werden andeutungswel se beschreiben, was man allgemein
unter den Begriff der Geometrie verstehen sollte.

1. Affine Raume

1.1 Eine heuristische Einfiihrung

Ein affiner Raum ist in erster Nidherung ein Vektorraum, der seinen Ursprung vergessen
hat.
Etwas genauer kann man sagen, ein affiner Raum besteht aus zwel Arten von Objekten,

1. aus Punkten



2. aus Vektoren. o

Ein Vektor ordnet jedem Punkt (aufgefaldt as“ Angriffspunkt” des Vektors) einen
weliteren Punkt zu (aufgefaldt als* Spitze” desVektors.

Zu einem affinen Raum gehort insbesondere eine Abbildung
VxA—=V, (,X)F=X+V,

Dabel bezeichne V den Vektorraum der Vektoren des affinen Raums und A die Menge
der Punkte des affinen Raums.

Man stellt sich x + v as Spitze des Vektors v vor, wenn dessen Angriffspunkt gerade
der Punkt x ist.

Von der Abbildung wird erwartet, daf3 sie einigen naheliegenden Bedingungen geniigt.

1) Verschiebungen mit dem Nullvektor iiberfiihren jeden Punkt in sich:
X+0=x:
2) Verschiebt am erst um den Vektor v’ und danach um den Vektor v”, so erhilt man
eine Verschiebung um den Vektor v’ +v”:
X+V)+Vv' =x+(V +V").

3) Fiir je zwe Punkte gibt es einen Vektor v, der den einen Punkt in den anderen
verschiebt:

VX, X" dv:x +v=x".
4) Je zwei Vektoren, die einen gegebenen Punkt beide in denselben Punkt verschieben,
sind gleich:

X +v=XxX +V =>v=V.

Aus den Axiomen folgt insbesondere, daf fiir jeden fest gewihlten Punkt x €A die

0
Abbildung

V—=A VX, +V,

0
bijektiv ist. Dies gestattet es, die Menge A mit dem Vektorraum V zu identifizieren und
die Punkte von A dadurch zu beschreiben, dal man die zugehorigen Punkte von V
angibt.

Genauer, ein Koordinatensystem des affinen Raums besteht aus einem Punkt



XOEA,

welcher Ursprung des K oordinatensystems heifdt, und e ner Basis
Vl’ s vn eVv

des VektorraumsV. Jeder Punkt x € A hat dann die Gestalt

X=X + (c1 17 + cnvn)

mit eindeutig bestimmten c €K, welche Koordinaten von x beziiglich des gegebenen

Koordinatensystems heif3. Der Vektor

heif3t Koordinatenvektor von x beziiglich des gegebenen Koordinatensystems.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dal} der Begriff des affinen Raums in natiirlicher Weise zu
den Sitzen fiihrt wie sie sie aus der Ahnlichkeitsgeometrie des Schulunterrichts kennen.

Wir beginnen mit einigen Definitonen, die die eben durchgefiihrten Betrachtungen in
einer etwas formaleren Sprache wiederholen.

1.2 Operationen von Gruppen auf Mengen

1.2.1 Definition

Seien G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation der Gruppe G auf der Menge
M von links oder auch Linksoperation von G auf M ist eine Abbildung

GxM —M, (g, m)— gm,

mit folgenden Eigenschaften.

0] g2’(g”m) = (g’g”)m fiir g’,g” € G und meM.
(i) em =m fiir jedes m € M.

Dabei bezeichne e das neutrale Element der Gruppe G.

Analog it eine Rechtsoperation von G auf M eine Abbildung
MxG—M,(m,g)— mg,

mit folgenden Eigenschaften.

(i) (mg’)g” = m(g'g").

@i’y me=m.

1.2.2 Beispiele

1.2.2.1 Die Operation der allgemeinen linearen Gruppe

Seien K ein Korper,
G =GL(n, K)
die Gruppe der umkehrbaren nxn-Matrizen mit Eintrigen aus K und

M =K"= (= K™ und N = k1XN.

Dann definiert die Matrizen-Multiplikation eine Rechtsopertion

GxM — M, (g, m) = gm,
und eine Linksoperation

N x G— M, (m, g) — mg,



1.2.2.2 Die Operation eines Vektorraums auf sich
Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen mit
vt
die dem Vektorraum zugrundeliegende additive Gruppe (d.h. die Gruppe, deren

Operation gerade die Addition von Vektoren ausV ist). Dann definiert die Additon von
Vektoren eine Linksoperation

VIV =V, (X, y) = Xx+y,
vonV™* auf v, diesichauch als Rechtsoperation

VxV+—>V,(x,y)|—>x+y,
der Gruppe V™ auf der Menge V auffassen l4Bt.

1.2.2.3 Die Operation der 83 auf V4 durch Konjugation

Saen
S4

die symmetrische Gruppe der Menge {1,2,3,4} und
vV, =1(D), (12)(23), (13)(24), (14)(23)}

die Kleinsche Vierergruppe'. Fiir jede Permutation fES ) gilt

_ f-(ab)(cd)F L = (f(a) (b)) (F(c) ().
Insbesondere ist

SV, =V, (f,1) 0, () = frf L,

4" V4
eine Wohldefinierte Abbildung.
Esqgilt
old(t) =1
und
Op (@ = (Fef)r(Pef)
= ffoflpol
= -0, (0)-F -1
= 04(0, (7)),

d.h. die Abbildung definiet eine Operation von S4 auf V4. Man sagt, 84 operiert auf V4
durch Konjugation.

1.2.3 Linksoperationen und Rechtoperationen
Sei
GxM — M, (g, m) = gm,
eine Rechtsoperation der Gruppe G auf der Menge M. Dann ist
MxG — M, (m, g) - g'lm,
eine Linksoperation von G auf M.
Analog, ist eine Rechtsoperation
MxG— M, (m,g)— mg,
von G auf M gegeben, so ist
GxM—=M, (g, M= mg'l,
eine Linksoperaton.

! Esigt nicht schwer zu sehen, dal3 V4 eine Untergruppe von 84 ist.



Bemerkung
Mit anderen Worten, zu jeder Linksoperation gehort eine Rechtsoperation und
umgekehrt. Wir werden deshalb im folgenden meist nur noch Linksoperationen
betrachten und diese einfach

“Operationen”

nennen. Alle Konstruktionen und Begriffe iibertragen sich auf Rechtsoperationen, indem
man zur zugehorigen Linksoperation iibergeht.

1.2.4 Spezielle Oper ationen
Sei

GxM — M, (g, m) = gm,
eine Operation der Gruppe G auf der Menge M. Die Operation heil3t trangitiv, wenn es
fiir je zwei Elemente
m,m” €M
ein Gruppenelement g € G gibt mit

Q) gm =m".

Die Operation heil3 einfach, wenn das Gruppenelement g durch die beiden Elemente m’
und m” eindeutig festgelegt ist (d.h. wenn eszu je zwel Elementen m’, m” € M genau
eing € G gibt, so dal3 (1) gilt). Sie heild einfach trangtiv, wenn sie einfach und trangtiv
ist.

Bemerkung

Entsprechend der Bemerkung von 1.2.3 heil3t eine Rechtsoperation transitiv bzw. einfach
transitiv, wenn die zugehdrige Linksoperation transitiv bzw. einfach transitiv ist.

1.3 Affine Rdume und Koordinatensysteme

1.3.1 Definition

Ein affiner Raum iiber dem Korper K oder auch K-affiner Raumist eine Menge A, auf
welchem eine einfach transitive Operation e nes endlich-dimensionalen K-V ektorraums
V gegebenidt,

Q) VxA—=A (V,X)F=X+V.

Bemerkungen

(i) Die Axiome 1) und 2) von 1.1 besagen gerade, dal? in einem affinen Raum der
Raum der Vektoren von links auf dem Raum der Punkte operiert. Auf Grund von
Axiom 3) ist diese Operation trangtiv. Auf Grund von Axiom 4) ist Sie sogar
einfach trangitiv.

(i) DieAbbildung (1) ist integraler Bestandteil des Begriffs des affinen Raums. Die
Angabe enes affinen Raums beinhatet im wesentlichen die Angabe dieser
Abbildung. Wir werden deshalb oft einfach sagen, dal3 diese Abbildung

oVxA—=A
ein affiner Raum ist und damit meinen, dal A ein affiner Raum ist beziiglich dieser
Abbildung.
(>iii) In der Literatur ist es auch iiblich, afine Rdume als Tripel
AV, )

bestehend aus einer Menge A, einem Vektorraum V und und einer einfach
trangtiven Operation ¢ zu definieren. Wenn klar ist, von welcher Operation
gesprochen wird, betrachten man auch das Paar (A, V) as affinen Raum.

(iv) Die Menge A heild auch Punktmenge des affinen Raums, die Menge V auch
V ektorenmenge des affinen Raums und die Familie der Abbildungen

{A = A, X gV, X) :x+v}V€V




v)

(Vi)

Menge der Verschiebungen des affinen Raums. Die Abbildung ¢ selbst werden
wir auch einfach Operation des affinen Raums nennen.

Die Dimension eines affinen Raums £u iiber K mit der Punktmenge A und der
Vektorenmenge V ist definirt also die Dimension des Vektorraums V und wird mit

d|mK A = d|mK V

bezei chnet.

Man kann den Begriff des affinen Raums einfiihren ohne die Forderung, dal? der
Vektorraum der Verschiebungen endlich-dimensional sein soll. Wir werden
deshab gelegtlich auch von unendlich-dimensionalen Riumen sprrechen und in
den Aussagen, bei denen die Endlichkeit der Dimension wirklich eine Rolle spidlt,
auch von endlich-dimensionalen affinen Raumen.

1.3.2 Eine grundlegende Tatsache

Seien

1)

VxA—=A (V,X) =X+,

ein K-affiner Raum und XOEA ein fest gewiéhlter Punkt von A. Dann ist die Abbildung

(2)

V—>A,V|—)X0+V,

bijektiv.

Beweis.

Die Abbildung ist surjektiv, well die Operation (1) trangitiv ist. Sieist injektiv, weil die
Operaton (1) einfach ist.

QED.

Bemerkungen

() DieBijektion (2) gestattet es, den Vektorraum V mit der Menge A zu
identifizieren. Allerdings héngt die Identifikation von der Wahl des Punktes X0 ab,
der bei dieser Identifikation zum Nullvektor wird.

(i) Dieobige Aussage bedeutet gerade, zeichnet man in einem affinen Raum einen
Punkt, aus, so wird dieser affine Raum zum V ektorraum.

(i) DieBijektion (2) gestattet es, die Punkte von A dadurch zu beschreiben, dal3 man

eine Basis in V fixiert und die Koordinaten des zugehdrigen Punktes von V
beziiglich der gegebenen Basis angibt.

1.3.3 Koordinatensysteme
Ein Koordinatensystem des K-affinen Raums

VxA—=A (V,X)F=>X+V,

ist ein Paar

bestehend aus einem Punkt x . € A und einer BasisB = (v

(9 B)

vn) desVektorraumsV.

0 1

Der Punkt x , hei3t Ursprung des Koordinatensystems. Anstelle des Paares (x0 , B)

0

benutzen wir auch die Bezeichnungsweise

(xo;vl,...,vn)

fiir das Koordinatensystem.
Bemerkungen

(i)

mit eindeutig bestimmten ¢

Nach 1.3.2 hat jeder Punkt x € A die Gestalt
X=X +(c,v,+..+CcV)
0 11 nn

1 Cn € K, welche Koordinaten von x beziiglich des

gegebenen K oordinatensystems heif3en. Der Vektor



heil3t auch Koordinatenvektor von x beziiglich des Koordinatensystems (xo, B).

1.3.4 Durch Punktpaar e definierte Vektoren

Seien (A, V) en K-affiner Raum und a,b € A zwel Punkte des affinen Raums. Nach
1.3.2 gibt es dann genau einen Vektor v € V mit

a tv=nh.
Dieser Vektor wird mit
ab:=v
bezeichnet. Er hell3t der Vektor mit dem Angriffspunkt in aund der Spitzein b.
Bemerkungen
() Esqilt
a +ab=>b

und der Vektor a_b> ist durch diese Bedinunge eindeutig bestimmt.
(i) Fiir je drei Punkte a, b, c € A des affinen Raums gilt

ab +bc = ac.
Beweis von Bemerkung (ii). Es gilt

a+ (ab +bc) = (a+ab) + bo

=b+bc
=C
=a +a.
— — —
Damit ist aber ab + bc = ac.
QED.

1.3.5 Affine Unterridume, Parallelitit
Sai (A, V) ein K-affiner Raum. Ein K-affiner Unterraum von (A, V) ist ein K-affiner
Raum (B, W) derart, dai3 gilt
1. B ist eéine nicht-leere Tellmenge von A.
2. W ist ein K-linearer Unterraum von V.
3. Die Operation von W auf B ist gerade die Einschriankung der Operatrion von V auf A,
d.h. dielnklusonenvon B in A und W in V definieren eine kommutatives Diagramm
VxA — A
U U

UxB — B
Seien (B’, W’) und (B”,W”) zwei affine Unterrdume des affinen Raums (A, V). Diese
affinen Unterrdume heiflen paralel, wenn W € W” oder W” € W’ gilt. Man schreibt
dann
(B’, Wl) || (B”’ W”).

1.3.6 Parallelver schiebungen

Sa A :=(A, V) enK-affiner Raum. Jeder Vektor v € V definiert eine bijektive
Abbildung

tV: A—A aa+tyv,



welche Trandation mit v oder auch Parallelverschiebung mit v helf3.

Bemerkungen
() DieParaldverschiebung t-v zum Negativen - v des Vektorsist gerade die zu tv

inverse Abbildung. Die Abbildung tv ist also tatsdchlich fiir jedes v € V bijektiv.
(i) Bezeichne
T(&) = {tv |veV}
die Menge der Parallelverschiebungen. Dann ist die Abbildung
@) V—>T(&),v1—>tv,

nach Definition von T(&y) surjektiv. Sieist aulerdem injektiv, denn aus
t =t,
VA"
folgta+v = tv(a) = tv’ (a)=a+ v’ fiirjedesa€ A,adsonach1.3.2auchv’' = v”,

Die Abbildung (1) gestattet es aso, den Vektorraum V mit der Menge der
Parallel verschiebungen des affinen Raums zu identifizieren. Wir werden deshalb

auch die Elemente von V als Parallelverschiebungen von £ bezeichnen.

(iii) Durchdie ldentifikation mit V wird T(£y) ein K-Vektorraum mit den Operationen
tv + tW : tV W
und
ct =t
Voo
einen K-Vektorraum.

1.3.7 Bestimmung der Punkte aus den Vektoren und umgekehrt

Seen & = (A, V) en K-affiner Raum, (B, W) ein K-affiner Unterraum von A und
beB
ein Punkt des Unterraums. Dann gilt

) B=b+W.
(i) W={bx|xEB}.

Mit anderen Worten, die Menge B ist bereit vollstindig festgelegt, wenn man einen ihrer
Punkte und den Raum W kennt.

Umgekehrt ist der Vektorraum W beretis vollstiandigt durch die Menge der Punkte B
festgelegt.

Beweisvon (i) und (ii).

Zu (i). Weil (B, W) ein K-affiner Raum ist, operiert W auf der Punktmenge B, d.h. eses

gilt

b+WCB
fiir jeden Punkt b € B. Well die Operation transitiv ist, gilt sogar das
Gleichheitszeichen.
Zu (ii). Weil (B, W) ein K-affiner Raum ist, gibt es fiir je zwei Punkte b, x € B einen
Vektor w € W mit

b+w=x.
Nach 1.3.4 wird dieser Vektor auch mit

bx =w (€ W)
bezeichnet. Insbesondere gilt
{bx|xEB} CW.

Umgekehrt gilt fiir jedes w € W auch
X:=b+weW.



Dannist aber

W=Dbx € { bx |x € B}.
Wir haben gezeigt

W C{bx|xEB} .
QED.

1.3.8 Windschiefe Unterriume

Zwei affine Unterrdume (B’, W”) und (B”, W”) eines K-affinen Raums (A, V) heillen
windschief, wenn sie nicht parallel sind und auf¥erdem digunkt sind.
Bemerkung

Sind die Unterrdume parallel, so sind sie ineinander enthalten oder disjunkt:
B’ € B” oder B” C B’ oder B'NB” = J.

1.3.9 Beispiele

1.3.9.1 Der affine Standardraum
Sa V ein K-Vektorraum. Dann ist die Addition von V ektoren e ne einfach transitive
Operation
visv = v
und definiert dadurch einen affinen Raum (V, V). Dieser wird mit
aANV)=a,V)=(V,V)

bezeichnet und heilt der zu V gehorige affine Raum. Im Fall
Vv =K"oder v =2 K(1)

schreiben wir auch

n

A=A = &K(Kn)

bzw.

I

al) .= Af() = &K(K(I))

1.3.9.2 Verschobene lineare Unterridume
Seien V ein K-Vektorraum, W C V ein K-linearer Unterraum und
vev
ein Vektor. Dann definiert die Addition von Vektoren eine einfach transitive Operation
W x (VW) = (V+ W), (W, v+W )= V+W +w,
also einen affinen Unterraum
(v+W, W)
von & (V).
Bemerkungen
(i) Verschobene lineare Unterrdume kann man also in natiirlicher Weise mit affinen
Unterrdumen von £ (V) identifizieren.
(i)  Umgekehrt ist jeder K-affine Unterraum von &k (V) von dieser Gestalt.
Beweisvon (ii). Sei (B, W) ein K-affiner Unterraum von £ (V). Dann iss W C V en
K-linearer Unterraum von V und BCV ene nicht-leere Teilmenge. Wir fixieren eine

Element
VvV E B.

2 K(I) ist die I-fache direkte Summe von K, d.h. die direkte Summe der Familie von Vektorrdumen mit
der Indexmenge | mit der Eigenschaft, dal? jeder Vektorraum der Familie gleich K ist.



Dannist die Abbildung
W — B, W= v+w,
nach 1.3.2 bijektiv, d.h. es gilt
B={v+w|weEW} =v+W.
Mit anderen Worten, der Unterraum ist von der behaupteten Gestalt.
QED.

1.3.9.3 Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

Seien A € K™ ynd bek™ dann ist die Losungsmenge des linearen

Gleichungssystems
Ax=Db

entweder leer oder ein K-affiner Unterraum von &, Umgekehrt ist jeder K-afine

Unterraum des A" Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.
Beweis. Sei das Gleichungssytem

Ax=Db
gegeben. Wir betrachten die lineare Abbildung

fo KN— K" x1—= Ax.

Fiir die Losungsmenge L des Gleichungssystems gilt
L={xeKM"|Ax=b}={x€e Kn|fA(x)=b}.

Wir nehmen an, die Menge L ist nicht leer, d.h. es gibt einen Punkt acL. Es gilt
f (@=b,
A

aso

- n _ — n —
L ={xekK |fA(x)—fA(a)}—{xEK |fA(x-a)—0}

={xeK"|x-a€e Ker(f ,)}

=a+ Ker(f A).
Die Losungsraum 1idf3t sich also mit eéinem verschobenen linearen Unterraum und damit
(nach 1.3.9.2) mit einem affinen Unterraum identifizieren.

Sei umgekehrt ein affiner Unterraum des &." gegeben. Nach 1.3.9.2 ist er von der
Gedtalt
(V+W, W)

mit einem K-linearen Unterraum W C K" und einen Vektor v € K. Wir fixieren eine

Basis des Faktorraums K"™/W und betrachten den dazu gehorigen |somorphismus von
K-Vektorrdumen, sagen wir

KYw — kM
Die Zusammensetzung mit dem natiirlichen Homomorphismus K" — KW ist eine
lineare Abbildung
f: KN — kM
mit dem Kern
Ker(f) = W.
Alslineare Abbildung : K" — KM ist f gerade die Multiplikation mit einer Matrix, sagen
wir
f:: KN = KM x- Ax.
Esqilt
v+ W =v+Ker(f) = {v+x | x € K" f(x) = 0}

={ylyeK", f(y-v)=0}



={ylyeK", Ay=b}
mit b := Av. Mit anderen Worten, v + W ist die Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems
Ay =h.
QED.

1.3.10 Punkte, Geraden, Ebenen und Hyperebenen
Die nulldimensionalen Unterrdume eines K-affinen Raums (A, V) haben die Gestalt

o . _(a+{0},{0}) =({a},{0}) . . .
Sie sind also durch ihren einzigen Punkt a eindeutig bestimmt. Wir werden sie oft mit
dem Punkt aidentifizieren. Die eindimensionalen K-affinen Unterrdume heifen auch
Geraden, die zweidimensonaden Ebenen und die von der Dimenson dm V - 1

Hyperebenen.

1.3.11 Durchschnitte affiner Unterriume
Seien (A, V) ein K-affiner Raum und

{ (B, Wi
eine Familie von K-affinen Unterrdumen. Wir setzen

B::ﬁiel Bi und W := miEI Wi )

FallsB nicht leer ist, soist
(B, W)
ein K-affiner Unterraum von (A, V). Er heif3t Durchschnitt der Unterrdume (Bi , Wi) und
wird mit
Nigr B W)
bezeichnet.
Beweis. Wir haben zu zeigen, der Vektorraum W operiert einfach transitiv auf B.
1. W operiert auf B, d.h. die Abbildung
W x B — B, (W, X)X +Ww,
ist wohldefiniert. Fiir w € W und x € B und beliebig vorgegebenes i€l gilt
weE Wi’ X E Bi

aso (daWi auf Bi operiert) auchx + w &€ Bi' Da letzteres fiir jedes i€l gilt, folgt

X+weE B.
2. Die Operation ist einfach, d.h. ausx + w =x + w’ (mit x€B und w,w'EW) folgt w =

w’. Das ist aber der Fall, da fiir beliebig vorgegebenes i gilt
XEBQBi,W,W’ EWQWi

und die Operation von Wi auf Bi einfach ist.

3. Die Operation igt trangtiv, fiir beliebige x,y € B gibt eseinweW mitx +w =vy.
Firie |l gilt

xyEBQ%.
DaWi auf Bi transitiv operiert, gibt esein w, mit
x+wi =yundwi EW.
Dies ist richtig fiir jedes i € |. Dadie Operation von V auf A einfach ist, miissen die W,

fiir die verschiedenen i € I alle iibereinstimmen,
W, =W, fiir beliebige i,j €1,

d.h. W, =w ist unabhiingig von i. Insbesondere liegt w im Durchschnitt der Wi , d.h.

weEeW.
QED.



1.3.12 Von Punktmengen aufgespannte affine Unterriaume

Selen (A, V) ein K-affiner Raum und X € A eine beliebige nicht-leere Tellmenge. Dann
wird der Durchschnitt aller affinen Unterrdume (B, W) von (A, V) mit X C B mit
(X>Vy)

bezeichnet und heil3t der von X aufgespannte affine Unterraum von (A, V).
Bemerkung

Sei x € X. Dann wird der Vektorraum V, von allen Vektoren der Gestalt )?3)/ mit

X
yEeX-{x}
erzeugt,
VX:<>?§/|yEX-{x} >
und die Menge der Punkteist gerade
<X>=x+V, .
X
Beweis.

Nach Definition von <X> gilt X € <X>. Die zweite Identitét ergibt sich deshalb aus 1.3.7
(). Nach 1.3.7 (ii) gilt auf3erdem

Vo =Dy |y E<X>} 2{ yx |y EX}

Dan ein Vektorraum ist, folgt

VXQ W mitW' :=<xy|ye X -{x} >.

Wir miissen noch die umgekehrte Inklusion beweisen. Dazu beachten wir,
x+W,W).

Dies ist ein K-affiner Unterraum von (A, V), und fiir jedes y € X gilt

Yy=X +XyE3Xx+ W
d.h. esist X € x + W. Mit anderen Worten, (x + W', W’) gehort zu den affinen
Unterrdumen von (A, V), deren Durchschnitt gerade (<X>, VX) ist. Insbesondere ist

damit

VX cw,
d.h. es besteht die umgekehrte Inklusion.
QED.

1.3.13 Der Verbindungsraum einer Familie von Unterriumen
Seien (A, V) en K-affiner Raum und{(Bi , Wi }iel eine Familie von K-afinen

Unterrdumen. Dann heif3it der von der Menge Ui c Bi erzeugte K-affine Unterraum von

I

(A, V) auch Verbindungsraum dieser Familie.

Bemerkungen

() Der Verbindungsraum einer Familieist der kleinste Unterraum von (A, V), der dle
Unterrdaume der Familie enthilt.

(i)  Fiir jede nicht-leere Menge X C A ist der von X erzeugte Unterraum gerade der
Verbindungsraum der Familie der Punkte von X.

1.3.14 Definition: Affine Unabhingigkeit und affine Basen

Sa & = (A, V) enK-affiner Raum.

@ Die Punkte Xor X € A hell3en affin unabhéngig, wenn der von der Menge

—

% Dies gilt auch fiir y = x, denn dann ist yx =0 € W’



{xo, . xn}
aufgespannte affine Unterraum von £u die Dimension n besitzt.

(b) Eine nicht-leere Teilmenge X C A heil% affin unabhingig, wenn fiir
n=1,23,..
je n+1 paarweise verschiedene Punkte von X affin unabhéngig sind.
(© Ein affin unabhéngiges Erzeugendensystem von £ heil3t affine Basisvon &.
1.3.15 Beispiele

A. Ein einzelner Punkt X € A eines affinen Raums (A, V) ist affin unabhingig: der von x
erzeugte affine Unterraum ist gerade
.y ({x},0),
undesgiltdm0=0.
B. Zwe Punkte x, y € A eines affinen Raums (A, V) sind genau dann unabhingig, wenn

Severschieden sind:
Ist (B, W) der von ihnen erzeugte Unterraum, so gilt nach 1.3.12

W = der von ;3)/ erzeugte Vektorraum = K-;))/
und
lfalsx=y

dmWw = {
0 sonst
Die nachfolgende Aussage verallgemeinert diese beiden Beispiele.
1.3.16 Kriterium fiir affine Unabhiingigkeit
Seien £ =(A, V) ein K-affiner Raum und X =1 X € A Punktevon &.. Dannsind
folgende Aussagen dquivalent.

0] Xo =1 % sind affin unabhingig.
%

(i) XoXq xa;(n sind linear unabhéngig.
Beweis. (i) = (ii). Sel (B, W) der von der Menge X := {xo, ,xn} aufgespannte affine

Unterraum. Dann gilt nach Definition 1.3.4 (a),

Q) dimK W=n.
Nach der Bemerkung von 1.3.12 wird der Vektorraum
— —
W= VX = <x0x1 ) e XOXn>
von den Vektoren Xo%1 = Xo%n erzeugt. Wegen (1) miissen diese linear unabhéngig
sain.

.. . . - - -
(i) = (i). Sei W der von den Vektoren X% Xo%n erzeugte K-Vektorraum. Welil
diese Vektoren linear unabhéngig sind, gilt

dmW =n.

Nach der Bemerkung von 1.3.12 ist aber

W:VX mit X :{xo, ,xn},

d.h. der von X erzeugte K-affine Raum hat die Dimension n. Nach Definition sind dann
aber die Punktex,, ..., Xn affin unabhéngig.

0
QED.

1.3.17 Folgerung
Jeder n-dimensionale K-affine Raum £« = (A, V) besitzt eine Basis



Xoy ,anA .
Beweis. Nach Voraussetzung gilt dim'V =n, d.h. esgibt eine Basis

Ve e ,vnEV
aus n Vektoren. Wir fixieren einen Punkt
X, EA

0
und setzen
X. ;=X +V firi=1,..,n.
I 0 i
Dann gilt
Vi =X -

Da die vi als Basisvektoren linear unabhingig sind, sind die Punkte x x_ &in

o X

unabhingig (nach 1.3.16). Es reicht zu zeigen, diese Punkte erzeugen £\
Zu mindest erzeugen sie eine affinen Unterraum von (A, V), sagen wir

(A", V).
Nach der Bemerkung von 1.3.12 gilt
V' = <X0X1 e XOXn> = <v1, e vn> =V.
Wegen X0 € A’ C A gilt dann aber
A’ =x0+V’ :xO+V:A,
d.h. diexi bilden ein Erzeugendensystem von (A, V).
QED.

1.3.18 Folgerung: Kriterium fiir (nicht notwendig endliche)
Erzeugendensysteme

Seien & = (A, V) ein K-affiner Raum und X C A eine nicht-leere Menge von Punkten.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

()  Xst affin unabhingig (bzw. ein Erzeugendensystem bzw. eine Basis von £L).
(i) Esgibteinx € X derart, dal3 die Vektoren

yxeV mity € X - {x}
linear unabhiéingig sind (bzw. ein Erzeugendensystem von V bzw. eine Basis von V
bilden).
(iii)  Fiir jedes x € X sind die Vektoren

yxeV mity € X - {x}
linear unabhingig (bzw. sie bilden ein Erzeugendensystem bzw. eine Basis von
V).
Beweis. Die Aussage beziiglich der affinen Unabhingigkeit ergibt sich aus dem
Spezidfal endlicher Mengen (d.h. aus 1.3.16) und der Definition der affinen
Unabhéngigkeit fiir unendliche Mengen.
Die Aussage beziiglich der Erzeugendensysteme ergibt sich aus der Beschreibung des

Vektorraums VX in der Bemerkung von 1.3.12 und der einfachen Transitivitit der

Operation dieses Vektorraums (nach derselben Argumentation wie im Beweis von
1.3.17).

Die Aussage beziiglich der Basen ergibt sich aus den beiden Aussagen beziiglich der
Unabhéngigkeit und der Erzeugendensysteme.

QED.

1.3.19 Folgerung
()  Jeder affine Raum besitzt eine Basis.



(i) Jen + 1 unabhingige Punkte eines n-dimensionalen affinen Raums bilden eine
Basis dieses Raums.

1.3.20 Affine Unabhiingigkeit und Koordinatenvektoren
Seien & = (A, V) ein K-affiner Raum mit dem Koordinatensystem
K :=(o; Vl’ ,vn)

und
Py =1 Py EA
Punkte von &.. mit den Koordinatenvektoren
X.
i1
ekn,i=1,..,n,
X.
in

beziiglich [K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
() Py -+ P sind affin unabhéngig.

X117%01 X1 o1

() DieMatirx| .. .. .. |hatdenRangn.
X1n%on * *nn*on
1 .1
X W X

i) DieMatrix| °F ™ | hat den Rang n+1.
XOn"'Xnn

Beweis. (i) < (ii). Die Punkte Py -+ Py sind nach 1.3.16 genau dann affin

unabhiingig, wenn die Vektoren

popl y "y popn
linear unabhéngig sind. Beim Isomorphismus
X
1
Kn_>V, e | g XV, ,
o e
X =1

n
entsprechen diese V ektoren gerade den K oordinatenvektoren
*117%01 *n1701
(1) SO
*1non *nn *on
denn wegem
p.=0+ Y X.V.
[ = ij ]
gilt

Po ™ jgl TR jgl %05 * %Y =P;



Die affine Unabhingigkeit der ot ist damit dquivalent zu linearen Unabhingigkeit der

Vektoren (1). Letzteres ist aber dquivalent zu (ii).
(ii) = (iii). Wir betrachten die Determinante der Matrix von (iii) und ziehen die erste
Spalte von alen anderen Spalten ab und wenden den Entwicklungssatz an. Wir erhaten

1 ..1 1 o .. O
Xq o X Xoa Xoga=X g o X=X
det 01" "nl - det 0111701 "n1 01
*on " *nn *on *1n™on * *nnon
1 .1
X q oo X
- det 01" "'nl
) Xon Xnn
Daraus ergibt sich die Aquivalenz von (ii) und (iii).

QED.
1.4 Affine Abbildungen

1.4.1 Definition

Seien & = (A, V) und & = (A’, V) zwei K-affine Rdume. Eine K-affine Abbildung
A — A

besteht aus einer Abbildung
A=A

und einer K-linearen Abbildung
o:V—=V,

wobei gilt
f(a+v) =f(a) + o(v)

fiir jeden Punkt a€A und jeden Vektor v € V. Genauer, wir werden unter einer affinen
Abbildung ein Paar (f, @) verstehen mit f und ¢ wie oben. Eine affine Transformation

oder auch Affinitit ist eine bijektive affine Abbildung &s — A&k,

Bemerkungen

()  Intuitiv werden wir die Abbildung f als “die”’ affine Abbildung ansehen. Wenn
man von einer Eigenschaft von (f,¢) spricht, so meint man im algemeinen damit
die entsprechende Eigenschaft von f.

(i)  Eine affine Abbildung ist also eine Abbildung affiner Rdume, die mit den
Verschiebungen der beiden Ridume vertréglich ist.

(i) Dieidentische Abbildung (oder genauer, das Paar (1d, 1d) identischer Abbildung A
— A bzw. V — V ist eine Affinitit.

(iv) Sind

o (o) (A V)= (A, V) und (g, y): (A", V') — (A", V")
affine Abbildungen, so ist auch die Zusammensetzung

o @y)e(f, @) = (e, peg): (A, V) = (A", V)
eine affinie Abbildung.

1.4.2 Eigenschaften affiner Abbildungen
Seien & = (A, V) und & = (A’, V’) K-affine Rdume.
(i)  Fiir jede K-affine Abbildung (f, ¢): & — &' und beliebige Punkt p, g € A gilt

_—

(o) = F(P)f().



(i)

(iii)
(a

(b)
(©

(iv)

Insbesondere ist die Abbildung auf den Vektoren durch die Abbildung auf den
Punkten festgel egt.

Seien @: V — V'’ ene K-lineare Abbildung und o€A , 0'€A’ Punkte. Dann gibt
es genau eine K-affine Abbildung (f, @): & — & mit f(0) = 0'. Ist @ injektiv
bzw. surjektiv bzw. bijektiv, so gilt dasselbe auch fiir f.

Sa (f, 9): & —~A" ene K-affine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.
f ist bijektiv.
@ ist bijektiv.
(f, @) ist ein afiner Isomorphismus, d.h. es gibt eine K-affine Abbildung

| (9, 9): A —A
mit

(f, @)= (9, ) = (1d, Id) und (g, ¥)=(f, ) = (Id, Id).

Die affinen Transformationen des affinen Raums £ bilden eine Gruppe.

Beweis. Zu (i). Esgilt

(p) + (pq) = f(p + pa) = £(a) = F(p) + F(P)F(.

Die Behauptung folgt aus der Einfachheit der Operation von &x:
Zu (ii). Falls f existiert, so gilt fiir jeden Punkt x € A:

f(x) = (0 + 0x) = f(0) + g(0X) = 0" + @(0X).

Also ist f eindeutig festgelegt. Wir haben noch die Existenz von f zu beweisen. Wir
setzen

—_
f(x) := 0" + g(0x) fiir jedes x € A.

Esreicht zu zeigen, (f, p) ist eine affine Abbildung, d.h. esgilt

f(p+v)=f(p) +p(v) firpeE Aundv e V.

Sei q=p +v. Dann gilt

und

f(p+Vv) = f(g) = f(0 + 0g) = &' + ()

f(p) +o(v) =f(p) + cp(aa) (nach Definition von Q)
= (0 + op) + ¢(pa)
= 0"+ (0p) + 9(pa)
= 0" +(0p + po)

=0+ ¢(00) N
=f(q) (nach Definition von f)
=f(p+v) (nach Definition von @).

Mit anderen Worten, (f, ¢) ist affin.

Wir haben noch zu zeigen, die Surjktivitit bzw. Injektivitit von ¢ impliziert die von f.
Zur Injektivitit. Seien ¢ injektiv und p,q € A Punkte mit f(p) = f(g). Dann gilt

und

aso

aso

f(p) = f(0 + 0p) = O + (0p)
f(g) = f(0 + 0q) = 0 + (00)
(0p) = ¢(00)

—  —

op =oq



(well @ injektiv igt), aso
p=o+oTv=o+o74=q.
Zur Surjektivitit. Seien ¢ surjektiv und p’€ A’ vorgegeben. Dann gilt

pP=0 +0p.
Wil @ surjektiv ist, gibt esein veV mit
_ p(v)=0op'.
Se
p:=0+V.
Dann gilt

f(p) =f(o+v) =f(0) +p(v) =0 +0'p =p'.
Wir haben gezeigt, f ist surjektiv.
Zu (iii). (@) = (b). @ ist surjektiv. Sei v’ € V vorgegeben. Wir fixieren einen Punkt o €
A und setzen

X' :=f(0) +Vv'.
Waell f surjektiv ist, gibt eseinen Punkt x € A mit
f(x) =x.
Esfolgt
f(x) =f(o) +Vv’,
also nach 1.4.2 (i)

v’ =f(0)f(x) = (o).
@ ist injektiv. Sei v € V en Vektor mit @(v) = 0. Wir haben zu zeigen, v = 0. Dazu
fixieren wir einen beliebigen Punkt p € A und setzen
q=p+v.

S @ =f(p+v) =f(p) + o(v) = f(p) + 0 =1f(p).
Waell f injektiv ist, folgt p=q, aso
p+0=p=qg=p+v,
also v = 0 (wegen der Einfachheit der Operation von £k.
(b) = (c). Nach (ii) ist mit ¢ auch f bijektiv. Wir setzen
g:.= Lo sa undy = cp'l: V' —=V.

Esreicht zu zeigen, (g, v) ist eine affine Abbildung, denn nach Konstruktion ist (g, y)
inverszu (f, @). Mit @ ist auchy = cp'1 eine lineare Abbildung. Weiter gilt fiir p’'€A’
undv'eV’:

f(g(p’+v"))

Esqilt

= p’ +Vv
=fa(P) +o(w(v')) o
=fa(P) +w(v'))  well (f,g) affinist
Weéll f injektiv ist, folgt
g(p'+v’) =9(p') + p(v').

Mit anderen Worten, (g, 1) ist affin.
(c) = (a). Well es eine zu (f, @) inverse affine Abbildung (g, ¢) gibt, besitzt f eine
Umkehrabbildung g und ist damit insbesondere bijektiv.
Zu (iv). Folgt durch direktes Nachpriifen der Gruppenaxiome. Man kann auch das
Untergruppenkriterium verwenden.

ED.

1.4.3 Affine Fortsetzungen
Seien & = (A, V) und &’ :=(A’, V’) zwei K-affine Rdume und
XCA
eine affineBasisvon (A, V). Dann gibt es zu jeder Abbildung
gX—=A
genau eine affine Abbildung



_ (f, ) & — A
mltf|x =g

Beweis. Exisenz. Wir fixieren einen Punkt x €X. Weil X ene affine Basis von & i,
bilden die Vektoren

Xymity € X,y =X,
eine Basis von V. Wir konnen also eine K-lineare Abbildung
V=V
dadurch definieren, dal3wir die Bilder der Elemente der Basis (beliebig) vorgeben. Wir
wihlen @ derart, dal3 gilt

o @(xy) = g(x)g(y) fiir jedes y € X',y = X.
Nach 1.4.2 (ii) gibt es genau eine K-affine Abbildung

(f, @): A —A

f(x) = g(x).

mit
Fiir die iibrigen Punkte y € X gilt

- f(y) =T+ xy) = 1(X) + o(xy) = g(x) + 9(x)a(y) = g(y),
d.h. (f, ) ist eine Abbildung der gesuchten Art.
Eindeutigkeit. Seien zwel K-affine Abbildungen

(f, @) & — A und (f, ") & — A
gegeben mit f|X =g=F |X . Wir haben zu zeigen, die beiden affinen Abbildung sind

gleich. Fiir jedes y € X - {x} gilt
@' (xy) = P (¥) = gX)9) = FRFY) = p(xy)-

Die beiden K-linearen Abbildung ¢ und ¢’ haben somit auf den Vektoren ;3)/ dieselben
Werte. Dadiese Vektoren eine Basisvon V bilden, folgt

Q= .
Zum Beweis der Gleichhet von (f, @) und (f’, @) reicht es deshab, wenn wir zeigen,
da3f und f' in einem Punkt denselben Wert annehmen (nach 1.4.2 (ii)). Es gilt aber
o _ f(x) = g(x) =f'(x)
(weil x en Punkt von X ist).
QED.

1.4.4 Definitionen

Ein affiner Monomorphismus, Epimorphismus, |somorphismusist eine affine
Abbildung

(f, @): & — AV
mit f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv. Zwei affine Rdume £ und &’ heil3en isomorph,
wenn es einen Isomorphismus & — £’ gibt. Die Gruppe der affinen
Transformationen von & heifdt auch affine Gruppe von Ak
Bemerkungen
(i)  Statt der Injektivitit, Surjektivitit bzw. Bijektivitit von f hitte man auch die von ¢
fordern konnen (vgl. 1.4.2 (iii)).

(i) Nach 1.4.2 (iii) ist eine affine Abbldung genau dann ein affiner Isomorphismus,
wenn es eine zu dieser Abbildung inverse affine Abbildung gibt.

1.4.5 Das Bild einer affinen Abbildung
Se

o & =AV)=&"=(A,V)
eine K-affine Abbildung. Dann ist



(f(A), (V)
ein K-affiner Unterraum von &,
Allgemeiner ist das Bild eines K-affinen Unterraums bel einer affinen Abbildung ein K-
affiner Unterraum.
Beweis. Sel
B,W)C (A,V)
ein K-affiner Unterraum von (A, V). Esreicht zu zeigen,
(f(B), (W)
ist ein K-affiner Unterraum von (A’, V’). Weil W ein K-linearer Unterraum von V und
@ eine K-lineare Abbildung i<, ist
W =¢(W)CV’
ein K-linearer Unterraum von V'’ . Damit ist aber
(f(b) + W', W")
fiir beliebig gewihltes bEB ein K-affiner Unterraum von (A’, V). Esreicht zu zeigen,
f(b) + W =1(B).
Beweisvon “C”: Fiir w € W gilt
f(b) + p(w) =f(b +w) € {(B)
(weil b+w in B liegt, denn W operiert auf B)

Beweisvon “2": Sei x € B. Dann gilt &EW, aso

£(x) = f(b + bx) = f(b) + (bx) € f(b) + (W) = f(b) + W’.
QED.

1.4.6 Das Bild einer affinen Abbildung

Sa (f, @) & =(A,V) — A = (A", V') eineK-affine Abbildung. Dann heil3 der K-
affine Unterraum
(F(A), (V)

von &’ Bild von (f, ) und wird mit

Im (f, ) oder auch Im (f)
bezeichnet.
Vorbemerkung
Die Aussage, die wir als néchstes formulieren wollen, a8t sich suggestiver formulieren,
wenn man den Begriff der Kardinalzahl verwendet. Formal wird der Begriff der
Kardinalzahl fiir die Formulierung nicht gebraucht. Ohne diesen wire die Aussage aber

weniger einfach. Wir fiigen deshalb an dieser Stelle einige Bemerkungung zum Begriff
der Kardinalzahl ein.

1.4.7 Zum Begriff der Kardinalzahl

Den Begriff der Kardinazahl einer Menge M erhilt man, wenn man alle Mengen M’
fiir welche es eine bijektive Abbildung
M—= M
gibt, identifiziert. Etwas lax konnte man sagen, die Kardinalzahl von M ist die
Gesamtheit aller dieser Mengen M’. Bezeichnung:
#M
Die Aussage, dal3die Mengen M 1 und M 5 dieselbe Kardinalzahl besitzen, driickt

lediglich aus, dal3 es eine hijektive Abbildung

M1—> M2

gibt. Man sagt, zwischen den Kardinal zahlen ¢ und <, besteht die Relation

¢, =G,
(d.h. die erste ist hdchstens so grofl wie die zweite), wenn es fiir die zugehorigen
Mengen M1 bzw. M2 eine injektive Abbildung



1 2
gibt.
Bemerkungen
()  Die natiirlichen Zahlen kann man als die Kartinalzahlen der endlichen Mengen

betrachten.

(i) Die allgemeinen Kardinalzahlen haben Eigenschaften, die denen der natiirlichen
Zahlen dhneln. Zum Beispiel sind je zwei Kardinalzahlen ¢’ und ¢” vergleichbar,
d.h. esqilt

C <c'oderc =c’oderc’ =c".

(i) Das Rechnen mit Kardinalzahlen ist etwas gewohnungsbediirftig: neben den
Rechenregeln, die wir von den gewohnlichen Zahlen kennen ist zum Beispiel
aul}erdem

c +c¢” =max (¢, C"),
falls mindestens eine der beiden Kardinal zahlen unendlich ist.

(iv) Wir verwenden im folgenden diesen Begriff nur, um die Tatsache, dal3 es eine
bijektive Abbildung zwischen zwel Mengen gibt, in ener etwas suggestiveren
Weise auszudriicken.

(v) Mit Hilfe des Begriffs der Kardinazahl kann man die Dimension eines
Vektorraums etwas genauer definieren: namlich als gemeinsame Kardinalzahl der
Basen dieses Raums.

1.4.8 Klassifikation der affinen Riume

(i)  Fiir jeden K-affinen Raum & = (A, V) und jede BasisBvonV ist £ = A(KB).“

(i) Zwei K-affine Rdume sind genau dann isomorph, wenn Sie dieselbe Dimension
haben.

(iif)  Fiir jede Kardinalzahl d gibt es bis auf Isomorphie genau einen K-affinen Raum
der Dimension d.
Beweis. Zu (i). Sei a€ A ein beliebiger Punkt. Nach 1.4.2 (ii) reicht es, einen

Isomorphismus von K-Vektorrdumen ¢: K(B) - v zu finden. Nunist aber
k(B .
e K V’(Xi)iEBH.E Xl

ieB

ein solcher, denn B ist eine Basisvon V.
Zu (ii). Seien & = (A, V) und & = (A", V') zwe K-affine Rdume und B bzw. B’
Basen der K-Vektorrdume V bzw. V’. Wir haben zu zeigen,
& und A sind isomorph < #B = #B’.
Sel #B =#B’. Dann gibt es zueinander inverse bijektive Abbildungen
f:B—B (CV')undg: B — B (CV).
Diese lassen sich fortsetzen zu zueinander inversen K-linearen Abbildungen
f:V =V bzw.g: V' = V.
Damit sind aber
_ _ (f.F) (V,V) = (V', V') bzw. (@.9): (V', V') = (V, V)
zueinander inverse K-affine Abbidungen, d.h. esgilt
AV)= A (\V).
Dann gilt aber auch & = &',
Sei umgekehrt & = &', Dann gilt aber auch &.(V) = & (V’'), d.h. V und V' sind
isomorphe Vektorrdume. Sei ein Isomorphismus gegeben, sagen wir
@:V—=V.
Da Isomorphismen Basen in Basen iiberfiihren, ist

*Insbesondereist & = & E<B) =& (V)



B = {g)} g
eine Basis von V’, und die Einschrinkung
¢lg:B = B, i q(i),

ist eine bijektive Abbildung. Daje zwel Basen eines Vektorraums aus derselben Anzahl
von Basi selementen bestehen, gibt es eine bijektive Abildung

y:B B,
Zusammen erhalten wir eine bijektive Abbildung
Yeglg: B —B'.
Insbesondere gilt #B’ = #B.
Zu (iii). Existenz. Seien d eine Kardinalzahl und M eine Menge mit der Kardinalzahl d.

Wir bezeichnen mit V denvon M frei erzeugten K-Vektorraum. Diesist ein Vektorraum
mit der BasisM, d.h. esgilt

dmV =#M.
Dannist aber (V, V) ein K-affiner Raum mit der Dimension
dm(V,V)=dmV =#M =d.
Wir haben gezeigt, zu jeder Kardinalzahl d gibt es einen K-affinen Raum mit der
Dimension d.

Eindeutigkeit. Folgt aus (ii).
QED.

1.4.9 Folgerung: der endlich-dimensionale Fall

Bis auf Isomorphie sind die Rdume &E mit nEN die einzigen endlich-dimensionalen
K-affinen Rdume. Sie sind paarweise nicht isomorph.

1.4.10 Wirkung affiner Abbildung auf die Koordinaten

Seen(f,p): & =(A,V) — &’ = (A", V') eine K-affine Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen affinen Rdumen und
K = (o, Vl""’vn) K =(0'; v eV n,)

Koordinatensysteme von £u bzw. &x’. Wir bezeichnen fiir jeden Punkt aEA mit

K

den Koordinatenvektor von a beziiglich IK und analog fiir jeden Punkt a’€A’ mit
a K’
den Koordinatenvektor von a’ beziiglich IK’. Weiter bezeichne
\'
M=M \V& (CP)

die Matrix der K-linearen Abbildung ¢ beziiglich der gegebenen Basen. Dann gilt fiir
jeden Punkt a€ A:

f(a)lK’ :f(o)IK, + M-aIK :
Beweis. Wir filhren Bezeichnungen fiir die Eintrdge der auftretenden
Koordinatenvektoren und Matrizen ein, sagen wir

g =)
M = (Cij)
f@g =)
fO) g = ()-

Dann gilt



a —0+EXV|

i=1

) @ =o+3% XV
i=1

f0 =0+ 3y,
=1

aso

f@ =fo+ E xv)
=1

=1(0) + 3 X (V)
=1

=fo+ ¥ x Scv.

|1jlJIJ

=f(0) + E(E C. X)v
=1i= 1JI !

—o+%yv +%(§cx)v

jlllJII

—0+%(v §CX)'V’
[
Vergleich mit (1) liefert (well dlevJ eine Basis bilden):

X =y. + C.. X.,
J Iz
d.h. die j-te Koordinate von f(o)]K, Ist die Summe aus der j-ten Koordinate von f(O)IK’
und der j-ten Koordinate des Matrizen-Produkts M-aIK Dies ist aber gerade die
Behauptung.
QED.

1.5 Affine Geometrie

1.5.1 Die Gerade durch zwei Punkte

Fiir je zwei verschiedene Punkte p, q eines affinen Raums £ bezeichnen wir mit pg den
von p und g erzeugten 1-dimensionalen affinen Unterraum, d.h. die Gerade durch p und

g.
1.5.2 Das Teilverhiltnis

Seen & = (A, V) ein K-affiner Raum und

(P, ) und (u, v)
Paare von Punkten p, g, u, v € A mit

p=d.



Wir nehmen an, die Punktpaare liegen auf parallelen Geraden. Dann gilt°

W € paK.

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes o € K mit

— —

W = a-pd.

Dieses a. heif¥t Teilverhiltnis von (u, v) zu (p,q) und wird mit

bezeichnet.

definiert.

(U v):(p,a)=a
Mit anderen Wort, Teilverhiltnis ist durch die Bedingung

W =((u,v) : (p, 9))-Pq

1.5.3 Mittelpunkte
Seien £ ein K-affiner Raum und p, g zwel Punktevon &x. Im Fall K = IR heil¥ die

Menge

V erbindun

[p.ql:={p+tpq|tER, O=t=1}
sstrecke oder auch einfach nur Strecke von p nach q.

Das Teilver

hiltnis (u, v) : (p,q) ist dann gerade das Verhiltnis der Lingen der Strecken

[u, v] und [p, q]:

_ _ Linge von [u, v]
) (.9 = Fnecvon o]

Uber einem beliegen Korper K sind weder der Begriff der Strecken noch der
Lingenbegriff definiert. Das Verhilt dieser Lingen 148t sich jedoch immer noch

definieren.

Ist die Charakteristik von K ungleich 2, soist

1 —
S=p+5Pq
ein wohldefinierter Punkt des von p und q erzeugten affinen Raums pg und heilt
Mittel punkt von p und g.
Bemerkungen

() DieDefinitionist symmetrischin pund g, denn esist

- 1 —>

1> 1> 1
q+50P=0+0p-50P=P-50P=P+5Ppq=s

(i) ImFal p=qgilts=p=q (weil dannaader Nullvektor ist).

> Wegen p = g ist der von pg erzeugte Vektorraum 1-dimensional. Der von uv erzeugte Vektorraum hat

hochstens die
enthalten, d.h

Dimension 1. Die Parallelititforderung bedeutet, die beiden Vektorrdume sind ineinander
.esqgilt

uv-K C pg-K.



@iy ImFal p=qgilts=punds=q(wegen Ea = 0 bzw. wegen (i) und q_>p¢ 0).
(iv) Nach Defintion ist bzw. nach (i) gilt

— B 1 — — B 1—
ps = i-pq bzw. gs = §qp,
d.h. fiir die Teilverhiltnisse erhalten wir

(0.9: (=5 =9 :@p).
(v) Aus(iv) ergibt sich insbesondere

PS =5-pq= -%qp: - as,
aso
(pl S) : (ql S) =-1
(vi) Sind umgekehrt &. ein K-affiner Raum (wobei der Korper beliebig sei) mit drei
Punkten p, q und s, fiir welche

. o p=qund(p,s):(g,s) =-1. .
ist, soist die Charakteristik von K ungleich Null und s der Mittelpunkt von p und

Q. ..
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe 1, Serie 7.
QED.

1.5.4 Invarianz von Parallelitit und Teilverhéltnis
Seien & =(A,V)und & = (A’, V') zwei K-affine Rdume und
(f, ) & — A
eineinjektive K-affine Abbildung (d.h. en Monomorphismus).
(i) Zwei K-affine Unterrdume von £ sind genau dann parallel, wenn deren Bilder bel
f parallele Unterrdaume von £’ sind.
(i) Seen
(u, v) und (p, 9)
Punktpaare auf parallelen Geraden von £x mit p = g. Dann sind
(f(u), f(v)) und (f(p), f(a))
Punktpaare auf parallelen Geraden von £y’ mit
(f(), 7(v)) = (F(p), (@) = (u, v) : (p, 9.
Beweis. Zu (i). Seien (Al’ Vv 1) und (A2, V2) zwei affine Unterrdume von &x’. Dann gilt
(Al’ Vl) [ (A2, V2) = V1 C V2 oder V2 - V1
<% (V) So(V,) oder (V) S (V)
= (f(A ) oV ) | ((A,), a(V.)
Zu (ii). Nach Voraussetzung gibt es ein a€K mit

W = a-pa.
Wir wenden ¢ an und erhalten

FWIV) = g(uv) = ap(pg) = F(P)F(Q).
QED.

1.5.5 Strahlensatz

Selen & = (A, V) ein K-affiner Raum und
99 CA

® Die Implikation = besteht immer, die Implikation < besteht, weil f injektiv ist.



zwe verschiedene Geraden von £, die sich in enem Punkt o von £. schneiden,
gnNg ={o}.

| p.aEg-{o} undp,q Eg -{o}
von o verschiedene Punkte der Geraden g bzw. g'. Dann gilt
() p=p undg=q.

Weliter seien

(i) pp’ und gq sind genau dann parallel, wenn
, (0.0): (0,p)=(0,q): (0,0)
gilt.
(>iii) Inder Situation von (ii) ist
i (O a):(0,p=(0aq):(0,p)=(@d):(pp)

(09 _(0q) _(a9)

(op  (op) (p.p)

o

Beweis. Zu (i). Dap von o verschieden ist, erzeugen p und o die Gerade g,

_ g= op.
Analog erzeugen p’ die Gerade g’
o g=op.
Wire p = p’, sO miifite damit auch g = g sind im Widerspruch zu unseren
Voraussetzungen. Also gilt
p=p.
Analogfolgtq=q'.
Zu (ii). Wir setzen
A:=(0,0) :(o,p)und)’ :=(0,q): (0, p).

Nach Definition des Teilverhiltnisses ist dann

1) 0q = A-op und og’ = 1"-0p’

Sind pp’ und qq’ parallel, so gibt es ein aEK mit

(2) g’ = app’.
Esfolgt

A-op

’ (vgl. (1))
+qq

318|



= hop + app’ (vgl. (1) bzw. (2)
= 7:0p + (0’ - Op)
= (.- a) 0p + a-0p’,
aso
(N -a)op = (Mh-a)op.
Wiire dieser Vektor von Null verschieden, so hitten die Geraden auler o einen weiteren

Punkt gemeinsam (den man durch Addition dieses Vektors zu 0 erhilt). Das ist aber
nicht der Fal, aso gilt

(- ) op' = (h- ) 0p=0.
Wegen p’ = o und p = o folgt

AN =a=A\,
d.h. die beiden in (ii) angegebenen Teilverhiltnisse sind gleich.
Sel jetzt umgekehrt
A=N.
Dann gilt
qq® =o0q -oq
=\-op’ - AOp (vdl. (1))
=\-(op’ - op)
= hpp’

Insbesondere sind q_q> und ﬁ; linear abhingig. Diese Vektoren erzeugen aber die zu

den Geraden qq’ bzw. pp’ gehérigen Vektorriume, d.h. diese Geraden sind parallel.
Zu (iii). Wiewir gesehen haben gilt

A=N=a
in der Situation von (ii). Nach (1) und (2) ist dies aber gerade die Aussage von (iii).
QED.

1.5.6 Satz von Pappos (3. Jahrhundert)

Seien & = (A, V) ein K-affiner Raum und
9.9 CA
zwel verschiedene Geraden von &k, die sich in einem Punkt o von £u schneiden,
o gNg ={o}.
Welter seien
_ pag,reg-{o}undp’,q,r €g -{o}
von o verschiedene Punkte der Geraden g bzw. g'. Dann gilt
(i) p=pundg=q undrs=r.
(i) Mitpg || g’ und qr || rq giltauchpr || rp’.

(iii)  Inder Situation von (ii) ist
(r,p):(p.r)=(0,0):(0p)((0.1):(0,q)

() _ (00) _ (o)
()~ P (00

d.h.




Beweis. Zu (i). Ergibt sich aus dem Strahlensatz (1.5.5 (i)).
Zu (ii) und (i11). Es gelte
(1) _ _pq llgp’und o |l Tq’
Wieim Beweisvon 1.5.6 setzen wir
A= (0,0):(o,ppund :=(0,q): (0, pP).

und auf3erdem sei

o u:=(o,r):(o,q) undw = (o,r): (o, Q).
Wegen (1) impliziert der Strahlensatz (Aussage (ii))":

A=, 0):(0,p)=(0,p):(0,q)=1N

w:=(@n:(aq=(0q):(or)=lw.

und

Esfolgt

-_ >

P’ = 0p' - OF =A-00 - 1rog = A-Or - uh-0p = Au-pr.

Insbesondere sind die Geraden rp’ und E wie behauptet paralel und fiir das
Teilverhiltnis gilt

(rp):(p,r)=r=(0o9:(op)((or):(o0).
QED.

1.5.7 Satz von Menelaos (1. Jh, Sphiirische Trigonometrie)
Selen
ab,ce A
drel affin unabhingige Punkte eines affinen Raumes & = (A, V). Man sagt in dieser
Situation auch, diese Punkte bilden die Ecken eines nicht-ausgearteten Dreicks. Weiter
seien
a,b,ce s

Punkte auf der a bzw. b bzw. ¢ gegeniiberliegenden Seite

a ebc,b €Ea,c Ed,
die auf keiner der Ecken des Dreiecks liegen:

{abcN{a,b,c}=4.

" Der Strahlensatz besagt, das Teilverhéltnis #ndert sich nicht, wenn man die ungestrichenen Punkte
durch die gestrichenen ersetzt. Hier haben wir aulerdem noch die Bezeichnungen der Punkte zu
vertauschen.



Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

0] a, b undc liegen auf einer Geraden.

i @D 00 Ca
@;c) (b%a) (c'.b)

1.

Beweis. Sel E die von a, b und ¢ aufgespannte Ebene in A. Die Geraden @), bc und
‘& liegen dann in E und insbesondere auch die Punkea, b, ¢':
a,b,c EEundab,bc,ac CE.
Wir konnen deshalb £ durch E ersetzen und annehmen,
&y wird von a, b und ¢ aufgespannt.
Insbesondere gilt dann
dim & =2
und je zwe nicht-paralele Geraden von &. schneiden sich in genau einem Punkt. Wir
setzen
a =(a,b):(a,c)
B =(b0:(b,a)
Y =(c,a):(c, D). _ _ _
WEell die Punkte &, b’, ¢’ von den Punkten a b, ¢ verschieden sind, sind o, f3, y von O

und 1 verschieden:
) o, B, yEK-{0,1}
(vgl. die Ubungsaufgaben). Nach Definition von c.,  undy gilt
e >

ab =oaac
b_’>c = [3-b_'>a
c_’>a =y-CT>b

) ab||a<ap=1
(vgl. die Ubungsaufgaben).
Se
g
die Gerade durch b, welche paralld ist zu a. Wir iiberzeugen uns zunichst, diese
Gerade schneidet sich mit der Geraden @b’ in genau einem Punkt, sagen wir s;
1. Vorbemerkung: gnab ={s}.

Die Geraden ab’ und ac haben einen Punkt gemeinsam (nimlich b’) und sind
verschieden (andernfalls wire a’ € a N bc = {c}). Sie sind aso nicht paralld. Dann



sind aber auch ab” und g nicht pardlel, scheiden sich aso in genau einem Punkt.
Diesen Punkt beszeichnen wir mit s.
2. Vorbemerkung: s= b

Andernfalls wire b auf der Geradena b’, lsobEab’ N bc = {a}.

— — —
3. Vorbemerkung. sb = a-b’c = afp-b’a
Die erste Identitit folgt aus dem Strahlensatz, die zweite aus der Definiton von f3.

Nehmen wir jetzt an, &, b’ und ¢’ liegen auf einer Geraden. Dann gilt (ebenfalls nach
dem Strahlensatz)

basy.s
Durch Einsetzen erhalten wir
sb = afy-sb.

Danach der zweiten Vorbemerkung b = sist, gilt 5 =0,d.h. esistopy =1

Sei umgekehrt oy = 1. Wegeny = 1ist aff = 1. Deshalb sind die Geraden
ab und a

nicht parallel, schneiden sich aso in genau einem Punkt, sagen wir

ab Nab ={t}
Aus der eben bewiesenen Implikation ergibt sich

op-(t, a:(t,b) =1,
aso

1 bl 4
d:=(t, a):(t, b)ZEB':Y: (c,a:(c,Db).

Damit ist aber ¢ = 1 (vgl. die Ubungsaufgaben). Insbesondere liegt ¢ auf der von &
und b’ aufgespannten Geraden.
QED.

1.5.8 Satz von Ceva (um 1600)
Seien
ab,ce A
drei affin unabhingige Punkte eines affinen Raumes £x = (A, V) und



a,b,cei

Punkte auf der a bzw. b bzw. ¢ gegeniiberliegenden Seite

a Ebc,b e ,c €a,
die auf keiner der Ecken des Dreiecks liegen:

{ab,c} N{a,b,c}=3a.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.
0! Die Geraden aa, bb’, cc’ schneiden sich in einem Punkt oder sind parallel.
@) (0 (ch)

Beweis. Wie im Bewels des Satzes 1.5.7 von Menelaos kénnen wir annehmen, £ ist
dievon a, b und c aufgespannte Ebene. Wir verwenden die Bezeichnungen des Beweises
von 1.5.7. Die Aussagen der drel Vorbemerkungen bleiben in der vorliegenden Situation
(die diesdlbeist wie beim Satz von Menelaos) richtig.

Nehmen wir an, die Geraden aa, bb’, cc’ sind parallel. Nach dem Strahlensatz gilt

p:=(ac):(ab) =(@c:(ab)
und
t:=(c,b):(c,a =(c,b): (c,a).
Esfolgt
(p-Dycb=(p-1) ca=p(ca-ba)=pch
(1-[3)-b_’>a:b_’>a-b_’>c :Ea>:p-b_’>a
aso
(p-y=p=1-8,
aso

By = (1-p)y=-p=1-p.

Aus Symmetriegriinden ergibt sich
afp=1-a

Zusammen folgt
apy=a(l-f)=a-ofp=a-1+a=-1.

Behandeln wir jetzt den Fall, dal die Geraden aal, bb’, cc’ nicht paralld sind. O.B.d.A.

konnen wir annehmen,

aa und cc’ sind nicht paralld.



C‘

Die beiden Geraden schneiden sich dann in genau einem Punkt, sagen wir in s,
aa Ncc ={s}.
WEell & ,sund & auf einer Geraden liegen, gilt nach dem Satz von Menelaos (angewandt
auf das Dreieck {C’,b, ¢} :
@,p):(a,c) - (so):(sc) - (ac):(ab) =1
(der erste Faktor linksist o). Wir setzen

u:=(b,a):(b,c)
vi=(ac):(ab)
Dann gilt
Q) a-(sc)(sc)-v=1
und
;w-k;;)’ = V'E; (nach Definition von w)
= c_> a (nach Definition von v)
= y-c?b (nach Definition vony im Beweisvon 1.5.7)
- be
aso
2 v =-uv.
Damit erhalten wir
(sc¢) o (ba _(sC) o . I
) B b.c) 1 = GO fru -1 (nach Definition von w)
N
~(50:(sC)
apv . .
= oc(sc)ﬁﬁ -1 (Erweitern mit av)
_ apy
" aGo ey e (@)
=-(apy + 1) (wegen (1))
Die Bedingung
affy =-1
ist deshalb dquivalent zu
(5€). 5. (03 4
(sc) ' (bic)

d.h.zu



(sc) (b0 (ba 4
(sc) (b3 (b;c) o
Nach dem Satz von Mendaos, angewandt auf das Dreleck {a, ¢, c} ist dies wiederum
dquivalent dazu, daf
s, b undb

auf einer Geraden liegen, d.h. zu
sE bb’.
Da s nach Definition der Schnittpunkt von aa und cc’ ist, bedeutet dies gerade,

aa, bb’ und cc’ liegen auf einer Geraden.
QED.

1.5.9 Satz von Desargues (1591-1661, Ingenieur in Paris)

Liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten zweler Dreiecke auf einer
Geraden, so gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Ecken durch einen
Punkt (und umgekehrt).

Genauer: seien{a, b, ¢} und{a, b’, c'} nicht ausgeartete Dreiecke eines K-affinen

Raums & .

Wir nehmen an, einander entsprechende Ecken sind verschieden,
a=ad,b=b,c=c
und einander entsprechende Seiten schneiden sich in einem Punkt, sagen wir

(1) a Nab ={x}, bcNbc ={y}, anca ={z.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
0] X,y und z liegen auf einer Geraden.

(i)  aa,bb’ und cd” gehen durch einen Punkt.

Bemerkungen

(i) Die hier angegebene Variante des Satzes von Desargues ist nur eine von viden
verschiedenen Varianten. Eine andere Variante und deren Beweisfinden Sie in der
Vorlesung von Stiickrad zur Analytischen Geometrie.

(i)  Wir verzichten hier auf die Formulierung der verschiedenen Varianten und geben
auch keinen Beweis an. Die unterschiedlichen Formulierungen wiren ziemlich
undurchsichtig. ES wire zum gegenwirtigen Zeitpunkt unklar, was die
verschiedenen Varianten miteinander zu tun haben, und die Beweise wiren
ziemlich aufwindig (vgl. und Beweis in der Vorlesung von Stiickrad).

(iii) Der Grund fiir diese vidlen verschiedenen Formulierungen und den Aufwand bel
den Beweisen besteht darin, dald der Satz von Desartues im Grund kein Satz des
affinen Raumesist, sondern ein Satz des sogenannten projektiven Raum.

(iv)  Wir nehmen deshalb diesen Satz zum Anla, den Begriff des projektiven Raums
einzufiihren. Danach werden wir den Satz von Desargues im projektiven Raum
formulieren (es gibt dort nur eine Variante) und enen (einfachen) Bewes
angeben. Der obige Satz und ale seine Varianten ergeben sich aus diesem Satz as
Spezialfille.

(v) Beginnend mit dem néchsten Kapitel werden wir stirker als bisher vom Inhalt der
Vorlesung von Stiickrad abweichen. Wir orientieren uns von jetzt am Buch von
O.H. Kédller: Analytische Geometrie und lineare Algebra.

2. Projektive Raume
2.0 Vorbemerkung

()  Die projektiven Riume sind Riume, die den linearen und affinen Rdumen sehr
nahe stehen. Man verzichtet auf ein bichen Linearitit und bekommt dafiir eine



(i)

andere vorteilhafte Eigenschaft: die projektiven Rdaume sind (in den {iblichen
Topologien, diewir hier nicht weiter betrachten) kompakt.

Eine der Indentionen der Theorie besteht darin, die Vielzahl von Ausnahmefillen
in den Sitzen der affinen Geometrie zu reduzieren (und dadurch die Beweise zu
vereinfachen), Zum Beispid gilt statt des affinen Satzes

Je zwei verschiedene Geraden der Ebene schneiden sich in genau einem Punkt,
essal denn, siesind paralldl.

in der projektiven Geometrie die Aussage:

Je zwei verschiedene Geraden der Ebene schneiden sich in genau einem Punkt.
(wenn sie parallel sind, so schneiden sie sichim Unendlichen). Wie die affinen
Rédumen besitzen die projektiven Riume keinen ausgezeichneten Punkt. Man kann

sie sich vorstellen als entstanden aus den affinen Rdumen durch Hinzufiigen
unendlich ferner Punkte.
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(iif)  Ihren Ursprung haben die projektiven Riume in der Maerd . Sie stehen fiir die

| dee der perspektivischen Malerel, dal3 das Wesentliche bel der Abbildung der
Wirklichkeit auf einer Leinwand nicht die Punkte auf der Leinwand sonder der
Projektionsstrahl ist, der das wirkliche Objekt mit dem Auge des Malers verbindet.



o

Man beachte, in der Ebene gehort zu jedem Punkt p der waagerechten Gerade durch
(0,1) Gerade durch diesen Punkt und den Ursprung. Umgekehrt gehort mit einer
Ausnahme zu jeder Geraden durch (0,0) ein Punkt auf der waagerechten Geraden. Diese
Ausnahme it die x-Achse. Die Menge der Geraden durch (0, 1) kann man also as
Gerade ansehen, die um einen (unendlich fernen) Punkt ergéinzt wurde.

2.1 Die Definition des P';(

Seai V en endlich-dimensionaler K-V ektorraum. Dann bezeichne
(V) :={Kv|veV-{0}}.
die Menge aller 1-dimensionalen Unterrdume von V, d.h. die Menge aler Geraden in V

durch den Ursprung. Speziell fiir V = K" setzen wir
Py = P(K™Y),

Diese Menge heild n-dimensionaer projektiver Raum iiber K, im Fall n = 1 auch
projektive Gerade iiber K und im Fall n = 2 projektive Ebene.

Wir schretben
X0
[XO’""Xn] =K ..
X
n
X0
fiir die Gerade durch den Punkt | ... | und den Ursprung. Es gilt dann
*n
n o
Py ={Ixg-x ] || ek™1l_ron
*n
und
X0 Yo
[XO""’Xn] = [yo,...,yn] = X =\ y fiir ein AEK

n



< X = k-yi fiir ein AEK und dlei.

Diexi hei3en projektive K oordinaten des Punktes [XO""’Xn] von IPE.
Bemerkungen
(i) Die projektiven Koordinaten sind im Gegensatz zu gewohnlichen Koordinaten nur

(ii)

(iii)

bis auf elnen gemeinsamen von Null verschiedenen Faktor aus K bestimmit.

Der gewohniche Raum verhilt sich zum projektiven Raum wie die Leinwand eines
Malers zu der die Leinwand umgebenden Wirklichkeit. So wie man die Leinwand
in der Wirklichkeit verschieden positionieren kann, so 1468t sich der gewohliche
Raum auf verschiedene Weise in den projektiven Raum enbetten.

Seien £ = (A, V) ein K-affiner Raum. Fiir jede Gerade g C A bezeichne
[d]

die Menge der zu g paralldlen Geraden. Solche Menge heil Richtung von £u.
Man sagt dann auch, g ist eine Gerade der Richtung g. Die Menge dler
Richtungen von £. wird auch mit

P(A)
bezeichnet. Fiir jeden Punkt O € A ist die Abbildung

P(V) = P(&),g—[o+d],

welche den 1-dimensionalen K-linearen Unterraum

g=K-wv
auf dieRichtung [0 + g] der Geraden o + g durch o und o + v abbildet, bijektiv
und unabhiéngig von der speziellen Wahl von 0. Mit anderen Worten, die Menge

[P(£) 148t sich in natiirlicher Weise mit dem projektiven Raum IP(V)
identifizieren.

2.2 Einbettungen des K™ in den ]Pr/<
SaenV en endlich-dimensionder Vektorraum, WCV en K-linearer Unterraum mit

und

dmW=dmV -1
VEV -W

verschiedener Vektor. Dann ist die folgende Abbildung injektiv.

oW — P(V), w= K(v+w).

/ K(v+w)
/

7

S
/ —

Mit anderen Worten, W 146t sich mit einer Tellmenge von IP(V) identifizieren. Diese
Teilmenge ist unabhéngig von der speziellen Wahl des Vektors v.
Beweis. Injektivitit von ¢. Aus @(w) = p(w’) folgt



"K(v+w) = K(v+w’),

d.h.

v+W = A(V+W')
d.h.

(I-A)v =AW - w.
Der Vektor rechtsliegt in W, d.h. das Bild von (1-A)v be der natiirlichen Abbildung V
— V/W ist Null. Da dies nicht fiir das Bild von v gilt, folgt 1- A =0, d.h.

A=1

asow =w.

Unabhingigkeit von im(¢p) von der speziellen Wahl von v.
Es reicht zeigen, fiir x&V-{0} gilt

Kx € im(p) < x¢ W.
Man beachte, wegen v&V-W gilt dim Kv+ W >dimW =dim V- 1, also
V =Kv+W.

Beweisvon ‘<.
Wegen x¢W kann man x in der Gestalt
X =Av +w mit AeK-{0} und wew

schreiben. Deshalb gilt

Kx = K(h 4w) = KV + W) = g(w),
d.h. Kx liegt im Bild von g.
Bewels. von ‘="
Sei Kx = @(w) fiir ein wEW. Wire xEW, so wire @(w) = KxCW, d.h

K(v+w) CW,
d.h.
v+w e W,
d.h.
vew
im Widerspruch zur Wahl vonv.
QED.
Bemerkung

Ausdem zweiten Tell des Bewelsesergibt sich
im (o) = P(V) - P(W).

2.3 Beispiel: die Ferngerade

Salen
V::IR3
1
v:=|0
0
X
w=R2C{|y|eR3|z=0}
Z




b

Die Abbildung

p:RZ2 ]P?R : (;] > [xy.1],
identifiziert der reelle Ebenen mit den Geraden durch den Ursprung, die nicht in der xy-
Ebene liegen. Letztere bilden gerade einen 1-dimensionalen projektiven Raum (ein

projektive Gerade). Wandert ein Punkt p im R2 ins Unendliche, so nihert sich ¢(p)
immer stirker einer Geraden der xy-Ebene an. Die Gerade der xy-Ebenen kann man

sich deshalb as unendlich ferne Punkte des 1R2 vorstellen, als Punkte am Horizont. Die
Menge dieser Punkte heil3t Ferngerade

P(R?) = P(R3) - o(R?)

heil3 Ferngerade.
Bemerkung

Der Begriff der Ferngeraden hangt von der Wahl der Einbettung ¢ ab.

2.4 Beispiel: die Fernhyperebene
Seien 'V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W C V ein K-linearer Unterraum der
Dimension
dmwW=dmV-1
und
vev - W.
Dann kann das Komplement des Bildes der natiirlichen Einbettung

@: W — FP(V), wk K(v+w),

mit dem projetiven Raum [P (W) (der Dimension n-1) identifizieren. Es heil
Fernhyperebene von W in P(V).

2.5 Die Uberdeckung des IP',7< durch eindlich viele Exemplare des K"
Wir setzen

U, :={[x ﬁgemﬁ|§¢oy

o
Fiir jeden Punkt [XO""’Xn] € IPQ ist nach Definition mindestens eine Koordinate von
Null verschieden. Deshalb gilt

n_
Py =U,UU U UU

Jedes Ui konnen wir damit mit dem K" identifizieren vermittels der bijektiven
Abbildungen



whn_
cpi.K Ui , (xo, vy Xi-l’ Xi+1""’Xn) = (xo, - Xi-l’ 1, Xi+1""’Xn)'

Mit anderen Worten, IPQ kann man as Vereinigung von n+1 Exemplaren des K"

ansehen.
Bijektivitit der Abbildung @ die Abbildung ist injektiv, denn sie ist gerade von der in

7.2 beschriebenen Art: identifiziert man K" mit dem durch
Xx.=1
[

Kn+1

definierten verschobenen Unterraum im , SO ordnete @, gerade jedem Punkt p von

K" die Verbindungsgerade von p mit dem Ursprung des K1 zu.
Surjektivitéit der Abbildung @ Jeder Punkt [XO’""Xn] von Ui hat die Eigenschaft, dal3 die

i-te Koordinate xi von Null verschieden ist. Der Punkt dndert sich nicht, wenn wir dle

Koordinaten mit xi-l multiplizieren. Wir kénnen aso annehmen, X = 1. Dann liegt der
Punkt aber im Bild von ;-

2.6 Hyperflachen im P';(
Wir betrachten K" al's Unterraum von ]PE _indem wir K" mit U, identifizieren,

K" =u. C Py
Der Einfachheit halber werden wir annehmen,
i=0.
Sei H die Hyperfliche im K™ mit der Gleichung
H: f(xl,...,xn) =0.

Dabei sei f ein Polynom des Grades m,
fe K[Xl""’xn] ,degf=m.

Wir fragen nach der einer Beschreibung von H als eine Teilmenge des IPQ. Der Punkt

_ n
p= [x0 : Xl""’xn] ePy
liegt genau dann auf der Hyperfldache H , die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind.
X X
_.1 n n
1. [x0 , Xl""’Xn] e UO ,d.h. x0¢ 0,dh. p= (XO - 0) e K",

X, X
2. O:f(%, ’X_g)'
Die zweite Bedingung kann man auch in der folgenden Gestalt schreiben (wegen x ., =

0
0):
m. 1 X
0=xg flg - ,X—g).
Den Ausdruck auf der rechten Seite kann man dabel als homogenes Polynom des

Grades m in den n+1 Unbestimmten x0 ,...,xn auffassen. Genauer, mit



i
f(XpeX ) = D c . x1l..xn
CER LA +...+insm|1"'|n 1

12
gilt
X X M-i -l [
F(XgX ) = xan(X—l, X—n) = 3 c .x 17 nyxl .xn
0 0 ij+ .4 <m '11n O 1 n
Dies ist tatsidchlich ein homogenes Polynom des Grades m in Xg Xy Man nennt F

Homogenisierung von f. Die Homogenisierung F von f hat im Endlichen d.h. in UO
dieselben Nullstellen wie f. Es konnen jedoch weitere Nullstellen hinzukommen, die
samtlich auf der Fernhyperebene ]PQ -U 0 liegen. Die Menge

H:={[ Xgp-r-X ] | F(Xg ) = O}

heil3 projektive Abschliel3ung von H im IP&.

Ein Hyperflidche im IPP< ist definiert als die Menge der Nullstellen eines homogenen

Polynoms.
Bemerkung
Ist f = f(xo,...,

Raum IPE nicht wohldefiniert. Ist p = [XO""’Xn] ein Punkt, so sind dessen Koordinaten

nur bis auf ein gemeinsames Vielfaches festgelegt. Setzt die Koordinaten von p in f &n,
so kann es passieren, dal3 man als Wert manchmal Null und manchmal einen von Null
verschiedenen Wert erhilt, je nachdem wie man die Koordinaten von p wihlt.

xn) ein inhomogenes Polynom, so ist der Begriff der Nullstelle von f im

Ist dagegen f homogen vom Grad m, so gilt

f(ex X ) = cmf(xo,...,x -
Erhélt man also fiir irgend eine Wahl der Koordinaten von p den Wert Null, so trifft dies
auch fiir jede andere Wahl der Koordinaten zu. Der Begriff der Nullstelleim IPQ besitzt

also fiir homogenen Polynome ene koordinaten-unabhidngige Bedeutung. Fiir
inhomogene Polynome dagegen nicht.

2.7 Beispiel: die projektive AbschlieBung einer Hyperbel
Sel H die ebene Hyperbel

H:x2-y2:1(im K2)

A4
VZR\




Die projektive Abschlief3und im lPﬁ ist die Kurve mit der Gleichung

A: x2-y2=1t2,
Deren Punkte im Unendlichem sind gerade die Punkt [x,y,t] mit t = O, die dieser
Gleichung geniigen:

0=x%-y% = (x-y)(x+y),
d.h. es gilt x = y oder x = -y, d.h. die Punkte von H im Unendlichen sind gerade die
Punkte der Gestalt
[t,x,y] =[O0, X, £x] =[O0, 1, + 1].
Esgiltdso

H=HU{[0,1,1],[01-1]}.

Auf H liegen also zwe zusitzliche Punkte. Diese entsprechen gerade den beiden
Asymptoden an die Hyperbel.

2.8 Beispiel: die projektive Abschliel3ung einer Kurve dritten Grades
Sel E die ebene Kurven dritten Grades mit der Gleichung

E= E)f y2 = X(X-1)(X-\).

Die projektive Abschliel3ung im P2 st die Kurve mit der Gleichung

E: y2t = X(X-t)(X-At).
Fiir ihre Punkte im Unendlichen gilt t = O, also X = 0. Mit anderen Worten, der einzige
Punkt im Unendlichen ist der Punkt
an [t,x,y] =[0,0,y] =[0,0, 1],

E=EU{[0,0,1].}.

Bemerkungen (zum grof3en Fer matschen Problem)

() Sind p und g zwe Punkte der Kurve, so schneidet die Verbindungsgerade die
Kurvein einem dritten Punkt, sagen wir [t, X, y]. Der Punkt

r:=[0.0,-y]

liegt dann auch auf der Kurve.

(i)  Man kann zeigen, mit der Zuordnung
o | (b, Q)= 1 | — o
ist die Kurve eine abelsche Gruppe. Der Punkt im Unendliche spielt dabel die
Rolle des neutrden Elements. Ohne diesen zusitzlichen Punkt gibe es diese
Gruppenstruktur nicht. Man schreibt

r=p+qg.

(i) Mankann zeigen, liegt A in einem Korper K, so kann man die Koordinaten von r
durch Polynome in den Koordinaten von p und g beschreiben, deren Koeffizienten
inK liegen.

(iv) Kurvenim IP& die eine durch Polynome beschreibbare Gruppenstrukur besitzen

hei3en dliptische Kurven. Man kann zeigen, alle dliptischen Kurven haben bis auf
Isomorphie die Gestalt E = E)L (aul¥er in der Charakteristik 2 bzw. 3, dort sind

Gleichungen etwas komplizierter).
(v) IstAe®@, undist pein Punkt von E, mit rationalen Koordinaten, so gilt das auch

I3
fiir die Punkte
2p=p+p3p=p+tp+p, . . . _
Das Gruppengesetz dliptischer Kurven bietet aso ene Moglichkeit aus einer
Losung der zugehorigen diophantischen Gleichung wetere Losungen zu
konstruieren. Bei geeigneter Wahl von p bekommt man auf diese Weise sogar
unendlich viele Losungen.



(iv) Elliptische Kurven sind daher Beispidle fiir Kurven, fiir welche die zum
Fermatschen Problem analoge Aussage falsch ist: es gibt unenlich vide rationale
Losungen. Die Theorie der elliptischen Kurven spielt deshalb bel der Losung des
Fermatschen Problems eine zentrde Rolle. Tatsichlich wird gezeigt, dal3 die
elliptischen Kurven die einzigen Ausnahme Kurven sind: dle anderen Kurven
haben nur endlich viele Punkte mit rationalen Koordinaten.

2.9 Verhalten von Kegelschnitten bei einer Verdnderung der Ferngeraden

Wir wollen jetzt an einem Beispidl illustrieren, wie sich die Gleichung eines
Kegelschnitts dndert, wenn man die relative Lage der Ferngeraden zum Kegelschnitt
verdndert. Betrachtenwir die Mittelpunksgleichung der Ellipse

C:f(xy) = -+ %-1=0,ab>0

in der affinen Ebenen R2, die wir mit
2_U 2 X]
R UO_ IP]R ’(y = [1xy],
identifizieren. Die projektive Abschliefdung von C ist gegeben durch

C: F(xy.b) := XE+ Y__{2=0,

b
Die Punkte von C im Unendlichen geniigen den Bedingungen
2 y2
t= Ound§+ B =0

asot=0,x=0,y=0. Mit anderen Worten, es gibt keine Punkte im Unendlichen:
Die “Ellipse” C hat keine Punkte gemeinsam mit der Ferngeraden.

Wir wollen jetzt die Ferngerade so abindern, daB sie die Kurve C schneidet. Machen wir
deshalb die projektive Abschliefdung der y-Achse zur Ferngeraden, d.h. wir identifizieren

die affine Ebene R2 mit

2 2 t
R<= UZQ ]PIR ,(X]}—)[t,x,l],

d.h. die Punkte [t,x,y] mit y=0 sind die Punkte im Unendlichen. Der Teil der Kurve C,
welcher im Endlichen liegt, ist gegeben durch

2
= 0= _x=.1 2
COUZ 0= F(t,X,l) —34‘ B-t ,
d.h. durch
~ 2 x2
CDUZ. 75 " a5 ~1=0
Diesist die Mitttel punktsgleichung einer Hyperbel. Relativ zur affinen Ebeben U2 sind
. L = . _x2 2_ X X
die Fernpunkte digienigen PunktevonC mity =0und 0 =— - t“ = (—=+ t)(—= - t), d.h.
a va “Wa
mit

[txy] =[t, +Vat, 0] =[1, +y/a, Q.
Die “Hyperbel” C schneidet die Ferngerade in den Punkten [1,4/a,0] und [1,—/a, Q].

Als nichstes bestimmen wir die affine Gleichung von C in einem Fdl, dai die
Ferngerade die Kurve beriihrt. Das ist zum Beispiel der Fal, wenn die Ferngerade die
projektive Abschliel3ung der Geraden

y=+/b




wird. Mit anderen Worten, wir suchen eine Einbettung des RZ2 in den IPIZR bei welcher

die Ferngerade durch die Gleichung

y-4bt=0
gegeben ist, d.h. wir betten den Unterraum des R 3 mit dieser Gleichung in den ]PIR en,
zum Beispid durch
t t
W= {[x | €R3]| y-vBt} = P, .|| [txy+1].
134
y y
Man beachte, der Vektor v = 0] liegt nicht in W. Wir miissen noch den Unterraum W in
1
irgendeiner Weise mit dem R 2 identifizieren. Dazu withlen wir eine Basis
0 1
1] | 0
0/ \vb

von W (diein diesem Fall orthogond ist , eine Bedinung die nicht unbedingt erfiillt sein

mufd) und benutzen diese, um W mit dem R2 zu identifizieren. Wir erhalten damit die
Einbettung

0 1 \Y;
IR2—>IP2R (l\i]}—)u[l] +v| 0 |=| U |=[v,ul+/bv].
0/ Wb} \Wov

Der Teil der Kurve C, welcher im Endlichen liegt, ist gegeben durch
— 2 2
Cw: 0= Fvul-a) =5+ @_ 2

d.h. durch
2
= u- 1 2
CNW: E+B+.\/_BV =0,
2
= u 1
CNW: +—=+v =0,
2ahb  2b
_ u2
CNW: +v =0.
2al\/b
mity’ = v +2_\1/B' Diesist die Gleichung einer Parabel. Die Punkte im Unendlichen sind
gegeben durch
2 2
y-\bt=0,2-+%-12=0,
d.h. durch

2
d.h.y =+/bt und = =0.
Der einzige Punkt im Unendlichen ist somit der Punkt
[tx,y] =[t, 0, v/bt] = [1,0A/b].

Die “Parabel” C beriihrt die Ferngerade im Punkt [1,0,'\/5] )
Bemerkung
Das obige Beispiel illustiert ein allgemeines Phanomen: in der projektiven Ebene gibt es
keinen Unterschied zwischen Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln Der Unterschied kommt




durch die unterschiedliche Lage des Kegelschnitt beziiglich der Ferngerade zustande,
und diese Lage kann beliebig sain.

2.10 Basen und projektive Koordinaten
SelenV ein K-Vektorraum, vo,...,vnev eineBassvonV und

X0

whtl
ch.K V, X |—>x0v0+...+xnvn,

n
die zugehorige Koordinaten-Abbildung (vgl. 3.4.2). Diesist ein Isomorphismus, d.h. V

wird dadurch mit K™ 1 identifiziert und die Geraden von V mit denen von K1,
Insbesondereist die Abbildung

o0 o0

el = ntly —K- . =K-
[cpv]. Py =FK ") —=F(V), [XO""’Xn] =K+ ... |=K o - |= K (x0v0+ ot Xnvn)

X
n n

bijektiv. Deshalb heil¥en die XO""’Xn auch projektive Koordinaten des Bildpunktes von

[XO’""Xn] bel [(pv] beziiglich der Basis v

eV
0 n
Bemerkung

Bezei chnet man mit

[v]

[V] :=Kv
durch v&€V und den Ursprung (fiir jedes v€V- {0}), so sind die Koordinaten von v
beziiglich der Basis VoV gerade die projektiven Koordinaten von [v] beziiglich dieser

die Gerade

Basis.

2.11 Der duale projektive Raum
Seien V ein endlich-dimensionaler K-V ektorraum und

. . V) . .
die Menge aller K-lineare Unterrdume von V der Dimension n-1. Diese Menge heif3t
duae Projektivierung von 'V und

Py =P
heil¥ duaer n-dimensionaler projektiver Raum iiber K.
Bemerkung
Analog kann man die Menge aller K-linearen Unterrdume von V einer fest vorgegebenen
Dimension betrachten. Dies fiihrt zum Begriff der Graldmannschen Mannigfaltigkeit.
Letztere gehoren zu den am intensivsten erforschen geometrischen Objekten der
Mathematik (im Zusammenhang mit dem Begriff der Chern-Klasse).

2.12 Vergleich mit dem projektiven Raum
Selen V ein endlich-dimensionaler K-V ektorraum. Dann ist die Abbildung
P(V*) — P(V), [£&:V — K] = ker(d),
wohldefiniert und bijektiv. Die duale Projektivierung kann also mit der Projektivierung
des Duals identifiziert werden.

Beweis. Korrektheit der Definition. Fiir [£]€P (V*) gilt €220, d.h. dmim £ =1, d.h.
dmker& =dimV -dmimé& =dmYV - 1,

dh.
=N
ker& € Py.



Se jetzt [£] =[£’]. Wir haben zu zeigen

ker & = ker &'.
Wegen [£] =[£’] gibt esein ceK- {0} mit £ = c-&’. Deshab haben £ und £’ tatséchlich
denselben Kern.

Surjektivitit der Abbildung. Sei WEFP(V), d.h. W ist ein K-linearer Unterraum der
DimensiondimV - 1. Dann ist

VIW

von der DimensiondimV - dim W =1, d.h. es gibt einen Isomorphismus

f
VIW— K.

Sei

f
2 :=fop: V— /W K
die Zusammensetzung von f mit der natiirlichen Abbildung. Dann gilt
ker £ =kerp =W.
Injektivitit der Abbildung. Seiené:V — K und£': V — K zwe von Null verschiedene
K-linerer Abbildungen mit

W:=ker & =ker é'.

Man beachte, es gilt
dmwW=dmYV - 1.
Wir vergleichen £ und £’ mit dem Kokern der natiirlichen Einbettung
W —V.
Dieser Kokern ist nach Definition gerade
coker(W — V) = V/W zusammen mit der natiirlichen Abbildung p: V — V/W
(vgl. 6.6.1). Wegen
(W) =& (W) =0.
und der Universalititseigenschaft dieses Kokerns gibt es eindeutig bestimmte K-lineare
Abbildungen

Z:VIW - Kundf": VIW — K
mit
g=Zspund? =2 ap.
Well € und £ von Null verschieden sind, gilt dasselbe fiir ¢ und £'. Letztere
Abbilungen sind Abbildungen zwischen 1-dimensionale K-Vektorraumen, aso

| somorphismen, also gerade Multiplikationen mit einer von Null verschiedenen Zahl aus
K. Insbesondere gilt

&' = c fiir ein cEK- {0}.
Dann gilt aber auch £’ =c€, also[£'] = [£].
QED.
Bemerkungen
() Seidurch

H: C0X0+"'+Cnxn =0

eine Hyperebene im g+l (durch den Ursprung) gegeben. Ihre Punkte bilden
gerade den Kern der linearen Abbildung

X0

n+l_
K K, X }—>c0x0+...+cnxn.

n

Der obige Satz besagt gerade, die Angabe der Hyperebene ist dquivalent zur
Angabe des Punktes



0

c Kn+1 _ {0}

C
n

wobe es auf Viefache mit einem von Null verschiedenen Faktor c€K nicht
ankommt. Zwel solche Punkte liefern genau dann dieselbe Hyperebene, wenn sie
proportional sind.

(i)  Wir verwenden jetzt die Bezeichnung [c cn] auch fiir die Hyperebene mit der

Gleichung o
CoXgt+C %, =0

d.h. fiir den entsprechenden Punkt im P 2 Wir identifizieren die Rdume ]PQ und

I'PE. Ob wir die Punke dieser Rdume a's Punkte oder Hyperflichen auffassen ist

nur eine Frage der Interpretation. Als formale mathematische Objekte besteht
zwischen ihnen kein Unterschied.

(iii) Die Identifikation des dualen projektiven Raumes Py mit dem Py macht die

Begriffe “Gerade” und “Hyperebene” austauschbar. Giiltige Sitze iiber
Hyperebenen und Geraden im projektiven Raum bleiben giiltig, wenn man diese
Begriffe vertauscht.

(iv) Ein besondere Rolle spielt dabei der IPE , dadort diese beiden Begriffe
zusammenfallen.

2.13 Beispiel: Punkte auf einer Geraden in der projektiven Ebene
Seien drei Punkte
DxgXpXol » gy Yol [22.2)]

im IP% gegeben. Wir wollen der Frage nachgehen, wann diese Punkte auf einer Geraden

liegen. Da wir die Ferngerade immer so legen kdnnen, da3 sie diesen Punkten ausweicht
(ist das auch richtig im Fall endlicher Korper ?), konnen wir annehmen, dies Punkte

liegenim K2, d.h.

x0¢0,yo;=0, z.=0,

0
Die Gleichung einer Geraden im K2 ist von der Gestalt

a+bx+cy=0,
wobei b und c nicht beide Null sind. Die Punkte liegen genau dann auf dieser Geraden,
wenn gilt

X X
a+ b-X—1 + c-X—2 =0
0 0
und analog fiir y und z. Das ist dquivalent zu
™) ax0+bx1+cx2=0

und analog fiir y und z. Der Fall a=b = 0 (aber ¢ = 0) entspricht dabei der Situation, in
welcher dledrei Punkte auf der Ferngeraden liegen.

Zusammenfassung

Folgende Aussagen sind dquivalent:

() DiePunkte [X X, X5l s [YaYa:Yals [Z7Z4,Z E]P2 liegen auf einer Geraden.
071 071 01 K



o) (Yo} (%
(i) Y1 1A EKBSindlinearabh’cingig.

*2) \Y2) \%2
(i) Die Geraden [X X, .X,] » [YaYa:YAl: [Z~0Z24,2,] € l‘pZ schneiden sich in enem
07172 071 071 K
Punkt.

Beweis. Man beachte, die Bedingung (*) bedeutet auch, dal? eine Gerade durch enen
Punkt geht: der Punkt mit den projektiven Koordinaten a, b, ¢ liegt auf der Ebene im K3,

deren Gleichung die Koeffizienen Xg X1 %o hat. Eine Ebene im K3 entspricht aber

gerade einer Geradenim IPi , d.h. die Punkte des Iypﬁ kann man mit den Geraden des
P identifizieren.
QED.

Alternative Formulierung

() Sen[a,[b] zwe verschiedene Punkte des lpi , SO ist die Menge der Punkte auf
der Geraden durch [a] und [b] gleich
{ [ra+ub] [AuEK, (Au)=(00)}.
Eine Menge dieser Gestalt heift Punkireihe und kann men mit dem Pi
identifizieren.
() Send [b] EP zwei verschiedene Geraden des P , so ist die Menge der
Geraden durch den Schnittpunkt von [a] und [b] gleich
{ [Ma+ub] [AueEK, (Au) = (0,0)}.
Eine Menge dieser Gestalt helld Geradenbiischel (und kann mit dem IP&
“indentifiziert werden).

Diese Menge kann man mit dem IP& Identifizieren.

Beweis. Sind [a] , [b] und [c] drel verschiedene Punkte (bzw. Geraden), so sind keine
zwel der Vektoren

abc
proportional, in einer nicht-trividen linearen Relation zwischen diesen Vektoren sind
also dle drel Koeffizienten ungleich Null, d.h. man die Relation nach jedem der drei
Vektoren auflosen. Deshalb liegt [c] genau dann auf einer Geraden mit [a] und [b], wenn
¢ Linearkombination vonaund b ist.
QED.

Bemerkungen

() DieGrundlage der klassischen (ebenen) Geometrie ist die Indizenz-Relation, d.h.
die Relation, welche bedeutet, dal? Punkte auf einer Geraden liegen, bzw. Gerade
sich in einem Punkt schneiden.

(i) Die obige Beobachtung bedeutet, die Inzidenz-Relation 14t sich in die Sprache der
linearen Algebra iibersetzen. Sie hat zur Folge, dald sich Fragen der klassischen
Geometriein Fragen der linearen Algebra iibersetzen und mit deren Mitteln 16sen
lassen. Diese Herangehensweise an die Fragen der klassischen Geometrie heifl}
Anaytische Geometrie. Wir beschrinken uns hier auf ein Beispiel fiir deren
Methoden.




2.14 Die Winkel-Halbierenden im Dreieck

Die Winkel-Halhierenden im Dreieck schnelden sich in einem Punkt.
Beweis. Sai A das Dreick mit den Seiten

(8 =3y &, 3], [6] =[by, by bl [ =g .0 €B2,
(d.h. ab,ccR3).

Wir kénnen annehmen, die Normalenvektoren der Seiten haben die Linge 1 und zeigen

ins Innere des Dreiecks,
A=\l =1

und analog mit b und ¢. Dann sind
[a-b], [ac], [b-C]
gerade die Winkel-Halbierenden dieses Dreiecks. Wegen
(ab) - (ac)+ (b-c)=0
gehen diese durch einen Punkt.
QED.

2.14 Satz von Desargues

Seien zwel Dreiecke in der Ebene gegeben mit den Seiten ab,c bzw. & ,b’, ¢’ und den
Ecken A,B,C bzw. A’,B’,C’. Liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten
auf einer Geraden s, so gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Punkte
durch einen Gemeinsamen Punkt S.



Beweis. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein.
P := Schnittpunkt von aund a
Q := Schnittpunkt von b und b’
= Schnittpunkt von c und ¢

p := Verbindungsgerade von A und A’
g := Verbindungsgerade von B und B’
r := Verbindungsgerade von C und C’
Dabel sei
A = Schnittpunkt von b und ¢
B := Schnittpunkt von aund c
C := Schnittpunkt von aund b
und A’, B’, C' seien anaog definiert.

V oraussetzung: P, Qund R liegen auf einer Geraden.
Behauptung: p, q und r schneiden sich in einem Punkt

Beweisen wir die Behauptung. Dasmit aund & bzw. mit b und b’ bzw. mit cund
einen gemeinsamen Punkt hat gilt
s=Aa+Na=ub+ub =vc+v'cC
(wir nehmen der Einfachheit haber an, die einander entsprechenden Seiten sind
verschieden). Durch Umordnen der Glieder erhilt man
p:=ub-vc=-ub +v'c
g,=vC-Aa=-v'C +Na
r:=Aa-ub=-Na +ub
Man beachte, p , q und r lassen sich tatséchlich in der angegebenen Weise definieren:
p ist eine Gerade, die einen gemeinsame Schmttpunkt mit b und ¢ (ndmlich A) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit b’ und ¢’ (nd@mlich A’) hat.

q ist eine Gerade, die einen gemeinsame Schnlttpunkt mit aund ¢ (n@mlich B) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit a’ und ¢’ (ndmlich B’) hat.



rist eine Gerade, die einen gemeinsame Schnittpunkt mit aund b (ndmlich C) und
einen gemeinsamen Schnittpunkt mit a’ und b’ (ndmlich C’) hat.

Es reicht zu zeigen, die wie oben definierten Vektoren p , q und r sind linear abhéngig.
Dasist aber der Fall, wegen

p+q+r=0
QED.

2.15 Satz von Desargues (Umkehrung)

Seien zwei Dreiecke in der Ebene gegeben mit den Seiten a,b,c bzw. & ,b’, ¢’ und den
Ecken A,B,Cbzw. A’ B’ ,C'.

Gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Punkte durch einen Punkt, so
liegen die Schnittpunkte elnander entsprechender Seiten auf einer Geraden.

Bewes. Man dudisiere 7.14 oder verwende den Beweisvon 7.14 in duaer

| nterpretation.

QED.

2.16 Satz von Pascal

Liegen die Ecken 1,2,3,4,5,6 eines Sechsecks abwechseln auf zwel Gerade g und h, so
liegen die Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten auf einer Geraden.

Wird im selben Stil bewiesen wie 7.14. Siehe Keller: Analytische Geometrie.

2.17 Satz von Brianchon

Gehen die Seiten eines Sechsecks abwechselnd durch zwei feste Punkte, so gehen die
Verbindungslinien gegeniiberliegender Ecken durch einen Punkt.

Beweis: die Aussage ist dual zum Satz von Pascal.

QED.

2.18 Das Doppelverhéltnis

Seien [m] und [n] zwel verschiedene Punkte (bzw. Geraden) in der projektiven Ebene
und
[gi] mit g = xim + w.n



vier weitere Punkte (bzw. Geraden). So heil3t die Zahl

Migl o |Matg
"1t3] M2t
D(lg,]. [9,]: [94], [g]) = g TRy,
wq Uy Wy Uy

Doppelverhiltnis der vier Punkte bzw. Geraden.

Unabhingigkeit der Definition von der Wahl von m und n. Nach Voraussetzung
sind die Vektoren m und n , linear unabhingig. Wir haben zu zeigen, die Zahl D := D(gl

,92;g3,g 4) andert sich nicht, wenn man die Basis m, n des Vektorraumes Km + Kn

durch eéne andere Basism’,n’ ersetzt,
Km+ Kn=Km + Kn'.

}\i A
D.. = J
J W W

J
ist gerade die Matrix der K-linearen Abbildung

cp:Km+Kn—>Km+Knmitm|—>gi ,n|—>gj

Die Matrix

=Mmn@)

beziiglich der Basis (m,n). Analog ist
)»’i N
D. =, ,J
J Wi u j
die Matrix derselben Abbildung beziiglich der Basis (m’,n’) (im Bild-Raum) falls gilt

gi:7\‘1im’ +M’in’.

m,n
=M m’ ,n’ ((P)

Deshalb gilt

, m’n m’n . i m,n
D i =My 1y (@) =AM (@) mit A =M (1d)

det D’ij = det Dij-det A
Die beiden Quotienten

aso

det D13 det D23
det D

und
14 det D24

in der Definition von D &dndern sich also nicht, wenn man zu der neuen Basis ilibergeht.

QED.

Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl der Reprisentanten 9, der [gi].

Wir haben zu zeigen, D éndert sich nicht, wenn man eines der 9, mit einem von Null

verschiedenen Faktor multipliziert. Dann kann man jedoch direkt aus der Definition von
D ablesen.

QED.

Bemerkung

Die Bedeutung des Doppelverhiltnisses beruht darauf, dal3 es sich nicht @ndert, wenn

man eine projektive Transformation des Ipﬁ anwendet.

2.19 Projektive Transformationen, die projektive Gruppe

Se f: V — V en K-linearer Automorphismus des endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V. Dannist die Abbildung



N [f] = B(f): P(V) = F(V), [v] = [f(V)], _ o
korrekt definiert und bijektive. Abbildungen dieser Gestalt heil¥ projektive
Transformationen. Sie bilden eine Gruppe, die projektive algemeine lineare Gruppe
hel % und mit

PGL(V)
bezeichnet wird.
Bezeichnung:
PGL(n, K) := PGL(KM).

2.20 Satz von Pappos

Seien Sein Punkt im IP% und g eine Gerade, die nicht durch S geht. Weiter seien
gl’ gz' gS 1 g4
vier Geraden durch Sund
Pl’ P2, P3 , P 4
deren vier Schnittpunkte mit g. Dann gilt
D(gl, 95 93 g4) = D(Pl’ P2, P3 , P4).
Beweis-Skitze. Wir konnen annehmen, g ist die Ferngerade und S der Ursprung von
2 _ 2
K< = Uo CPy.
Die Punkte Pi haben dann die Gestalt
und die Geraden 9, sind gegeben durch die Gleichungen
g bix-aly:O,

dh. als Punkt von B hat g die Gestalt
gl = [O! bl 1 'ai]
Der Punkt Pi hat also die projektiven Koordinaten a, bi beziiglich der Punkte [0;1 , O]

und [0,0,1].
Andog hat die Gerade 9, die projektiven Koordinaten a, bi beziiglich [0,0,-1] und

[0,1,0].
Benutzt man diese Koordinaten zur Berechnung der Doppelverhéltnisse
D(P;, Py, Py, Py) bzw. D(9,, 95,95, 9,)
so erhilt man denselben Wert.
QED.

3 Euklidische Raume



