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Bezeichnungen

Ab Kategorie der abelschen Gruppen

Ab Henselisierung des lokalen Rings A, vgl. 2.4.8.

Ash strenge Henselisierung des lokalen Rings A, vgl. Bemerkung 2.4.15 (ii).

Bilin A(M’, M”, N) Gruppe der bilinearen Morphismen M’xM” — N uber der Garbe

A von kommutativen Ringen mit 1, vgl. 4.5.12.
C(F) Godement-Auflosung der Etal-Garbe F, vgl. 5.1.17 (ii).
CatT die Kategorie einer Grothendieck-Topologie, vgl. 1.3.
CovT  die Klasse der Uberdeckungen einer Grothendieck-Topologie, vgl. 1.3.
CovT(X) die Menge der Uberdeckungen des Objekts X von Cat T bezuglich der

Topologie T.
Vv v
C(U, P) Cech-Komplex der Pragarbe P bezuglich der Uberdeckung U, vgl. 5.2.1.
DX Garbe der Weil-Divisoren auf dem Etal-Situs Xet ,vilg.4.4.7.
DiVX Garbe der Cariter-Divisoren auf dem Etal-Situs Xet ,vilg.4.4.7.

E/X die Kategorie der E-Schemata tiber dem Schema X, vgl. 1.3.9.
(E/X)E der kleine E-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9

Ens Kategorie der Mengen
ExtIS(F, G ) i-te Ext-Gruppe der Garben F und G, vgl. 5.1.3

MIS(F, G ) i-te Ext-Garbe der Garben F und G, vgl. 5.1.3
FM die konstante Garbe zur abelschen Gruppe M auf dem Situs XE , vgl.
4.3.1331).

FEt/ X Kategorie der Schemata iiber dem Schema X, welche endlich und etale sind
uber X, vg. 3.2.1.

F(S) die von der Pragarbe von Mengen S uiber einer Garbe von kommuativen
Ringen mit 1 erzeugte freie Modul-Garbe, vgl. 4.5.12.

Ga die additive Gruppe, vgl. 4.1.2 (b).

Ga X die additive Gruppe uiber dem Schema X, vgl. Bemerkung 4.2.4 (iii).

Gm die multiplikative Gruppe, vgl. 4.1.2 (¢).

G-sets  Kategorie der G-Mengen uber der proendlichen Gruppe G, vgl. 4.2.7.
FC(X, F) Gruppe der auf X definierten Schnitte der Garbe F mit kompakten Trager,

vgl. 5.1.26



Hg Hilbert-Funktion des lokalen Rings A beziigliche dessen maximalen Ideals,

vgl. den Beweis des Lemmas zu Bemerkung 1.3.8 (iii).

Hi(XE, ?7) i-te Kohomologie-Gruppe des Situs X, mit Koeffizieneten in der Garbe F,

E
. vgl. 5.1.3
I_-I_I(XE, F) i-te Kohomologie-Garbe des Situs XE mit Koeffizienten in der Garbe F,
vgl. 5.1.3

HE(X, F) p-te Kohomologie der Varietat X mit kompakten Trager und Koeffizienten in
der Garbe F, vgl. 5.1.26.

v v
HP(U, P) Cech-Kohomologie der Pragarbe P beziiglich der Uberdeckung U, vgl.
5.2.1.

v v
Hp(XE, P)  Cech-Kohomologie der Pragarbe P, vgl. 5.2.4.

v v
I_-I_p(XE, P) Pragarbisierte Cech-Kohomologie der Pragarbe P, vgl. Bemerkung

5.2.4(ii).
v %
HP(P)  Pragarbisierte Cech-Kohomologie der Pragarbe P, vgl. Bemerkung 5.2.4(ii).
i'F Teilgarbe der Etal-Garbe F der Schnitt mit Trager in einen abgeschlossenen
Teilschema, vgl. 4.5.7.
I F Fortsetzung der Etal-Garbe F durch Null, vgl. 4.5.7.
K separabler Abschluf} des Korpers K.

S

LFT/X Kategorie der Schemata itber dem Schema X, welche lokal endlichen Typs
uber X sind, vgl. 1.3.9

(LFT/X)E der groBe E-Situs auf X, vgl. 1.3.9.

Mg induzierter G-Modul beziiglich der abgeschlossenen Untergruppe H C G der
proendlichen Gruppe G, vgl. 4.4.2 (v).

M ® AM’ " Tensorprodukt der Modul-Garben M’, M” uiber der Garbe A von
kommuativen Ringen mit 1, vgl. 4.5.12.

wM) minimale Anzahl der Erzeuger des Moduls M iiber einem lokalen Ring, vgl.
den Beweis des Lemmas zu Bemerkung 1.3.8 (iii).

sh —
OX " = OX < lokaler Ring des Schemas X im geometrischen Punkt x von x,
" vel. Bemerkung 2.4.15(viii).
sh

OX " strenge Henselisierung des lokalen Rings OX « des Schemas X im Bild x
des geometrischen Punkts x von X, vgl. Bemerkung 2.4.15(viii).

PM die konstante Pragarbe mit dem Wert M auf dem Situs XE ,vgl. 4.1.2 (a).

PS die von der Pragarbe von Mengen S iber einer Pragarbe kommutativer Ringe
mit 1 erzeugte freie Modul-Préagarbe, vgl. 4.5.12.

PIX, inverses Bild der Pragarbe P auf (C/X)E bezuglich eines stetigen
Morphismus m:X’—X im Fall C’/X’* = (C/X)/X’. vgl. Beispiel 4.3.4 (ii).

P; Halm der Pragarbe P auf Xet im geometrischen Punkt x —s X von X, vgl.

4.3.7.



P(XE, A) Kategorie der Modul-Pragarben tiber der Praarbe A von kommutativen

7, (X, X)
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Ringen mit 1 auf dem Situs XE’ vgl. 4.5.12.
fundamentale Gruppe des zusammenhzangenden Schemas X im

geometrischen Punkt x, vgl. 3.2.3.
) analytischen fundamentale Gruppe der komplexen Mannigfaltigkeit X im

Punkt c, vgl. Bemerkung 3.2.4 (iii).

zahme fundamentale Gruppe des Schemas X im geometrischen Punkt x, vgl.

3.3.5.
direktes Bild der Pragarbe P’ auf (C’/X’)E bezuiglich des stetigen

Morphismus m: X', — X, , vgl. Bemerkung 4.3.1(ii).

E E’
i-ter rechtsabgeleiteter Funktor zum linksexakten Funktor f, vgl. 5.1.0
i-tes hoheres direktes Bild der Garbe F beim stetigen Situs-Morphismus s,

vgl. 5.1.3

Kategorie der lokal noetherschen Schemata, vgl. 1.3.8

voller Quotientenring des kommutativen Rings A mit 1, vgl. 4.4.7.
Kategorie der Garben auf der Topologie oder Pratopologie T mit Werten in
der Kategorie mit Faserprodukten C, vgl.

der Keim des Schnittes s € P(U) einer Pragarbe P auf dem Schema X uiber

einer Etal-Umgebung U im geometrischen Punkt x —s U, vgl. Bemerkung
4.3.7(iii).

S(XE, A) Kategorie der Modulgarben uiber der Garbe A von kommutativen Ringen mit

T(X)

W(F)

1 auf dem Situs XE’ vgl. 4.5.12.
Kategorie der Tripel zu einer Zerlegung des Schemas X in ein
abgeschlossenes Teilschema und dessen Komplement, vgl. 4.5.1.

die Pragarbe auf XE zum OX-Modul F, vgl. 4.1.2 (d)

XE = (G/X)E der E-Situs der Schema-Kategorie C/X, vgl. 1.3.9.

ét
Xfl
XZar

xP

der Etale-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9.
der flache Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9.
der Zariski-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9

Menge der Punkte der Dimension p des Schemas X, vgl. 4.5.10.

5. Kohomologie

5.1. Definition und grundlegende Eigenschaften

5.1.0 Abgeleitete Funktoren
Im folgenden nehmen wir an, daf} alle Funktoren zwischen abelschen Kategorien

additiv sind.

Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt I von A heif3t injektiv, wenn der Funtor

Hom(?, I): A —» Ab, M » Hom(M, T),



exakt ist. Man sagt, A besitzt geniigend viele injektive Objekte, wenn es fur jedes

Objekt M von A einen Monomorphismus M — I mit I injektiv gibt.

Seieen A eine abelsche Kategorie mit genuigend vielen injektiven Objekten und
frA—B

ein linksexakter Funktor mit Werten in einer abelschen Kategorie B. Unter den zu f
rechtsabgeleiteten Funktoren versteht man eine Folge von Funktoren

R'f:A—B,i=0,1,2,..
mit folgenden Eigenschaften.
i  RYf=f
Gi)  RIf(1) =0 furi> 0 und I injektiv.
(iii))  Fur jede kurze exakte Sequenz
0—M —5M-—M"—0
in A existieren Morphismen
ol: RIfM™) — RIT M), 1= 0,1, 2, ..
derart dal} die folgende Sequenz exakt ist.

. . ot . .
. —RIFM)— RIM™)—s R LM ) —s R L M) —s ..
(iv)  Die Abbildung von (iii), welche jeder kurzen exakten Sequenz der Kategorie A
eine lange exakte Sequenz der Kategorie B zuordnet ist funktoriel.

Bemerkungen
(i) Fur jeden linksexakten Funktor f: A —» B von abelschen Kategorien A, B,
wobei A geniigend viele injektive Objekte besitzt, existieren die rechtsabgeleiteten

Funktoren und sind einschlieBlich der Morphismen d' bis auf natiirliche
Isomorphie eindeutig bestimmt, siche zum Beispiel

Bucur, I., Deleanu, A.: Introduction to the theory of categories and functors,
John Wiley & Sons, London, New York, Sydney, 1968

(i)  Ein Objekt M von A heifit azyklisch bezuglich f oder auch f-azyklisch, wenn

R'fM) =0
gilt fur jedes 1 > 0. Sei M ein Objekt von A mit einer f-azyklischen Resolvende,
sagen wir,

0—M— NN N2
Das soll bedeuten, die Sequenz ist exakt in A, wobei die Objekte N injektiv sein

sollen. In dieser Situation sind die Objekte R'f(M) kanonisch isomorph zur
Kohomologie des Komplexes

0— fN0—> fN1—> fN2—>
(ii)) Wir wollen die obigen Ergebnisse auf die Funktoren auf S(XE) anwenden. Dazu

miussen wir zunachst zeigen, daf} diese Kategorie gentigend viele injektive Objekte
besitzt.

5.1.1 Die Kategorie S(XE) besitzt genuigend viele injektive Objekte
Seien X ein Schema und (C/X)E ein Situs auf X wie in 1.3.9 (d.h. E is eine Menge von

Schema-Morphismen, die alle Isomorphismen enthilt und invariant unter Komposition



und Basiswechsel ist). Dann besitzt die Kategorie S(XE) der Garben auf (C/X)E

genuigend viele injektive Objekte.

Bemerkung

Wir geben hier zwei Beweise fur die obige Aussage an. Einen fur den Etal-Situs und
einen fur den allgemeinen Fall. Wir benotigen dafur einige Lemmata.

5.1.1.1 Lemma
(1) Das Produkt injektiver Objekte ist injektiv.

(i1) Sei f: A — B ein Funktor zwischen abelschen Kategorien, der einen

linksadjungierten Funktor g: B — A besitzt. Ist g exakt, so iberfuhrt f injektive
Objekte in injektive Objekte.

Insbesondere uberfuhrt fur jeden stetigen Situs-Morphismus st der Funktor 7, injektive

Objekte in injektive Objekt, falls sv* exakt ist.
Beweis von Lemma 5.1.1.1. Zu (i). Die gilt auf Grund des naturlichen
Isomorphismus
Hom (2, T] Mi ) = [] Hom(?, Mi)
i€l i€l
und weil das direkte Produkt von exakten Sequenzen abelscher Gruppen exakt ist.
Zu (ii). Sei I ein injektives Objekt von A. Dann ist der Funktor

B — Ab,M » Hom(M, fI)
isomorph zum Funktor
B — Ab,M » Hom(gM, D).

Letztere ist exakt (als Zusammensetzung exakter Funktoren). Also ist fI injektiv in B.
QED (Lemma 5.1.1.1).

5.1.1.2 Beweis im Falle des Etal-Situs
Sei x—sX ein geometrischer Punkt von X. Die Kategorie S(;e t) ist isomorph zu Ab,
besitzt also genugend viele injektive Objekte. Sei jetzt ein beliebiges Objekt von S(Xe t)
gegeben, sagen wir

Fe lS(Xet)l'

Wir haben eine injektives Objekti dieser Kategorie zu finden, welches F enthalt.

Fur jeden Punkt x € X fixieren wir einen Monomorphismus

*k
uXF S F «
% —_
der Garbe uXF mit Werten in einer injektiven Garbe F’X von S(x . t). Dabei bezeichne u

den natuirlichen Morphismus
uX: X = Spec K(X)S — X.
Betrachten wir die beiden folgenden Garben auf S(Xe t)

*k

F*:= 7] uX*uXF
xeX



kK o— ?
Fe=T] uX*F X
xeX

Durch Abbilden jedes Schnittes auf die Familie seiner Keime erhalten wir einen
Morphismus

F — F*
Aufderdem induzieren dieEinbettungen (1) einen Mrophismus

F* — P,
Beide Morphismen sind Monomorphismen (da sie Monomorphismen auf den Halmen

induzieren, vgl. 4.3.10 (ii)(d)). Es reicht zu zeigen, F** ist injektiv. Nach Lemma
5.1.1.1(1) reicht es zu zeigen,

b

u
xX* X

ist injektiv fur jedes x € X. Nach Lemma 5.1.1.1(i1) reicht es zu zeigen,
* —_
uy: S(Xet) — S(Xet)'

Das ist aber der Fall nach Bemerkung 4.3.7 (i)' und Bemerkung 4.3.9 (iii)*.
Damit ist die Behaupting bewiesen.

5.1.1.3 Kriterium fiir die Existenz geniigend vieler injektiver Objekte
Sei C eine abelsche Kategorie, die dem Axiom AB5® geniigt und eine Familie (Ai)i oI
von erzeugenden Objekten® besitzt. Dann besitzt C geniigend viele injektive Objekte.
Beweis siehe Theorem 1.10.1 in A. Grothendieck, Sur quelques points d’algébre
homologique, Tohoku Mathematical Journal, 9 (1957),119-221.

Bemerkung

Im Buch von Milne wird zusiatzlich gefordert, da3 C dem Axiom AB3* geniigt und auf
einen Satz verwiesen, der C als Teilkategorie einer Modul-Kategorie beschreibt und im
Buch von Bucur & Deleanu bewiesen wird.

5.1.1.4 Beweis im allgemeinen Fall
Nach 5.1.1.3 reicht es zu zeigen, daf3 S(XE) eine Familie von erzeugenden Objekten
besitzt (ABS5 ist erfullt nach 4.3.10 (v)). Fur jedes Objekt

tU—X

' Der Ubergang zum Priagarben-Halm ist exakt.
? Der Ubergang zur assoziierten Garbe 148t die Halme unverindert.

3 Es existieren unendliche direkte Summen und fur jede aufsteigende filtrierende Familie (A')'EI von
11

Teilobjekten eines Objekts A und jedes Teilobjekt B von A gilt

(EAi)ﬂB= E(AiﬂB)

i€l i€l
* Fur jedes Objekt A von C und jedes Teilobjekt B <& A gibt es ein i€l und einen Morphismus
Ai — A, der sich nicht tiber B faktorisiert.

Man beachte, die Existenz einer erzeugenden Familie (A')EI ist Aquivalent zur Existenz eines
11

erzeugenden Objekts A (= E A ) und aquivalent dazu, daf jedes Objekt Faktor-Objekt einer direkten
i
i€l
Summe von Exemplaren von A ist.



von C/X bezeichnen wir mit ZU die Garbe

U |

wobei Z die die konstante Garbe auf UE sei, welche durch die abelsche Gruppe Z

definiert werde. Dann gilt

HomX(ZU ,F)= HomU(Z, FIU) = F(U).
Die Familie der ZU , wobei U ein Reprasentantensystem einer hinreichend groBen
Klasse von Isomorphie-Klassen von Objekten von C/X durchléuft, bildet eine Familie
von erzeugenden Objekten von S(XE). Wir benutzen hier wesentlich die Tatsache, dal3

diese Klasse tatsachlich eine Menge ist (vgl. die Bemerkung 4.3.2 (iii) ).

5.1.2 Der Fall des Spektrums eines Korpers
Sei X = Spec K mit einem Korper K. Dann kann man fur die Kategorie

5 v
S(Xet) =" G-mod

als Familie erzeugender Objekte die G-Moduln
Z|G/H]
verwenden, wobei H die offenen Untergruppen von G durchliuft.®

Sei N ein diskreter G-Modul. In der Kategorie der abelschen Gruppen wihlen wir einen
Monomorphismus

N & N’ mit N’ injektiv in Ab.
Dieser injektive ~Homomorphismus abelscher = Gruppen induziert einen
Homomorphismus’ von diskreten G-Moduln

NG MG(N’) = Hom(G, N’), n » (X i Xn)

Dabei bezeichne Hom(G,A) die Menge der stetigen Homomorphismen mit wie folgt
definierter Operation von G: es gelte

(ghHx) = f(xg) (1
fur f: G — A stetig, x €EGund g€ G. M G(N’) heiflt induzierter G-Modul (vgl.

Abschnitt I.2.5 in [S 1964] J.-P. Serre: Cohomoloige Galoisienne).

> die Kategorie der diskreten Moduln iiber der Galois-Gruppe G = Gal(KS/K) der separablen
Abschliefung K von K.
s

% Fur jeden diskreten G-Modul M und jedes m € M ist der Stabilisator offen, enthilt also ein H, d.h. es
gibt einen G-Homomorphpismus Z[G/H] —» Z[G]*M C M. Ist ein echter Teilmodul

NoM

gegeben, so wiahle man m € M - N.
" Die Abbildung @ ist tatsichlich ein G-Homomorphismus, denn nach Definition von ¢ gilt

@(n)(x) = xn furn € Nund x € G
also

@(gn)(x) =xgn furn € Nund x,g € G.

Aus (1) mit f = @(n) erhalten wir

(g+0(n)) (x) = @(n)(xg) = xgn = @(gn)(x)
fur jedes x € G, also

gep(n) = ¢(gn) fur g & Gund n € N.



Aus der Injektivitat von N’ als abelsche Gruppe folgt die Injektivitat® von M G(N’) als

diskreter G-Modul. Damit ist ¢ gerade ein Monomoprhismus von G-mod mit Werten in
einem injektiven Objekt.

8 Wir wollen zeigen, der Funktor

M : Ab— G-mod, N » Hom (G,N),
G cont

uberfuhrt injektive in injektive Objekte. Dies ist ein linksexakter Funktor. Nach 5.1.1.1 (ii) reicht es zu
zeigen, MG besitzt einen exakten linksadjungierten Funktor. Der Vergif3-Funktor

i: G-mod — Ab, N » N,
ist exakt. Es reicht also zu zeigen, er ist linksadjungiert zu MG. Mit anderen Worten, es reicht einen

funktoriellen Isomorphismus

—~

H iN. N’) —s Hom (N, M_(N")). f
a OmAb(l’ ) — OmG(, G( ), o

fur G-Moduln N und abelsche Gruppen N’ zu konstruieren.
Wir setzen
ocf(n)(x) :=f(xn) furn ENund x € G,

d.h. fur jedes n € N sei (xf(n) die Abbildung
af(n): G — N’, x » f(xn).
Wir haben zu zeigen, die Abbildung o ist wohldefiniert, d.h. af ist eine G-Homomorphismus:

0. (gn) = g-a.(n) M

fur g,x€G und nEN. Betrachten wir die Abbildungsvorschriften der auftretenden Abbildungen:

af(n): X b f(xn)
g'Otf(n)I X b Otf(n)(xg) = f(xgn)
ocf(g-n): x p f(xgn)

Die erste Zeile ergibt sich aus der Definition von af(n). Die zweite aus der Definition der
Multiplikation in MG(N ’). Die dritte Ziele erhalt man aus der ersten durch Ersetzen von n durch gn. Wir

vergleichen die beiden letzten Zeilen und sehen, es gilt (1), d.h. o ist wohldefiniert.
Wir haben noch zu zeigen, o ist bijektiv. Dazu reicht es eine Umkehrabbildung

:H NM (N’ H iN, N*), .
B omG( G( ) — omAb(l ), ub ﬁu
anzugeben. Betrachten wir die Auswertung an der Stelle 1EG, d.h. § sei die Abbildung
u
B:N—N.,npf (n):=u (),
u u n
wobei u EMG(N’) das Bild von n € N bei der Abbildung u bezeichne.
n

Fur n € N und jeden Gruppen-Homomorphismus f gilt damit
B (n)=a (n)(1) (Definition von f§ mitu=a )
a f u f

f
=f(1en) (Definition von o ¢ mit x =1)
= f(n),
d.h.
B =ffurjedesf,
a
f
d.h.

Bea =1d.



Bemerkung zur Existenz geniigend vieler projektiver Objekte
Ist in der Situtation von 5.1.2 die Gruppe G unendlich, so ist es vergleichsweise
einfach zu zeigen, dal} das einzige projektive Objekt von

S(Xe t) = G-mod

der triviale G-Modul ist. Allgemein kommt es selten vor, daf S(Xe t) gentigend viele
projektive Objekte hat.

5.1.3 Definition der Kohomologie-Funktoren

Seien X ein Schema und (C/X)E ein Situs auf X wie in 1.3.9 (d.h. E is eine Menge von

Schema-Morphismen, die alle [somorphismen enthalt und invariant unter Komposition
und Basiswechsel ist).
(i)  Der Funktor

X, ?: S(XE) — Ab, F 5 F(X),
ist linksexakt. Seine rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit
RT'(X,?)=H'(X,?) = Hl(XE, ?7)

bezeichnet. Die Gruppe Hi(XE, F) heif3t i-te Kohomologie-Gruppe des Situs XE

mit Koeffizienten in F.

(i) Fur jedes Objekt U — X der Kategorie C/X werden die rechtsabgeleiteten
Funktoren des Funktors

rw, 7: S(XE) — Ab, F 5 F(U),

mit

Hi(U, 7)
bezeichnet. Die Gruppen

HI(U, F)
sind zunéachst von den in (i) definierten Gruppen Hi(U, FIU) zu unterscheiden.

(iii) Die naturliche Einbettung
i S(XE) — P(X)

Sei jetzt ein G-Homomorphismus
uwN—M (N),npu
G n

gegeben, d.h. es gelte

u (x)=(gu )(x)=u (xg). ()
en n n
fur g, x € Gund n € N. Es gilt
o (n)(x) =P (xn) (Definition von o (n)(x) mit f=f )
B u f u
u
=u (1) (Definition von § (n) mit xn anstelle von n)
Xn u
= un(l *X) (nach (2) mit x = 1 und g = x)
=u (x)
n

Damitist o (n)=u fur jedes n, d.h.
n

u
aef =1d.

Die Abbildungen o und f sind invers zueinander, also bijektiv.
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ist linksexakt. Die zugehorigen rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit
H'(Xg. F) oder H'(F)

bezeichnet.
(iv) Fur jede fest gewahlte Garbe F,, auf X ist der Funktor

0 E
S(XE) — Ab,F » Hom (FO, F),

S(XE)
linksexakt. Die zugehorigen rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit

i 9) = Extu(F., ?
R HomS(FO, ?) ExtS(FO, ?)
bezeichnet.
(v) Fur jede fest gewahlte Garbe FO auf XE ist der Funktor
linksexakt. Die zugehorigen rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit
i 7)) = ! 9
bezeichnet.

E,—>XE ist der Funktor

T, S(X’E,) — S(XE)
linksexakt. Die zugehorigen rechtsabgeleiteten Funktoren
i . ,
Rim,: S(X E,) — S(XE)
heilen hohere direkte Bilder.

(vi) Fur jeden stetigen Morphismus m: X’

5.1.4 Erste Eigenschaften der Kohomologie-Funktoren

(i) Die Ext-Funktoren als Funktoren des ersten Arguments (Banlanziertheit)

Fur jede Garbe F0 auf XE und jede kurze exakte Sequenz

0—wF —SF—F —0

von Garben auf XE besteht eine lange exakte Sequenz

... —s Ext\(E, Fy) — Exti(F, Fy) — Extt(F”, Fy) — Exttl(E, Fy) — -

(i1) Exti(F’, F) als Gruppe von Erweiterungen
Wie fur jede andere abelsche Kategorie (mit geniigend vielen injektivien Objekten)
kann man die Ext-Gruppen

Exti(F’, F”)

auch im Fall der Kategorie S(XE) als die Gruppe der Joneda-Erweiterungen

interpretieren, d.h. als Gruppe der Isomorphie-Klassen® aller exakten Sequenzen
der Gestalt
0 —>F — Fi—

—>Fi_2—>...—>F — F"— 0.

1
(iii) HI(XE, F) als Funktor beziiglich X

0

E

? Man betrachte zwei-zeilige kommutative Diagramme, deren Zeile gerade die obigen exakten Sequenzen
sind, wobei die aufleren vertikalen Morphismen identische Morphismen sind.
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Wir werden spater sehen, dafl man Hi(XE, F) als Funktor in XE ansehen kann.

Genauer, zu jeden stetigen Morphismus
m X B X
kann man einen Gruppen-Homomorphismus
H'Xg F) — H(Xg, . 7*F), M

konstruieren und dieser definiert einen funktoriellen Morphismus.

E

Im Spezialfall, dal s*: S(XE) — S(X’E,) exakt ist, ergibt sich dieser

Homomorphismus wie folgt. Wegen der Exaktheit von nt* liefert die
Zusammensetzung vom 7t mit dem o-Funktor'’
1 b ()
(H'(X E ))i=0,1,...
einen d-Funktor

(HXp, 01, @)
auf S(XE). Der naturliche Garben-Morphismus

F — n n*F
induziert einen Gruppen-Homomorphismus
0 0 * = (1% ’

H (XE, F)— H (XE , T, U*F) =(x F)(XXXX )

= (T'F)(X")

=Hxp, |, wF)
und damit einen Morphismus des universellen d-Funktorts

1 ?
(H (XE’ o ))i=0,1,...

mit dem d-Funktor (2) als Ziel. Insbesondere erhédlt man Morphismen der Gestatl

(1).

Invarianz der Kohomologien
Die in 5.1.3 definierten Funktoren und deren rechtsabgeleiteten Funktoren hingen

in einem bestimmten Sinne nur von der Kategorie S(XE) ab. Ist zum Beispiel der
Situs-Morphismus

X — X
ein universeller Homdomorphismus, so bestehen natiirliche Isomorphismen

i : i b b
H(_Xet’F) —HQ(et,F)
1 : 1 b b
E)‘;t (FO ,F) =Ext'(F o F )
H'(X, F) = 7 H'(X", F)

Existenz von Abhédngigkeiten
Die Funktoren von 5.1.3 sind nicht voneinander unabhéngig. Zum Beispiel gilt
I'X, 7 = Hom(%Z, ?),

wenn 7Z die konstante Garbe auf XE bezeichnet. Deshalb ist

Hi(X, ?) = Exti(Z. 9),

' Ein 9-Funktor auf einer abelschen Kategorie A ist ein Funktor der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen von A mit Werten in der Kategorie der (langen) exakten Sequenzen von A (vgl. Hartshorne,
Algebraic geometry, Definition vor Remark II1.1.2.1)
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d.h. die Kohomologie-Gruppen sind spezielle Ext-Gruppen.
AuBerdem ist leicht zu sehen, daf} H_I(E) gerade die Pragarbe
U H'(U, F)

ist (nach Definition der Funktoren H' und H'). Tieferliegende Zusammenhznge,
welche sich durch Spektralsequenzen ausdriickent, werden wir weiter unten in
diesem und in den nachfolgenden Abschnitten beschreiben.

Beweis. Zu (i). Sei

0—F, —I*

0
eine injektive Auflosung (d.h. eine exakte Sequenz mit I' injektiv fur jedes i). Durch
Anwenden des Hom-Funktors erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen
in Ab,

0 — Hom(F”, I¥) — Hom(F,I*) — Hom(F’, I*) — 0.
Die zugehorige lange Kohomologie-Sequenz ist gerade die oben angegebene gesuchte
Sequenz.
Zu (ii). siehe Mitchell, B.: Theory of categories, Academic Press, New York 1965.
Zu_(iii)). Die Beweis-Idee im allgemeinen Fall fur die Konstruktion der
Homomorphismen (1) beruht auf dem Begriff der schwachen Garbe, den wir spater
einfuhren werden. Wir werden sehen,

1.  injektive Garben sind schwach (nach Definition der Kohomologie).
2.  schwache Garben sind HO(XE, ?-azyklisch (nach Definition der Schwachheit).

3. my S(X’E,) — S(XE) uberfuhrt schwache Garben in schwache Garben (vgl.
Milne, Lemma III.1.19 bzw. Folgerung II1.2.13).

Das bedeutet insbesondere, dal m, injektive Garben in I' := HO(XE, ?-azyklische

uberfuhrt. Damit existiert die Spektral-Sequenz der Funktor-Komposition I'est, :

Hi(XE Rin ) =>HHX | P).

E’ b

¢ \ i
Diese ist im ersten Quadranten konzentriert. Die Kanten-Objekte mit j = O bilden sich
damit surjektiv auf ihre entsprechentend Limes-Terme ab''. Damit bildet sich

Hl(XE ,m,F)

" Die Pfeile aller Differentiale zeigen nach rechts unten, vgl. Grothendieck, Sur quelques points,
Section II.2.4, Definition der Spektralsequenz, b).
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auf einen graduierten Bestandteil'> von Hi(X’ F’) ab fur jede Garbe F’ auf X’

Hi(XE L) —» Fi(Hi(X’E, , F’))/Fi"'l(Hi(X’E, L) 3)
Nun ist die Spektralsequenz die zu einem Doppelkomplex (zu einer Cartan-Eilenberg-
Auflosung), welcher im ersten Quadranten konzentriert ist. Die Filtration {FpHi}p> 0 ist

absteigend, separiert, erschopfend und endlich.

» =
i

Die Zahl der von Null verschiedenen graduierten Bestandteile ist i+1. Insbesondere ist
FOH! = H und FH1H =0,
Damit steht rechts in (3) eine Untergruppe von H', d.h. (3) definiert einen Gruppen-
Homomorphismus ‘ .
H'(Xg .7, F) — H(X'L, . F) 4)

Der naturliche Garben-Morphismus

E’ 2

F — n n*F
induziert fur jedes i einen Gruppen-Homomorphismus
1 1 %

H (XE, F)— H (XE , T, T*F)
Die Zusammensetzung mit (4) fur F* = w*F liefert den gesuchten Homomorphismus

H(Xg. F) — H(Xg, ).
Zu (iv). Die angegebenen Isomorphismen ergeben sich aus der Aussage von 4.5.11 (ii)
nach, welcher

i,:S(X et) — S(Xet)

eine Aquivalenz von Kategorien ist, falls der Situs-Morphismue i: X° — X ein

universeller Homoomorphismus ist. Letzteres ist eine Verallgemeinerung von 4.5.11(1),
wonach i, eine Aquivalenz ist fur surjektive abgeschlossene Einbettungen

1. X S X
QED.

5.1.5 Beispiel: der Fall X = Spec K
Seien K ein Korper und
X = Spec K.
Dann ist (nach 4.2.7)
S(Xet) ~ G-mod

2 vgl. Grothendieck, Sur quelques points, Section I11.2.4, Definition der Spektralsequenz, ).
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aquivalent zur Kategorie der diskreten G-Moduln mit G = Gal(KS/ (die Galois-

Gruppe der separablen AbschlieBung von K).

@

(i)

(iii)

Sei F eine Garbe auf Xet , welche dem G-Modul M entspricht. Dann ist (nach

Beispiel 4.2.6, Aussage 3)

(X, F) = MO
also

H'(X, F) = H'(G, M) = H'K, M),
wobei in der Mitte und auf der rechten Seite die Gruppen-Kohomologie im Sinne
von Serre steht (vgl. Serre, J.-P.: Cohomologie Galoisienne).
Entsprechen die Garben F’, F”’ den diskreten G-Moduln M’ bzw. M”, so gilt
Hom(F’, F’) = HomG(M’, M),

also

1 9 2

wobei rechts der Ext-Funktor auf der Kategorie der Z[G]-Moduln oder auch der
Kategorie G-mod steht.

Entsprechen die Garben F’, F” den diskreten G-Moduln M’ bzw. M”, so
entspricht

Exti(F’, F") = Ext

Hom(F’, F”)
dem diskreten G-Modul

s 29 H —
UHQG Hom ,, (M7, M7)™ = UHgG

wobei H die offenen Untergruppen (oder auch die offenen Normalteiler) von G
durchlauft. Man beachte, G operiert auf Hom Ab(M’, M”) durch “Konjugation™:

HomH(M , M”),

(Gf)(m’) = o(f(0™ L (m"))) fir 6EG und fEHom

Bezeichnen wir die obige Vereinigung mit
HomG(M’, M”)

und die zugehorigen abgeleiteten Funktoren mit
1 2 2
Ext(M’, M”).

Man beachte, fur endlich erzeugte Moduln M’ gilt
HomG(M’, M”) = HomG(M’, M”).

ApM M),

5.1.6 Zur Berechnung der Kohomologie-Funktoren durch Auflosungen

Sei

f:A—B

ein linksexakter Funktor abelscher Kategorien, wobei A geniigend viele injektive
Objektie besitze. Weiter sei

T C IAl

eine Klasse von Objekten mit den folgenden Eigenschaften.

(1)
(ii)
(111)

Jedes Objekt von A ist Teilobjekt eines Objekts von T.
Jeder direkte Summand eines Objekts von T liegt in T.
Fur jede exakte Sequenz

0—F —>F—F —0
von A mit F’, FET gilt F” € T und die Sequenz

0—ffF —sfF—fF —0
ist exakt in B.
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In dieser Situation liegen alle injektiven Objekte von A in T und alle Objekte von T sind
f-azyklisch. Die abgeleiteten Funktoren

Rif
lassen sich also mit Hilfe von Resolventen aus T berechnen.
Beweis.

QED. Sei I ein injektives Objekt von A. Wir haben zu zeigen, I liegt in T. Nach (i) ist 1
Teilobjekt eines Objekts A von T., d.h. es gibt einen Monomorphismus

IS AelTl

Weil I injektiv ist, ist I direkter Summand von A. Wegen (ii) liegt damit I in T.
Sei jetzt A ein Objekt von T,

A €lTI.

Wir haben noch zu zeigen, A ist f-azyklisch. Zum Beweis wihlen wir eine injektive
Aufosung von A, sagen wir

O—>A—>IO—>I1 —>12—> (D)
Induktiv definieren wir Objekte 7i derart, daf} die folgenden Sequenzen exakt sind.
0—A— 10 — z! —0
. . . (2)
O—)Zl—>Il—>Zl+1 — 0.
Man beachte, nach Konstruktion sind Zl, Zz, Z3, ... Kokerne, also wegen der
Exaktheit von (2) auch Kobilder, also Bilder und damit Teilobjekte von Il, 12, I3 -

Nach (ii1) liegt Z! in T. Induktiv sehen wir, jedes 7i liegt in T, und durch Anwenden
von f auf die Sequenzen (1) erhalten wir exakte Sequenze in B (nach (iii)). Diese setzen
sich zu einer exakten Sequenz

0—fA — M0l 52—
zusammen. Also gilt ‘

R!(A) = 0 fur jedes i > 0.

Wir haben gezeigt, A ist f-azyklisch.
QED.

5.1.7 Beispiele fur Klassen T des Kriteriums 5.1.6

(i) Injektive Objekte. Seien A eine abelschen Kategorie mi geniigend viele injektiven
Objekten. Dann gentuigt die Klasse T der injektiven Objekte von A den
Bedingungen von 5.1.6 fur jeden linksexakten Funktor f."

(i)) Welke Garben. Seien X ein topologischer Raum. Eine Garbe auf F auf X heif3t

welk, wenn fur je zwei offene Mengen U, V C X mit U & V die Restriktion
F(V) — F(U)

1 Die erste Bedingung an T ist erfullt, weil A geniigend viele injektive Objekte besitzt. Sei A ein
direkter Summand eines injektiven Objekts I, sagen wir
I=A®B

f
Dann ist der Funktor Hom(? , I) = Hom(?, A) @ Hom(?,B),? — 1 » (p Af’ pr) exakt. Insbesondere

ist dann auch Hom(?, A) exakt, d.h. A ist injektiv. Damit genuigt T auch der zweiten Bedingung. Sei
schlieBlich

0 —I'—I—I"—0
eine exakte Sequenz in A mit I’ und I injektiv. Wegen I’ injektiv zerfallt diese Sequenz. Insbesondere ist
I” als direkter Summand von I”” ebenfalls injektiv. Weil die Sequenz zerfallt, ist das Bild dieser Sequenz
bei jedem additiven Funktor wieder exakt. Damit ist auch die dritte Bedingung bewiesen.
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surjektiv ist. Die Klasse der welken Garben auf X genuigt den Bedingungen des

Kriteriums 5.1.6 fur den Funktor I'(X,?) (vgl. Godement, R.: Topologie
algébrique et théorie des faisceaux)."*

14 Bezeichne T die Klasse der welchen Garben auf X und sie F eine beliebige Garbe auf X. Dann
bezeichne F* die Garbe auf X mit

F*U) = H FX
xeU
fur jede offene Menge U C X. Fiir V C U offen sie die Garbenrestriktion
F*(U) — F*(V)
die Projektion auf das Teilprodukt. Die Garbe F* ist welk. Auflerdem gibt es einen Garbenmorphismus
F — F* mit

F(U) — F*(U),s » (SX)XEU

fur jede offene Menge U C X, d.h. jeder Schnitt wird auf die Familie seiner Halme abgebildet. Dieser

Morphismus ist injektiv, d.h. F ist Teilgarbe von F*. Damit geniigt T der ersten Bedingung. Sei jetzt
G ein direkter Summand einer welken Garbe F, sagenwir,

F=G ® H.
Dann sind nach Definition die Restriktionen von F surjektiv. Dasselbe gilt dann aber auch fur G, d.h. G
ist welk und liegt in T. Die Klasse T genugt der zweiten Bedingung. Sei schliellich eine exakte
Sequenz

a P
0—F —SF—F —0 M
von Garben gegeben mit F° und F welk. Wir haben zu zeigen, dann ist auch F” welk, und jeder
linksexakte Funkter uiberfuhrt diese Sequenz in eine kurze exakte Sequenz.
Seien U und V ineinander liegende offene Mengen, sagen wir
vVCu,
und sei
s” € F*(V).
Wir mussen s” als Einschrankung eines Schnitts Uiber U darstellen. Weil F — F” surjektiv ist, gibt es

eine offene Uberdeckung
V= \%
UiEI i

und Schnitte ’; € F(V.) mit [3(;) = s”lV . Weil F welk ist, ist ? Einschrankung eines Schnitts uiber
i i i . i
i
U, d.h. es gibt einen Schnitt
EFU) mits). =, al =5
si (U) mi SiV, si also B(si) S v
i i
Fur beliebige i,j€1 ist deshalb f(s, - s)I_ =s”l_ -s”l =0, d.h. die Differenz ist s, - s, ist ein
i jV, V. V. ]
i i i
Schnitt des Kerns von 3,
s. -s. € Ker(f) = Im(o).
]
Es gibt Schnitte s, € F’(U) mit a(s’..) = s, - s, fur alle i,j € I (welche Null sind fur i=j), d.h. mit
1 1 ]
s. =s.+a(s’.).
] 1]
Es folgt
'5”:: B(s.)=p(s) EF’(U) furallei, jET
1 J
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(iii)) Schwache Garben. Seien X ein Schema und (C/X)E ein Situs wie in 1.3.9. Eine

Garbe F auf XE heillt schwach, wenn sie kohomologisch trivial ist, d.h. wenn

gilt ‘
H' (U, F) = 0 fur jedes Objekt U von C/X und jedes i > 0.

Diese Definition fallt mit dem Begriff der welken Garbe zusammen wie dieser in
der Monographie von M. Artin, Grothendieck topologies, definiert wird. Er
weicht ab vom Begriff der welken Garbe im Sinne von SGA 4, V.4.1, wo eine

Garbe F auf XE als welk definiert wird, wenn fur jede freie Garbe S auf XE die

hoheren rechtsabgeleiteten Funktoren des Funktors

F’ » Hom(S, F’)
an der Stelle F gleich Null sind. Insbesondere ist jede in diesem Sinne welke
Garbe im hier definierten Sinne welk(denn fur S = ZU ist Hom(S, F’) = F’(U),

d.h.. als rechtsabgeleitete Funktoren erhalt man die Hi(U, 7).

Sei T die Klasse der schwachen Garben. Dann liegt jede injektive Garbe in T,
d.h. Bedingung (i) von 5.1.6 ist erfullt.

Weil die Funktoren Hi(U, ?7) mit direkten Summen kommutieren, ist jeder direkte
Summand einer schwachen Garbe schwach, d.h. Bedingung (ii) von 5.1.6 ist
erfullt.

Sei jetzt eine exakte Sequenz

0O0—wF —>F—F —0
gegeben mit F’ und F schwach. Auf Grund der langen Kohomologie-Sequenz
zum Funktor I'(U, ?) erhalten wir, daf} auch F” eine schwache Garbe ist, d.h. der

erste Teil von Bedingung (iii) in 5.1.6 ist erfullt. Weil F’ nach Voraussetzung
schwach ist, ergibt sich der zweite Teil dieser Bedingung fur die Funktoren

f=IX,?Dund f =0T, ?).
Wir werden demnéchst sehen, die Bedingung ist auch fur die direkten Bilder
f=m,

stetiger Situs-Morphismen erfullt.

5.1.8 Vergleich von Hi(U, F) und Hi(U, Fl)
Seien X ein Schema und (C/X)E ein Situs wie in 1.3.9. Fur jede Garbe F auf XE und

jedes Objekt U — X von C/X besteht dann ein natirlicher [somorphismus

und :”IV = [S(S,IV )= s”IV fur jedes i€l. Weil F” eine Garbe ist und die V eine Uberdeckung von U
. LV, . 1
i i i

bilden, folgt ?”IU =s”. Damit ist gezeigt, die Garbe F” ist welk. Der erste Teil der dritten Bedingung

ist damit erfullt fur die Mengen T. Wir haben noch den zweiten Teil zu beweisen, d.h. Sequenz (1)
bleibt exakte, wenn man den globalen Schnittfunktor anwendet. Das ergibt sich aber aus der obigen
Rechnung fur den Fall U = V = X. Dann erhalt man namlich fur den vorgegebenen globalen Schnitt s™:

=57 = B(s.) fur jedesi €1,
i

wobei s, EF(X) fur jedes i ein globaler Schnitt von F ist.
i
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Hi(U, F) = Hi(UE Fl

wobei UE den Situs (C/U)E bezeichne.

U)’

5.1.8.1 Lemma

Fur jeden Morphismus nt: U — X von C/X uberfuhrt der Funktor
%

Tk S(XE) — S(UE), F » Fl

injektive Garben in injektive Garben.
Beweis. Der Funktor mt* besitzt nach 4.5.8" (i) und (ii) einen exakten
linksadjungierten Funktor

U’

) S(UE)—>S(XE).

Nach 5.1.1.1 uberfuhrt t* deshalb injektive in injektive Objekte.
QED.

5.1.8.2 Beweis der Behauptung

Beweis. Der Funktor
S(XE) — S(UE), Fb FIU ,

ist exakt und uberfuhrt nach dem Lemma 5.1.8.1 injektive in injektive Objekte. Wir
wihlen eine injektive Auflosung der Garbe F, sagen wir

0 — F —s I*, (D).
Durch Einschranken von (1) auf U erhalten wir eine injektive Auflosung
%
0— FIU — 1 IU. (2).

Aus der injektiven Auflosung (1) ergibt sich
H'(U, F) = H(IT'(U, 1¥)),
und aus (2) erhalten Wir . .
1 —_ il % — ! *
H(Ug , Flyy) = BT, I*l ) = H(I(U, 1)),

d.h. die beiden Kohomologien sind gleich.

QED.

Bemerkungen

(i)  Aus 5.1.8 folgt insbesondere, da3 der Funktor

schwache Garben in schwache Garben uiberfuhrt. Einen weiteren Beweis dieser
v

Aussage werden wir im nédchsten Abschnitt mit Hilfe der Cech-Kohomologie

angeben.

(i)  Aus 5.1.8 folgt auch, daf} H_i(F) gerade die Pragarbe
i
UpH (UE , FIU)

ist.'

"% Eigenschaften der Standard-Funktoren.
' Fur F injektiv, ist letztere Pragarbe trivial (weil auch F IU injektiv ist), und zu kurzen exakten

Garben-Sequenzen erhilt man durch Anwenden von Hl(UE , ?IU) lange exakte Sequenen in Ab, welche

lange exakte Sequenzebn von Pragarben definieren. Die Behauptung folgt damit aus der Eindeutigkeit der
abgeleiteten Funktoren bis auf natitlrihe Isomorphie.



19

5.1.9 Vergleich von Rix (F) und H!(F)

Seienm: X', — X

B B ein stetiger Situs-Morphismus und F* € S(X’E,). Dann gilt

Rin,F* = a(n (H'(F).
d.h. Rin*F ist die assoziierte Garbe zur Pragarbe

i ’ ’ :  _ s
Up H(UE,F IU,)mltU —UXXX.
Beweis. Nach Definition stimmt J‘Ep fur Garben mit 7, Uberein, d.h.

T, = a°np°i,

wenn 1 die naturliche Einbettung

i: S(XE) S P(X)
bezeichnet. Sei

0 —F —1I*
eine injektive Auflosung von F’ in S(X’E,). Dann ist Rin*F’ gerade die i-te
Kohomologie-Garbe des Komplexes

m, (I*) = a(np(il’*)).

Nun sind aber a und mt_ exakte (nach 4.3.10 (i) bzw. 4.3.5 (i)). Die Funktoren

kommunizieren also mit dem Ubergang zur Kohomologie. Es folgt
Rlx F = a(n:p(HJ(iI’*))) = a(np(I_—I_J(F’))) fur jedes j.

QED.

5.1.10 Ho6here direkte Bilder von schwachen Garben

Seienm: X', — X

E b
Garbe. Dann gilt

E ein stetiger Situs-Morphismus und F* € S(X’E,) eine schwache

Riz F> =0 fur jedes i > 0.

Hohere direkte Bilder lassen sich also mit Hilfe von Auflosungen durch schwache
Garben berechnen.
Beweis.Nach 5.1.8 gilt

H(U", Fl ;) = HY(U”, F) =0
fur 1 >0, F’ schwach und U’ beliebig. Nach Bemerkung 5.1.8 (i1) ist damit
HI(F) =0
fur i>0 und F’ schwach. Auf Grund von 5.1.9 ist
Riz, F’ = a(np(H_i(F’))) =0 firi >0,
QED.

5.1.11 Halme hoherer direkter Bilder entlang quasi-kompakter
Morphismen

Seien
o X —X
ein quasi-kompakter Morphismus von Schemata,
F € S(X’et)
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und
x — X
ein geometrischer Punkt mit
K(x) = K(x)_ ( := separable AbschlieBung von K(x)).

Wir setzen
X := Spec OX,;
und betrachten das kartesische Diagramm
X =X
X — X

Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus
e S
R'm,(F)— — H'&X, ),

wobei F’ das inverse Bild entlang X’ —s X’ bezeichne.

Beweis. Weil der Ubergang zur assoziierten Garbe die Halme einer Garbe nicht dandert
(vgl.Bemerkung 4.3.9 (iii) ) gilt

Rln*(F’); = (a(np(H_l(F’)))); (nach 5.1.9)
= (np(H_i(F’))); (nach Bemerkung 4.3.9 (iii))
=_Im Hiux x.)
x—sU

Das letzte Gleichheitszeichen gilt nach Definition des Halms und nach Definition des
direkten Bildes t_ einer Pragarbe. Die drei Punktchen im zweiten Argument stehen fur

das inverse Bild von F’ auf dem Schema des ersten Arguments. Der Limes wird dabei

uiber die Etal-Umgebungen U von x erstreckt. Man kann sich dabei auf die affinen Etal-
Umgebungen beschranken, so daf} gilt

(hﬂ U = Spec O

U affin X.x
Zum Beweis der Behauptung reicht es somit zu zeigen, da in der vorliegenden
Situation die Etal-Kohomologie bezuglich des ersten Arguments inverse Limites in
direkte Limites uberfuhrt. Denn dann sit
i lim

=X.

Rim, (F)y=  =H((_e— U)X, .)
x—U
_ mi¥x X
= H(Xx X", ..)
=H(X, ).

Der Beweis der Behauptung reduziert sich damit auf die Aussage des nachfolgenden
Lemmas.
QED.

5.1.12 Etal-Kohomologie inverser Limites von Schemata
Sei I eine filtrierende Kategorie und

I°P 5 Sch/X ,i X\
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ein kontravarianter Funktor auf I mit Werten in der Kategorie der Schemata uber dem
Schema X. Wir nehmen an, die folgenden Bedingungen sind erfullt.
1. Jedes Xi ist quasi-kompakt.

2.  Die Morphismen Xi — Xj sind affin.

Dann besteht fur Garben F auf Xe ¢ ein natirlicher Isomorphismus

lim 1.p — P
mit
lim
X :<_X. 5
* jer !

wobei Fi bzw. Foo die inversen Bilder der Garbe F auf Xi bzw. Xoo bezeichnen

sollen.
Zum Beweis. Wir verzichten hier auf den Beweis, weil er ziemlich technisch ist. Er
beruht darauf, dafl die Kategorie der Etal-Schemata endlichen Typs iiber Xoo der

inverse Limes der entsprechenden Kategorien uiber den Xi ist (vgl. EGA IV, Abschnitt

17) und darauf, daBl, wie wir sehen werden, die Etal-Kohomologie bezuglich des
zweiten Arguments mit direkten Limites kommutiert (vgl. Milne, Bemerkung I11.3.6
(d)). Einzelheiten des Beweises findet man in SGA4, VIIL.5.8 oder auch in der
Monographie von M. Artin: Grothendieck topologies.

QED.

5.1.14 Bemerkungen zu 5.1.11 und 5.1.12
(i)  Gehort die Garbe F’ € S(X’et) von 5.1.11 zu eimem Gruppen-Schema G’ lokal

endlichen Typs uiber X’, so gehort die Garbe F’ zum Gruppen-Schema

G =Gx . X

(vgl. 4.4.2 (iv)"", Beispiel 3). Die Aussage von 5.1.11 bekommt dann die Gestalt
Rim, (G')— S HE, ).

Die analogen Aussagen sind auch fur 5.1.12 richtig.

(i) Fur eigentliche Morphismen 146t sich die Aussage von 5.1.11, wie wir sehen
werden, verfeinern zum Satz uber den eigentlichen Basiswechsel:

Sei m: X’ —» X ein eigentlicher Morphismus von Schemata und x —s X ein

geometrischer Punkt. Fur jede Torsionsgarbe F’ auf X’ besteht dann ein
naturlicher Isomorphismus

i 2 W g i ,_ 2 ’_
R'n, (F )X — H(X o F’IX X).
(vgl. Milne, Folgerung VI.2.3).

" Der in 4.2.2(iv) konstruierte Garben-Morphismus ch: oG _ —> GX’ , welcher den inversen Bild-

X
Funktor 7* mit dem Basis-Wechsel-Funkter der darstellenden Gruppen-Schemata vergelicht, ist ein
Isomorphismus, wenn st* der Einschrankugnsfunktor auf eine Teilkategorie ist oder G in C/X liegt.
Weil in unserem Fall st durch Basis-Wechsel aus dem Etal-Morphsimus Spec OX — — X entsteht,

i

sind hier die erste Bedingung fur den Etal-Situs (et/X) . erfullt.
e
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v

(iii)) Mit Hilfe der Cech-Kohomologie verwandelt sich der Beweis von 5.1.12 in eine
einfache Ubung (vgl. Milne, Aufgabe I11.3.17).

(iv) Alle Ergebnisse von SGA.VILS5 und insbesondere die Aussage 5.1.12 sind auch
fur den flachen Situs richtig (vgl. Grothendieck, A.: Le groupe de Brauer I,
Algébres d’Azumaya et interprétation diverses, II. Theorie cohomologique, III. -
Exemples complements, In: Dix Exposes sur la cohomologie des schemas,
North-Holland, Amsterdam 1968, Seite 172).

5.1.15 Zwei Spektral-Sequenzen
(i)  Leray-Spektral-Sequenz. Sei m: (C’/X’)E, — (C/X)E ein stetiger Situs-

Morphismus. Dann besteht eine Spektral-Sequenz
HP(Xg . R, F) => HPTA(XC
fur jede Garbe F’ auf X’E,.

(i1)  Seien statige Situs-Morphismen

E, ?F)

X?’ TE ’ X 2
E” e E’
gegeben. Dann besteht eine Spektral-Sequenz

(RPr,)o(RY97 ) F” => RPH(or’), F”
fur jede Garbe F” auf X”

JrX
éE

18
E” .
Beweis. Weil schwache Garben azyklisch sind fur die Funktoren F(XE ,7)und mw,
ergeben sich beide Spektral-Sequenzen auf Grund der nach folgenden Aussage als
Spezialfille der Spektral-Sequenz einer Funktor-Komposition (vgl. Grothendieck: Sur

quelques poinst..., Theorem 11.2.4.1).
QED.

5.1.16 Direkte Bilder schwacher Garben

Sei 7 X’E, — XE
Garben in schwache Garben.

ein schwacher Situs-Morphismus. Dann uberfuhrt s, schwache

v
Beweis. Der Beweis wird in nachfolgenden Abschnitt (unter Verwendung der Cech-
Kohomologie) angegeben (vgl. Milne, Folgerung I11.2.13 (a)).

QED.

Bemerkung

Falls der Funktor st* exakt ist, uberfuhrt s, injektive in injektive Objekte (nach Lemma

5.1.1.1(ii), so dall man in dieser Situation den Beweis von 5.1.15 nicht auf den
nachsten Abschnitt verschieben mu8.

5.1.17 Kanonische Auflosungen durch induzierte Garben auf dem Etal-
Situs

(i)  Der zahlentheoretische Fall. Sei G eine proendliche Gruppe, N eine abelsche
Gruppe und M G(N ) wie bisher der induzierte G-Modul. Ist

G := G(k /K)

mit einem Korper k (und dessen separabler AbschlieBung ks), so entspricht

'® Die Leray-Spektral-Sequenz ist im Fall der klassischen Topologie ein Spezialfall dieser letzteren
Spektral-Sequenz (namlich der Fall, daf3 XE ein einpunktiger topologischer Raum ist). Man konnte

deshalb auch diese Sequenz Leray-Spektral-Sequenz nennen.
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M;(N)
gerade dem direkten Bild u F der Garbe F zum Modul N beziiglich des

naturlichen Morphismus
u: Spec kS — Speck=: X

(nach 4.4.2 (v)). Wir sprechen deshalb von u F als von der induzierten Garbe.

Man beachte:
I. Jede Garbe auf X = Spec ks ist induziert, denn im Fall k = kS ist u,, der

identische Funktor.
2. Unter der Voraussetzung, dal Aussage 5.1.16 bewiesen ist, ist fur jede
Garbe F auf Spec kS die induzierte Garbe u,F eine schwache Garbe,

also azyklisch fur die Funktoren
r(X, 9,1, 7), ), Rz,
(nach Definition der Schwachheit fur die ersten drei, nach 5.1.10 fur den

letzten).
3. Jede Garbe F auf X = Spec k ist Teilgarbe einer induzierten Garbe (auf

Grund des kanonischen Morphismus F — u, u*F, welcher in der

vorliegenen Situation der naturlichen Einbettung N & M G(N)
entspricht).

Deshalb kann man im Fall X = Spec k die Funktoren
H'(X, ), H'(U, ), H'(?), R'x,

mit Hilfe von Auflosungen durch induzierte Garben berechnen. Die Aquivalenz
von Kategorien

S(Xe t) ~ G-mod
(vgl. 4.2.7) gestattet es uns, die obigen Aussage uiber Etal-Garben in die Sprache

der diskreten G-Moduln zu ubersetzen. Insbesondere kann man zur Berechnung
von

H(G, ?)
Auflosungen durch induzierte G-Moduln verwenden.

Ist MO ein G-Modul, welcher projektiv ist als abelsche Gruppe, so gilt dies auch

fur die Berechnung der abgeleiteten Funktoren von'’
HomG(M0 , 7)) und HomG(M0 , D).

Der alleemeine Fall.

1 Fur M0 = Z[G] gilt

also

Hom (M, . =Hom  _(Z[G], 00 = (90 = (95)C

ExtiG(MO, 9) = (Hi(G, 7)"C.

Fur MO = Z[G] (allgemeiner fur M0 endlich erzeugt) gilt nach 5.1.5 (iii)

Hom (M ,?2)=Hom (M _,?).
G 0 G 0

Damit ist die Aussage klar im Fall M0 frei, und damit auch fur direkte Summanden freier Moduln.
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Sei X ein Schema. Eine Garbe auf Xe ¢ heif3t induziert, wenn sie die Gestalt

[Tu, .F
xeX
hat, wobei u den natuirlichen Morphismus

u X — X, X := Spec K(X)S ,
bezeichne und FX irgendeine Garbe auf x (d.h. eine abelsche Gruppe). Wir setzen

X = \/X ex X (disjunkte Vereinigung).

Eine Garbe auf X’ ist im wesentlichen dasselbe wie eine Familie (Fx)x cx von

abelschen Gruppen FX , wobei man FX als konstante Garbe auf x betrachten
kann. Sei

u X' — X
der natiirliche Morphismus. Dann gilt

u*((Fx)XEX) = 11 ux*FX )
xeX
Damit ist jede induzierte Garbe schwach (weil auf X’e ¢ jede Garbe schwach ist

und direkte Bilder schwacher Garben schwach sind).
Wegen der Injektivitit des natiirlichen Morphismus®’
F — u u*F

kann man damit zur Berechnung der Kohomologie und der hoheren direkten
Bilder Auflosngen durch induzierte Garben verwenden.
Eine wichtige Tatsache besteht darin, daB3 jede Garbe F auf Xe ¢ eine kanonische

Auflosung durch induzierte Garben besitzt, welche auch Godement-Auflésung
hei3t und mit

C(F)
bezeichnet wird.
Letztere ist wie folgt induktiv definiert.

1. @ =uurF

Sei 8=€F: Fo CO(F) der natirliche Morphismus F — u, u*F.
2. clp = ADKoker ).

Sei dO: CO(F) —_— CI(F) der naturliche Morphismus

0,... Koker(e) 0 1
CY'(F) — ~Koker e & CY(Koker €) = C*(F).

Man beachte, wegen der Injektivitat des zweiten Morphismus®' ist die Sequenz
€ 0 dO 1
F— C'(F) — C(F)
exakt.

* Dies ist im wesentlichen der Garben-Morphismus, bei dem jeder Schnitt auf die Familie seiner Keime
abgebildet wird.
! Der Kern dieses Morphimus #ndert sich nicht, wenn man die Injektion rechts weglaBt, d.h.

Ker(do) = Ker(Koker(g)) = Im(e) = F.
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3. C® = COKoker (d2).
Sei d1 L C1 1(F) — CI(F) der natuirliche Morphismus von (ii) mit

F’ = Koker (d1 3) anstelle von F
und
e Fo CO(F’) anstelle von ¢,

d.h. d"1 soll der natiirliche Morphismus

0 Koker(g”) 0
C'(F’) — ~Kokere’ & CY(Koker €’).

sein. Wie in (i1) ist wegen der Injektivitat des zweiten Morphismus die Sequenz

| -1

F - O 2 OKoker e7) (=22 CLFY)) (1)
exakt und nach Definition von Ci_l(F) und F’ gilt

cle = . @
Wir haben noch zu zeigen, es gilt

CYKokere”) =C\(F) 3)
(d.h. di'1 ist korrekt definiert) und die Sequenz

5 1 2 1 dl 1 .
C™=(F) —> C (F) — C(F) 4)

ist exakt (d.h. wir erhalten tatsachlich eine Auflosung).

Zum Beweis konnen wir annehmen, dafl diese Aussagen mit i-1 anstelle von i
richtig sind. Insbesondere konnen wir also annehmen, daf} die Sequenz
1 -3 -2

d
e Ss c2m S cl
exakt ist. Dann ist di"2 bis auf Isomorphie die Zusammensetzung von
= Koker(dl'3)

mit einer naturlichen Einbettung dieses Kokerns in Ci'l(F), d.h.
Gestsalt

d1 2 ist von der

a2 c2E) S B o ol 2 O,
Dabei kann man als Injektion F* <& CO(F’) den Morphismus & verwenden®.
Weil di™2 diese Gestalt hat, folgt

COKoker &) = CO(Koker(d!"2)) =2 Ci(F),
d.h. es gilt (3). Wir ersetzen in der exakten Sequenz (1) den Morphismus €’ durch
dessen Zusammensetzung €’co = d2 mit der Surjektion o und erhalten die
exakte Sequenz (4).

Man beachte, die Godement-Auflosung
0 — F — C*(F)

22 nach Definition von Cl(?) in (ii).
» Nach Definition von di"2 (d.h. nach Definition von a1 mit i-1 anstelle von i) ist das Bild von a2

gerade das Bild von €’.

2 nach Definition von C'(F).
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ist funktoriel in F.

5.1.18 Aufgabe

Sei X ein Jacobson-Schema, d.h. die abgeschlossenen Punkte jeder abgeschlossenen
Teilmenge von X sollen dicht in dieser Menge liegen (siche EGA 1.6.4 fur Beispiele).
Dann ist es naturlicher, die induzierten Garben auf X als die Garben der Gestalt

F= [] SX*FX
i€

zu definieren, wobei xY die Menge der abgeschlossenen Punkte von X bezeichne (vgl.
Bemerkung 4.3.12 (ii)). Dabei sei

u X = Spec K(X)S — X

wie bisher der naturliche Morphismus. Fur jeden Punkt x € X9 bezeichne
iX: x = Spec K(x) — X

die naturliche Einbettung.Man zeige, eine Garbe F auf X ist genau dann im eben
definierten neuen Sinne induziert, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

%
(1) F= ] &( oy F
ieX
%
(i1) i, F ist induziert im Sinne der Definition von 5.1.17 (i1) fur jeden
abgeschlossenen Punkt von X.

Als nachstes wollen wir den Zusammenhang zwischen den lokalen und den globalen
Ext- bzw. Ext-Funktoren untersuchen.

5.1.19 Die lokal-globale Spektral-Sequenz

Seien X ein Schema und XE ein Situs. Fur beliebige Garben F’ und F” auf XE besteht

dann eine Spektral-Sequenz
HP(X . ExtI(F, F)) => ExtPYI(F", F),

welche lokal-globale Spektral-Sequenz heif3t.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der nachfolgenden Aussage.
QED.

5.1.20 Der Funktor Hom(F’, F”) fur F” injektiv

Seien X ein Schema, XE ein Situs und F’ und F” Garben auf XE mit F” injektiv. Dann

ist Hom(F’, F”) eine schwache Garbe.
v
Beweis. Wir werden diese Aussage spater mit Hilfe der Cech-Kohomologie beweisen
(vgl. auch Milne, Folgerung II1.2.13(c)).
QED.

5.1.21 Ext als Garbe zu einer Pragarbe von globalen Ext-Funktoren

Seien X ein Schema, XE ein Situs und F’ und F’ Garben auf XE . Dann ist

ExtP(F", F”)
die zur folgenden Pragarbe assoziierte Garbe.

p b 29
Up ExtS(UE)(F IU, F IU)
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Beweis. Zum Beweis reicht es zu zeigen, in beiden Féllen definieren die Funktor-
Folgen einen universellen d-Funktor iiber demselben Funktor des Grades 0. Das ergibt
sich aber gerade aus den folgenden Aussagen.

1. Die beiden Garben stimmen iiberein im Fall p = 0.

Das ist der Fall auf Grund der Definition von Hom(F’, F”).

2. Beide Garben sind 0, falls F” injektiv und p > 0 ist.

Fur die lokalen Ext-Funktoren gilt dies nach Definition. Weil mit F” auch F”|

ist (nach Lemma 5.1.8.1) gilt

U injektiv

p 2 29
Exts(UE)(F IU’ F IU) =0,
d.h. die Pragarbe der globalen Ext-Funktoren ist 0. Dann ist dies aber auch fur die

zugehorige Garbe der Fall.

3. Fur beide Funktor-Familie gehort zu jeder kurzen exakten Garben-Sequenz eine
lange exakte Sequenz beziiglich des zweiten Arguments (die in funktorieller Weise von
dieser kuzen exakten Sequenz abhingt).

Fur die Familie der lokalen Ext-Funktoren ist dies nach Definition der Fall. Im Fall der
globalen Ext-Funktoren hat man zu jeder kurzen exakten Sequenz von Garben fur jedes
U eine kurze exakte Sequenz der auf U eingeschriankten Garben und damit eine lange
exakte Sequenz der globalen Ext-Gruppen. Diese langen exakten Sequenzen setzen sich
zu einer langen exakten Pragarben-Sequenz zusammen. Durch Ubergang zu den
assoziierten Garben erhdlt man die gesuchte lange exakte Garben-Sequenz (weil der

Funktor a: S(XE) — P(XE) exakt ist).

QED.

Bemerkung

Analog zum obigen Beweis ergibt sich aus 5.1.4 (i), dal zu jeder kurzen exakten
Garben-Sequenz

0—wF —F—F —0

von Garben auf XE auch eine eine lange exakte Garben-Sequenz

. — Ext\(F, F) — Ext(F, F ) — Ext* 1, F ) — Exd* (B, F ) — .

bezuiglich der ersten Argumente gehort.

5.1.22 Kohomologie mit Trager in einem abgeschlossenen Teilschema

Seien X ein Schema, Z C X ein abgeschlossenes Teilschema, U := X - Z und

1
ZQX(JJU

die naturlichen Einbettungen. Weiter sei F eine Garbe auf Xet' Dann ist
i,i'F
die grofite Teilgarbe von F, welche trivial ist aulerhalb von Z (vgl. die Standard-
Funktoren und ihre Eigenschaften 4.5.4, 4.5.7, 4.5.8). Die Gruppe
(X, i,i'F) = [(Z, i'F) = Ker(F(X) —s F(U))
heift Gruppe der Schnitte von F mit Tréiger in Z. Der Funktor
S(X) —s Ab, U b I'(X, i,i'F),

ist linksexakt (als Zusammensetzung linksexakter Funktoren, vgl. 4.5.8 (ii)). Seine
rechtsabgeleiteten Funktoren werden mit

!
» vgl. die Definition von i’ in 4.5.7.
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HY (X, F)
bezeichnet und heilen Kohomologie-Gruppen von X mit Tréager in Z und Koeffizienten
in F.
Bemerkung
Diese Funktoren sind kontravarient in (X, U). Topologen schreiben gewohnlich

HP(X, U, F) anstelle von H%(X, F).

5.1.23 Die lange Kohomologie-Sequenz zu einer abgeschlossenen
Einbettung

Seien X ein Schema, Z C X ein abgeschlossenes Teilschema, U :=X -Z,

i
ZC—>X<J—7U

die naturlichen Einbettungen und F eine Garbe auf Xet' Dann hat man eine lange
Kohomologie-Sequenz

0
0 — Hy(X, F) — HOX, F) — HYU, F) — ..

. — HP(X, F) — HP(U, F) — HDY' (X, F) — HPHI (X, F) — ..

Beweis.Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 —jj*F—F—i,i*F—0.
von 4.5.6. Ist speziell F die konstante Garbe Z schreiben wir diese Sequenz als
0— ZU — 7 — ZZ —0
mit
ZU =] | J*Z und

Z, =i

Insbesondere liefert diese kurze exakte Sequenz die lange Kohomologie-Sequenz
s BxP(Z, F) — ExP(Z, F) — ExPT (2, F) — ExPH 2, F) — .
[ [ [ [
p p p+l1 p+1
HY (X, F) HY (U, FIU) H, (X, F) HF" (X, F)

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal} die vertikalen Gleichheitszeichen
gelten, d.h. daB} dies die gesuchte lange Kohomologie-Sequenz ist.

Wegen Hom(Z, F) = I'(X, F) ist
ExtP(Z, F) = HP(X, F).

Weil j, linksadjungiert ist zu j* gilt

,F) = Hom . - (Z, j*F),

Homg v\(Zy S(U)
d.h. Extp(ZU, F) ist der p-te rechtsabgeleitete Funktor zum Funktor
S(Xet) — Ab, F » Hom

d.h. es ist
p = HP
Ext (ZU, F) = H¥Y (U, FIU).

suy% "B =T(U, Fi),

Weil i, linksadjungiert ist zu i gilt
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ey ey B N 0
HomS(X)(ZZ ,F) = HomS(Z)(Z, i'F) =T(Z,i'F) =I(X, i,i'F) = H,(X, F),
d.h. es ist
ExP(Z, F) = Hy (X, F).
QED.
Bemerkung

Die obigen Konstruktionen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf den Fall von lokal
abgeschlossenen Einbettungen verallgemeinern. Das sind Kompositionen

16 U4 X

mit einer abgeschlossen Einbettung Z < U und einer offenen Einbettung U & X (fur

den Fall des Zariski-Situs vgl. Grothendieck, A.: Local cohomology, Lecture Notes in
Math. 41 (1967). Man erhilt dann zum Beispiel fur jedes Tripel

XJQUDV

mit U und V offen in X eine exakte Sequenz*’

1 1
.. — HY (X, F) — HY (X, F) — H{ (U, Fly) — HY (X ) — .

Im Fall V = & ist dies gerade die Sequenz von 5.1.23.

5.1.24 Ausschneidung
Seien Z & X und Z7 & X abgeschlossene Teilschemata und
X — X

ein Etal-Morphismus mit der Eigenschaft, dafl die Einschrankung auf Z’ ein
Isomorphismus

—~

J'I?lZ,: 7 —7
ist und auBBerdem
X -7)C X-Z

gilt. Dann gilt
HY(X, F) = HY.(X", v*F)
fur jede Garbe F auf Xe ¢ und jedes p = 0.

Beweis. Auf der linken Seite steht ein universeller 0 Funktor bezuglich F.

Weil m etal ist, ist der Funktor t* exakt, d.h. rechts steht ein 0-Funktor bezuiglich F.
Auferdem uberfuhrt nach Lemma 5.1.8.1 der Funktor 7t* injektive in injektive
Objekte.”” Damit ist der Funktor rechts ausloschend®® fur jedes p > 0. Insbesondere ist
der rechte 9-Funktor ebenfalls universell.*’

Es reicht also, Behauptung fur den Fall p = 0 zu beweisen.

?® Man fixiere abgeschlossene Teilschemata X - U und X - V und betrachte U - V als offenes Teilschema
von X - V.
" Da ein exakter linksadjungierter Funktor ™, existiert.

% Englisch ‘effaceable’, efface heit ausloschen, streichen, verwischen: fir jedes Objekt A gibt es einen
Monomorphismus u: A — M, der vom Funktor in den Null-Morphismus uiberfuhrt wird. Man nehme

zum Beispiel eine Einbettung von A in ein injektives Objekt.
¥ vgl. Grothendieck, A.: Sur quelques points d’algebre homologique, Proposition 11.2.2.1.
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Betrachten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen™
0—> H%(X’F) — I'X,F) — TI'(UJF) (U:=X-Z)

l l l

0—s H%,(X’,FIX,) — ['(X’,Fly.,) — T(U"F (U”:=X"-7")

U
Sei y ein Element aus dem Kern der linken vertikalen Abbildung. Betrachten wir y als
Element von I'(X, F). Dann gilt
YIU =0und yIX, =0.
Nach Voraussetzung liegt jeder Punkt von X-U =Z im Bild von &, d.h.
X=X, U — X}

ist eine Uberdeckung von X. Deshalb muf} y = O sein. Wir haben gezeigt, der linke
vertikale Morphismus ist injektiv.

Sei jetzt y‘e H%,(X’, FIX,).Betrachten wir den Schnitt als Element von I'(X”, FIX,).

Wegen y‘IU, = 0 stimmen die Schnitte

vy ‘e I'(X, FIX,) und 0 € I'(U, F)

tiberein auf X’XX U= n'l(U) = n'l(X—Z) C’' X’ -7’ =U’. Es gibt also einen Schnitt

y€ I'X, F) mitylg,, =y’ und yl. . = 0. Damit liegt y sogar in H%(X, F), d.h. ¥’ hat ein

X’ U
Urbild in HOZ(X, F). Wir haben gezeigt der linke verikale Homomorphismus ist

surjektiv.
QED.

5.1.25 Kohomologie mit Trager in einem abgeschlossenen Punkt

Sei z ein abgeschlossener Punkt des Schemas X. Dann bestehen fur jede Garbe F auf
Xet Isomorphismen

p = P
HZ(X, F) — HZ (Spec OX,Z’ F).

Beweis. Fur jede Etal-Umgebung (Y, y) des Punktes z, die einen Isomorphismus

K(z) —> K(y)
der Restekorper induziert und deren Faser uiber z nur aus y besteht, gibt es nach 5.1.24
einen Isomorphismus

HY(X, F) = Hly)(Y, F).
Durch Ubergang zum Limes erhalten wir
lim HI;(Y F) = HP(M v, F) = HP(Spec Oy P
(Y,y)

(vgl. 5.1.12).
QED.

* Die vertikalen Morphismen seien gerade die Garben-Restriktionen zum Etal-Morphismus X’ —X
bzw. U" — U.

3! Ein Element x € n'l(X-Z) kann nicht in Z’ liegen, da es sich dann in Z abbilden wiirde statt ins
Komplent von Z.
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5.1.26 Kohomologie mit kompakten Trager
Seien X eine Varietit’” und F eine Garbe auf Xe ¢ Die Gruppe der auf X definierten

Schnitte von F mit kompakten Tréger ist definiert als die Vereinigung
FC(X, F) := U Ker(I'(X, F) — ['(X-Z, F),

wobei Z & X die eigentlichen Teilschemata von X durchléuft.

Der Funktor F |->FC(X, F) ist linksexakt. Es widre deshalb naheliegend, die

Kohomologie mit kompakten Trager als die rechtsabgeleiteten Funktoren dieses
Funktors zu definieren. Dieser Funktor ist jedoch nicht besonders interessant. Ist zum
Beispiel X eine affine Varietat, so sind die einzigen eigentlichen Teilvarietiten die
abgeschlossenen Punkte, d.h. es ist

0
FC(X, F) = @XEXO HX(X, F)
und damit

RPT (X, F)= @ HP (X, F).

XEXO

Statt dessen nehmen wir an, da} eine offene Einbettung
PXoX
von X in eine eigentliche Varietit X existiert™, und definieren
HP(X, F) := HP(X, j,F).

Bemerkungen
(1)  Wir erinnern daran, daf§ der Funktor j, exakt ist, aber moglicherweise injektive

Objekte nicht notwendig in injektive Objekte uiberfuhrt.

(i1))  Spéter werden wir zeigen (vgl. Milne VI.3.11), daf3 HIC)(X, F) fur Torsionsgarben
F nicht von der speziellen Wahl von X abhédngt und auflerden die Poincaré-
Dualitat gilt.

5.1.27 Erste Eigenschaften der Funktoren HIC)(X, F)

Mit den oben angegebenen Annahmen zu X, X und F gelten die folgenden Aussagen.
() HU(X.F)=T (X, P

32 d.h. ein reduziertes, irreduzibles und separiertes Schema endlichen Typs tiber einem (algebraisch
abgeschlossenen Korper k ?).
33 Wir konnen dann X durch die AbschlieBung des Bildes von j ersetzen, also annehmen, dafl X in X
dicht liegt. Der allgemeinere Fall ware derjenige, daf X eine in X dicht liegende Teilmenge ist, wobei
die naturliche Einbettung

X & X
ein Morphismus ist. Da jeder Morphismus endlichen Typs von noetherschen Schemata konstruktive
Teilmengen in konstruktive Teilmengen uiberfuhrt (vgl. Hartshorne, Ex. 11.3.19), ware dann X ein
konstruktive dicht liegende Teilmenge von X, d.h. endliche Vereinigung von Differenzen offener
Teilmengen (vgl. Hartshorne, Ex. I1.3.18) und damit die Vereinigung einer offenen dichten Teilmenge
mit lokal offenen Teilmengen von deren Komplement.
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(i1)) Die Funktoren HE(X, ?) bilden einen d-Funktor, d.h. zu jeder kurzen exakten

Garben-Sequenz gehort eine lange exakte Kohomologie-Sequenz, die in
funktorieller Weise von der kurzen exakten Garben-Sequenz abhéangt.

(iii) Fur jede eigentliche Teilvarietit Z & X gibt es einen natirlichen Morphismus von
d-Funktoren

HY(X, 7) — HE(X, ).
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die abgeschlossene Einbettung
i X-X X

und die kurze exakte Sequenz

0 —jJj*F—F — i 1*F—0.
von 4.5.6, wobei wir die Garbe F auf X durch das direkte Bild J, I einer Garbe F auf X
ersetzen:

0— " F—J,F —1,i%,F—0.

Nun ist die Einschrankung j*jﬂ;F von j F auf X gerade F, d.h. die Sequenz laBt sich in
der Gestalt

0 —jF—j,F—1i*,F—0.
schreiben. Damit erhalten wir

H(C)(X, F) = HO()_(, 1B (nach Definition von Hg)

= Ker(H'(X, j,F) — HO(X, i,i*j,F))
= Ker(HO(X, F)— HO()_( - X, 1%, F))

= Ker(I'(X, F) — I'(X - X, i*j,F))
= Ker(I'X, F) — h_m>_ [(Vx< X, j,.F)
V—X

wobei V. — X die Etal-Morphismen durchliuft, deren Bild die Teilmenge X - X
enthalten.

X-X— V

II letal
_ i
X-Xo X

Man beachte, der direkte Limes rechts ist nach 4.3.3 gerade die Gruppe der Schnitte der
Pragarbe ipj , I uber X - X. Weil F eine Garbe ist, bleibt der Kern unverandert, wenn

man zur assoziierten Garbe i*j F ubergeht (vgl. 4.4.1). Weil das Bild von VX)—( X ganz
in X liegt, kann man noch j F durch F ersetzen.

H(C)(X, F) = Ker(I'X, F) — ]j_m>_ I'(Vxz X, F))

v—x X
Damit ist*®

** wegen der kurzen exakten Sequenz (1).
% Ein Element, hat genau dann das Bild Null im Limes, wenn dieses Bild in einem I‘(VX)—( X, F) durch

die Null representiert wird.
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HS(X, F) =J Ker(I'X, F) — F(VX)—( X, F)).
Sel jetzt s € FC(X, F). Dann ist s € I'(X, F) ein Schnitt mit
SI)_(—Z =0
fur ein eigentliches Teilschema Z < X. Mit
Vi=X-27,
d.h.
VX>—(X=VﬂX=()_(—Z)ﬂX=X—Z,
ist dann auch
0=sl =gl ,
X-Z VX)—(X
d.h.
0
s E HC(X, F).
Sei jetzt umgekehrt s ein Element von HS(X, F). Dann gilt s € I'(X, F) und
sly,., =0 (D)
VXXX
fur ein Etal-Schema V —» X, dessen Bild das Teilschema X - X enthilt. Bezeichne
V’

das Bild von V in X. Dann ist
X-XCVCX
und V” ist offen in X. Insbesondere ist
Z=X-VCX-X-X)=X

abgeschlossen in X und X, also mit der reduzierten Schema-Struktur ein eigentliches
Teilschema von X mit

X-2=X-X-V)=V' N X.

Aus dem Etal-Morphismus V —» V' & X erhilt man durch Basiswechsel X & X
einen Etal-Morphismus

VX)—(X —» V’X)—( X =VNXS X,
wobei die Surjektion links eine Uberdeckung definiert. Mit (1) ist damit auch
sIX_Z = SIV’ﬂX =0,
also s € FC(X, F).
Zu (ii). Die Fortsetzung j, durch Null ist ein exakter Funktor (vgl. die Eigenschaften der
Standard-Funktoren 4.5.8). Damit definieren die Funktoren
HY(X, F) := HP(X, j,F)

einen d0-Funktor.
Zu (iii). Aus (i) und der Definition

FC(X, )= UZ eigentlich in X Ker(I'(X, F) — I'(X, X-Z)
(vgl. 5.1.26) erhalten wir fur jedes Z einen natuirlichen Morphismus
H%(X, F) — HS(X, F).
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Weil die Funktoren H%(X, F) als abgeleitete Funktoren einen universellen 9-Funktor

bilden, ergibt sich die Behauptung auf (ii).
QED.

5.1.28 Die lange Kohomologie-Sequenz der ch) Zu einer

abgeschlossenen Einbettung
Sei Z ein abgeschlossenes Teilvarietat der Varietat X und seien

I’ X-Z266Xundi:ZS6 X
die naturlichen Einbettungen. Fur jede Garbe F auf Xet bekommt dann die kurze exakte

Sequenz von 4.5.6 die Gestalt
0—j (FIX-Z)—F—1i(FIZ)— 0mit FIZ := i"*F.

Die zugehorige lange Kohomologie-Sequenz der Hg hat die Gestalt
..— HY(X-Z,F) —» HXX.F) — HXZ Fiz) — ..
Beweis. Weil die HE(X, ?7) einen d-Funktor bilden, erhalten wir eine exakte Sequenz
- — HY(X, }7 (FI X - 2)) — HE(XF) — HE(X, 17,(F12)) — ...
Nach Definition der HL(X, ?) ist
HE(X,J"!(FI X - 7)) = HP(X, j!j’!(FI X -7))
=HP(X, (o), (FI X - 2))

=H (X - Z, F).
Man beachte,

I -
X-Z6Xo X
ist eine offene Einbettung.
Zum Beweis der Behauptung haben wir noch zu zeigen, es gilt
HY(X, 1", (F1Z)) =HL(Z, FIZ).

Dazu fixieren wir ein kommutatives Diagramm
b

i
7 — X

b

Z—))_(

mit einer eigentlichen Varitit Z, wobei die vertikalen Morphismen offene Einbettungen
und die horizontalen Einbettungen abgeschlossene Einbettungen seien. Fur Z kann man

die AbschlieBung von Z in X nehmen und fir T und i die naturlichen Einbettungen.
Auf Grund des Beweises von 5.1.27 (i) haben wir eine kurze exakte Sequenz
0—jF—j,F—i,i%,F—0.

fur Garben F auf Xe ¢ bezuiglich der natiirlichen Einbettungen
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j — _ i _
XS XundX-Xo X
AuBerdem ist auf Grund dieeses Beweises fiir f:U —s X etal:

HO(U,j’F) ={s€I(,]F) IslU-Z" =0 fur ein eigentliches Z’ cCur O
Eigentlich haben wir diese Identitat nur fur Etal-Schemata U uber X bewiesen. Wenn
jedoch der Tréager jedes Schnitts s der Garbe F in Z liegt, gilt sie fur beliebige Etal-
Morphismen f. Um dies einzusehen, zerlegen wir den Etal-Morphismus f:

U—» f(U) & X
Durch den Basiswechsel X & X erhalten wir

UxgX —» fU)xeX = 1(U) NXoX

und damit Etal-Uberdeckungen
{U—» f(U) } und {UxxX —» f(U), £(U) -Z & £(U) 3

Die erste Uberdeckung liefert fur beliebige Garben F einen Isomorphismus

F(f(U)) — F(U)
und die zweite fur Garben F, deren Schnitte einen Trager haben, der ganz in Z liegt,
einen Isomorphismus

F(f(U)) — F(UxgX),
Nun faktorisiert sich UX>—<X —» f(U) uber U, d.h. die Garben-Restriktion

F(U) 5 F(UxgX)

ist ebenfalls ein Isomorphismus. Ist F eine Garbe, deren Schnitte einen Tréager ganz in Z
haben, so gilt dasselbe fur die Garbern j,F und j, F. Die Schnittmengen auf den beiden

Seiten von (1) dndern sich also nicht, wenn man U durch UX>—<X esetzt.
Nun haben die Schnitte der Garbe 1’ (FIZ) offensichtlich einen Tréager, der ganz in Z
liegt. Deshalb gilt (1) mit i’ (FIZ) anstelle von F:

HO(U,j' " (FZ2))={seI, j,i(FIZ))IslU-Z" =0 fur ein eigentliches Z’ C U}
={seI'(U, T*T*(FIZ)) | slU-Z’ = 0 fur ein eigentliches Z” C U}
={s ET(U, T ,(FIZ)) IsIU-Z" =0 fur ein eigentliches Z' C U}

Dabei entstehe U —» Z aus U —s X durch Basiswechsel bezuglich i:Z ¢ X.
U X

U Z
Betrachten wir jetzt den Spezielfall

X:=2X=21=1d1=1dj=7

% Das Bild des ersten Morphismus ist f(U) () X. Wegen Z C X , also f(U) - X C f(U) - Z, liegen alle
uibrigen Punkte im Bild des zweiten.
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Wir erhalten dann bezuiglich der Einbettungen

T_  _ i_
2 72undZ-2S7
die Identitat
HOT, T, (FIz))={s €U, T (Fi2)) | slU- Z’ = 0 fur ein eigentliches 2" C U}.
Mit anderen Worten, es gilt fur jeden Etal-Morpismus U — X

HOU, 7,7, Fz) = 10U, j, i (FIZ)),
d.h.
i UL(FZ2) =17, (FIZ))
Damit gilt
p . = ..,
Ho (X, 7, (F12)) = HP(X, j i ,(F12))

=HP(X, 7,7 ,(F12))
=HP(Z,§ (F12))

=HM(Z. FZ).
QED.

5.1.29 Die Spektral-Sequenz zu einer Kette von abgeschlossenen
Teilvarietaten.

Eine absteigende Folge
X=X02X12...2Xr=®
von abgeschlossenen Teilschemata definiert eine Spektral-Sequenz
Pq _ P4 _- yPtd
E;"=H_, (Xp—Xp+1 JF)=>H, (X,F)
Fur jede Garbe F auf Xe ¢
Beweis. Wir bezeichnen mit
1 :X & Xundj : X -X
LAY viv v+

1L>Xv

die natirlichen abgeschlossenen bzw. offenen Einbettungen. Wir setzen
k

F =i F.
v v
und benutzen die direkten Bild-Funktoren um fur jedes v die Kategorie S((Xv)e t) mit
einer Teilkategorie von S(Xet) zu identifizieren. Die F\/ werden so zu Garben auf X.
Die exakte Sequenz
0 —jj*F—F—i,i*F—0.
von 4.5.6 fuhrt dann fur jedes v zu exakten Sequenzen
0—=G)F X =Xy —F, —F,,,—0

die wir als Sequenzen von Garben auf X auffassen konnnen. Wir schreiben sie in der
Gestalt
0—>Fv—>Fv—>Fv+1—>0m1tFV::FVIXV-XW_1 (1)
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Insbesondere erhalten wir eine Folge von Epimorphismen
F* = FO —» F1 —_> .. —» Fr =0 )
von S(Xe t), die wir in der dualen Kategorie auch als Folge von Teilobjekten betrachten

konnen.
%
Fur jedes v bezeichne IV die Godement-Auflosung von Fv’

ES
0—F —1 3)
A% Vv

Die Epimorphismen von (2) induzieren Epimorphismen der Godement-Auflosungen®’
%k k Xk
F=Ig—»1 — ... —» 1. =0.
Durch Anwenden von

I(Xj, ?)

erhalten wir eine Folge von Surjektionen von Komplexen abelscher Gruppen.®® In der
dualen Kategorie

Ab°P = Ab
ist dies eine Folge von Teilkomplexen von
I(X.j,I*)

und definiert so auf I'(X,j,I*) die Struktur eines filtrierten Komplexes. Die zugehorige
Spektral-Sequenz’® hat die Gestalt
+q XL Xil. PHI(X, § I*
HPTA(Ker(N(X, j,1p) —» T(X,j L, ) => HPTAT(X, j,1%))

Man beachte, die Kerne links sind in der dualen Kategorie Kokerne, d.h. gerade die
Faktoren der entsprechenden Filtration.
Es gilt

S . < . +
HPH (X, j,1%) = HPHI(X, jB) = Hy (X, F).

7 Weil Garben-Surjektionen auf den Halmen Surjektionen induzieren.
* Weil die beteiligten Garben induziert (also direkte Produkte ihrer Halme) sind und sich dies beim
Anwenden von j | nicht 4ndert.

¥ Zu einem Komplex K mit nach oben und unten beschrinkter absteigender Filtration F = {Fp} 7
P

gehort eine Spektralsequenz
P = HPHAEP/FPH) = HO(K),

sieche zum Beispiel:
Spanier, E.H.: Algebraic topology, Chap. 9,$1 Th. 2
Weibel, C.A.: An introduction to homological algebra, Th. 5.5.1
oder auch meine Vorlesung von 2003 uiber gemischte Hodge-Strukturen, Abschnitt 2.6.
40 j' ist exakt und uberfuhrt induzierte in induzierte Garben (vgl. die Definition von j‘ in 4,5,7), d.h.

aus der induzierten Auflosung
0—F—>I*
erhalt man durch Anwenden von j‘ eine induzierte Auflosung

0 —)j|F—>j'I*.
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Zum Beweis der Behauptung relcht es zu zelgen
I p = Ker (I — 1
liefert eine induzierte Auflosung

p+1)

%k
0—F —I
p p

F’V: Weil namlich j, exakt ist, ist dann

F [II’
0—>J p—>], P

eine induziete Auflosung von j ’F,p’ also
p+q } _ub+tq,%

—_ %k
= HP*q( IX. )
k

= Hp+q( X, _] Ker (I — I 1)) ) (nach Definition von I’ )
=" HPH( (X, Ker (j,l _>j,1p+1)) )

=" HP*d(Ker(I"(X, j I ) >T(X,j 1 p+1))

Zeigen wir also,
* * *

I v = Ker (Iv — IV+1)

ist auf X eine induzierte Auflosung von F° =F | X - X . Der Komplex-
v v v v+1

* *
Morphismus IV — Iv+1

und besteht im wesentlichen aus Projektionen von Produkten von Halmen auf
Teilprodukte. Die kurze exakte Sequenz
*

ist ein Epimorphismus von Komplexen induzierter Garben,

* *
00— —I —I
v v v+1
%
ist deshalb eine zerfallende exakte Sequenz und I’V besteht aus induzierten Garben und

—0

k
ist exakt in allen positiven Graden. Mit anderen Worten I’V ist eine induzierte

Auflosung
0 b * 70 9 l ’2
0 —HT )—>I —-TI —I' — ..
Y Y Y Y
der Garbe
HOT ) = Ker(P — T
(T )=Ker® —T ).
Es reicht also zu zeigen, diese Garbe ist isomorph zu F’V. Zum Beweis betrachten wir

das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilten und Spalten.

4 j' ist exakt, kommutiert also mit Kernen.

“2 (X, ?) ist linksexakt kommutiert also mit Kernen.
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Koker(f v) —_— Koker(fv) — Koker(fw_l)

T T T
1

1 1
0— r —_— I — 1 —0
v Y v+1
Tf v va va+l
0 § 0 0
0— r —_— I —_— 1 —0
v Y v+1

o 1 1

Ker(f V) — Ker(fv) — Ker(fVH)

Das Schlangen-Lemma liefert eine exakte Sequenz

)
Ker(f V)—>Ker(fv)—>Ker(fV+1) — Koker(f V)—>K0ker(fv)—>Koker(fv+l)

Der horizontale Morphismus unten links des Diagramms ist monomorph (weil die
Morphismen o und f3 es sind), d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz

0 — Ker(f V)—>Ker(fv)—>Ker(fV+1).

Insbesondere ist

Ker(f’v) = Ker(Ker(fV)—>Ker(fV+1))
= Ker(FV — FV+1) (nach (3) ist Ker(fv) = Fv)
=F (nach (1))
v
% % %

Mit anderen Worten, I’V = Ker (Iv — Iv+1) ist eine induzierte Auflosung von F’V.
QED.

5.1.30 Aufgabe (weglassen ?)
Bezeichne A einen (noetherschen) Ring und gleichzeitig auch die durch A definierte

Garbe auf X
et
Upr HomX(U, AX).
Man beweise die folgenden Aussagen.

(i)  Fur jede injektive Garbe F von A-Moduln und jeden geometrischen Punkt x —s
X von X ist F; ein injektiver A-Modul.

(1)  Sei FO ein in x pseudo-koharente Garbe. Dann gilt

p _ Exth _
(iii)) Es gilt Extg(F, A) =0 fur p >0 und jede lokal freie Garbe F endlichen Rangs von
A-Moduln (d.h. fur jeden Punkt x € X soll es eine Umgebung U geben mit FIUz

A" mit einem endlichen r = r(U)). Dieselbe Aussage gilt, falls F pseudo-kohirent
in allen geometrischen Punkten des Schemas X und A als A-Modul injektiv ist

(Beispiel: A = Q/7Z).
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v
5.2 Cech-Kohomologie

v v
5.2.1 Cech-Komplex und Cech-Kohomologie einer Pragarbe bezuglich
einer Uberdeckung

Seien X ein Schema, XE ein Situs wie in 1.3.9 und

U= U, Ty
U=A{U, — X}

eine Uberdeckung vonn X_. Fur jedes (p+1)-Tupel

E
R . p+1
1 (10, . 1p) el

setzen wir

Weiter sel

).

Ej(l) = ( (10, ’lj-llj+1”"’ 1p

Die naturlichen Projektion
Ui — Ugj Q)
auf das Teilprodukt induziert dann fur jede Pragarbe P eine Restriktion

resi’j :P(U£j (i)) — P(Ui)’
%
die wir manchmal abkurzend auch einfach mit res. bezeichnen. Der Cech-Komplex der

Pragarbe P zur Uberdeckung U ist definiert als der Komplex

\Y \" \Y \"
C(U, P) := (CP(U, P) , dP: CP(U, P) —s CP*l(U, P))
mit den Objekten
\Y
P —
cPU,P):= ] PU)
iePt!

dessen Differentiale dP wie folgt definiert sind. Fiir

=(s.) = (s. ) .
i’jeptl 10,...,1p (10,...,1p)E

seids = ((ds)i)i P2 die Familie mit

\
p+1 ECPAU, P)

p+1 .
(ds)i =3 (-1) res

(8 )
. ij e
| 20 B
d.h. mit
p+1 .
@) =@y o =3 Dlres (s o)
0"l 1 0"lpel =0 0" 1 1 b

Bemerkungen



41

(i)  Inder tiblichen Weise*’ zeigt man
dP+logP = 0,
d.h. die obigen Konstruktionen fuhren tatsachlich zu einem Komplex.

v v v
(ii) Die Kohomologie des Cech-Komplexes C(U, P) heifit Cech-Kohomologie von P
bezuglich der Uberdeckung U und wird mit

\"
HP(U, P)
bezeichnet.

5.2.2 Verfeinerungen von Uberdeckungen und Komplex-Morphismen
Seien X ein Schema, X ein Situs wie in 1.3.9 und

E
U={U —>(pi X
=1 i }iEI
v=(v, G x

zwel Uberdeckungen von X
Abbildung

E Man sagt, V sei eine Verfeinerung von U, wenn es eine

T]l—I
mit der Eigenschaft gibt, daB3 sich fur jedes j € J der Morphismus 1pj uber cpr(].)
faktorisiert, d.h.

Nj
V. — U_.
P.=@_ .M : il
. - r . . . .
i) VN )
X
mit einem Morphismus
V.— U ..
L ()
Bemerkungen
(i) Die Abbildung T induziert zusammen mit der Familie n := {nj}j el fur jede
Pragarbe P auf XE und jedes p einen Homomorphismus
p Vv v
TP =T, CP(U, P) — CP(V, P), s b tPs.
Fur s = (s.). = (s. ). . sei dabei
e+l 10,...,1p 10,...,1p el

* Die Familie ds entsteht aus der Familie s, indem man fur jeden Multi-Index i € Ip+1 auf jede
mogliche Weise eine Koordinate streicht, die zugehorigen Schnitte der Familie s auf U, einschrankt und
i

die alternierende Summe bildet.

Die Familie dds entsteht entsprechend durch zweimaliges Streichen. Fur je zwei zu streichende Indizes
kann man erst den ersten und dann den zweiten Streichen oder man kann dies in umgekehrter
Reihenfolge tun. In beiden Fillen ist das Ergebnis dasselbe, nur die zugehdrigen Vorzeichen in den
alternierenden Summen sind unterschiedlich (weil der groBere zu streichende Index seine Position um 1
andert, wenn man den kleineren Index zuerst streicht). Die beiden Ergebnisse heben sich gegenseitig
weg, sodal} man insgesamt Null erhalt: dds = 0.
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P(s).) =(*Ps). ). .
_]Jer+1 _]O,...,_]p _]O,...,Jp el
die Familie mit
Pre) =
T™(s). :==res_ (s_,.).
)71 )
FurJ=(]0, ...,]p) sei dabei
MN.:=m. X.xn. :V.:=V. x_ . x V. —U . x_..x U . =U.
ey 1 g X Xy Wy X X TGy 0
das Faserprodukt der v). uber X und
Iy
res (s_.):P(U_.)— P(V.
nj( r(])) ( T(J)) ( J)
die zugehorige Garben-Restriktion, d.h.
p —
TH(s). . oi=res )(s .. R
yeees C XXM, T )T
Jor nJo an Ug)»70)

\"

&)

(i) Die Abbildungen P kommutieren mit den Differentialen d des Cech-

Komplexes**, induzieren also einen Komplex-Morphismus
x V v

v
und damit Homomorphismen der Cech-Kohomologie

\Y \Y \Y \Y
p(V,U,t,n) := HP(t) = HP(xm) : HP(U, P) — HP(V, P),

— )

L
5.2.3 Eindeutigkeit der Komplex-Morphismen rn bis auf Homotopie

Die in 5.2.2 konstruierten Komplex-Moprhismen
* 0V v

T =Ty CU, P) — C., P),

sind durch die Uberdeckungen U und V bis auf Homotopie eindeutig bestimmt. Die
v

induzierten Homomorphismen der Cech-Kohomoloige
p(V.Ut) = HP(@) = HP(zn) : HP(U, P) — HP(Y. P),
hangen also nicht von der speziellen Wahl der der T und m ab.
Beweis. Seien eine zweite Abbildung
T:]—1
mit zugehoriger Morphismen-Familie 1)’:= {n ,j }j a1 gegeben. Wir betrachten den
Homomorphismus

v v
welcher die Familie

# Streicht man in (1) auf der linken Seite einen Index j und auf der rechten Seite den zugehorigen
v

Faktor v, und den Index t(j ), so erhalt man wieder eine Identitat der Gestalt (1).
J v
v



43

\%
s=(s.) e cPw, p)

1 IEIP+1
abbildet auf die Familie

\"
KPs=(kPs)) ecPlv, p
JjeJP

kP =3 (D"
O 5 T2 s < par, o (Sf(jo) ----- USRS y

J J J.] J J
0 r-1 r °r r+1 p-1
Abkurzend wollten wir eine Identitit dieser Art auch in der folgenden Gestalt schreiben.
LA
(k¥s).:=» (-1)res , (s o en)
e M.m’.) ¢ (t(),T
i e o) e (1T ()
Man beachte, (nj n ’j ) ist der Morphismus
r r

(T]j n.):V. —U (1)

Xy U,
N ™Gy X T

mit den Koordinaten-Funktionen nj und n’j . Der Morphismus
r r

N. X.X1. xXM.n.)xn’. x.xn’. V. = —U . . ,
Jo Jr1 ) Jir Jp_l Joreed o1 t(]o),...,r(]r),t gr) ..... (]

.p_l)

bildet somit ein p-faches Faserprodukt in ein (p+1)-faches Faserprodukt ab. Die
Abbildungen kP gentigen den Identititen

dP1kP 4, PHGP — PP farp=0,1,2, ... )

Um das einzusehen, beachten wir zunachst, daf} in der definierenden Summe fur
1<P+1(ds)j
der Summand zu r = 0 entsteht durch Einschranken von
d N
®e (i) ()

entlang der Morphismen (1) (mit r = 0) wobei wir hier der Einfachheit halber die weniger interessanten

&)

Faktoren 7). weggelassen haben. Nun ist (3) nach Definition selbst eine Summme. Deren erster
Vv
Summand entsteht fur r = 0 aus®

durch Einschranken entlang der Projektion
U : X U e ﬁ U 9/ 4
i) X T T TG @

wobei wir hier erneut die weniger interessanten Faktoren, welche identische
Abbildungen sind, weggelassen haben. Die Zusammensetzung von (1) und (4) ist nun

gerade gleich n’j : Vj — U1: Gy Der entstehende Summand ist damit gerade gleich
ror r

P
T (s)j

45 einem Schnitt, der nur von t’, aber nicht von t abhéngt.
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Eine etwas genauere Analyse zeigt, da nur so die Summanden entstehen, in denen kein
r(jv) als Index vorkommt. Insbesondere kommen die Summanden der Gestalt t’p(s)j

nur in (kp"'ldps)j und nicht in (dp'lkp)j VOr.

Dieselbe Argumentation mit ausgetauschten Rollen von Tt und T’ zeigt, da die
Summanden rp(s)j nur in (dp'lkps)j und nicht in (kp"'ldps)j vorkommen (wobei sich
das Vorzeichen um den Faktor (_1)p+1(_1)p = (_1)2p+1 = -1 andert).

Alle anderen Summanden, fur die sowohl Indizes der Gestalt "c(jv) als auch der Gestalt
r’(jv) treten sowohl in dP~1kP als auch in kP*1dP auf, jedoch mit entgegengesetzen

Vorzeichen, so daf} sie sich in der Summe (2) wegheben.

v
Auf Grund von (2) induzieren die TP und ©'P auf der Cech-Kohomologie dieselben
Abbildungen.

QED.

v v
5.2.4 Cech-Komplex und Cech-Kohomologie einer Priagarbe
Seien X ein Schema, X, ein Situs wie in 1.3.9 und

E
U= x

={U; — Xhig
V={V Y X

8.
_ J
W_{W€_>X}€€L

Uberdeckungen von X_. Ist V eine Verfeinerung von U und W eine solche von V, so

E

%
ist W auch eine Verfeinerung von U, und nach 5.2.3 gilt fur die auf der Cech-

—_—

Kohomologie induzierten Homomorphismen

P(W,U) = p(W,V)op(V,U).
Wir konnen zum direkten Limes
v lim
HP(X ., P) := 5 HP(U, P)
E U
v
bezuglich aller Uberdeckungen U von X ubergehen, welcher Cech-Kohomologie der
Pragarbe P auf X heif3t.
Bemerkungen
(i) Wir sind es gewohnt, Limites iber halbgeordnete Mengen zu bilden. Der hier
betrachtete Limes ist nicht von dieser Art. Genauer, man mul} die angegebene
Konstruktion wie folgt leicht verandern, um einen Limes dieser Art zu erhalten.

(i) Aquivalenzklassen von Verfeinerungen. Schreiben wir V & U fur zwei

Uberdeckungen U und V von X, wenn V eine Verfeinerung von U ist. Dann
bilden die Uberdeckungen von X zusammen mit den Verfeinerungsrelationen V

& U als Morphismen eine Kategorie. Da je zwei Uberdeckungen
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(iv)
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U=u A x
U={U, — X}

V={V b X
eine gemeinsame Verfeinerung
U.x_,V _)“\Pj X
{ i X j }jEJ

besitzen, ist diese Kategorie sogar kofiltrierend.*® Die Menge der Uberdeckungen

von X ist allerdings beziiglich der Relation ‘&’ keine halbgeordnete Menge: die

Relation ist nicht anti-symmetrisch. Das kann man jedoch adndern, indem man
zwei Uberdeckungen als @aquivalent betrachtet, wenn sie Verfeinerungen
voneinander sind und den Limes bezuiglich dieser Aquivalenzklassen betrachtet.

v

Pragarbisierte Cech-Kohomologie. Seien U — X ein Morphismus von C/X und
P eine Garbe von (C/X)E. Dann kann man fur jede Uberdeckung U von U analog

wie oben die Gruppe

\Y \Y
HP(U/U, P) := HP(U, PI
definieren, und damit auch die Gruppe

\% hm \% \"%
HP(U, P) .= 5 HP(U/U, P) = HP(U, PI
U

U)

U)’
wobei der Limes uber die _fJberdeckungen U von U erstreckt wird. Diese

Kohomologien werden durch dieselben Komplexe wie bisher deffiniert, nur dafl

X durch U und P durch PIU zu ersetzen sind. Wir erhalten so einen

kontravarianten Fuinktor

\
(C/X) — Ab, U » HP(U, P),
d.h. eine Pragarbe auf (C/X)E. Diese Pragarbe bezeichnen wir mit

\Y \"
_H_p(XE, P) oder auch mit HP(P).

v
und sprechen von der pragarbisierten Cech-Kohomologie.

v

Cech-Kohomologie und assoziierte Garben. Indem wir jeden Schnitt der Pragarbe
P auf die Familie seiner Restriktionen bezuglich einer Uberdeckung abbilden und
dann zum Limes ubergehen, erhalten wir einen naturlichen Pragarben-
Morphismus

\"
P — HY(P). (1)

6 Eine Kategorie heif}t kofiltrierend, wenn sie nicht-leer und pseudokofiltrirend ist, und es auBerdem fiir
je zwei Objekte U und V Morphismen

W—UundW —YV

gibt. Die Kategorien heifit pseudokofiltrierend, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

%
(1) Fur je zwei Morphismen U, — V (i=1,2) gibt es zwei Morphismen W —1> U, mit @ oy,
i i i

unabhéngig von i.

(i) Giltin (i) U1 = U2, so kann man die 1, so wihlen, daf} 1p1 = lpz gilt (Man wahle die Diagonale).
i
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Der Kern dieses Morphismus ist gerade die Teilpragarbe

\"
P, = Ker(P — H(P))

von P, deren Schnitte gerade diejenigen der Garbe P sind, die auf irgendeiner

Uberdeckung gleich Null werden. Wir haben diese Pragarbe P0 beim Beweis der

Existenz der assoziierten Garbe aP verwendet (vgl. 4.3.9).

Die Pragarbe P ist genau dann separiert (genuigt dem ersten Garben-Axiom),
wenn der Morphismus (1) injektiv ist.Die Pragarbe

v
HO(P)

ist stets separiert, denn jeder Schnitt wird durch eine Familie von Schnitten von P

reprasentiert, wobei die 0-Schnitte gerade diejenigen sind, die reprasentierende

Familie durch lauter O-Schnitte von P besitzen.

Auf Grund der Konstruktion der assoziierten Garbe im Beweis von 4.3.9 ist*’

ety ety
aP =H"(Im(P — H"(P)) ). 2)
Wenn P separiert ist, so ist - wie eben bemerkt - P isomorph zu seinem Bild in der

0
Pragare H™(P), d.h. es ist
Y
aP = H_O(P) fur separierte Pragarben P. 3)

\% \"
Fiir Teilpraggarben Q C P gilt nach Definition HO(Q) C HO(P). Insbesondere

ist*®

\Y \Y
aP C HOHO(P)).

Vi,V
Umgekehrt ist jeder Schnitt s von H_O(LI_O(P)), durch eine Familie von Schnitten

v
von H_O(P) gegeben, die wiederum durch Familien von Schnitten von P gegeben
sind. Der Schnitt s ist damit lokal durch Schnitte aus dem Bild von (1) gegeben
und damit lokal durch Schnitte von aP. Weil aP eine Garbe ist, gilt also sogar

Vo Vo
aP = H"(H"(P)) fur beliebige Pragarben P 4)

v

Cech-Kohomologie und alternierende Koketten.

Aus der klassischen algebraischen Topologie wissen wir, da3 man zum Beispiel

die singulare Kohomologie mit Hilfe von alternierenden Koketten (anstelle der

geordneten Koketten) berechnen kann. Diese Konstruktion 1aft sich im Fall des

Zariski-Situs auf den Fall der Garben-Kohomologie ubertragen.*” Zu einer

Uberdeckung

U={Ulig

betrachtet man die endlichen Typel s := (iO y e s ip) mit iv €I und

U =U. N..NU. # @.
S lO lp

v
" Im Beweis von 4.3.9 verwenden wir die Bezeichnung P1 = P/PO anstelle von Im(P— HO(P)).

\ \%

# wegen Im(P —s HO(P)) C H(P) und (2)
¥ vgl. Serre, J.-P.: Faisceaux algebriques coherents, Annalas of Math. 61:2 (1955), 197-278
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Fur jedes feste p bilden diese die p-dimensionalen Simplexe eines Simplizial-
Komplexes K. Durch Streichen von Koordinaten erhédlt man gerade die Seiten des
Simplexes.
Die alternierenden Koketten von K mit Koeffizienten in einer Pragarbe P sind
dann gerade die Familien

(fs)S g Mit ’fS € P(US)

mit
() fs = 0 falls zwei Koordinaten von s gleich sind (entartets Simplex)

(b) fn s) = sign(a‘t)-fS

fur jede Permutation t der Koordinaten von s. Fur jedes Seite s’ von s hat man
Garben-Restriktionen

P(Us’) — P(US). 5)

Die alternierenden Koketten bilden dann einen Kettenkomplex, dessen

Differentiale mit Hilfe von alternierenden Summen dieser Restriktionen gebildet

werden.

Die Bedinungen (a) und (b) fuhren bei der Berechnung der Garben-Kohomologie
v

zu sehr viel kleineren Komplexen als die von uns definierten Cech-Komplexe.

Fur den algemeinen Fall von Grothendieck-Toplogien ist diese Konstruktion
jedoch nicht geeignet. Das sieht man zum Beispiel daran, daf§ der alternierende
Koketten-Komplex wegen (a) trivial ist, falls die Uberdeckung aus nur einer
Menge Ui besteht. Insbesondere ist dann auch die Kohomologie trivial.

Die Kohomologie bezuiglich einer Grothendieck-Topologie muf3 jedoch auch fur
einelementige Uberdeckungen nicht trivial sein. Das gilt insbesondere fur den
Etal-Situs und den flachen Situs (siche zum Beispiel die nachste Bemerkung).

v

(vi) Der affine Fall: Cech-Kohomologie und Amitsur-Kohomologie.

Sei X = Spec A ein affines Schema und U = { Spec B — Spec A } eine
%
einelementige Uberdeckung mit einer treuflachen A-Algebra B. Dann ist der Cech-

Komplex zur Uberdeckung U mit Koeffizieten in der Garbe (Gm gerade der
Komplex
0 — B* — (B®AB)* — (B®AB®AB>’< — ...
Die Differentiale sind dabei alternierende Summen’® von Abbildungen der Gestalt
b ®..®b B b ®..®¥1®..Qb
0 p "0 p

Die Vorschrift zur Berechnung von

v

P
HPWU. G )

is also vergleichsweise explizit.
Die Gruppen sind im allgemeinen nicht trivial. Amitsur hat zum Beispiel im Fall
einer endlichen Galois-Erweiterung
K/k
mit der Galois-Gruppe G gezeigt, dal

H2(G, K¥)

% Die auftretenden Gruppen sind multiplikation. Summen sind hier also in Wirklichkeit Produkte und
Differenze sind Quotienten.
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gerade die Brauer-Gruppe der zentralen einfachen k-Algebren A ist, welche uiber
K zerfallen (d.h. A®kK ist isomorph zu einer Matrizen-Algebra iiber K).'

Insbesondere ist
H2(Spec R, C*) =52 HX(G(C/R), C*) = Z27 # 0.5

v
5.2.5 Cech-Kohomologien als d-Funktoren

v
5.2.6 Cech-Kohomologie als abgeleitete Funktoren

v
5.2.7 Kriterum fur die Gleichheit von Cech-Kohomologie und
gewohnlicher Kohomologie

5.2.8 Der Fall einer endlichen Galois-Uberdeckung

v
5.2.9 Cech-Kohomologie-Spektralsequenzen fur die gewohnliche
Kohomologie

v
5.2.10 Garbisierte Cech-Kohomologie-Spektralsequenz

Index
eigentlicher, Satz uber, 21
—A— Bilder
direkte, hohere, 10
Auflosug
kanonische, durch induzierte Garben, 24 —C—
Auflosung
Godement-, 24 Cech-Kohomologie, 41
injektive, 12 pragarbisierte, 45
azyklische Resolvende Cech-Kohomologie einer Pragarbe, 44
bezuglich eines Funktors, 4 Cech-Komplex, 40
azyklisches Objekt
bekzuglich eines Funktors, 4 —D—
—B— Delta-Funktor, 11
direkte Bilder
Basiswechsel hohere, 10

! Amitsur, S.A.: Simple algebras and cohomology of groups of arbitrary fields, Trans. Math. Soc. 90
(1959), 73-112, Theorem 5.4 on page 96.

2 vgl. 5.1.5

R und die Hamiltonschen Quaternionen sind die einzigen zentralen einfachen

Algebren tiber R (und sind nicht isomorph).
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v

5.2 Cech-Kohomologie

v v
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