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Bezeichnungen

Ab Kategorie der abelschen Gruppen

Ab Henselisierung des lokalen Rings A, vgl. 2.4.8.

Ash strenge Henselisierung des lokalen Rings A, vgl. Bemerkung 2.4.15 (ii).

CatT die Kategorie einer Grothendieck-Topologie, vgl. 1.3.
CovT  die Klasse der Uberdeckungen einer Grothendieck-Topologie, vgl. 1.3.
CovT(X) die Menge der Uberdeckungen des Objekts X von Cat T bezuglich der

Topologie T.
DX Garbe der Weil-Divisoren auf dem Etal-Situs Xet ,vlg.4.4.7.
DiVX Garbe der Cariter-Divisoren auf dem Etal-Situs Xe . vlg. 4.4.7.

E/X die Kategorie der E-Schemata uiber dem Schema X, vgl. 1.3.9.
(E/X)E der kleine E-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9

Ens Kategorie der Mengen
FM die konstante Garbe zur abelschen Gruppe M auf dem Situs XE , vgl.
4.3.13(1).

FEt / X Kategorie der Schemata itber dem Schema X, welche endlich und etale sind
uber X, vg. 3.2.1.

(Ga die additive Gruppe, vgl. 4.1.2 (b).
Ga X die additive Gruppe uber dem Schema X, vgl. Bemerkung 4.2.4 (iii).
Gm die multiplikative Gruppe, vgl. 4.1.2 (c).

G-sets  Kategorie der G-Mengen uber der proendlichen Gruppe G, vgl. 4.2.7.

Hg Hilbert-Funktion des lokalen Rings A beziigliche dessen maximalen Ideals,

vgl. den Beweis des Lemmas zu Bemerkung 1.3.8 (iii).
K separabler Abschluf} des Korpers K.

S

LFT/X Kategorie der Schemata iiber dem Schema X, welche lokal endlichen Typs
uber X sind, vgl. 1.3.9

(LFT/X)E der grofe E-Situs auf X, vgl. 1.3.9.

Mg induzierter G-Modul bezuiglich der abgeschlossenen Untergruppe H C G der
proendlichen Gruppe G, vgl. 4.4.2 (v).

wM) minimale Anzahl der Erzeuger des Moduls M iiber einem lokalen Ring, vgl.
den Beweis des Lemmas zu Bemerkung 1.3.8 (iii).

sh _
O, — = OX < lokaler Ring des Schemas X im geometrischen Punkt x von x,

vgl. B;:merkung 2.4.15(viii).



sh
OX " strenge Henselisierung des lokalen Rings OX « des Schemas X im Bild x
des geometrischen Punkts x von X, vgl. Bemerkung 2.4.15(viii).
PM die konstante Pragarbe mit dem Wert M auf dem Situs XE ,vgl. 4.1.2 (a).
PIX, inverses Bild der Pragarbe P auf (C/X)E bezuglich eines stetigen
Morphismus m:X’—X im Fall C’/X’* = (C/X)/X’. vgl. Beispiel 4.3.4 (ii).
P; Halm der Pragarbe P auf Xet im geometrischen Punkt x —s X von X, vgl.

4.3.7.
T, (X, x) fundamentale Gruppe des zusammenhingenden Schemas X im

geometrischen Punkt x, vgl. 3.2.3.
T (X3 x)  analytischen fundamentale Gruppe der komplexen Mannigfaltigkeit X im

Punkt c, vgl. Bemerkung 3.2.4 (iii).

ntl (X, x) zahme fundamentale Gruppe des Schemas X im geometrischen Punkt x, vgl.

3.3.5.
np(P’) direktes Bild der Pragarbe P’ auf (C’/X’)E bezuglich des stetigen
vgl. Bemerkung 4.3.1(ii).

Morphismus m: X', — X

E E’
Sch Kategorie der lokal noetherschen Schemata, vgl. 1.3.8
ShT(C) Kategorie der Garben auf der Topologie oder Pratopologie T mit Werten in

der Kategorie mit Faserprodukten C, vgl.

ST der Keim des Schnittes s € P(U) einer Pragarbe P auf dem Schema X uiber
einer Etal-Umgebung U im geometrischen Punkt x —s U, vgl. Bemerkung
4.3.7(iii).

T(X) Kategorie der Tripel zu einer Zerlegung des Schemas X in ein

abgeschlossenes Teilschema und dessen Komplement, vgl. 4.5.1.
W(F) die Pragarbe auf XE zum OX—Modul F, vgl. 4.1.2 (d)

XE = (G/X)E der E-Situs der Schema-Kategorie C/X, vgl. 1.3.9.
X, der Etale-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9.

et
Xfl der flache Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9.
XZar der Zariski-Situs auf dem Schema X, vgl. 1.3.9

Wiederholung

W.1. Die grundlegenden Begriffe

Weil-Kohomologie.
Ziel dieser Vorlesungsreihe ist die Konstruktion einer Weil-Kohomologie, wie sie zum
Beweis der Weilschen Vermutungen benotigt wird.

Etal-Kohomologie.
Wie wir wissen, ist die gewohnliche Garben-Kohomologie keine solche Weil-

Kohomologie. Eine bekannte Konstruktion fir eine Weil-Kohomologie (die ¢-adische
Kohomologie) beruht auf der sogenannten Etal-Kohomologie.

Grothendieck-Topologien.



Die Konstruktion der Etal-Kohomologie basiert auf der Verallgemeinerung des Begriffs
des topologischen Raums: anstelle des gewohnlichen Topopologie-Begriffs hat man
sogenannte Grothendieck-Topologien zu betrachten.

Aquivalent zum Begriff des topologischen Raums ist dessen zugehorige Kategorie:
anstelle der offenen Teilmengen U eines topologischen Raums X betrachtet man deren
natiirliche Einbettungen
Us X

in den Raum. Die Verallgemeinerung besteht nun darin, dal man anstelle dieser
Einbettungen gewisse Morphismen

U—X
einer vorgegebenen Kategorie mit fest gewahlten Ziel X betrachtet.

Uberdeckungen.

Ein topologischer Raum ist gegeben, wenn man dessen offene Mengen kennt.
Aquivalent kann man auch fur jede seiner offenen Mengen, deren offene
Uberdeckungen angeben. Entsprechend definiert man eine Grothendieck-Topologie
indem man fur jedes Objekt X der gegebenen Kategorie Familien

{Uoc - X}OLEI

von Morphismen mit dem Ziel X festlegt, welche man Uberdeckungen von X nennt.
Diese Art der Definition einer Grothendieck-Topologie hat den Vorteil, da} auf diese
Weise der Garbenbegriff besonders einfach eingefuhrt werden kann: die Etal-
Kohomologie ist eine Garben-Kohomologie, jeder Garbe auf einer Grothendieck-
Topologie soll eine Kohomologie-Gruppe zugeordnet werden.

Siebe.
Den Axiomen, welche den Begriff des topologischen Raums definieren, entsprechen
dabei gewissen Bedingungen, die wir an die Uberdeckungen unserer Kategorie stellen

miissen. Dem Durchschnitt U U’ zweier offener Mengen
U, U CX

eines topologischen Raums X entspricht dabei das Faserprodukt

UXXU

der zugehorigen naturlichen Einbettungen U & X und U’S&GX. Die naheliegendste

Definiiton des Begriffs der Grothendieck-Topologie benutzt deshalb den Begriff des
Faserprodukts und ist damit zuniachst auf dem Fall von Kategorien mit endlichen
Faserprodukten beschrénkt.

Diese Einschrankung 146t sich umgehen, indem man anstelle von beliebigen
Uberdeckungen sogenannte Siebe betrachtet. Im Fall der gewohnlichen Topologie
bedeutet das, man betrachtet nur Uberdeckungen

U= UOLEI Uoc
mit der Eigenschaft, daB fur jedes o€l und jede offene Teilmenge V C Ua’ auch V
zur Familie der U(x gehort. Im Fall einer belieben Grothendieck-Topologie betrachtet
man nur Uberdeckungen

{Uoc — X}ocEI
mit der Eigenschaft, daB fur jedes Ua’ — X und jeden Morphismus V — Ua’ auch

die Komposition



V—)Ua,—>X

zur Familie der Ua — X gehort.

Definition der Pratopologie (vgl. 1.3.1).

Eine Grothendieck-Pratopologie T besteht aus einer Kategorie

CatT
und einer Menge
CovT
von Familien
Pi
{U,— U} (1)

von Morphismen von Cat T mit festem Ziel, welche Uberdeckungen heillen, wobei fur
jede Uberdeckung das Ziel der Morphismen dasselbe ist und die folgenden
Bedingungen erfullt sind.

(i) Fur jeden Isomorphismus ¢: V — U von Cat T gilt {¢} € Cov(T).
.. . (2 @i s S
i) Mit{U.—U}. € Cov(T)und {V.. 4 U.}. . € Cov(T) fur jedes i€l ist
1 1€l 1j 1 jel ;
auch die Familie {Vij — U} der Zusammensetzungen P, ° cpji JELjEe] ; eine
Uberdeckung von T.
(P-
(iii) Ist {Ui —1> U}i o1 eine Uberdeckung von T und y: V — U ein Morphismus

von Cat T, so existieren die Faserprodukte UiX V—

V}iEI
Definition des Sieb-Begriffs (vgl. Bemerkung 1.3.2 (iv))

V und die Familie {UiX

U U

ist eine Uberdeckung von T.

Seien C eine Kategorie und S = {Ui LU }i a1 eine Familie von Morphismen von C

mit demselben Ziel U. Die Familie S heiflit Sieb (iber U), wenn fur jeden Morphismus

cpn
Ui —4 Uvon S und jeden Morphismus V — Ui von C auch die Zusammensetzung V

— U zu S gehort.

Definition der Topologie (vgl. 1.3.3).

Sei C eine (kleine) Kategorie. Eine Grothendieck-Topologie T auf C besteht aus einer
Klasse von Sieben

J(U)
fur jedes Objekt U von C, welche uiberdeckende Siebe von T heillen, wobei die
folgenden Bedingungen erfullt sind.
(i) Fur jedes Objekt U von C gehort das maximale Sieb,

{¢p € Mor(C) | ¢ hat das Ziel U},

zu J(U).'

! Seien X ein topologischer Raum (aufgefaft als Kategorie) und U eine offene Menge von X. Dieses
Axiom reflektiert gerade die Tatsache, daf U selbst eine Uberdeckung von sich selbst ist.



(i)

(iii)

Fiur jedes iberdeckende Sieb R € J(U) und jeden Morphismus f: V— U von C
ist das Sieb
a f
f*R) ={a: W — VIW —>V —5UER}
tiberdeckend: f*(R) € J(V).?
Seien S ein Sieb tiber U und R € J(U) ein iberdeckendes Sieb. Es gelte
f*(S) € J(V) fur jeden Morphismus f:V — U von R.
Dann ist auch S ein iberdeckendes Sieb, S € J(U).?

Eine kleine Kategorie, die mit einer Grothendieck-Topologie versehen ist, heiflt Situs.

Bemerkungen

(i) Die Definition des Begriffs der Garbe auf einer Pratopologie ist im wesentlichen
dieselbe wie im klassischen Fall (vgl. 1.3.2).

(i) Der Begriff der Garbe ist auch im Fall von Grothendieck-Topologien
wohldefiniert (vgl. Schubert: Kategorien, die Definitionen 11.20.2.6 und
I1.20.4.5), ist aber komplizierter und weniger suggestiv.

(iii) Jede Pratopologie definiert eine Grothendieck-Topologie* mit derselben Garben-

Theorie (und damit derselben Garben-Kohomologie). Genauer: jede Familie:

¢
R= {UOL4 X}OLEI
von Morphismen einer Kategorie C mit festem Ziel X definiert ein Sieb S(R),
welches gerade aus allen Morphismen V — U von C besteht, die sich uber ein
P faktorisieren. Dieses Sieb S(R) heiit das von R erzeugte Sieb. Sei jetzt die

Kategorie C mit einer Pritopologie T versehen. Fur jedes Objekt X von C
bezeichne

JT(X) ={S(R)IR € CovT(X)}
die Klasse der Siebe von C uiber X die von den Elementen von COVT(X), d.h.

den Uberdeckungen von X bezuglich T erzeugt werden. Weiter sei
J(X)
die Klasse der Siebe von C uber X, die ein Sieb von JT(X) also Teilfamilie

enthalten.” Man iberpriift sofort (Schubert: Kategorien 11.20.5.3(a)), daB die
J(X) eine Topologie von C definieren. Diese Topologie heif3it die durch T erzeugte

Topologie von C.

2 Sei {U} eine offene Uberdeckung der offenen Menge U eines topologischen Raums und V C U eine
i

offene Teilmenge. Diese Axiom reflektiert die Tatsache, daB dannt {U (T)V} eine offene Uberdeckung
i

von V ist.
? Seien {X } eine Uberdeckung von U und {U } eine offene Uberdeckung von U. Fir jedes i sei
] i

{X.U}.
i

eine offene Uberdeckung von U.. Dann ist {X } auch eine offene Uberdeckung von U. Das Axiom
1 ]

reflektiert die Tatsache, daf jede Vereinigung offener Menge offen ist.

* indem man in der Familie der Uberdeckungen alle Nicht-Siebe weglaBt.

> d.h. die minimalen Elemente von J(X) bezuiglich der Teilfamilien-Relation sind gerade die Elemente
von JT(X).



Ein Funktur F: C — Ens ist genau dann eine Garbe dieser Topologie, wenn das
Diagramm

FX) — J] F(Ua) = HF(UOLXXU[S)
a&l a,pEI

exakt ist fur jede Uberdeckung R = {Ua(pﬁ X}OLEI beziglich T (Schubert:

Kataegorien 11.20.5.3(b)). “Exakt” hei3t dabei, dal die linke Abbildung gerade
der Differenzkern der beiden rechten Abbildungen ist. (vgl. Schubert: Kategorien
I1.20.5.3). Mit anderen Worten, die (mengenwertigen) Garben bezuglich der von
T erzeugten Topologie sind gerde die Garben bezuiglich T.

(iv) Im Fall von Kategorien mit Faserpordukt wird jede Topologie durch eine
Pratopologie erzeugt. Man betrachte die Teilfamilien der Elemente von J(X) mit
der Eigenschaft, da die erzeugten Siebe in J(X) liegen. Diese Sieb-Erzeuger
definieren eine Pratopologie, welche die gegebene Topologie erzeugt.

(v)  Verschiedene Pratopologien konnen dieselbe Grothendieck-Topologie definieren.
Da sie zur selben Garben-Theorie und zur selben Garben-Kohomologie fuhren,
sind sie fur unsere Zwecke nicht wesentlich verschieden. Es kommt also nicht so
sehr auf die Pratopologien als vielmehr auf die zugehorigen Topologien an. Wir
werden trotzdem - wann immer moglich - die Sprache der Pratopologien
verwenden, da diese anschaulicher ist und die jeweiligen Konstruktionen weniger
technisch sind.

Beweis von (iv). Sei C eine kleine Kategorie mit Faserprodukten und J eine Topologie

von C. Fur jedes Objekt X von C bezeichne Cov(X) die Menge der Famlien {an)#

X} von Moprhismen von C mit dem Ziel X, welche ein Sieb von J(X) erzeugen.

acl
Wir haben zu zeigen, die Mengen Cov(X) sind fur jedes X die Uberdeckungen von X

bezuiglich einer Pratopologie.
1. Schritt: Pratopologie-Axiom (i) ist erfullt (Jede offene Menge tiberdeckt sich selbst).

Fur jedes Objekt X von C erzeugt die Familie {Y — X3}, deren einziges Element ein

Isomorphismus ist, gerade das maximale Sieb iiber X, welches nach 1.3.3 (i) in J(X)
liegt, d.h.

{Y —= X}
liegt in Cov(X). Damit genuigt Cov(X) der Bedingung (i) von 1.3.1.

2. Schritt: Pratopologie-Axiom (iii) ist erfullt (Basiswechsel uberfuhrt Uberdeckungen
in Uberdeckungen).
Seien R := {Ui ﬂ) U}i o1 € Cov(U) und ¢: V— U ein Morphismus von C. Mit
anderen Worten, es gelte

S(R) € J(U),
d.h. die Familie der Morphismen von C, die sich iber ein P, faktorisieren bilden eine
uberdeckendes Sieb von U.
Nach 1.3.3 (ii) gilt dann P*(S(R)) € J(V), d.h. die Familie der Morphismen & von C,
deren Zusammensetzung von 1 sich uiber ein ? faktorisieren, bilden ein uiberdeckendes
Siebvon V,



W s v
3l Jw
Uiﬁ)U

Morphismen & mit dieser Eigenschaft sind aber gerade auch die Moprhismen, welche
sich uber eine der Projektionen

UiXUV —V

faktorisieren. Mit anderen Worten y*(S(R)) wird erzeugt von der Familie
{UiXUV — V},

dh. SEUX,V — V}) = p*(S(R) EJ(V), dh.
{Ux;V—> V} € Cov(V).

Wir haben gezeigt, das Axiom (iii) fur Pratopologien ist erfullt.
3. Schritt: Pratopologie-Axiom (ii) ist erfullt.
Seien R :={U i U}._ . €Cov(U)undR. :={V ﬂ U.} € Cov(U.) fur jedes
T T Y e AT i'jer, il
1€l . Mit anderen Worten, es soll gelten
S(R) € J(U) und S(Ri) C J(Ui) fur jedesi € L.

Sei S die Familie aller Morphismen V. — U von C, die sich uber eine
Zusammensetzung der Gestalt ®,° cpji miti €1, j € Ji faktorisieren. Offensichtlich ist

S ein Sieb von C uiber U. Wir haben zu zeigen,

S € J(U).
Zum Beweis dieser Aussage konnen wir die Ri durch die durch sie erzeugten Siebe

ersetzen, d.h. wir konnen annehmen, die Ri sind selbst schon Siebe,
Ri = S(Ri) € J(Ui) fur jedes i € L.

Die Familie S besteht dann aus Morphismen der Gestalt cpi, ° cpj,i, miti’ €, €] -
e . . . N2t 6
Nach 1.3.3 (iii) reicht es zu zeigen, fur jeden Morphismus Ui — U von R gilt

cp;k (S) € J(U)).

* *
Nach Definition von ¢; besteht ¢, (S) aus den Morphismen & von X, deren

Zusammensetzung mit cpi die Gestalt cpi, ° (pj’i’ miti’ €, €] ; hat,

% Eigenslich muBten wir diese Aussage fur jeden Morphismus von S(R) beweisen. Da aber S(R) auch
ein Sieb-Erzeuger (fur das Sieb S(R)) ist, kann man sich auf Morphismen von R beschranken.



W — & U
I lcpi
(p-"’ .
Voo Lu, iy

Das Diagramm ist trivialerweise kommutativ fur g = cpji ,’=1undj =j,d.h.es gilt
k
R, =SR,) C ; (S).
Nach Voraussetzung gilt Ri = S(Ri) el (Ui)' Dann gilt aber auch

%
9 (S) €I(U)
(vgl. Schubert: Kategorien, Satz 11.20.1.7).

QED.
W.2. Beispiele fur (Pra-)Topologien
In 1.3.3 haben wir die folgenden Topologien eingefuhrt.

Die diskrete Topologie J d einer kleinen Kategorie C ist definiert durch
J d(U) := Menge aller Siebe uiber U.

Die triviale Topologie J ) einer kleinen Kategorie C ist definiert durch
Jt(U) := { maximales Sieb uiber U }

Durch Bildung von Durchschnitten bzw. Vereinigungen erhélt man aus einer Familie
von Topologien eine neue Topologie, das Infimun bzw. Supremum dieser Familie.

Zu jeder Familie von Sieben gibt es eine kleinste Topologie, fur welche alle diese Siebe
uberdeckende Siebe sind. Sie heit} die von dieser Familie erzeugte Topologie.

Fur jede Kategorie ist eine kanonische Topologie definiert, deren (mengenwertige)
Garben gerade die darstellbaren Funktoren sind (vgl. 1.3.4).

Die meisten von uns betrachteten Pratopologien sind Pratopologien von Kategorien von
Schemata und entstehen auf die folgende Weise (vgl. 1.3.9).

Wir fixieren eine Klasse E von Morphismen von Schemata , deren Elemente E-
Morphismen heiflen sollen und die folgenden Bedingungen gentigen.

(El) Jeder Isomorphismus von Schemata ist ein E-Morphismus.

(E2) Die Komposition von zwei E-Morphismen ist ein E-Morphismus.

(ES) Jeder Morphismus, der aus einem E-Morphismus durch Basiswechsel entsteht, ist
ein E-Morphismus.

Beispiele fur solche Klassen sind die folgenden.

(a) E := (Zar) ist die Klasse aller offenen Einbettungen.

(b) E := (ét) ist die Klasse aller Etale-Morphismen endlichen Typs.
(©) E := (fl) ist die Klasse aller flachen Morphismen lokal endlichen Typs.



In jedem dieser Beispiele sind alle E-Morphismen offen und jede offene Einbettung ist
ein E-Morphismus. Dies ist auch der Fall fur fast alle bekannten Beispiele. Die E-
Morphismen spielen die Rolle, die die offenen Teilmengen in der gewoOhnlichen
Topologie spielen.

Seien jetzt ein Basis-Schema

X,

eine Klasse

E

die den Bedingungen (El) - (E3) gentigt und eine volle Teilkategorie

C/X C Sch/X

der Kategorie der Schemata uiber X fest vorgegeben. Wir nehmen weiter an:

1.  C/X besitzt Faser-Produkte.

2. Fur jeden Morphismus Y — X von C/X und jeden E-Morphismus U—Y ist
die Komposition U — X ein Morphismus von C/X.

Bemerkungen

(1) Jede Klasse E, welchen den Bedingungen EI—E2 genuigt ist die Morphismen-
Klasse einer Kategorie, welche wir ebenfalls mit E bekzeichnen.

(i) Bedingung 2 ist dquivalent zu E & Mor(C) (wegen der Existenz der identischen
Morphismen).

(iii) Alle E-Morphismen mit dem Ziel X sind damit Struktur-Morphismen der Objekte
von € / X. Die kleinste in Frage kommende Kategorie dieser Art hat damit
ausschlieBlich Objekte, deren Struktur-Morphismen E-Morphismen sind. Diese
Kategorie wird mit

E/X
bezeichnet.
(iv) FEine E-Uberdeckung eines Objekts Y von C/X ist definiert als eine Familie
U i Y
U= g
von E-Morphismen mit
Y =Uig 9,(U):
Die Klasse aller solcher Uberdeckungen fur alle Objekte von C/X definiert eine
Pratopologie von C/X, welche E-Pratopolgie von C/X heifit, und damit auch eine
Topologie, welche E-Topologie von €/X heifit. Die Kategorie C/X zusammen mit
dieser Topologie heifit E-Situs von €¢/X und wird mit
XE = (G/X)E
bezeichnet.
(v) Ist Cdie kleinste in Frage kommende Kategorie, also gleich E, so spricht man von

einem kleinen Situs. Ist C die grofite in Frage kommende Kategorie, also gleich
der Teilkategorie LFT von Sch, deren Morphismen vom lokal endlichen Typ
sind, so spricht man von einem groBen Situs.
So heif3t

(E/X)E

kleiner E-Situs auf X. Falls E aus Morphismen lokal endlichen Typs besteht, so
heif3t
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(LFT/X)E

groBer E-Situs auf X.
Der Zariski-Situs auf X ist definiert als der kleine Situs

XZar = ((Zar)/X) (Zar)

Der Etale-Situs auf X ist definiert als der kleine Situs
Xé = ((ét)/X) @t

Der flache Situs auf X ist definiert als der grof3e Situs
Xfl = (LFT/X)(ﬂ)

(iv) Die Morphismen des Zariski-Situs und des Etale-Situs sind automatisch E-
Morphismen (vgl. 1.3.8 Bemerkung (iv)). Fur den flachen Situs ist diese
Aussage falsch. Man betrachte zum Beispiel das kommutative Diagramm von
naturlichen Homomorphismen

AX)YY] — AIXYI(Y)

N/

A
mit einem kommutativen Ring A mit 1 und Unbestimmten X und Y. Der
horizontale Homomorphismus ist naturlich nicht flach, wiahrend die beiden
anderen treuflach sind.

(1iv) Der Begriff des kleinen Situs steht dem Begriff des gewohnlichen topologischen
Raums mit seinen offenen Mengen nahe. So erhélt man aus dem Zariski-Situs die
gewohnliche Zariki-Topologie, wenn man je zwei offene Einbettungen mit
demselben Bild identifiziert. Ein groBer Situs ist eher vergleichbar mit der
Kategorie aller topologischen Raume uiber einem gegebenen topologischen Raum.

4. Garben-Theorie

4.1. Pragarben

4.1.1 Pragarben
Eine Pragarbe auf der Kategorie
XE = (C/X)E
ist per Definition ein kontravarianter Funktor
P: (C/x)? —s Ab.

Fur jedes Objekt U von C/X nennt man die Elemente von P(U) auch Schnitte von P
uber U.

Ein Morphismus von Pragarben ist per Definiton ein funktorieller Morphismus von
Préagarben.
Bemerkungen

(1) Die Pragarben auf X

eine Kategorie

B bilden zusammen mit den eben definierten Morphismen

P(XE) = P((C/X)E),

welche ihre grundlegenden Eigenschaften von der Kategorie Ab erbt.
Insbesondere ist P(XE) eine abelsche Kategorie mit den Eigenschaften’ AB5 und

Ab4*,

"Fur x € {1,2,3,4,5,6} fuhren wir die folgenden Bedingungen ein.
ABx* := Abx fur die duale Kategorie.
ABI1)
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(i) Ist U — U’ ein Morphismus von C, so existiert ein Restriktionsmorphismus
P(U’) — P(U),
welcher aber - anders als im Fall der klassischen Topologie - nicht eindeutig

bestimmt sein muf3, d.h. von U — U’ abhédngen kann.

(iii) Direkte Summen werden koordinatenweise gebildet:
(P®P’)(U) =PU) ® P’(U)
fur Pragarben P, P’.

(iv) Kerne und Kokerne von Pragarben-Morphismen f{:F—P’  werden
koordinatenweise gebildet:

(Ker )(U) = Ker f(U):P(U) — P’(U)
(Koker f)(U) = Koker f(U):P(U) — P’(U)

Analoge Aussage gelten fur direkte und inverse Limites.

4.1.2 Beispiele

(a) Konstante Prdgarben
Fur jede abelsche Gruppe M definieren wir die konstante Pragarbe P, , auf X_ durch

M E
PM(U) :=M fur jedes U
PM(Q) :=0 fur jedes U

PM(f) = 1M fur jedes f: U — U

Jeder Morphismus besitzt einen Kern und einen Kokern.

AB2)

Fur jeden Morphismus u ist der natiirlichen Morphismus Koim(u) — Im (u) ein Isomorphismus.
AB 3)

Jede Familie (Ai)iEI von Objekten und beliebiger Index-Menge besitzt eine direkte Summe.

AB 4)
Es gilt AB3 und jede direkte Summe von Monomorphismen ist ein Monomorphismus.

ABS)
Es gilt AB3) und fur aufsteigende Familie (A')'EI von Teilobjekten eines Objekts A und jedes
ii

Teilbojekt B von A gilt

(EAi)ﬂB= E(AIﬂB).

1€l 1€l
AB6)
Fur jedes Objekt A und jede Familie (Aj)'ej von aufsteigenden Familien (Ag)'EI von Teilobjekten von
J 1=l
J
A gilt
J J
AY) = Al
Nier (S AD S0 Ny A

i€l i €1 fur alle j€J
] J ]
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(b) Additive Gruppe

Die Pragarbe (Ga auf XE ist definiert durch

Ga(U) =I'(U, OU)
Ga(f:U—>U’) = (U, £, OU’ — f*OU) =I'(U’, OU,) — I'(U, OU).

(¢) Multiplikative Gruppe

Die Pragarbe Gm auf XE ist definiert durch

G, (U):=T(U, 0)*
G_(EU—U):= (U, . Oy — £,0)*= T(U", 0 )% —s T(U, O )*.

(d) Die Pragarbe W

Sei F eine Garbe von (‘)X—Moduln im Sinne der Zariski-Topologie von X. Die Pragarbe

W(F) ist dann definiert durch
WEFE)(U) :=I'(U, F®(‘) OU) :=I['(U, £*F) fur jedes f:U — X
X

(d.h. W ist die Zusammensetzung des inversen Bildes mit dem Schnittfunktor).
Insbesondere ist

W(OX) = Ga
Sei jetzt X ein S-Schema mit dem Struktur-Morphismus ¢: X—S. Dann sollte man

. f. k
W(Qy o) U — X' T(U, Q)

nicht verwechseln mit dem Funktor U » I'(U, Q. _ ). Aus der fundamentalen exakte

u/S
Sequenz

ES
Qs — Lyps U/X

erhialt man durch Anwenden des Schnitt-Funktors I'(U, ?) einen Morphismus
— k
W(QX/S)(U) = I'(U, f QX/S) — I'(U, QU/S'

Diese Morphismen setzen sich zu einem Pragarben-Morphismus zusammen, welcher
aber im allgemeinen kein Isomorphismus ist.

— Q —0

4.1.3 Die Pragarbe W(Q ) im Fall des Etal-Situs

X/S
Seien X/S ein Schema lokal endlichen Typs tiber dem Schema S und U/X ein Etal-
Schema. Dann gilt

W(QX/S)(U) =I'(U, QU/S)'

Beweis. Weil der Struktur-Morphismus f: U — X ein Etal-Morphismus ist, gilt

QU X = 0. Aus der obigen fundamentalen exakten Sequenz erhalten wir somit eine

Surjektion
*k
f QX/S —» QU/S'
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dies ist sogar ein Isomorphismus.
Letztere Aussage ist lokaler Natur. Wir konnen deshalb annehmen, daf} alle beteiligten
Schemata affin sind,
S = Spec A, X = Spec B, U= Spec C
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mit einer Etal-Algebra C uiber B. Wir haben zu zeigen, die natiirliche Surjektion

CORpA — Ccia
ist ein Isomorphismus. Dieser Morphismus ist Bestandteil der fundamentalen exakten
Sequenz

COpp A = Coip — g —0

dessen linker Differential-Modul gleich Null ist (weil C etale ist uber B) und dessen
linker Homorphismus injektiv ist, falls C/B O-glatt ist (vgl. Matsumura, H.:
Commutative ring theory, Theorem 25.1). Die Bedingung der 0-Glattheit ist erfullt: dies
ist nur ein anderer Name fur formale Glattheit (siche 2.3.1). Man beachte, Etal-
Morphismen sind formal etale (vgl. 2.3.2), also erst recht formal glatt.
QED.

4.2. Garben

4.2.1 Garben

Eine Pragarbe F auf X_ heiflt Garbe, wenn fur jedes Objekt U von C/X und jede E-

E

cp-
Uberdeckung {Ui —1> U}i oI die folgenden Bedingungen erfullt sind.
S)

k
Ist s € F(U) ein Schnitt mit sIU = (8) = F(cpi)(s) =01in F(Ui) fur jedes i€l, so
i

gilt s = 0. Die Garbenrestriktion sl. . von s ist dabei bezuiglich des Morphismus @, zu

1

U

nehmen.
(S,)
Ist (si)i o1 €ine Familie von Schnitten s, € F(Ui) mit
s.| s.| in F(U.x
i i

Upegl; 10U

fur je zwei i,j € I, so existiert ein Schnitt s € F(U) mit sl

uYy

U.=S fur jedes i € 1. Die

i

beiden Garbenrestriktionen SiIU.X U und SjIU.X U sind dabei bezuglich der

1 U7j 1 U7j

beiden Projektionen des Faserprodukts UiXUUj zu nehmen.
Bemerkungen
(1)  Die beiden Bedingungen bedeuten gerade, daf fur jede E-Uberdeckung

U b U
U= Ulig

das Diagramm

S) F(U) — [TFU) =3 T FUpU)
i€l L,jEI
exakt ist, d.h. der linke Homomorphismus ist gerade der Differenzkern der beiden
rechten. Die beiden rechten Homomorphismen sind dabei durch die Projektionen

der Faserprodukte auf den ersten bzw. zweiten Faktor induziert.
(i) Eine Pragarbe P, welche der Bedinung (Sl) genuigt heilit separierte Pragarbe.
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(iii) Das leere Schema I besitzt die leere Uberdeckung als E-Uberdeckung, d.h. die

leere Familie von Morphismen ist eine E-Uberdeckung von &. Da das Produkt
abelscher Gruppen uiber der leeren Index-Menge die triviale abelsche Gruppe ist,
ergibt sich fur Garben und separierte Pragarben F, da3
F(J)=0

gilt. Wem diese Argumentation zu weit hergeholt erscheint, kann diese Bedingung
auch zu den Axiomen fur Garben bzw. separierte Pragarben hinzufugen.

(iv) Falls die Klasse E alle offenen Einbettungen enthalt, 14t sich jede offene
Uberdeckung

U=Uig Y;
als E-Uberdeckung auffassen. Jede Garbe im Sinne der E-Topologie ist auch eine
Garbe im gewohnlichen Sinne (d.h. im Sinne der Zariski-Topologie).
(v) Bedingung (S) fur gewoOhnliche offene Uberdeckungen ist dquivalent zu den

Garben-Axiomen.

(vi) Die Garben auf XE bilden zusamen mit den Pragarben-Morphismen eine

Kategorie

S(XE)
und damit eine volle Teilkategorie von P(XE). Die Kategorie erbt, wie wir sehen
werden, die meisten (wenn auch nicht alle) guten Eigenschaften von P(XE).

Zunichst betrachten wir zur Illustration Bedingung (S) fur einige nicht-klassische
Uberdeckungen.

4.2.2 Die Garben-Bedingung fur eine Galois-Uberdeckung
Seien Y — X eine Galois-Uberdeckung mit der Gruppe
G= {01, ,on}

und P eine Pragarbe auf dem Etal-Situs oder einem feineren Situs uber X, welche
disjunkte Vereinigungen von Schemata in direkte Produkte uiberfuhrt.
Dann operiert G (von links) auf P(Y), und das Diagramm (S) zur Uberdeckung

(Y—X) 1aBt sich in naturlicher Weise mit dem folgenden Diagramm identifizieren.

(1,...,1)
PX) —P(Y) —= P!
01,...,0n

Insbesondere geniigt P genau dann der Bedingung (S) fur {Y — X}, wenn der
Gruppen-Homomorphismus
P(X) — P(Y)

die Menge P(X) mit der Menge der G-invarianten Elemente von P(Y) identifiziert, d.h.
mit der Menge

P(Y)G :={a€P(Y) | o(a) = a fur jedes cEG}.

Beweis. Das Element 0EG operiert auf Y von rechts und definiert so einen
Morphismus von Schemata

o
Y—Y.
Durch Anwenden von P erhalten wir einen Gruppen-Homomorphismus

P(o)
P(Y) — P(Y).

Weil P kontravariant ist, erhalt man so eine Linksoperation von G auf P(Y).
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Auf Grund der Beschreibung von Galois-Uberlagerungen in 3.5.5 haben wir einen
Isomorphismus von Schemata

Vv Ygin Y.yEY (1. 0y).

oeG X
Aus dem Diagramm der beiden Projektionen
P1
YXXY:;Y
P2
erhalten wir durch Zusammensetzen mit diesem Isomorphismus das Diagramm
(1,...,1)
VOEG YO p o Y
1%,
wobei das Tupel (f 1,...,fn) den Morphismus bezeichne, der auf YO gleich fn ist.
n
Durch Anwenden von P erhalten wir das angegebene Diagramm und damit die
Behauptung.
QED.

4.2.3 Kriterium far Garben auf Xe ¢ und Xfl

Sei P eine Pragarbe auf dem Etal-Situs bzw. dem flachen Situs auf dem Schema X.

Dann ist P genau dann eine Garbe, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt

sind.

(1)  Fur jedes Schema U vom C/X ist die Einchrankung von P auf die offenen
Mengen von U eine Garbe im Sinne der Zariski-Topologie.

(i) Fur jede Uberdeckung {U’ — U} mit affinen Schemata U und U’ ist das
Diagramm

P(U) — P(U") = P(U™>,U7)
exakt.
Beweis. Die Notwendingkeit dieser Bedingungen ist offensichtlich. Zeigen wir, die
Bedingungen sind hinreichend.
Sei eine Uberdeckung
U b U 1

gegeben. Wir betrachten die disjunkte Vereinigung

U=Vig b

und die durch die ®; definierte einelementige Familie
{e:U" — U} (2)

1. Schritt. Die Diagramme (S) zu den Uberdeckungen (1) und (2) sind isomorph.
Auf Grund von (i) gilt

P(U’) =P(V._, U) =] P(U)
=
PUGUD =PV Uy Vigr Uy
=PV e VoY)
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= I P(UiXUUj)
NS
Das Diagramm (S) zu (2)
P(U) — P(U") = P(U"x,U")
hat also die Gestalt
PWU) — T1 PUY =3 [T PWU(U)
i€l NS

Eine etwas genauere Betrachtung der Morphismen dieses Diagramms zeigt, daf} es sich
gerade um das Diagramm (S) zur Familie (1) handelt.

Damit ist die Aussage des ersten Schritts bewiesen. Es reicht daher die Exaktheit des
Diagramms (S) fur einelementige Familien (2) zu beweisen.

2. Schritt. Das Diagramm (S) zur Familie (2) ist exakt.

Die Familie (1) und die Schemata Ui spielen im weiteren Beweis keine Rolle mehr. Wir
konnen deshalb die Bezeichnungen Ui anderweitig verwenden. Genauer, wir fixieren

eine Uberdeckung von U durch affine offene Teilschemata und nennen diese
Teilschemata Ui:

U= Ui - Ui , Ui affin und offen in U.

Weiter wihlen wir fur jedes i € I eine Uberdeckung von cp'l(Ui) durch affine offene
Teilschemata U’ij ,
'1 — ’ ’ . : )
@ (Ui) = Uj EJi U i U i affin und offen in U’.
Zu diesen Zerlegungen in affine offene Teilmengen erhalten wir ein kommutatives
Diagramm
P(U) — P(U’) — PU>,U")

l l l

MPU) — TP =3 11 IPU U
i€l ie1 J ierif (3)

W U

I1 P(UiﬂUj) S 111 PU ikmU jZ) = I P(vk,é ikmU jé)
ijel i jerke ijel
Man beachte, weil P nach Vorausetzung (i) eine klassische Garbe auf U ist, ist die linke

Spalte exakt. Weil P eine klassische Garbe auf U’ ist, ist auch die mittlere Spalte exakt.
Aus demselben Grund gilt auch

PVieVad W) = 1PZP(U’ikﬂU’ ;) fur belicbige i,jEl )
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Wir gehen zum Produkt [] uber und erhalten so die Gleichheit rechts unten im
i,jEI

Diagramm (3).

Zeigen wir als nachstes, die horizontale Abbildung links unten im Diagramm (3) ist

injektiv. Dazu betrachten wir die einelementige Familie

{ vkEJi,ZEJ. Ui MU — U N0

Wir wollen auf diese Voraussetzung (ii) anwenden. Dazu beachten wir, der einzige

Morphismus ist nach Konstruktion surjektiv und liegt in Xet bzw. X fr bildet also eine

Uberdeckung®. AuBerdem sind die Faserprodukte UiﬁUj = UiXUUj affin’. Dasselbe
gilt fur die Faserprodukte

Ui W= Uep Ui
Deren disjunkte Vereinigungen sind jedoch im allgemeinen nicht affin: sind die
beteiligten Index-Mengen unendlich, so ist die disjunkte Vereinigung nicht quasi-

kompakt, kann also auch nicht affin sein.
Falls die Familien Ji und Jj jedoch endlich sind, so ist die disjunkte Vereinigung

ebenfalls affin, d.h. nach Voraussetzung (ii) ist der Morphismus

: , @ : :

kEJi,ZEJj
als Teil eines exakten Diagramms injektiv. Ohne die Voraussezung der Endlichkeit
wissen wir zumindest, dafl die Bilder der U,ikmU,j ( in UimUj eine offene'

Uberdeckung des affinen, also quasi-kompakten Schemas UimUj bilden. Mit anderen
Worten, der Morphismus (5) wird injektiv, wenn wir die Mengen Ji und J. durch
geeignete endliche Teilmengen ersetzen. Beim erneuten VergroB3ern von J ; und J. bleibt

aber diese Injektivitat erhalten, d.h. (5) ist auch im allgemeinen Fall injektiv. Wir gehen

zum Produkt J] uber und erhalten so die Injektivitit des linken unteren Morphismus
NS

des Diagramms (3).

¥ Die Aussage gilt fur alle Pratopologien, fir welche alle Zariski-Uberdeckungten Uberdeckungen sind:
aus den einelementigen Uberdeckungen
V. U U.
v u,— J}
erhalt man durch Basiswechsel die einelementige Uberdeckkungd
VvV U, x U U.x U.
B It 1 e B

Wegen U’ x U =1 _x Ux U =0U"_x q)'l(U,) erhalt man aus der Uberdeckung von
ik U j ik U U j ik U’ J

¢ L(U) durch vV g U’ j¢ die Behauptung,
J
° Die offenen Teilmengen U, und U sind nach Voraussetzung affin. Fur die Affinitat des Durchschnitts
1 ]

benotigen wir die Separiertheit von U. Wir sollten deshalb entweder in die allgemeinen Vereinbarungen
von 1.3.8 oder in die Definitionen 1.3.9 des flachen und des Etal-Situs die Bedingung der Separiertheit
aller betrachteten Schemata aufnehmen.

1% weil alle beteiligten Morphismen flach sind.
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Die mittlere Zeile von (3) ist das Produkt tiber alle i € I von Diagrammen, in denen alle

Schemata affin und auf Grund des ersten Schritts von der Gestalt (1) sind. Da die
endliche disjunkte Vereinigung affiner Schemata affin ist, ist die mittlere Zeile exakt,
vorausgesetzt die Indexmengen J ; sind endlich. Dieselbe Argumentation wie oben zeigt,

daf} die mittlere Zeile von (3) auch fur moglicherweise unendliche Mengen J ; exakt ist.

Wegen der Exaktheit der mittleren Zeile und der linken Spalte ergibt sich die Injektivitat
des linken oberen horizontalen Homomorphismus

P(U) — P(U’).
Aus einer einfachen Diagramm-Jagt folgt weiter, dieser Homomorphismus ist gerade

der Differenzkern der beiden Homomorphismen rechts, d.h. die obere Zeile ist exakt.
QED.

4.2.4 Kriterium fur Garben der Gestalt W(F) auf X_. und Xe ¢

fl
Fur jede quasi-kohdrente Garbe F von OX-Moduln ist die Pragarbe W(F) eine Garbe

auf X i und Xet )

Beweis. Es reicht zu zeigen, die Pragarbe
P = W(F)
geniigt den beiden Bedingungen von 4.2.3.

1. Schritt. Bedingung (i) von 4.2.3 ist erfullt.

Sei f: U — X ein X-Schema von X, bzw. Xet' Wir haben zu zeigen, die

fl
Einschrankung von P auf die Kategorie der offenen Teilmengen von U ist eine Garbe.

Nach Definitin gilt
P(U) = I'(U, f*F).
Fur jedes offene Teilschema U’ C U ist damit
P(U’) = T'(U’, f*F),
d.h. die Einschrankung von P auf die Kategorie der offenen Teilmengen von U ist

gerade die Garbe f*F.
2. Schritt. Bedingung (i) von 4.2.3 ist erfullt.

Sei @:U’” — U ein Morphismus afffiner Schemata
U’ =Spec A’ und U = Spec A

der Kategorie X ; bzw. Xet' Wir haben zu zeigen, das Diagramm

fl
P(U) — P(U’) — P(U XUU )
d.h. das Diagramm
* S ES ’ >y kR
I'a, f*F) — I'(U’, £ F)jF(U XUU ,pi *F)
ist exakt. Dabei seien

v X v

N\

X

U—X,1:U—X

die Struktur-Morphismen von U bzw. U’ und

p;: U XUU — U
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die beiden Projektionen des Faser-Produkts.
Nach Voraussetzung ist F eine quasi-kohérente Garba auf X. Dann ist aber auch f*F
quasi-koharent auf U, d.h.

£+F = M mit einem A-Modul M,
Wegen {” = foq, ist weiter
f’*F = @*f*F = cp*i\7[ =M mitM’ = M®AA’.
und
p. AP = pi*M =NmitN=M® AAT® A,
Zum Beweis der Behauptung reicht es damit die Exaktheit des Diagramms
M—)M@AA :§M®A(A ®AA) (D
zu beweisen. Dieses Diagramm entsteht durch Anwenden des Funktors M® A aus dem
Diagramm
e
A—A é A®,A ?)
Dabei sei A — A’ der natiirlichen Homomorpjhismus und die Homomorphismen e,
sind gegeben durch
eO:A — A ®AA ,a' b 1®a’, bzw.
elz A’ —>A’®AA’, apa®l.
Wir beschranken uns hier auf den Beweis des Falls M = A, d.h. auf den Beweis der
Exaktheit des Diagramm (2) anstelle von (1). Der allgemeine Fall unterscheidet sich
vom hier behandelten nur um einen zusatzlichen Tensorfaktor keine wesentliche Rolle

spielt.
Die Exaktheit von (2) ist 4quivalent zur Exaktheit der Sequenz

eO—e 1
0—A—>A — A’®AA’
Die zu beweisende Aussage ergibt sich damit aus dem nachfolgenden dritten Schritt.

3. Schritt. Sei h: A — B ein treuflacher Homomorphismus. Dann ist die folgende

Sequenz exakt.
0 r-1

h d d
K:0—A—B—B®2_, _,g®_, g®C+th _, (3
Dabei sei
®r —
B = B@A...®AB (r mal)
r-1 SN
d = E (-1) e
i=0
ei(b0®"'®br—l) = b0®"'®bi—1®1®bi"'®br-l
(Allgemeiner ist sogar M® AK exakt).
Nach Definition ist

d%b) = 1®b - b®1,
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also d%h = 0. Entsprechend gilt''
dfedd-1 =,
Die Sequenz (3) ist somit ein Komplex. Es reicht zu zeigen, die Kohomologie dieses
Komplexes ist trivial.
Zum Beweis nehmen wir zunéchst an, da der Homomorphismus h eine Retraktion'?
ssB— A

besitzt. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, die identische Komplex-
Abbildung von (3) ist homotop zur Null-Abbildung."’ Sei

kr: B®(r+2) N B®(r+1)

die A-lineare Abbildung mit
kr(b0®"'®br+1) = S(bO)b1®"'®br+

E
Es reicht zu zeigen,
k od™l 4 dfok =Id firr=-1.
r+1 r
Es gilt:
r, _ ol
d kr(b0®"'®br+l) s(bo) d (b1®"'®br+l)
r+1 ;
= s(bo)- 2() (-1 b1®'"®bi®1®bi+l”'®br+1
und
r+1 2
kr+1°d (b0®"'®br+1) = kr"'l(z() (-1) b0®"'®bi—1®1®bi"'®br+1)
= s(l)-b0®...®bi_1®bi...®br+1

r+2

EIREY
+ s(bo) izl( 1) b1®"'®bi—1®1®bi"'®br+1

also
r, oq+1 _
d kr(b0®'"®br+l) + kr+1 d (b0®"'®br+1) = b0®"'®br+1
Damit ist die Behauptung im Fall, daf3 h einen Schnitt besitzt, bewiesen. Betrachten wir

den allgemeinen Fall.
Seien A’ eine A-Algebra und h’ der Homomorphismus

h’=A ®Ah:A =A ®AA—>A ®AB=:B
Es gilt
) Rr _ns (r-1) _ p> , ®(r-1)
A®AB —B®AB —B®A,(A®AB )
Induktiv bezuiglich r ergibt sich

11 dd—l
die alternierende Summen der so entstehenden Produkte. Die Zusammensetzung d1r°dd_1 fugt zweimal auf
alle mogliche Weisen den Tensorfaktor 1 hinzu. Die beiden Faktoren 1 lassen sich in zwei
verschiedenen Reihenfolgen hinzufiigen. Das Ergebnis ist jedesmal dasselbe, unterscheidet sich jedoch
im Vorzeichen, d.h. die beiden Ergebnisse addieren sich zu Null.

2 d.h. r ist ein Homomorphismus mit reh = Id. Im Buch von Milne ist von einem Schnitt die Rede.
Das ist in gewissen Malle akzeptabel, da der kontravariante Spec-Funktor Retraktionen in Schnitte
uberfuhrt.

¥ Auf der Kohomologie ist damit die identische Abbildung gleich der Null-Abbildung, d.h. die
Kohomologie ist trivial.

fugt an allen Stellen eines Tensorprodukts von Elementen den Tensorfaktor 1 hinzu und bildet
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A®,B®  =p@r

A
Damit hat der zu h’ gehorige Komplex K die Gestalt
K=A"® AK

Falls A’ treuflach uiber A ist, reicht es die Exaktheit von K’ zu beweisen. Zum Beweis
der Behauptung reicht es somit, eine treuflache A-Algebra A’ zu finden, fur welche h’
eine Retraktion besitzt. Weil B nach Voraussetzung treuflach uiber A ist, reicht es zu
zeigen, der Homomorphismus

h’:B®AA — B®AB’ b®a r» b®h(a) =ba ® 1
besitzt eine Retraktion
S: B®AB — B®AA.

Das ist aber tatsachlich der Fall: mit s(b&®b’) = bb’®1 gilt namlich
s(h’(b®a)) = s(ba®1) =ba*1®1 =ba®1 =b ® a.

QED.

Bemerkungen

(1)  Die eben konstruierte exakte Sequenz spielt eine wesentliche Rolle in der
Abstiegstheorie, vgl.

Milne, Etal-Kohomologie 1.2.19,

Murre, Chapter VII

Knus, M.A., Ojanguren, M.: Théorie de la descente et algébres d” Azumaya,
Lecture Notes in Math. 389, Springer, Heidelberg 1974).

Siehe auch die Theorie der strengen Morphismen 2.1.9 und Milne nach Theorem
2.16.

(i)  Als Spezielfall von 4.2.4 erhalten wir die Aussage, dal3 die Pragarbe Ga eine

Garbe auf dem flachen und dem Etal-Situs sind.
(1) Im klassischen Kontext bezeichnet Ga die additive Gruppe der affinen Geraden.

Dies ist in gewissem Sinne auch in unserem Kontext der Fall. Um das

einzusehen, betrachten wir fur jedes Schema X die affine Gerade uiber X oder
auch_additive Gruppe iber X,

Ga,X = XXSpec 7 Spec Z[T]
fur jedes Schema X. Fur jedes X-Schema U gilt dann

HomX(U, Ga,X) = HomSpec 7 (U, Spec Z[T))

= Hom(Z[T], T'(U, OU))

= F(U,OU )
= Ga(U)'

Das erste Gleichheitszeichen ergibt sich dabei aus der Universalitatseigenschaft
des Faserprodukts.
U

N\ ~

XXZSpec Z|T] — Spec Z[T]

| l |
X = X —  Z
Wir erhalten somit
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Ga(U) = HomX(U, Ga X) fur jedes X-Schema U.
(iv) Aus der letzten Identitat kann man direkt ableiten, dal3 Ga fur den flachen und den

Etal-Situs die Bedingung (b) von 4.2.3 erfullt, also eine Garbe ist (weil treufalche
Morphismen strenge Epimorphismen sind, vgl.2.1.9).
(v)  Analog zur Argumentation in (ii) zeigt man

Gm(U) = HomX(U, Gm,X)

mit
- -1
Gm,X = XXSpec 7 Spec Z[T,T™ ],
d.h. (Gm ist in unserem Kontext das Analogon der klassischen multiplikativen

Gruppe.
(vi) Wie in (iv) folgt, dafl Gm eine Garbe beziiglich des flachen und des Etal-Situs ist

(weil Z[T,T'l] treuflach uber 7Z, also Gm treuflach uber X ist, vgl. 2.1.9).

X
(vii) Ga und Gm sind Beispiele fur Garben, die sich mit Hilfe eines Gruppen-Schemas

definieren lassen. Ein X-Schema G heift kommutatives Gruppen-Schema iiber X,
wenn der durch G dargestellte Funktor (den wir ebenfalls mit G bezeichnen
wollen'*) mit einer Faktorisierung iiber Ab versehen ist'’,

Sch/X — Ab

G\ /f
Ens
Dabei sei f der Vergi3-Funktor.
(viii) Beispiel. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann besitzt

GX = \/GEG X0 mit X0 =X

die Struktur eines kommutativen Gruppen-Schemas, wobei die Multiplikation
Ox*x9x = 9x
gerade durch die naturlichen Isomorphismen
XGXXXr = XXXX =X
gegeben ist.

(ix) Gruppen-Schemata spielen fur uns hier deshalb eine besondere Rolle, weil wir
Garben also Funktoren mit Werten in Ab definiert haben (d.h. als abelsche
Garben). Viele Konstruktionen funktionieren tatsachlich auch fur Funktoren mit
Werten in Ens (mengenwertige Garben), wobei anstelle der darstellenden
Gruppen-Schemata gewohnliche Schemata treten.

4.2.5 Die Pragarbe zu einem Gruppen-Schema
Sei G ein kommutatives Gruppen-Schema tiber X. Dann ist die durch G gegebene
Pragarbe

Up HomX(U, G), (D)
eine Garbe auf dem flachen, dem Etal- und dem Zariski-Situs.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dieser Funktor gentigt den Bedingungen von 4.2.3.
1. Schritt. Bedingung (i) von 4.2.3 ist erfullt.

' Wir identifizieren die Kategorie der Schemata bezuglich der Yoneda-Einbettung mit einer Teilkategorie
der zugehorigen Funktor-Kategorie.
' d.h. G ist ein Gruppen-Objekt von Sch/X.
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Wir haben zu zeigen, (1) ist eine Garbe auf der Kategorie der offenen Mengen des X-
Schemas U. Sei eine offene Uberdeckung von U gegeben:

U=Ug Y
Das erste Garben-Axiom ist trivialerweise erfullt: zwei Morphismen auf U, die fur jedes
i € I dieselbe Einschriankung auf Ui haben, sind gleich.

Dasselbe gilt fur das zweite Garben-Axiom: eine Familie von Morphismen Ui — G,

die auf den gemeinsamen Teilen ihrer Definitonsbereich gleich sind, verheften sich zu

eimem global definierten Morphismus U — G.
2. Schritt. Bedingung (ii) von 4.2.3 ist erfullt.

Wir haben zu zeigen, fur jeden surjektiven Morphismus U’ — U des betrachteten
Situs mit U und U’ affin ist das Diagramm

Hom(U, G) — Hom(U’, G) —= Hom(U’XUU’, G)
exakt. Im flachen Situs, im Etal-Situs und im Zariski-Situr impliziert die Surjektivitat,

dal U’ — U treuflach, also ein strenger Epimorphismus ist (vgl. 2.1.9). Das

Diagramm ist also tatsachlich exakt.

QED.

(i)  Vereinbarung. Ist G ein kommutatives Gruppen-Schema tiber X (oder Spec Z),
werden wir mit G sowohl das Gruppen-Schema selbst als auch die durch G
definierte Garbe bezeichnen.

(i)) Das nachfolgende Beispiel ist besonders wichtig. Es zeigt, dal die Angabe einer
Etal-Garbe iiber dem Spektrum eines Korpers aquivalent ist zur Angabe eines
diskreten Moduls tiber der Galois-Gruppe der separablen AbschlieBung des
Moduls ist.

4.2.6 Beispiel
Sei K ein Korper. Wir betrachten den Etal-Situs Xet uber dem Schema
X := Spec K.
Nach Bemerkung 1.3.8 (ii) (e) ist jedes Etal-Schema U uber X eine disjunkte
Vereinigung

U=Via Y

von affinen Spektren endlicher separabler Korper-Erweiterungen von K. Wir fixieren
eine separable AbschlieBung
KS/K

und bezeichnen mit

G = Gal(KS/K)
die zugehorige Galois-Gruppe, d.h wir fixieren einen geometrischen Punkt

X := Spec KS —> Spec K =X

und bezeichnen mit G die fundamentale Gruppe

G:= nl(X, ;).

Die Gruppe G operiert auf KS von links und auf X = Spec KS von rechts.

Sei jetzt F eine Pragarbe auf Xet' Fur jede endliche separable Erweiterung K’/K

schreiben wir
F(K’) := F(Spec K*).
Sei
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— h_m>
P KCKCK

wobei der Limes uiber alle endlichen Teilerweiterungen K’ von Ks erstreckt wird. Die

M F(K”)

Operation von G auf K’ im Fall von endlichen Galois-Erweiterungen K’/K induziert
eine Operation von G auf F(K’) und damit auf dem Limes MP. Weil KS gleich der

Vereinigung aller endlichen Galoisschen Teilerweiterung von K ist, gilt

H
M "MP‘UHgG Mp.,

wobei H die_offenen Untergruppen von G durchlduft oder die Normalteiler von G mit
endlichem Index.'® Genauer, die Identitét ist eine direkte Konsequenz der folgenden
Aussagen.
1. Die Morphismen des obigen induktiven Systems sind injektiv, d.h. man kann den
direkten Limes durch die Vereinigung ersetzen.
2. Die Galois-Gruppen der Gestalt
H:= Gal(KS/K’)

' Die Normalteiler mit endlichen Index bilden eine Umgebungsbasis des neutralen Elements. Fiur jeden
G-Modul M sind folgende Bedingungen aquivalent.

. U
M= M
® UUQG offene Untergruppe

(i)  Der Stabilisator G von mEM in G ist offen fur jedes m.
m
(i) wGxM— M, (0, m) i Om, ist stetig bezuiglich der diskreten Topologie von M.
: H
V) M= M
(iv) UHQG Normalteiler mit G/H endlich
Beweis. (i) = (ii). Firm € M gilt m € MU fur ein U, also U C G . Damit ist G Vereinigung von
— s s

U-Nebenklassen, also offen.

(ii) = (iii). Da die Topologie von M diskret sein soll, reicht es zu zeigen,
wl(m) = {(@nEGxM 1 gn = m}
ist offen fur jedes m € M. Der Stabilisator Gm operiert auf dieser Menge:
G_xuwlm — wlm), (b, (gm) & (hgn).
Deshalb zerfallt M'l(m) in Gm-Orbits. Diese sind Mengen der Gestalt
G g x{n},
also nach Voraussetzung offen in GXM.
(iii) = _(v). Fur jedes m € M ist u'l(m) nach Voraussetzung offen in GxM. Mit dem
Element (e,m) € u“l(m) liegt eine ganze Umgebung dieses Elements in u'l(m), d.h, es
gilt
H > {m} C ' (m)
mit einem Normalteiler H C G mit G/H endlich. Dann gilt aber m € mH
(iv) = (). trivial.
QED.
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wobei K’/K die endlichen Galoisschen Teilerweiterungen von KS/K durchlauft,

sind gerade die Normalteiler von G mi endlichem Index.
3. Fur jede endliche Galoissche Teilerweiterung K’/K von KS/K gilt

F(K?) = M mit H := Gal(K /K").
Zu 1. Weil F eine Garbe ist, ist fur je zwei endliche Teilerweiterungen K’/K und K”/K
von KS/K mit K’CK” das Diagramm

F(K’) — F(K”) — F(K"®_,K”)

K
exakt. Insbesondere sind die Restriktionen F(K”) — F(K”) injektiv.

Zu 2. Fur jede endliche Galoissche Teilerweiterung K’/K definiert die Einschrankung
auf K’ einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus

G= Gal(KS/K) — Gal(K’/K)

mit dem Kern H := Gal(KS/K’). Insbesondere ist H ein Normalteiler von G mit

G/H = Gal(K’/K).
Weil K’/K endliche Erweiterung ist, ist die Galois-Gruppe G/H endlich, d.h. H hat
endlichen Index.
Sei umgekehrt H C G ein Normalteiler mit endlichem Index. Wir setzen
K = KE
Dann ist K’/K eine Galoissche Teilerweiterung von KS/K, und der Kern H’ der

Surjektion
G= Gal(KS/K) — Gal(K’/K)

ist ein Normalteiler mit H C H’ und G/H’ = Gal(K’/K). Weil der Index von H endlich
ist, gilt dasselbe fur den Index von H’, d.h. K’/K ist eine endliche Galois-Erweiterung.

Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie'” ist
H=H’ = Gal(K /K"),

d.h. H ist Galois-Gruppe einer Erweiterung der Gestalt KS/K’.

Zu 3. Wir beginnen mit der Vorbemerkung, dal} fur je zwei endliche Teilerweiterungen
K’/K und K”/K von KS/K mit

K’ C K” und K”/K Galoissch
gilt
F(Ka) — F(Kn)Gal(K /K )
(nach 4.2.2).

1. Schritt. Beweis der Inklusion F(K*) C MH mit H .= Gal(KS/K’).
Sei x € F(K’). Wir haben zu zeigen, ox = x fur jedes GEGal(KS/K’). Wir wihlen eine

endliche Galossche Teilerweiterung K”/K von KS/K mit K> C K” und setzen

b

o= OIK,, € Gal(K”/K).

Dann gilt

' Fur moglicherweise unendliche Erweiterungen, vgl. das Konspekt zu Cassels & Frohlich, Algebraic
number theory, 5.1.6.5.
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OX = 0’x (nach Definition der Operation von G auf M)
=x (wegen 0’ € Gal(K”/K) und der Vorbemerkung).
2. Schritt. Beweis der Inklusion F(K*) 2 MH mit H := Gal(KS/K’).

Sei x € M im Stabilisator von H. Nach Definition von M und der Aussage 1 gibt es eine
Galoissche Teilerweiterung K”/K von KS/K mit

x € F(K”).
Wir konnen dabei K so groB wihlen, daB auch K> C K” gilt. Nach Voraussetzung gilt
ox = x fur jedes OEGal(KS/K’).

Wegen K C K”, also F(K”) C F(K”) 3 x konnen wir diese Identitit in der Gestalt
X =0X = GIK,, (x) fur OEGal(KS/K’)
schreiben. Nun definiert die Einschrankung auf K” eine Surjektion

Gal(KS/K’) —» Gal(K”/K’).
Deshalb ist
x = ox fur c€Gal(K”’/K”),

d.h.es gilt x € F(K”)Gal(K”/ K’). Nach der Vorbemerkung gilt x € F(K”).

Wir haben damit gezeigt, die Operation von G auf M_ ist stetig, wenn man M mit der

P P

diskreten Topologie versieht, d.h. M ist ein diskreter Modul im Sinne von Serre,

P
Cohomologie Galoisienne, 1.2 (vgl. auch Cassels & Frohlich: Algebraic Number
Theory,V Profinte groups, section 2.3 ).

Umgekehrt kann man fur jeden diskreten G-Modul M eine Garbe FM definieren.

Zum Beweis betrachten wir zunachst den Funktor,
f: (et) /X — { G-Mengen mit stetiger Linksoperation }

Up HomX(x, U)

welcher jedem Etal-Schema U uber X, in dessen geometrische Faser iiber dem einzigen
Punkt von X abbildet (und dessen Einschrankung auf FEt /X nach 3.4 eine Aquivalenz
mit der Kategorie der endlichen G-Mengen ist).

Fur U = Spec K’ mit K’ = KSH , G/H endlich erhalten wir
f(K’) = HomSpec K(Spec KS , Spec K’)
= HomK-alg(K , KS)

H
= HomK—alg(KS ,Ks).

Jede K-Einbettung i: K? — KS laBt sich als Zusammensetzung der natirlichen

Einbettung

H

Ky &K
S
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mit einem [somorphismus o: KS — KS darstellen.'® Zwei solche o liefern genau dann

dasselbe i, wenn sie sich um ein Element Gal(KS/KE) = H unterscheiden. Also gilt

f(K*) = G/H. (1)
AuBlerdem uberfuhrt der kovariante Hom-Funktor f:U HomX(;, U) Produkte in
disjunkten Vereinigungen,

[Vigr Xy =Homy (x, Vi X))

= \/i a1 HomX(x, Xi)

d.h. es gilt
f(\/iEI Xi) - viEI f Xi)' 2)

Wir setzen jetzt
FM(U) = HomG(f(U), M).
Aus (1) erhalten wir dann FM(K’) = HomG(G/H, M) = MH. Wegen (1) und (2) folgt

somit
@  FyK):= MH mit H = Gal(K /K’)

®) FM(\/iEI Xi) =11 FM(Xi)'
i€l
Zeigen wir,

FM ist eine Garbe auf dem Etal-Situs Xe . von X = Spec K 3)

Dazu uberprufen wir, ob die Bedingungen von 4.2.3 erfullt ist.

Bedingung (i) von 4.2.3: FM

Uberlagerung U’ von Spec K.

ist eine Garbe auf den offenen Teilmengen jeder Etal-

Jede solche Etal-Uberlagerung ist eine disjunkte Vereinigung der Gestalt
U = \/iEI Spec K ;
mit endlichen Teilerweiterungen K’i/K von KSH( (auf Grund der Charakterisierung der

separablen Morphismen in Bemerkung 1.3.8 (ii)(e)). Die Aussage folgt daher aus (b).

Bedingung (i1) von 4.2.3: Fur jeden surjektiven Morphismus U’ — U von affinen
Etal-Uberlagerungen von Spec K ist das Diagramm

F\p(U) — F(U) — Fy (U U7
exakt.
Die Schemata U und U’ sind disjunkte Vereinigungen von Spektren endlicher
separabler Korper-Erweiterungen von K. Wegen (b) konnen wir zum Beweis

annehmen,
U = Spec L, L/K endliche separable Korpererweiterung.

'® Weil sich jeder K-Automorphismus von KS zu einem K-Automorphismus von K fortsetzen 146t.
s
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Weiter konnen wir wie im Beweis von 4.2.3 die zu U’ — U gehorige Familie durch
eine uiberdeckende Teilfamilie ersetzen, d.h. wir konnen annehmen,

U’ =Spec L’, L’/K endliche separable Korpererweiterung, L C L.
Sei L”’/L eine endlice Galois-Erweiterung, welche L.” enthalt.

L/ endlich und separabel, L C L.
Betrachten wir das kommutative Diagramm

FM(L) — FM(L’) — FM(L’®LL’)

I l l
Fy @ — B, L) = F L@ LY)
Wir haben zu zeigen, die obere Zeile ist exakt. Dazu reicht es zu zeigen,
1. Die untere Zeile ist exakt.
2. Die vertikale Abbildung in der Mitte ist injektiv.

Zu 1: Weil L”/L eine Galois-Erweiterung ist, sind wir in der Situation von 4.2.2, d.h.
es reicht zu zeigen,

_ »Gal(L”/L)
Nach (a) gilt
_nvH =
FM(L) =M "mitH := Gal(KS/L)
M\ H” . " . ”
FM(L )=M" mitH”:= Gal(KS/L )
also wegen H” C H:
Nun ist
res
Gal(L”/L) = Im(Gal(KS/L) —» Gal(L”/L))
= Koker(Ker(res))
= Koker(Gal(KS/L”) =% Gal(KS/L))

= Koker(H” & H)
= H/H”,
also

— » Gal(L”/L)
Fy, (L) =Fy, L")

Zu 2. Wegen L’CL” gilt H” C H’ also
n_ aH’ H” _ »
Fy )= MT M =F @),

4.2.7 Die Etal-Garben auf Spec K
Seien K ein Korper, KS eine separable AbschlieBung von K, G = Gal(KS/K) die

Galois-Gruppe und
X = Spec K.

Dann sind durch die in 4.2.6 beschriebenen Zuordnungen

(diskrete G-Moduln) — S(Xe t)’ Mp FM

S(Xe t) — (diskrete G-Moduln), F » MF
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zueinander quasi-inverse Aquivalenzen von Kategorien definiert.

Beweis. 1. Schritt. Es gibt einen funktoriellen Isomorphismus F : F

MF'
Seien F eine Garbe auf Xe ¢ U ein Objekt von Xe ¢ und
lim
M:=M_= = F(K”)
F KCKCK

der durch F definierte diskrete G-Modul. Fur je zwei endliche Teilerweiterungen K’/K
und K”/K von KS/K mit K> C K” ist Spec K” — Spec K’ eine Uberdeckung, also -
da F eine Garbe ist -

F(K*) € F(K”).
Wir konnen daher den Limes M auch als Vereinigung

M = UKgK’ K. F(K’)

schreiben. Ist K”/K eine Galois-Erweiterung, die K’ enthalt, so ist nach 4.2.2
Da es fur je zwei endliche Teilerweiterungen K’ eine endliche Galois-Erweiterung K”/K
gibt, die beide enthalt, ergibt sich'’,

Gal(K /K’
FC) = MO RKD

Wir schreiben U als disjunkte Vereinigung
U= \/iEI Spec K’i

mit endlichen Teilerweiterungen K’i C KS. Nach 4.2.6 (a) und (b) ist dann
FM(U) = FM(\/i oI Spec K i)

= [TFy (KD
i€l

Hj . ,
=J[M "mit Hi = Gal(KS/K i)
i€l

=I] F(K’i)

i€l
= F(\/i oI Spec K i)
= F(U).

2. Schritt. Fur je zwei diskrete G-Moduln M und M’ ist der naturliche
Homomorphismus

HomG(M, M’) — Hom,, (F F. )

X "M’ M
et

bijektiv.

1 nach 4.2.6.
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Sei h: M — M’ ein Homomorphismus von G-Moduln, der im Kern der betrachteten
Abbildung liegt. Fur jede endliche Teilerweiterung K'C KS uber K ist dann der
induzierte Homomorphismus
FM(K’) — FM,(K’)
trivial, d.h. h induziert den trivialen Homomorphismus
M MH H= Galk /K0).

Weil M als diskreter G-Modul Vereinigung von Teilmoduln der Gestalt mH ist, muf h
selbst schon trivial sein. Analog zeigt man die Surjektivitat der Abbildung.
QED.
Bemerkungen
(i) Der Satz 4.2.7 und dessen Beweis 1463t sich ohne Mithe wie folgt verallgemeinern.
Seien G eine beliebige proendliche Gruppe und
G-sets
die Kategorie der endlichen Mengen mit stetiger G-Operation von links. Eine
Familie von G-Morphismen

S, — S

mit festem Ziel heifit Uberdeckung der G-Menge S, wenn sie surjektiv ist, d.h.
wenn die Bilder der Morphismen S uberdecken. Die Kategorie G-sets bekommt
auf diese Weise die Struktur eines Situs, d.h. man kann Pragarben und Garben
auf G-sets definieren. Wie oben konstruiert man dann eine Aquivalenz von

Kategorien

S(G-sets) — G-mod, F > ™ R(G/H)

H
der Kategorie der Garben auf G-sets mit der Kategorie der diskreten G-Moduln.
Der direkte Limes wird dabei uiber alle offenen Untergrupppen H von G erstreckt.
(i) Der Funktor von 4.2.6

U F(U) = Hom, (x, U)
definiert dann eine Aquivalenz von Kategorien
(et)/X — G-sets ~ mit G = (X, X),

wobei Uberdeckungen in Uberdeckungen uberfuhrt werden. Auf diese Weise
erhalt man Aquivalenzen von Kategorien
S(G-sets) = S(Xet) = G-mod.

(iii)) Jede proendliche Gruppe ist isomorph zur Galois-Gruppe eines Korpers, siehe

Douady, A.: Cohomologie des groups compacts totalment discontinus,
Seminaire Bourbaki  1959/60, No. 189).

Waterhouse, W.: Profinite groups are Galois groups, Proc. Amer.
Math. Soc. 42 (1973), 639- 640.

Deshalb ist die Theorie der diskreten Moduln uber proendlchen Gruppen
aquivalent zur Theorie der der Etal-Garben iiber dem Spektrum eines Korpers.

4.2.8 Bemerkungen: die Strukturgarbe

(1) Der gesamte bisher beschriebene Teil der Theorie der Garben und Pragarben (und
ein Teil der nachfolgenden) 146t sich in offensichtlicher Weise auch auf den Fall
von Garben und Pragarben von Mengen, Gruppen, Ringen und Moduln uiber
Garben von Ringen ubertragen.

(i) Fur beliebige E, X und C ist auf dem Situs XE = (C/X)E eine Garben
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Up I'(U, OU)
definiert, welche auch kanonische Garbe oder auch Struktur-Garbe von XE heif3t.
Diese Garbe wird mit OX und manchmal einfach auch mit (‘)X bezeichnet.

E
Die Garben OX und OX sind Garben von Ringen. Jeder quasi-koharente OX-
et fl
Modul im klassischem Sinne definiert eine Garbe von OX -Moduln W(F) auf X

E

E
fur E = (et) und E = (f1).

4.2.9 Bemerkungen: Garben und darstellbare Funktoren

@

(i)

(iii)

Nach 4.2.5 ist jede durch ein Gruppenschema dargestellte Pragarbe auf Xe ¢ bzw.
X [ Sogar eine Garbe.

Dieselben Argumente wie dort zeigen dal3 jede durch ein Schema dargestellte
Pragarbe auf auf Xe ¢ bzw. X f eine Garbe von Mengen ist.

Mit anderen Worten, die Etal-Topologie und die flache Topologie sind damit
grober” als die kanonische Topologie auf X, bzw. X

Ist die E-Topologie auf (C/X) grober als die kanonische Topologie, so 14t sich
C/X als volle Teilkategorie von S(C/X)E auffassen bzgl. des kontravarianten

Funktors
C/X — S((C/X)E), Y » Hom(?, Y).

wobei 2}llier durch S die Kategorie der mengenwertigen Garben bezeichnet
werde.
Gelegtlich kann man zeigen, daf} alle Garben darstellbar bzw. ind-darstellbar sind.
Das ist zum Beispiel der Fall fur die Etal-Garben (von Mengen oder Gruppen) auf
einem Korper K.
Sei F eine solche Garbe von Mengen. Wir setzen

lim

S:=_3 F(K.),
el !
wobei (Ki)i oI die Familie der Teilerweiterungen Ki C KS iiber K bezeichne.
Dann ist S eine diskrete G-Menge mit
G= Gal(KS/K).

Zerlegen wir diese in Orbits, sagen wir
S= \/j cJ Sj .
Jede der Mengen Sj hat die Gestalt
Sj = G/Hj
mit einer offenen Untergruppe Hj von G. Der Funktor F wird deshalb durch das

Schema

U::\/.E

H.
U.mitU. :=SpecK J
JET 7] jTOPEE R

% d.h. die Uberdeckungen von X . bzw. Xﬂ sind Uberdeckungen der jeweiligen kanonischen Topologie.
e

2 Hom(?, Y) ist nach Definition eine Garbe bezuiglich der kanonischen Topologie, d.h. fiir jede
kanonische Uberdeckung erhilt man ein exaktes Diagramm. Das gilt dann auch fur jede E-Uberdeckung
(da diese nach Voraussetzung kanonisch sein soll).
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dargestellt. Wegen
lim
U= V. _.,U.,
rCr IS
wobei J’ alle endlichen Teilmengen von J durchlaufe, kann man U als Ind-Objekt
von (et)/Spec(K) auffassen.

4.2.10 Existenz der endlichen inversen Limites in X , X, und X
et’ fl Zar

Die Kategorie
E/X
besitzt endliche inverse Limites in den Fallen
E = (Zar), E = (et) und E = LFT.
Beweis. Es reicht zu zeigen, dall E/X endliche direkte Produkte und Differenzkerne
besitzt. Die endlichen direkten Produkte stimmen mit den endlichen Faserprodukten
uber X uiberein. Die Existenz der ersteren ergibt sich damit aus der der letzteren.

Beweisen wir die Existenz der Differenzkerne. Im Fall der Kategorie E = (Zar) ist das
direkte Produkt der natiirlichen Einbettungen

Uu.oU, ..U U
1 n

gerade die naturliche Einbettung zum Durchschnitt
Ulﬂ ﬂUngU.
Betrachten wir die Fille E = (et) und E = LFT. Seien zwei E-Morphismen
f
U’ :1; U
f2
gegeben. Wir gehen zu den Graphen®” uiber,
Fi: U— U XUU .
Betrachten wir das Faserprodukt U  :=U’x__ ,U’ der beiden Graphen,
0 U XUU
prp
UO — U

przl - lFZ (1)
Us 4 st Ua
U
Wegen der Kommutativitit des Vierecks sind die Morphismen I“iOpri unabhingig vom

Index 1 € {1,2}. Deshalb sind auch die Zusammensetzungen mit den beiden

Projektionen p; U’x_ U’ — U’ unabhéngig voni € {1,2}:

U

di = p2<>I‘i<>pri = fi°pri: Uu,—U

0
Ai = pIOI‘icpri = 1di°pri =pr: U
Wir schreiben deshalb,

0—>U

d=d, (i=12).

pr1=A1=A=A2=pr2.

2T:U0 — U’XUU’ ist der Morphismus, dessen Zusammensetzung mit den beiden Projektionen
i

gleich Id bzw. f..
i
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Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal3 A der Differenzkern von f 1 und

f2 ist. Nach Konstruktion erhalten wir

inA = fi°pri = di = d ist unabhéangig von i.

Sei jetzt umgekehrt g: U” — U’ ein Morphismus mit
f.
ing: U”i U-—5U unabhéngig von 1. 2)
Diese Bedingung ist aquivalent zu der Bedingung

L (R
pzoriog:U — U — U XUU — U’ unabhdngig von 1.

Trivialerweise ist ploriog = ideg = g unabhéngig von i. Ein Moprhismus mit Werten in

U’XUU’ ist aber durch seine beiden Zusammensetzungen mit den beiden Projektionen
festgelegt (durch seine beiden Kompoenten). Damit ist (2) aquivalent zur folgenden

Aussage.

g

I_‘.
Fiog: U —=UuU —1> U’x_ U’ ist unabhangig von i.

U
Weil das Diagramm (1) kartesich ist, ist letztere Aussage dquivalent zu folgenden:

Es gibt genau einen Morphismus h: U” — U_ mit pri°h =gfuri=1lundi=2.

0
Mit anderen Worten:

Es gibt genau einen Morphismus h: U” — U A mitAch = g.

0

Wir haben gezeigt, A: U —U’ ist der Differenzkern der beiden Morphismen fi'

0
QED.
4.3 Direkte und inverse Bilder von Pragarben

4.3.1 Situs-Morphismen
Seien zwei Siten (C’/X’)E, und (C/X)E gegeben. Ein Schema-Morphismus m: X’ —X
heift Situs-Morphismus

/X )E’ — (C/X)E

wenn die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind.
(1)  Basiswechsel bezuglich m uiberfuhrt Objekte von C/X in solche von C’/X’, d.h.

fur jedes Schema Y von C/Xist Y xX) = YXXX’ ein Schema von C’/X’.

(i) Basiswechsel beziiglich &t tiberfuhrt E-Morphismen von C/X in E’-Morphismen

von C’/X’, d.h. fur jeden E-Morphismus f: U — Y von C/X ist
=1X ’-
f(X’) f XX : U(X’) — Y(X’)
ein E’-Morphismus von C’/X’.
Bemerkungen
(1) Surjektive Familien von Morphismen gehen bei Basiswechsel uiber in surjektive
Familien von Morphismen. Deshalb definiert ein Situs-Morphismus einen
Funktor

T CX—CX, Y Y ..,
(X%)
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welcher Uberdeckungen in Uberdeckungen abbildet. Der Einfachheit halber
werden wir diesen Sachverhalt dadurch ausdriicken, dall wir von einem stetigen

Morphismus
m X P XE
sprechen.
(i) Seim: X’E, — XE ein stetiger Morphismus. Jede Pragarbe P* auf X’E, definiert

dann eine Pragarbe

. T P
np(P’) :=Poxt”: (C/X)°P — (C’/X*)°P —s Ab.
Fir jedes Objekt U von C/X ist nach Definition
', np(P’)) N F(U(X,), P).
Die Pragarbe ﬂ:p(P’) heiB3t direktes Bild von P’ (in der Pragarben-Kategorie).
(iii) Der Ubergang zum direkten Bild bezuiglich eines stetigen Morphismus
m X p— XE
definiert einen Funktor der zugehorigen Pragarben-Kategorien
n:p: P(X E’) — P(XE).
Das_inverse Bild ist definiert als der zu er linksadjungierte Funktor, d.h. als der
Funktor
p. ’
fur welchen ein funktorieller Morphismus
Hom , in, P’) = Hom P,n P’
| px)(™ Pr P = Homp (P 7 B o
besteht fur jede Pragarbe P auf XE und jede Pragarbe P’ auf X’E,. Die Existenz
des inversen Bildes ergibt sich aus den grundlegenden Ergebnissen der
Kategorien-Theorie.

(iv) Der identische Morphismus X — X ist genau dann ein Situs-Morphismus
(C/X)E, — (C/X)E )

wenn die E’-Topologie auf X feiner ist als die E-Topologie’.

Beispiele

(a)  Der identische Morphismus definiert stetige Morphismen X, — Xe (T X

fl
(b) Jeder Morphismus m: X’ — X definiert einen stetigen Morphismus
m (C/X )E — (C/X)E

falls dieser auf den betrachteten Kategorien definert ist (d.h. falls Bedingung (i)
erfullt ist).

Zar

4.3.2 Kriterium fur die Existenz des linksadjungierten Funktors
Seien C und C’ zwei kleine Kategorien und
pC—C
ein Funktor. Weiter sei A eine Kategorie mit direkten Limites und
Fun(C, A) und Fun(C’,A)

P dh esgit ECE.
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die Kategorien der Funktoren C — A bzw. C’ — A. Dann besitzt der Funktor

Fun(C’, A) — Fun(C,A), f » fep,

einen linksadjungierten Funktor.

Bemerkungen

@

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

Einen Beweis der obigen Aussage findet man in den folgenden Monographien.

Hilton, P., Stammbach, U.A.: A Course in homological algebra, Springer,
Heidelberg 1970 (siehe p. 321)

Artin, M.: Grothendieck topologies, Lecture Notes, Harvard University,
Department von Mathematics, Cambridge Mass. 1962 (vgl. Theorem 2.1).

Schubert, H.: Kategorien (vgl. Theorem I1.17.1.8(a): es wird nur
gefordert, dal C klein ist)

Fur C :=(C/X),C’ :=C’/X’, A=Abund p = np in Bemerkung 4.3.1 (iii) sind

diese Bedingungen erfullt.

Die Forderung, daf} die Kategorien C und C’ klein sein sollen, ist erfullt, wenn
diese Teilkategorien der Kategorie der Schemata endlichen Typs tiber einem
Schema X sind, denn diese Kategorie besitzt eine kleine Teilkategorie, die
mindestens ein Objekt besitzt in jeder Isomorphieklasse von Objekten.*

In jedem einzelnen konkreten Fall machen solche mengentheoretischen Fragen
keine Schwierigkeiten. Damit die Argumentation jedoch hinreichend korrekt und
gleichzeitig hinreichend allgemein ist, muf3 man Universen verwenden (vgl. den
Anhang von SGA 4, Théorie des topos et cohomologie etale des schemas,
Springer Lecture Notes 269,270,305).

Eine Alternative zur Methode der Universen ist das Vorgehen von Waterhouse.
Intuitiv treten bei allen von uns benotigten Konstruktionen nur Pragarben und
Garben auf, die durch eine nicht so grofle Menge an Daten definiert sind, und
genau das erlaubt es uns, alle Schwierigkeiten zu umgehen, selbst wenn wir
Funktoren auf Sch/X betrachten. Nach

Waterhouse, W.: Basically bounded functors and flat sheaves, Pacif. J. Math. 57
(1975)597-610

heifit eine Pragarbe P begrenzt, wenn eine Kardinalzahl m existiert mit
P(Spec A) = 1™ p(Spec B)

fur jedes affine Schema Spec A/X, wobei der Limes iiber alle Teilringe B C A

ersteckt wird mit einer Machtigkeit = m. Indem man ausschlieBlich begrenzte
Pragarben und Garben betrachtet, kann man alle mengentheoretischen Probleme
umgehen, weil jede der Konstruktionen im wesentlichen Schemata verwenden,
die mit Hilfe von Ringen konstruiert wurden, welche als Mengen in einer Menge
der Michtigkeit m liegen.

Einen Hinweis darauf, daf} diese Problemen nicht vollig trivial sind, gibt ein
Beispiel im oben angegebene Artikel von Waterhouse, fur eine unbegrenzte
Pragarbe, fur welche es keine assoziierte Garbe gibt (der zweite Beweis von

 Man uiberdecke X durch offene affine Mengen U, = Spec A und betrachte alle Schemata, die durch
i i

endliche Verheftungen von Schemata der Gestalt Spec B ergeben, wobei B ein Faktorring eines Rings

der Gestalt A'[XI’X
i

,...] ist.
) ]1is
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Theorem 2.11, welchen wir unten angeben, funktioniert nicht fur dieses Beispiel,
weil der Limes

lim
S H(U. P))

uber eine Klasse erstreckt wird, welche im Fall einer unbegrenzten Pragarbe P
nicht durch einen Limes uber eine Menge ersetzt werden kann).

(vii) Wir werden spiter eine expliziete Beschreibung der Pragarbe PP benotigen.
Deshalb skitzieren wir jetzt den Beweis von 4.3.2 in diesem Spezielfall.

4.3.3 Beschreibung der Pragarbe nPP
Sei ein stetiger Morphismus 5t: X’
Bildfunktor

P XE gegeben. Beschreiben wir den inversen

7P: P(Xp) — P(Xp.)

zum stetigen Morphismus m: X, — XE. Grob gesagt ist

E
(U, nPP)

die Vereinigung aller Gruppen von Schnitten der Pragarbe P bezuglich aller offenen
Teilmengen, welche das Bild der Menge U’ enthalten, genauer

PP = M py,
U

wobei der direkte Limes uiber alle kommuativen Diagramme

v v

eU=] | (1)
T
X —X
mit U — X aus C/X erstreckt wird. Ein Morphismus von zwei solchen Diagrammen

(g,U) und (g, U) ist definiert als ein X-Morphismus h: U — U mit hg = E

&~ 0
U’? U /h
[
X 5 X

Fur jeden Morphismus h’: V? — U’ in C’/X’ erhédlt man zum letzten Diagramm
analoge Diagramme mit V’ anstelle von U’. Der direkte Limes bezuglich fur festes V’
faktorisiert sich deshalb uiber den direkten Limes fur festes U’, d.h. man erhilt einen
Morphismus®’

» Jedes Diagramm zum Limes I'(U’, in) 146t sich als Diagramm zum Limes I'(V’, in) auffassen
und damit in den Limes I'(V”, erP) abbilden. Alle diese Abbildungen faktorisieren sich iiber den Limes
T, in). Etwas verkiirzend hat man die folgende Situation
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(U, aPP) — I(V’, nPP)
von C/X.

Auf diese Weise wird mPP zu einer Pragarbe. Wir haben zu zeigen, mP ist
linksadjungiert zu np.

Ein Pragarben-Morphismus P — szP’ ist gegeben durch eine Familie von
Abbildungen
PU) — P’(U ,,.), 2
(V) — P'(U ) o)

wobei U die Objekte von C/X durchlauft und die Abbildungen vertraglich mit den
Pragarben-Restriktionen sind.

Ein Pragarben-Morphismus mPP —s P’ ist gegeben durch eine Familie von
Abbildiungen
P(U) — P(U"), 3)
zu allen kommutativen Diagrammen (1) welche mit den Pragarben-Restriktionen
vertraglich sind. Jeder der zugehorigen Morphismen g: U’ — U faktorisiert sich dabei
eindeutig uber U _,,. ,
=R
U —U (X°)
Durch Anwenden von P’ auf den linken Morphismus erhalten wir eine Abbildung
P’'(U ,,)— P(U’
(U xy) — (U

und aus (2) durch Zusammensetzen einen Morphismus der Gestalt (3). Jeder

— U.

Morphismus P — in’ definiert so einen Morphismus PP —s P’.

Umgekehrt kann man in (3) speziell das Objekt U’ = U (X") einsetzen und erhélt so aus
einem Morphismus tPP —s P’ einen Morphismus P —s t_P’.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dal die soeben konstruierten Abbildungen invers
zueinander sind (bis auf natuirliche Isomorphie).

4.3.4 Die Werte der Pragarbe nPP

Sei ein stetiger Morphismus 7t: X', — X gegeben. Falls die Kategorie C/X endliche

E E

inverse Limites besitzt, ist der I'(U”, erP) definierende Limes kofiltrierend.
Beweis. Wir erinnern an die Definitionen. Eine Kategorie heiflt pseudofiltrierend,
wenn sich jedes Diagramm

A— B

l

C
in ein kommutatives Diagramm der Gestalt

{V’-Diagramme} — F(V’,in)
!
. 1

{U’-Diagramme} — F(U’,in)
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A— B

Lol

einbetten 1a3t, wobei im Fall B = C das Viereck auferdem noch so gewahlt werden
kann, dal u = v gilt. Eine Kategorie heifit zusammenhiangend, wenn man je zwei
Objekte durch eine endliche Folge von Morphismen verbinden kann. Die Kategorie
heif3t filtrierend, wenn sie pseudofiltrierend und zusammenhangend ist. Eine Kategorie
heift kofiltrierend, wenn ihr Dual filtrierend ist. Wir haben zu zeigen, die Kategorie der
kommutativen Vierecke

g

U —U
Ll
X —X
mit U — X aus C/X ist kofiltierend, d.h. fur je zwei Morphismen h und h*
> ok
S 0 £
U — U /h h*\ U* (—*U’
I A
41 T
X — X X X

mit demselben Ziel U gibt es ein kommutatives Viereck mit den beschriebenen

Eigenschaften. Es ist nicht schwer, mit Hilfe von Faserprodukten (bzw.

Differenzkernen im Fall g = g*) ein solches Viereck zu konstruieren.

QED.

Bemerkugnen

(i)  Wie wir gesehen haben, sind fur
Xet’ X

die Bedingungen von 4.3.4 erfullt.

(i) Direkte Limites lassen sich als Kokerne direkter Summen beschreiben. Im
kofiltrierenden Fall gibt es eine alternative Beschreibung falls die Kategorie eine
Teilkategorie von Ens ist:

1. Jedes Element des direkten Limes wird durch ein Element des eines Objekts des
direkten Systems représentiert.

2.  Zwei Elemente zweier Objekte des direkten Systems reprasentieren genau dann
dasselbe Element des direkten Limes, wenn ihre Bilder in einem Objekt des
direkten Systems gleich sind.

Beispiele fur inverse Bilder

fl und XZar

(i) Sei P die konstante Pr'aégarbe zur Gruppe G. Dann ist auch «PP die konstante
Priagarbe zur Gruppe G.*

(i) Seien ;: X° — X ein Morphismus von C/X und

C/X’ = (C/X)/IX’
die volle Teilkategorie der X’-Schemata von C/X. Dann besitzt die Kategorie der
Vierecke, iber welche der direkte Limes zu erstrecken ist, ein Anfangsobjekt

% Das direkte System besteht aus identischen Morphismen, ist also kofiltrierend.
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id
— U’
l lmf’
—> X
Man beachte, jedes Diagramm der Gestalt
U’ g
l lf
—> X
1aBt sich wie folgt schreiben.
7 U
id /'8
U — U
Pl mer| /f
T
X — X

Deshalb gilt
ru’, aPP) =T (U, P),

d.h. «PP ist die Einschrankung des Funktors P auf die Teilkategorie C’/X’ von
C/X. Wir verwenden in dieser Situation fur das inverse Bild die Bezeichnung

o p
PIX, kP

(iii) Sei w = id: X — X der identische Morphismus. Es gelte C’/X 2 C/X und
E’E Dann gilt
n nPP =P
fur jede Pragarbe P auf (CX)g :

Ubungsaufgabe
Ist das inverse Bild der additiven Gruppe beim identischen Morphismen

n=id: X, — X bzw.t=id: X  — X
fl et et

wieder die additive Gruppe ? Gilt

Zar

PG =G ?
a a
Bei der Berechnung von

U, "G )= 1" ru, G )
a U a

ist der direkte Limes ist zu erstrecken uber die kommuativen Vierecke der Gestalt

v

o
id
X —X
mit f* flach bzw. etale und f etale bzw. offene Einbettung. Betrachten wir den zweiten

Fall, d.h. f* ist etale und f die naturliche Einbettung einer offenen Teilmenge U C X.
Wegen der Kommutativitit des Diagramms gilt

7 Wie im Fall (ii) existiert - falls U” in C/X liegt - ein Anfangsobjekt, namlich das von (ii) mit & = id.
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Im(f") = f(Im(g)) = Im(g) C U.
Das Diagramm a3t sich deshalb auch in der folgenden Gestalt schreiben.

f’ (U’
~ )
U — U
g
I
X — X
id
Mit anderen Worten,
U — (U)
f’l‘ N
id
X — X

ist ein initiales Objekt. Es gilt also
LU, aPG ) = T(E(U), G ) = (EU"), 0y)

Im allgemeinen ist dies nicht gleich I'(U’, OU,). Als Beispiel konnen wir den Fall

U =XV X, f: XV X — Xinduziert durch die Identitat
betrachten. Dann gilt

) p — > —_
ruw, = Ga) =I'(X, OX) und I'(U”, OU,) =I'(X, OX) @ I'(X, OX).

Also gilt J'I:pGa #= Ga' Das angegebene Beispiel ist dabei auch ein Gegenbeispiel im

ersten Fall (da f” auch flach und f auch etale ist).

4.3.5 Eigenschaften von np und 7P (Exaktheit und Halbexaktheit)

Seim: X B —)XE

1 it ist exakt.
(1) ,

ein stetiger Morphismus. Dann gilt

(i1) 7P ist rechtsexakt.

(iii) =P ist exakt in den folgenden beiden Fillen.
(a) In C/X existieren endliche inverse Limites wie z.B. in den Fallen
LFT/X, (et)/X , (Zar)/X.
(b) mt ist ein Objekt von C/X und C’/X’ = (C/X)/X".

Beweis. Zu (i). Seien
0O—wP —>P—5SP"—0

und f: U — X ein Objekt von X . Wir

eine exakte Sequenz von Pragarben auf X’ E

E’

wenden den Funktor I'(U (X') ?) an und erhalten eine exakte Sequenz
0 — I'(U, in’) — I'(U, in) — I'(U, in”) — 0
Damit ist
O—swaP—osaP—snaP —0
P P P
exakt.

Zu (ii). Seien

0O—wP ——>P—P"—0
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eine exakte Sequenz von Pragarben auf X _ und f":U’ — X ein Objekt von X’ _,,. Fur

E E”

jedes kommutative Diagramm der Gestalt

vivu

Lo

T
X —X

erhalten wir durch Anwenden des Funktors I'(U, ? ) eine exakte Sequenz
0—IU,P)—TIU,P)—IWU,P)—0.

Nun sind direkte Limites in der Kategorie Ab rechtsexakt*®. Durch Ubergang zum
direkten Limes erhalten wir also eine exakte Sequnez

I'(U, 7nPP’) — T'(U, aPP) — T'(U, 7PP”) — 0.
Damit ist
PP’ — 7PP — 7aPP” — 0
exakt.
Zu (iii). Falls C/X endliche inverse Limites besitzt, ist nach 4.3.4 der Limes ['(U”, nPP)

kofiltrierend. Dies ist im Fall (a) nach Voraussetzung der Fall. Die Behaugtung folgt in
diesem Fall aus der Tatsache, daB kofiltriernede Limites in Ab exakt sind.’

Im Fall (b) existiert nach Beispiel 4.3.4 (ii) fur jedes der auftretenden direkten Systeme

ein Anfangsobjekt, und es ist I'(U”’, nPP) = I'(U’, P), d.h. die Exaktheit ergibt sich
trivialerweise.
QED.

4.3.6 Das direkte Bild einer Garbe

Seien t: X B — XE

auch © F’ eine Garbe.

ein stetiger Morphismus und F’ eine Garbe auf X’E,. Dann ist

Beweis. Fur jedes Objekt U von C/X setzen wir

U = UXXX .

¥ Weil Kokerne direkte Limites sind und direkte Limites miteinander kommutieren.
» Wir haben zu zeigen, der direkte Limes von Injektionen ist im kofiltrierenden Fall injekiv.
Sei x ein Reprasentant eines Limes-Elements aus dem Kern. Das Bild von x repréasentiert dann das
Nullelement im Limes. Durch Abandern des Reprasentanten kann man also erreichen, dafl das Bild von
x gleich Null ist (weil der Limes filteriend ist). Dann ist aber x selbst gleich Null, repréasentiert also im
Limes die Null. Genauer: sei ein direktes kofiltrierendes System von Monomorphismen

Ai — Bi
in Ab gegeben. Wir haben dann kommutative Vierecke

A, — B.
i i

l l

lim lim
—.>Aj_>—.>Bi
i i

Seien x im Kern des unteren horizomtalen Homomorphismus und x€A ein Reprasentant von x. Weil
i

das System kofiltrierend ist, kann man i so wiahlen, dal x im Kern des oberen horisontalen
Homomorphismus liegt. Dann gilt aber x = 0, also auch x =0.
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B Dann ist {U i—)U }iEI eine
B Weil F’ eine Garbe sein soll ist damit das Diagramm
FU) — ] F(Ui)j I1 F(UiXU’Uj)

i€l NS

exakt.
Nun ist aber

U.x U, =(Ux
] 1

XU X")

X% )XUXXX’(UjXX
= UpgUxX )XUxXX’(UjXXX )
= Up U )XUxXX’(UjXXX )

= UiXUXUj XXX

= (UiXUXUj) X

Das Diagramm bekommt so die Gestalt

d.h.

FU) — J] F’(U’i)j 1 F’((UiXU,Uj)’)
i€l ijel

(on’)(U)_> .]_[ (on’)(Ui):i I1 (ﬂpF’)(UiXU,Ujl

i€l L,jEel
Wir haben gezeigt, on’ ist eine Garbe.
QED.
Bemerkungen
(i) Im allgemeinen ist die Pragarbe 7PF keine Garbe, fir Garben F. Im Fall 4.3.5 (b)

(i)

(iii)

ist das aber trialerweise der Fall (wegen nit'F FITeilkategorie ).

Den Begriff des Halms einer Garbe oder Pragarbe im Punkt eines Situs ist leicht
zu definieren, sobald geklart ist, was man unter einem Punkt zu verstehen hat.
Obwohl es fur fast jeden Situs eine geeignete Theorie der Punkte und Halme gibt,
beschranken wir uns hier auf den Fall des Etal-Situs, da in diesem Fall die
Beschreibung in sehr expliziter Weise moglich ist.

Die wichtigste Eigenschaft eines Punktes eines topologischen Raums in der
gewohnlichen Garbentheorie besteht darin, daf} die Definition einer Garbe auf
einem einpunktigen topologischen Raum darauf hinauslauft eine Menge (bzw.
eine abelsche Gruppe) anzugeben. Fur die Etal-Punkte eines einpunktigen
Schemas ist das bereits nicht mehr der Fall, sobald das Schema nicht das
Spektrum eines separabel abgeschlossenen Korpers ist. Als Punkte in der Etal-
Topologie auf X muf3 man deshalb die geometrischen Punkte wahlen.

4.3.7 Halme

Sei x ein Punkt des (topologischen Raumes eines) Schemas X. Mit X bezeichnen wir

stets das Spektrum eines separabel abgeschlossenen Korpers k(x ), welcher den Korper
k(x) enthalt. Weiter bezeichnen wir mit

u:;—>X
X
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den Morphismus, der durch die Einbettung k(x) < k(x) induziert wird. Nach 4.2.7 ist
der Funktor

S(x,) — Ab, F > F(x),
eine Aquivalenz von Kategorien.*
Sei P eine Pragarbe auf Xet' Der Halm von P im Punkt x ist dann definiert als die

abelsche Gruppe
— (aPP\ (<%
P; = (uXP)(X).
Explizit, ‘
p—=1m p),
U
wobei der Limes uber alle kommutativen Diagramme
U «— x

fl /ux
X

mit U etale tiber X erstreckt wird. Mit anderen Worten, wir nehmen den Limes uber alle

Etal-Umgebungen des Punktes x von X.
Bemerkungen
(i)  Der Funktor

P(X )— Ab,P b P—,
et X
ist exakt.
(i)  Auf der abelschen Gruppe P; operiert die Galois-Gruppe Gal(k(x)S /k(x)).

(iii)) Sei U — X ein Etal-Morphismus, dessen Bild den Punkt x enthalt. Dann kann
man im allgemeinen auf viele Verschiedene Weisen einen itber x liegenden

geometrischen Punkt x von U wihlen. Es gibt deshalb im allgemeinen keinen
naturlichen Homomorphismus

P(U) — P—-

Fixiert man jedoch einen solchen geometrischen Punkt x —s U, so ist dieser
Homomorphismus festgelegt, und man verwendet die Bezeichnungsweise

PU) — P— ,s b s—.
X X

(iv) Seien Y — X ein Schema lokal endlichen Types tiber X und

{Ui}iEI
ein filtriertes inverses System von affinen X-Schemata. Dann ist die naturliche
Abbildung
lim lim
V(D U — 5 Y(U)
i€l i€l

wohldefiniert und bijektiv. Ist insbesondere P die Garbe zum kommutativen
Gruppen-Schema G lokal endlichen Typs uber X, so gilt

P—= 1 G(U) = G(™ U) = G(Spec O

il el X.x
Insbesondere ist

* Die Galois-Gruppe G zu k(x) ist trivial, d.h. die G-Moduln sind gerade die abelschen Gruppen.
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%
G = Oxxmd G r= g < -

Beweise. Zu (i). Dies gilt nach 4.3.5 (iii).
Zu (ii). Der Morphismus us x —» X faktorisiert sich itber x := Spec k(x),

— i

X —J> X == X,
d.h. es ist

%
P—= (i, (P))
k
das inverse Bild der Pragarbe P* := iX(P) auf Spec k(x) bezuiglich des durch k(x) &
k(x)S induzierten Morphismus, d.h.
P—= Jim,

¥ k(OCK Ck(x)
wobei K’/k(x) die endlichen Galoisschen Teilerweiterungen von k(;)/k(x) = k(x)s/k(x)

P*(K’),

durchlduft. Man beachte, zunéchst bilden die zusammenhéngenden Etal-Umgebungen

ein kofinales Teilsystem, und dann liegt jede endliche Teilerweiterung von k(x)/k(x) in
einer endlichen Galoisschen Teilerweiterung. Wie in 4.2.7 erhalten wir auf dem Limes

die Struktur eines diskreten Moduls tiber G = Gal(k(;)/k(x)).
Zu (iii). Die einzige nicht-triviale Aussage ist die bezuglich der Abbildung

Y U — Iy
1€l 1€l

Eine Verallgemeinerung dieser Aussage werden wir spater beweisen.
QED.

4.3.8 Von Null verschiedene Schnitte und Halme
Seien F eine Garbe auf Xet , U — X ein Etal-Morphismus und s € F(U) ein Schnitt

von F. Ist s # 0, so gibt es einen Punkt x € X und uiber x einen geometrischen Punkt
x — U mit ST #= 0.
Beweis. Angenommen, s liegt im Kern aller Abbildungen

FU) — F; .
Jeder Punkt u € U ist das Bild eines geometrischen Punktes x —» U, der iber dem
Punkt x := f(u) € X liegt. Nach Definition von F; (und weil F; ein kofiltrierende

Limes ist) gibt es fur jeden Punkt u € U ein Schema Vu — U, welches etale ist uber

U, mit sIV = 0. Die Familie der Vu bildet aber einer Uberdeckung von U, d.h. nach
u

dem ersten Garben-Axiom gilt s = 0.

QED.

4.3.9 Die zu einer Pragarbe assoziierten Garbe

Fur jede Pragarbe P auf XE existert eine Garbe aP auf XE und ein Morphismus

¢: P— aP
von Pragarben mit der Eigenschaft, daB sich jeder Morphismus von Pragarben

¢:P—F
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mit Werten in einer Garbe F auf XE eindeutig iber : P — aP faktorisiert, d.h. es gibt

genau einen Garben-Morphismus 1), fur welchen das Diagramm

P i) aP

o\ W
F
kommutativ ist.

Bemerkung
Wir geben hier einen Beweis fur den Etal-Situs und den Zariski-Siturs an und skitzieren
den Beweis im allgemeinen Fall. Wir benotigen zunachst das folgende Lemma.

Lemma 4.3.9.1

Fur jeden Situs X gelten die folgenden Aussagen.

E
(i) Das Produkt von Garben auf XE ist eine Garbe.
(1) Ist {Fi}i oI eine Familie von Teilgarben der Garbe F auf XE , so ist die Pragarbe
N Fi mit

LU, N F) =M. TUF)

eine Garbe auf XE.

(i) Ist ¢: F — F’ ein Morphismus von Garben auf X und F’ 0 C F’ eine Teilgarbe

E

von F’, so ist die Pragarbe cp'lF’ 0 mit

I, ¢'Fy) =¢ 'TU Fy

eine Garbe auf XE. Insbesondere ist Ker(gp) eine Garbe.

Beweis des Lemmas. Eine Moglichkeit, das Lemma zu beweisen, besteht im
direkten Nachweis der Garben-Axiome. Alternativ kann man die Diagramme der
Gestalt

F(U) — HF(Ui) = HF(UiXUUj)
i€l i,jEl
zu gegebenen Uberdeckungen {Ui—>U}i - betrachten. Weil inverse Limites

miteinander kommutieren, sieht man sofort, da} inverse Limites von Garben wieder

Garben sind. Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daf direkte Produkte,

Durchschnitte und vollstandige Urbilder inverse Limites sind.

QED.

Beweis von 4.3.9 fur den Etal-Situs.

1. Schritt. Der Fall, da3 X = Spec K das Spektrum eines separabel abgeschlossenen
Korpers ist, K = Ks'

Jedes Etal-Schema lokal endlichen Typs U — X zerfillt dann in eine endlich disjunkte
Vereinigung

U=Vi_; U, mit U, =X fur jedes i.
(vgl. Bemerkung 1.3.8 (ii)(e)). Wir definieren dann aP als die Pragarbe



46

r
_ r
Uk i]__[lP(Ui) = P(X)".
Der Pragarben-Morphismus

P— aP
sei gerade durch die Restriktion auf die Zusammenhangskomponenten definiert.

Beim Nachweis der Garben-Axiome gehen wir vor wie im Beispiel 4.2.6 (vgl. die
beiden dortigen Bedingungen (a) und (b)).

Man sieht sofort, da3 die so definierte Pragarbe endliche disjunkte Vereinigungen in
Produkte uiberfuhrt. Insbesondere ergibt sich, dal so auf den offenen Teilmengen von
U eine Garbe bezuglich der Zariski-Topologie definiert ist. Nach 4.2.3 reicht es zu

zeigen, daf} fur jeden surjektiven Morphismus U’ — U von Etal-Schemata lokal
endlichen Typs uber X das Diagramm

F(U) — F(U’) — F(U XUU )
exakt ist. Indem wir U in Zusammenhangskomponenten zerlegen, reduzieren wir die

Aussage auf den Fall U = X. Indem wir die zu U’— U gehorige Famitlie durch eine
minimale uiberdeckende Familie ersetzen, reduzieren wir auf den Fall U = X. Wir

konnen also annehmen, U’ — U ist der identische Morphismus X — X. Das
Diagramm bekomme dann die Gestalt
id id
F(X) — F(X) :di F(X),
i
ist also trivialerweise exakt.
Die Universalitatseigenschaft ergibt sich trivialerweise: fur jeden Pragaben-Morphismus

P — F mit Werten in einer Garbe hat ein kommutatives Diagramm

P(U) & J] P(Ui) = aP(U)
1

F(Y) = ]_[ F(Ui)
1
Man beachte, das untere Gleichheitszeichen besteht, weil F eine Garbe sein soll.

2. Schritt. Der allgemeine Fall.

Sei jetzt X ein beliebiges Schema. Fur jeden Punkt x € X fixieren wir einen
geometrischen Punkt

u:;—>X
X

mit dem Bild x in X und setzen
%k

= acaP
P—:=a(uyP),

wobel a die assozierte Garbe wie im ersten Schritt definiert bezeichne. Weiter sei P* die
wie folgt definierte Garbe auf X.

%k

b - —

P*:= T] (ux)pr
xeX
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Man beachte, nach 4.3.6 ist das direkte Bild einer Garbe wieder eine Garbe, und nach
Lemma 4.3.9.1(i) ist das direkte Produkt von Garben eine Garbe. Den Pragarben-
Morphismus

¢: P — P*
definieren wir, indem wir seine Koordinaten-Morphismen angeben, d.h. seine
*

Zusammensetzungen mit den Projektionen P* — (uX)pP;. Diese seien gerade die

Zusammensetzungen
k

p _
P— (ux)p(uXP) — (ux)p(PX).
Der linke Morphismus komme dabei gerade vom identischen Morphismus ugP — uI)ZP

(und der Tatsache, daf3 (ux)p rechtsadjungiert ist zu ug). Der rechte Morphismus

entstehe durch Anwenden des Funktors (uX)p aus der naturlichen Abbildung
*k
P Ppy _. p_
uXP — a(uXP) =: PX
der Pragarbe uI)ZP in die assoziierte Garbe. Wir definieren jetzt

ap = mcp(P) C FC P*F Garbe |
als den Durchschnitt aller Teilgarben von P*, welche das Bild von ¢ enthalten. Sei jetzt
¢o:P—0F
ein Morphismus von Pragarben mit Werten in einer Garbe F’. Betrachten wir das
Diagramm

P i) aP & P*

o\ v
F s P

k)
Dabei entstehe ¢ aus den Abbildungen ¢’—: P; — F— durch Anwenden von (ux)p
X X

und Ubergang zum direkten Produkt. Nach Definition von v ist dieses Diagramm

kommutativ’'. Der untere horizontale Garben-Morphismus F —s F* hat die Gestsalt
k

FU) — HF;,SI—)S—.
X
xeUuU

Nach dem Kriterium 4.3.8 fur die Halme von nicht-verschwindende Schnitten ist er
injektiv, d.h. man kann die Garbe F als Teilgarbe von F* auffassen. Das vollstandiges

Urbild U,)'l(F) der Teilgarbe ist F von F* ist eine Teilgarbe von P* (nach Lemma

4.3.9.1(iii)). Nach Definition von aP folgt aP C w‘l(F), d.h. ¢ induziert einen
Garben-Morphismus

b

Y= wlaP :aP — F mit wlapocp =q.

*'P » P* ist als Zusammensetzung von Funktoren ein Funktor, und P — P* ist ein
funktorieller Morphismus.
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Ist ﬂ; ’: aP — F ein zweiter solcher Morphismus, so ist Ker(ﬂ; - {F ’) eine Teilgarbe von

P*, welche ¢(P) als Teilpragarbe enthélt. Nach Definition von aP folgt
aP C Ker(y - "),

d.h. TpJ und w > sind gleich auf aP.

QED.

Beweis-Sktize von 4.3.9 fur den allgemeinen Fall.

Wir betrachten einen beliebigen Situs (C/X)E. Fur jedes Objekt U von C/X definieren

WIr

PO(U) :={s € P(U) | Es gibt eine Uberdeckung {Ui—>U}i a1 mit sl =0 fur jEI}.

U.
J

Auf diese Weise ist eine Pragarbe P0 C P definiert. Nach Konstruktion geniigt dann

die Pragarbe
P1 = P/P0 mit Pl(U) = P(U)/PO(U)

dem ersten Garben-Axiom. Fir jedes U aus C/X setzen wir
Y
(aP)(U) := %m, HOw, P)).
Der direkte Limes wird dabei uiber alle Uberdeckungen U von U genommen. Mit

V.
H(U, P)
bezeichnen wir hier die i-te Kohomologie-Gruppe des (in der offensichtdlichen Weise

v
definierten)’> Cech-Komplexes der Pragarbe P beziiglich der Uberdeckung U. Ein
Schnitt

s € (aP)(U)
ist somit durch eine Familie
{s; € P (Ul
gegeben zu einer Uberdeckung {Ui—>U}i a1 wobei gilt
s.| =s.l fur beliebige i,j € 1.
lUiXUUj ] UiXUUj

v
32 Bei der Definition der Objekte des Cech-Komplexes hat man in der klassischen Definition

v
cdwu,p) = I P(U, m...mUi ) = I P(U, )
J={i<.<i} O q J={i<.<i} q
q 0 q q 0 q
die Durchschnitte der U, durch deren Faserprodukte iiber U zu ersetzen. Aus einer geordneten Menge
i

J R {i0<...<i +1} kann man durch Entfernen eines Elements auf q+2 verschiedene Arten eine Menge
q q

J mit g+1 Elementen machen. Zu jeder solchen Streichung gehort eine Projektion auf ein Produkt mit
q

g+1 Faktoren, also ein Homomorphismus P(UJ ) —> P(UJ ). Die alternierenden Summen dieser

q g+l
v

v v
Homomorphismen definieren die Differentiale Cq(U, P) — Cq+1(U, P) des Cech-Komplexes. Auf die

Details dieser Definition werden wir spéter eingehen.
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Zwei solche Familien reprasentieren genau dann denselben Schnitt, wenn es eine
gemeinsame Verfeinerung der beiden zugehorigen Uberdeckungen gibt, auf welcher
durch Einschranken der s dieselbe Familie entsteht.

V.
Man beachte, Hl(U, P) ist ein Funktor auf der Kategorie der Pragarben P, und fur
Garben F gilt

V.
HYU, F) =F.

Es ist nicht schwer, einzusehen, dafl auf diese Weise eine Pragarbe aP definiert ist.
AuBerdem faktorisiert sich jeder Pragarben-Morphismus

¢:P—F
mit Werten in einer Garbe F eindeutig tiber aP. Weil namlich F dem ersten Garben-

Axiom S1 genugt, gilt cp’(PO) = 0, d.h. @ faktorisiert sich eindeutig uber den

natuirlichen Morphismus

P—)Pl.

Weil F aulerdem dem zweiten Garben-Axiom S ) genugt, 1aBt sich jeder Morphismus

P1—>F

zu einem Morphismus
V. V.
H'(U,P)) — HY(U.F)=F
fortsetzen, also zu einem Morphismus
aP — F.

Auf Grund der Garben-Axiome fur F ist diese Fortsetzung eindeutig bestimmt. Es bleibt
noch zu zeigen, daf} aP eine Garbe ist. Der Beweis diesser Aussage ist technisch etwas
aufwendiger als die bisherige Argumentation. Fur die Details verweisen wir auf die
Monographie

Artin, M.: Grothendieck topologies, Lecture Notes, Harvard University, Math. Dept.,
Cambridge Mass., 1962

QED.
Bemerkungen
(1)  Die gerade bewiesene Aussage kann man wie folgt formulieren: der Funktor

S(XE) — P(Xp). F i F,

welcher die Garben-Kategorie auf X_ in die Kategorie der Priagarben einbettet,

E
besitzt einen linksadjungierten Funktor

a: P(XE) — S(XE).

(i) Sei m: X g XE
Funktor niP Garben in Garben iiberfithrt. Dann gilt fur jede Pragarbe P auf X

und jede Garbe F’ auf X’

ein solcher stetiger Morphismus, da3 der inverse Bild-

E
E’
HomS,(npaP, F) = HomP,(npaP, F’) (P’ ist volle Teilkategorie von S’)

= Homs(aP, on’) (riP ist linksadjungiert zu J'l:p)
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= HomP(P, on’) (Definition von a)
= HomP,(in, F)  (nPist linksadjungiert zu np)
= Homs,(ain, F’) (Definition von a).

Da dies fur alle F’ gilt, folgt

nP(aP) = a(nPP),
d.h. der Ubergang zur assoziierten Garbe kommutiert in diesem Fall mit inversen

Bildern.
(iii) Im Fall XE =X ist
u:x — X
X
der identische Morphismus, d.h. uI)Z uberfuhrt Garben in Garben. Nach (ii) ist
deshalb
uba=auk M
und damit auch
—_uPp
P; = uXP (x)
=" (aulP) ()
= (uEaP)(;) (wegen (1))

= (aP)—.
X
Mit anderen Worten, P und aP haben dieselben Halme.

4.3.10 Exaktheit, Limites and Kolimites in P(XE) und S(XE)

(i)  Der Einbettungsfunktor
S(XE) — P(XE)

ist linksexakt und kommuiert mit inversen Limites. Der Ubergang zur assoziierten
Garbe

a: P(XE) — S(XE)

ist exakt und kommutiert mit direkten Limites.
(i) Folgende Aussagen sind dquivalent.
(a) Die Sequenz von Garben auf XE

0O—F —F—F
ist exakt in S(XE).

(b) Die Sequenz von Garben auf XE

00— F —>F—F"
ist exakt in P(XE).
(c) Fur jedes Objekt U von C/X ist die Sequenz

0 — F’(U) — F(U) — F’(U)
exakt in Ab.

3 es gibt nur eine zusammenhingende Etal-Uberdeckung von x, d.h. jede Prégarbe ist eine Garbe.
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Im Fall des Etal-Situs XE = Xe ( sind diese Bedingungen auflerdem noch dquivalent zu:

(d) Fur jeden geometrischen Punkt x von X ist die Sequenz
O0—wF_—F_-—5F—_
X X X
exakt in Ab.

(iii) Ein Morphismus ¢; F — F’ ist genau dann surjektiv in S(XE), wenn es fur

jeden Schnitt s € F’(U) eine Uberdeckung {Ui — U}i o1 und Schnitte . €
F(Ui) gibt mit

cp(si) = sIUi fur jedesi €1,

d.h. wenn s lokal im Bild des Pragarben-Morphismus ¢ ist.
(iv) Um einen inversen Limes in S(XE) zu finden (zum Beispiel einen Kern oder ein

Produkt), reicht es, den entsprechenden inversen Limes in P(XE) zu finden. Die

so gefundenen Pragarbe ist dann sogar eine Garbe und ist auch der inverse Limes
in S(XE).

Um einen direkten Limes in S(XE) zu finden (zum Beispiel einen Kokern oder
eine Summe), mufl man den entsprechenden inversen Limes in P(XE) finden. Die

assoziierte Garbe zu der so gefundenen Préagarbe ist dann der direkte Limes in
S(X,).
E

(V) S(XE) ist eine abelsche Kategorie, welche den Axiomen AbS und Ab3* genuigt,

aber im allgemeinen nicht dem Axiom Ab4*.
Beweis. Zu (i). Als volle Teilkategorie der abelschen Kategorie P(XE) ist S(XE) eine

additive Kategorie. Bezeichne
i 8(Xp) — P(Xp)
die naturliche Einbettung der Garben-Kategorie in die Pragarben-Kategorie, und sei
{ cpji: Fi — Fj}
ein inverses System von Garben, welches in der Garben-Kategorie einen Limes besizt.
Fur jede Pragarbe P auf XE gilt dann:

. 111’1’1 _34 hm
HomP(XE)(P, J((i_ Fi))_ HomS(XE)(aP, (i_Fi)
lim
_35
= (1_ HomS (XE)(aP, Fi)

36 lim .

_37 lim .
= HomP (XE)(P, (1_ J(Fi))

Da dies fur jedes P richtig ist, folgt

3 a ist linksadjungiert zu j.
% auf Grund der Universalititseigenschaft des direkten Limes.
3 a ist linksadjungiert zu j.
37 auf Grund der Universalititseigenschaft des direkten Limes.
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. lim lim .
i i
d.h. j kommutiert mit inversen Limites.

Sei jetzt

{ wji: Pi — Pj}
ein direktes System von Pragarben, welches in der Pragarben-Kategorie einen Limes
besitzt. Fur jede Garbe F auf XE gilt dann:

lim _ lim .
HomS (XE)(a(_i> Pi)’ F) = HomP (XE)(T) Pi’ 1F)

HomP (XE)(Pi’ iF)

1518

HomS (XE)(aPi’ F)

_ lim
= HomS (XE)(_i>(aPi), F)
Da dies fur jedes F gilt, folgt

i i
d.h. a kommutiert mit direkten Limites.

Zeigen wir, j ist linksexakt. Sei

0—F —>F—SF —0
eine exakte Sequenz von Garben auf XE. Weil der Hom-Funktor linksexakt ist, ist dann

fur jede Pragarbe P auf XE die folgende Sequenz exakt.

0— HomS(XE)(aP, F)— HomS(XE)(aP, F) — HomS(XE)(aP, F).
Weil a linksadjungiert ist zu j, ergibt sich daraus die Exaktheit der Sequenz
0— HomP(XE)(P, JF) — HomP(XE)(P, ) — HomP(XE)(P, JF”).

Da dies fur jedes P gilt, folgt damit die Exaktheit von
0 — jFF— jF—jF”

Zeigen wir, a ist exakt. Sei

00— P —>P—P" —0
eine exakte Sequenz von Pragarben auf X_. Weil der Hom-Funktor linksexakt ist, ist

E
dann fur jede Garbe F auf XE die folgende Sequenz exakt.
0— HomP (XE)(P ,jJF) — HomP (XE)(P, jJF) — HomP (XE)(P , jB).
Weil a linksadjungiert ist zu j, ergibt sich daraus die Exaktheit der Sequenz
0— HomS (XE)(aP ,F) — HomS (XE)(aP, F) — HornS (XE)(aP F).

Da dies fur jedes F gilt, folgt die Exaktheit der Sequenz
aP’ — aP — aP” — 0.
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Damit ist die Rechtsexaktheit von a gezeigt. Wir haben noch zu zeigen, a uberfuhrt
Monomorphismen in Monomorphismen.*® Sei

PP— P
ein Monomorphismus von Pragarben auf XE. Betrachten wir die im Beweis von 4.3.9
(allgemeiner Fall) eingefuhrte Pragarbe P1 bzw. P’ I Ein Schnitt von P, dessen

Einschriankungen auf die offenen Mengen einer Uberdeckung Null ist, hat, falls es auch
ein Schnitt von P’ ist, diese Eigenschaft auch als Schnitt von P’. Deshalb induziert der
gegebene Monomorphismus einen Monomorphismus

P 11— Pl’
und damit Monomorphismen

V. V.
H'(U, P')) — H'(U. P))

Da  zwei Uberdeckungen eine gemeinsame Verfeinerung besitzen, bilden letztere
Monomorphismen ein kofiltertes direktes System. In der Kategorie der abelschen
Gruppen sind aber direkte kofiltrierende Limes exakt, d.h. der induzierte Morphismus

aP’ — aP

ist ein Monomorphismus (als Morphismus von Pragarben und damit auch als
Morphismus von Garben).

Zu (ii). (a) = (b). Folgt aus der Linksexaktheit der Einbettung j: S(XE) — P(XE)

(d.h. aus (1)).
(b) = (a). Folgt aus der Exaktheit von a: P(XE) — S(XE) (d.h. aus (i)).

(b) & (c). Folgt aus der koordinatenweisen Konstruktion von Kernen und Kokernen in
der Pragarben-Kategorie (vgl. 4.1.1 (iv)).

(c) = (d). Folgt aus der Exaktheit der kofiltrierenden direkten Limites in der Kategorie
Ab der abelschen Gruppen.

a
(d) = (c). Sei s’ ein Schnitt aus dem Kern von F’(U) — F(U). Dann ist fur jeden

geometrischen Punkt x —» U das Bild des Keims s’; S F’; bei FF— — F— gleich
X X

Null. Da letztere Abbildung injektiv ist, folgt
s’; =0 fur jeden geometrischen Punkt x von U.
Nach 4.3.8 ist s” = 0.
Sei jetzt s ein Schnitt aus dem Kern von F(U) — F”(U). Fur jeden geometrischen

Punkt x —s U liegt dann ST im Kern von F— — F”— | also in der Untergruppe
X X

F_C F-

X X

Insbesondere gibt es eine Etal-Umgebung VX — U von x mit

sly EF(V).

X

* Im Fall des Etal-Situs folgt aus der Injektivitat von P’—P die Injektivitat der induzierten
Abbildungen der Halme und damit die der Abbildung P’* — P*. Damit ist auch die
Abbildung aP’ — aP injektiv (als induzierte Abbildung auf Teilgarben).
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Die Etal-Morphismen VX — U bilden eine Uberdeckung von U. Weil F’ eine Garbe

ist, gibt es einen Schnitt s> € F’(U) mit
S |V = sIV fur jedes Vx'
X X

Weil F eine Garbe ist, folgt s =s” € F’(U).

Zu (iii). Seien F — F” ein Morphismus von Garben auf XE und P desssen Kokern in

der Pragarben-Kategorie, d.h.
F—F —P—0, P(U) := F’(U)/im F(U).
ist exakt in P(XE). Weil a exakt ist (nach (i)), erhalten wir eine exakte Sequenz

F—F — aP — 0.
Damit gilt:
F — F” ist ein Epimorphismus in S(XE)

< aP=0
110
< jedes Element von H"(U, P, ) représentiert das Null-Element™”

< P, =0 (weil das Axiom Sl gilt fur Pl)

1

(:)PO:P

<> jeder Schnitt von P ist lokal gleich Null
& jeder Schnitt von F liegt lokal im Bild von F — F”

& die Bedinung von (iii) ist erfullt.

Zu (iv). Beide Aussage folgen aus (i).
Fur jedes direkte System {Fi} von Garben mit Limes in der Garben-Kategorie gilt
22 F. = 25 aG(F) = a(= j(F).
i i i
Die naturliche Isomorphie ganz rechts besteht dabei nach (i). Dies ist gerade die zweite
Aussage von (iv).
Fur jedes inverse System {Fi} von Garben mit Limes in der Garben-Kategorie gilt

ey =idmE (nach (1))
1 1
lim

=<_F.
i 1

Das letzte Gleichheitszeichen besteht, weil eine Garbe nicht aufhort eine Garbe zu sein,
wenn man sie als Objekt der Pragarben-Kategorie betrachtet.

Zu (v). Zeigen wir, S(XE) ist eine abelsche Kategorie. Wir haben zu zeigen, fur jeden

Garben-Morphismus f: F — G ist der Morphismus
Koim(f) — Im(f)

% Fur jede Uberdeckung U, d.h. es gibt eine Verfeinerung von U, iiber welcher alle Schnitte Null sind.
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ein Isomorphismus von S(XE). Weil P(XE) abelsch ist, gilt dies zumindest fur den

analogen Morphismus der Prigarben-Kategorie. Durch Anwenden des Funktors a
erhalten wir einen Isomorphismus. Dieser ist aber gerade der obige Morphismus.

S(XE) ist eine AB3*-Kategorie, d.h. es existieren beliebige Produkte: das ist der Fall
nach Lemma 4.3.9.1.

S(XE) ist eine AB5-Kategorie, d.h. die Summenbildung fur aufsteigenden Famlilien

von Teilobjekten kommutiert mit endlichen Durchschnitten: das folgt aus der
Linksexaktheit der kofiltrierenden direkten Limites in Ab (auf Grund von (ii)(c)). Zu
zeigen ist

(3A)NB=3 A NB)
i€l i€l
fur Teilobjekte B von A und eine aufsteigende Familie von Teilobjekten Ai von A.

Letzteres bedeutet, die Ai bilden ein kofiltrierendes direktes System. Es gilt

3 (Ai (N B) = £n> Ai B (die Familie der Ai ist aufsteigend)
i€l !
= h_m) Ker(A — A/B ® A/Ai ) (abelsche Kategorie: @ = x)
i
=Ker M (A 5 AB® A/A,) (Exaktheit von lim
i i
=KerA — A/B® A/h_Tn)Ai (direkte Limites kommutieren)
i
=KerA—AB® A/ Y Ai (die Familie ist aufsteigend)
i€l
=(3A)NB
i€l
QED.
Bemerkung

Zum Beweis von 4.3.10 (v) fehlt noch ein Beispiel, welches zeigt, dal} die abelsche
Kategorie S(XE) nicht dem Axiom (AB4%*) geniigen muf} (es existieren unendliche

direkte Produkte und direkte Produkte von Epimorphismen sind Epimorphismen).

4.3.11 Beispiel
Sei (Mi)i oI eine Familie von diskreten G-Moduln, wobei G irgendeine proendliche

Gruppe bezeichne. Wir betrachten das direkte Produkt

M, =[] Mi
i€l
auf welchem G koordinatenweise operieren soll und den Teilmodul
H

wobei die Vereinigung tiber alle offenen Untergruppen erstrekt werde. Dann gilt:



56

(i) M gerade das Produkt der Mi in der Kategorie der diskreten G-Moduln.

(i) Die Kategorie der diskreten G-Moduln geniigt im Fall G unendlich nicht dem
Axiom AB4*.
(iii) S(Xe t) gentigt nicht dem Axiom AB4*, falls X = Spec K ist mit einem Korper K,

fur welchen Gal(KS/K) unendlich ist.

Beweis. Zu (i). Durch Einschranken der Projektionen M,, —» Mi auf M erhalt man
Projektionen

pi:M — Mi'
Sei jetzt eine Familie von Homomorphismen diskreter G-Moduln

hi:M’ — Mi
gegeben. Diese definieren einen G-Homomorphismus

hM —M,m » (hi(m’))iEI

Weil M’ diskreter G-Modul ist, gibt es zu jedem m’EM” eine offene Untergruppe H C

G mit m’€ M"H. Weil h ein G-Homomorphismus ist, folgt h(m’) € ME C M. Mit

anderen Worten, das Bild von h liegt ganz in M, und h lat sich als Homomorphismus
diskreter G-Moduln

h:M —M
auffassen. Nach Konstruktion gilt hi = pi°h. Trivialerweise ist die Abbildung h durch
ihre Koordinatenfunktionen hi eindeutig bestimmit.
Zu (ii). Sei G unendlich und {Hi}i oI die Familie der Normalteiler von G mit endlichem

Index. Dann ist Z (mit der trivialen Operation von G) und fur jedes i auch
Z[G/Hi]

ein diskreter G-Modul (weil Hi trivial auf letzteren operiert). Bezeichne
e Z[G/Hi] —Z

die Augmentation (welche jedes Element auf die Summen seiner Koeffizienten

abbildet). Dies ist ein Homomorphismus diskreter G-Moduln (wenn G trivial auf Z
operiert).

Fur Hi C Hj kann man
H.
ZIGH ] ]

mit der Menge der Abbildungen G/Hi — Z identifizieren, die auf den Hj//Hi—

Nebenklassen konstant und an fast allen Stellen Null sind. Insbesondere ist die Summe
der Werte dieser Abbildungen durch # Hj/Hi teilbar, d.h.

H.
e.(Z[G/H.] J)=#H/H. +Z furH. C H. .
1 1 ] 1 1 ]

Im allgemeinen Fall ist*’

ZIG/H] ) = e (ZIGH.] 1y = H.H /H)Z

4 Man beachte, das Produkt von Normalteilern ist ein Normalteiler.
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Der Wert 1 liegt nur dann im Bild der Augmentation, wenn HiHj = Hi gilt, d.h. nur im

Fall
H. C Hi'

Betrachten wir das direkte Produkt der Augmentationen:

e M, =] Z[G/Hi] —> []Z = N,
i€l i€l
Es reicht zu zeigen, die durch € induzierte Abbildung M — N ist nicht surjektiv.
Da G trivial auf allen Faktoren von N, operiert gilt fur den zugehorigen diskreten

Teilmodul N,
N=N,.

Das Element von N, dessen samtliche Koordinaten gleich 1 sind liegt genau dann im
Bild von

H. Hj
M*J =] Z[G/Hi]
i€l
wenn Hj - Hi gilt fur jedes 1 € 1. Dann ist aber G/Hj ein Anfangsobjekt im inversen

System der G/Hi’ d.h. die proendliche Gruppe G ist gleich

G=1MGH -GH.,
ier ! J
im Widerspruch zur Annahme, da3 G unendlich sein soll. Mit anderen Worten, es gibt
kein solches j, und die durch € induzierte Abbildung M — N ist nicht surjektiv.

Zu (iii). Nach 4.2.7 ist S(Xet) ist 4quivalent zur Kategorie der diskreten Moduln tiber
Gal(KS/K). Die Aussage folgt damit aus (ii).
QED.

4.3.12 Bemerkungen

()  Sei (Fi)i al ein pseudofiltrierendes*' direktes System von Garben auf Xg und F

dessen direkter Limes in der Pragarben-Kategorie. Dann geniigt F der Garben-
Bedingung S fur jede endliche Uberdeckung

U, — Uiy

In einigen Fallen hat das bereits zur Folge, dal F eine Garbe ist. Das ist

insbesondere der Fall, wenn der Situs XE noethersch ist.

(i) Sei X ein Jacobson-Schema*’. Dann reicht es in den meisten Fillen, in denen
geometrische Punkte eine Rolle spielen, sich auf solche geometrische Punkt zu

beschrianken, die uiber abgeschlossenen Punkten liegen. Das ist insbesondere der
Fall fur:

* Das direkte System ist filtrierend, wobei auf die Zusammenhangsbedingung verzeichtet wird.

2 Die abgeschlossenen Punkte einer jeden abgeschlossenen Menge liegen dicht in dieser Menge (vgl.
EGA 1.6.4). Beispiele fur Jacobson-Schemata:

1) Spec Z.

2) Spec K, K ein Korper.

3) Schemata lokal endlichen Typs iiber einem Jacobson-Schema.
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. Aussage 4.3.8 (Schnitte s # 0 haben mindestens einen Keim SC #= 0).

. Beweis von 4.3.9 (Existenz der assoziierten Garbe).
. Aussage 4.3.10 (Eigenschaften der Funktoren a und j).
(ii1)) Aus 4.3.10 ergibt sich, da} die Funktoren

S(Xet) —> Ab,Fp F; , X E X,
eine univalente konservative Familie bilden:
. Zweil Morphismen ¢ und ¢’ von Xet sind gleich, wenn die auf den Halmen
induzierten Abbildungen
cp; und ¢ 3 x e X,

gleich sind.
. Ein Morphismus ¢ von Xet ist ein Isomorphismus, wenn die induzierten
Abbildungen
P X e X,
Isomorphismen sind.
. Eine Sequenz von Garben F° — F — F” ist genau dann exakt, wenn die

induzieren Sequenzen abelscher Gruppen
F—-—F-—5F—, x& X,
X X X

exakt sind.

Beweis von (i).Fur jede der Garben F / ist das Diagramm

FU) — [T Fy(U) =3 T1 Fy(Up<U)
i€l NS
exakt. Nach Voraussetzung ist die Index-Menge I endlich. Nun sind endliche direkte
Produkte in abelschen Kategorien auch direkte Summen, also direkte Limites. Sie

kommutieren also mit direkten Limites. Wir gehen zum direkten Limes bezuiglich ¢ uiber
und erhalten die Exaktheit von

FU) — ] FU) =3 T (UpU):
i€l ijel

QED.
4.3.13 Beispiele

4.3.13.1 Konstante Garben.
Die konstante Garbe auf XE zur abelschen Gruppe M ist nach Definition die Garbe
FM = a(PM)

welche assoziiert ist zur konstanten Pragarbe PM' Die Garbe FM ist auf XZar’ Xe ¢ X f

, ... gerade die zum Gruppen-Schema
MX = \/OEM XO mit XG =X (vgl. 4.2.5)

gehorige Garbe

F); = Hom, (2 M ). (1)
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Zum Beweis reicht es zu zeigen, daB3 die beiden Garben auf den quasi-kompakten
Schemata kanonisch isomorph sind.* Wir nehmen deshalb im folgenden an, daB alle
auftretenden Schemata quasi-kompakt sind. Betrachten wir den Funktor

' Sch/X — Ens, U » {Menge der Zusammenhangskomponenten von U}.

Dieser Funktor ist linksadjungiet zum Funktor

Ens — Sch, T T (Spec Z)t ,

(Spec Z) = ViET
d.h. “
HomX(Y, MX) = HomSpec 7 (Y, M(Spec Z)) = HomEns (nO(Y), M).
29929222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222292222299792

Im folgenden nehmen wir (1) als Definition an und zeigen, dal F M die zu PM

assoziierte Garbe ist.

Fur jedes X-Schema m: Y — X setzen sich die Abbildungen

T
P (Y) — Homy (Y M) =F, .0 Y — X=X_

zu einem Morphismus der Pragarbe PM mit Werten in der durch MX definierten Garbe

zusammen,

PM—> HomX( ?,MX) =FM (1)
Uber den zusammenhédngenden Schemata Y ist dieser Morphismus surjektiv, denn jeder

X-Morpismus f:Y — M., hat dann ein Bild, das ganz in einem X0 liegt, und stimmt

X
als Morphismus Y — Xo = X mit dem Struktur-Morphismus 7 tiberein.
Jeder Pragarben-Morphismus

IP2PM —F
faktorisiert sich eindeutig uiber (1), definiert also einen Garben-Morphismus

V: Fyy—F )

# Jedes Schema U besitzt eine Uberdeckung durch affine offene Teilmengen U, (also auch durch
i

quasikompakte offene Teilschemata). Die Behauptung ergibt sich aus der Exaktheit der zugehorigen
Diagramme

FU) — ] FU) =3 T UpU):
i€l i,jel

Allgemeiner gilt ein Analogon zur Aussage der klassischen Garbentheorie, dafl zwei Garben gleich sind,
wenn sie auf einer Topologie-Basis tibereinstimmen.
* Ein X-Morphismus Y — MX ist durch seine Einschrinkungen auf die

Zusammenhangskomponenten von Y festgelegt. Diese Einschrankungen sind festgelegt durch das
Exemplar der disjunkten Vereinigung MX , in welchem sie Werte annehmen.
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Sei namlich Y — M ein X-Morpismus, Dann stimmt f auf jeder

X
Zusammenhangskomponente Z C Y mit dem Struktur-Morphismus 7t iiberein, ist also
dort durch ein Element cEM festgelegt und legt dieses fest. Das Bild von

cEM= PM(Z)

bei (2) definiert man als das Bild von ﬂZ bei ),

(4 — F@2). 1, &y, (0).

Dieser fur zusammenhiangende Schemata Z definierte Morphismus setzt sich, weil F
eine Garbe ist, zu einem Garben-Morphismus

lp:FM —F
fort. Nach Konstruktion ist das Diagramm

PM —>FM

v
F

kommuativ. Der Morphismus 1 ist iber den Zusammenhangskomponenten durch die
Kommutativitait des Diagramms eindeutig festgelegt, weil (1) uber den

zusammenhangenden Schemata surjektiv ist. Dann ist aber 1 vollsstindig festgelegt
(weil F eine Garbe ist).
Wir haben gezeigt, F,  ist die zu P, . assoziierte Garbe.

M M
QED.

4.3.13.2 Einheitswurzeln, Kummer-Sequenz
Wir definieren die Teilgarbe w von Gm durch die Bedingung

u (U) ={s €N, oU)|s“:1}: {sET(U, 0 )* Ish=11}

d.h. die Schnitte von W sind gerade die Schnitte von Gm , welche n-te Einheitswurzeln

sind. Dies ist tatsachlich eine Garbe, namlich die durch das Gruppenschema

Spec Z[T)/(T™ - 1)
definierte Garbe:

w (U) ={s€G (U) sh=11}
={s ET(U, oU)|sn= 1}
= {s € Hom,(Z[T], I'(U, oU)) Is(D=1}
= Hom(Z[TJ/(T" - 1), (U, oU))
= HomSpec ; (U. Spec ZITI(TM - 1))

= Hom, (U, Xx Spec Z[TI/(T" - 1))

Spec Z
n
Durch Erheben in die n-te Potenz erhalten wir einen Garben-Morphismus Gm — (Gm,

dessen Kern gerade M ist, d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz in P(XE) und damit
auch in S(XE):
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n
00— u -G —G_.
n m m
n
Der Morphismus Gm — Gm ist in der Pragarben-Kategorie eher selten surjektiv: es

kommt kaum vor, dafl alle Schnitte von I'(U, OU) n-te Potenzen sind. Das gilt

insbesondere fur den Zariski-Situs.
Ist jedoch A ein streng lokaler Ring (vgl. 2.4.15), fur welchen das Bild von n in A eine

Einheit ist (d.h. die Charakteristik des Restekorpers kK(A) ist kein Teiler von n), so ist

n
0— un(Spec A) — Gm(Spec A) — Gm(Spec A) —0

[ I
A* A¥*

nach dem Henselschen Lemma exakt (vgl. 2.4.3 (vi))*. Fir jedes Etal-Schema U —»
X, jeden Schnitt s € Gm(U) und jeden geometrischen Punkt x — U gibt es damit

eine Etal-Umgebung U’ —s U von x derart, daB die Einschrinkung s, € (Gm(U’)

U’
eine n-te Potenz ist. Nach 4.3.10 (iii) ist damit die Kummer-Sequenz
n
00— u -G —-G —0
n m m
exakt in der Etal-Topologie.
Zeigen wir, dal dies auch fur die flache Topologie gilt, und zwar ohne jede

Einschrankung bezuglich der Charakteristik der Restkorper, d.h. ohne jede
Einschrankung an n. Seien

U—X
ein Morphismus von LFT/X und u € I'(U, OU)*. Wir wihlen eine Uberdeckung

Ui—mUhig
durch affine offene Mengen Ui = Spec Ai und setzen

S n_ o
A = Ai[T]/(T ui) mit u uIUi.

Durch Zusammensetzen von Ui — U mit dem naturlichen Morphismus

U’i := Spec A’i — Spec Ai = Ui

erhalten wir eine Uberdeckung
U= Ui
(weil A’i frei, also treuflach uber Ai ist) mit der Eigenschaft, daf3 uIU, eine n-te Potenz
i
ist. Mit anderen Worten, die Kummer-Sequenz
n
0—u —-G6G —-G_ —0
n m m

ist exakt in der flachen Topologie.

% f(T) = T" - a hat fur Einheiten a € A* auf Grund der Voraussetzung beziiglich n keine mehrfachen

Nullstellen im Restekorper von A, und der Restekorper ist separabel abgeschlossen, d.h. jedes Element
von A ist eine n-te Potenz.
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4.3.13.3 Artin-Schreyer-Sequenz
Sei (Z/pZ)X die konstante Garbe zur abelschen Gruppe Fp = Z/pZ, wobei X ein

Schema der Charakteristik p bezeichne (d.h. der natiirliche Morphismus X — Spec 7Z

faktorisiere sich uber Spec IFP). In der Charakteristik p gilt*’
p-1
TP-T=T] (T -i).
i=0

Nach dem Chinesischen Restesatz folgt
-1 . 1
FIT1/(TP-T) = <P FITI/(T- )= O
Damit konnen wir
-1
Spec F [ T1/ (TP-T) = VP Spec F = @hZ)

P’

Spec Fp
mit dem Gruppen-Schemas uber Spec ]Fp zur (additiven) Gruppe Z/pZ identifizieren.
Fur das zugehorige Gruppen-Schema itber X erhalten wir durch Basiswechsel*’

(Spec IF [T] /(TP - T)) =( \/1 O p) Spec F X = (Z/pZ)X
P

also

(ZIpL)y(U) =Hom, (U, Spec F [T]/ (TP -T)y)

= P
HomSpec 7 (U, Spec Fp[T] /(TF -T))

= P_
HomZ (Fp[T] /(TF -T), I'(U, OU))
={ser(U,oU)|sP-s=0}
Bezeichne F den Frobenius-Morphismus s + sP. Dann definiert F - 1 einen

F-1
Morphismus Ga — Ga, d.h. wir erhalten eine exakte Garben-Sequenz

F-1
0—>Z/pZ—>Ga—>Ga
Der Morphismus F - 1 ist in der Zariski-Topologie eher selten surjektiv, da fur beliebige
lokale Ringe A der Charakteristik p die Abbildung
F-I:1A— A,ap aP-a,
eher selten surjektiv ist.

Wenn jedoch A streng lokal ist, so ist nach dem Henselschen Lemma diese Abbildung

surjektiv: f(T) = TP - T + a mit a € A besitzt iber dem Restekorper keine mehrfachen

Nullstellen**, und letzterer ist separabel abgeschlossen. Deshalb ist die Artin-Schreyer-
Sequenz

F-1
0—>Z/pZ—>Ga—>(Ga—>O

in der Etal-Topologie und damit auch in der flachen Topologie exakt.

% Beide Polynome sind normiert vom Grad p, und jedes der p Elemente von ' ist nach dem kleinen
p

Fermatschen Satz eine Nullstelle.
47 Links bedeutet der Index X Basiswechsel, rechts bezeichnet er das Gruppen-Schema X zur Gruppe

ZIpZ.
4 denn £°(T) = p-Tp_1 - 1 =-1 ist nicht identisch Null.
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4.3.13.4 Der Kern des Frobenius
Seien X ein Schema der Charakteristik p #0 und oop die wie folgt definierte Teilgarbe

von G :
a

o0t (U) :={s ET(U, OU) IsP=01*

Dies ist gerade die Garbe zum kommutativen Gruppen-Schema II:'*‘p[T]/(Tp ), d.h. der
Kern des Frobenius-Morphismus F. Die Sequenz

0—>oap—>Gai>Ga—>0
ist exakt in der flachen Topologie, im allgemeinen jedoch nicht in der Etal-Topologie.

4.3.14 Aufgabe

Sei ¢: G — G’ ein Morphismus von kommutativen Gruppen-Schemata uiber X,

welche lokal vom endlichen Typ und flach sind tiber X. Wir betrachten die folgenden
Aussaagen:

6)) @ ist etale.

1) @ ist flach.

(i1) Ker(gp) ist etales Gruppen-Schema uiber X.

(ii’)  Ker(p) ist ein flaches Gruppen.Schema uber X.

(iii) o definiert einen surjektiven Garben-Morphismus in S(Xe t).

(iii’) @ definiert einen surjektiven Garben-Morphismus in S(X ﬂ).
Man zeige:

(1) © (i) = (iii)

Aus (iii) muB nicht (ii) folgen.

1) e ) = (11r’)

Aus (iii”) muB nicht (ii”) folgen.

Dabei sei Ker(p) der Kern des Morphismus ¢ in der Kategorie der Gruppen-Schemata
uiber X, d.h.

Ker(p) = GXG,X — X
Ll
¢ Lo

Zum Beweis.
Die Eigenschaften, etale bzw. flach zu sein, bleiben bei Basiswechsel erhalten. Deshalb
gelten

(i) = (i) und (i°) = (i’).
Aus Gx G’X — X , (gx) B x, entsteht durch Basiswechsel mit dem
Strukturmorphismus n’: G> — X der Morphismus

* Falls X nicht von der Charakteristik p ist, muB dies keine Gruppe sein.
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G= GXG,G’ = GXG,(XXXG’) =XXXG’ =G,

g (g 9@) P (g T(g), 9(g) » (W), p(g) = ().

Daraus ergeben sich die Implikationen
(i) = (1) und (i’) = (@).

Zu den Implikationen (ii) = (iii) bzw. (ii’) = (iii’). Sei
U—-G eG@W)= HomX(U, G’)
ein etaler bzw. flacher X-Morphismus. Die Surjektivitit des Garben-Morphismus

¢:G—>G’ bedeutet, daBl sich jeder solche Morphismus lokal uiber ¢ faktorisiert. Dies
ergibt sich aber gerade aus der Kommutativitat des Diagramms

o U3 U
o
| |
¢ Lo

und der Tatsache, dal die Eigenschaft, etale bzw. flach zu sein, bei Basiswechsel
erhalten bleibt (der Morphismus faktorisiert sich sogar global).

Falls ¢ surjektiv (und flach also treuflach) ist, so gilt dasselbe fur P, d.h. P, bildet in

diesem Fall ein einelementige Uberdeckung von U, d.h. es gilt (iii) bzw. (iii’).

Falls ¢ nicht surjektiv ist (aber flach), so ist immerhig @(G) offen in G’. Aus der
Zerlegung von G’ in Nebenklassen ergibt sich, dal @(G) auch abgeschlossen in G’ ist.
Damit ist @(G) eine Vereinigung von Zusammenhangskomponenten von G’. Ein
Morphismus U — G’, dessen Bild nicht in ¢(G) liegt, kann sich deshalb auch nicht
lokal uiber ¢ faktorisieren.

Die Giltigkeit der Implikation (ii) = (iii) bzw. (ii’) => (iii’) ist deshalb 4quivalent zur
Surjektivitat der Abbildung ¢.

Gegenbeispiel:
G = ZG = \/nEZ Gen
¢: G & G’ identifiziere G mit G-0.

Dann ist ¢ flach, induziert aber keine Surjektion von Garben.

4.4. Direkte und Inverse Bilder von Garben

4.4.1 Definitionen

Seien w: X B XE

direkte Bild von F’ entlang 7t ist dann definiert als die Garbe

n F =n F.
Weiter sei F eine Garbe auf XE. Das inverse Bild von F entlang mt ist dann defineirt als
die Garbe

ein stetiger Morphismus und F’ eine Garbe auf X’E,. Das
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*F = a(on).
Bemerkungen
(i) Nach4.3.6istm, F := arpF eine Garbe.

(i1)) Nach Definition bestehen fur Garben F auf XE und Garben F’ auf X’

funktorielle Isomorphismen

E’

HomS (XE)(F, n, F) = HomP (XE)(F, on ) (S C P ist volle Teilkategorie)
= Hom , 7PF, F’ 7P ist linksadjungiert zu
poc )R jung )
_ « , . «
= HornS (X,E’ )(rc F, F) (Definition von 5t*)

Insbesondere ist der inverse Bild-Funktor
ke ’
Tk S(XE) — S(X E’)
linksadjungiert zum direkten Bild-Funktor
(i) Der Funktor 7, ist linksexakt und kommutiert mit inversen Limites, der Funktor
mt* ist rechtsexakt und kommutiert mit direkten Limites (vgl. 4.3.10). Falls P
exakt ist, so gilt dasselbe fur’
¥ = aemtP,

Beweis von (iii). Die Argumente sind analog zu denen von 4.3.10)(i):
Sei
{(F.}

ein inverses System von Garben auf X’ , welches einen Limes besizt. Fur jede

E’
Garbe F azf XE gilt dann:
hm s 51 % hm s
HomS(XE)(F, n*(<i_ F i)) = HomS(X,E,)(n F, (1_ F i)
_52 hm * 5
= (1_ HomS(X, ’)(n F, F i)
E
53 lim s
= (1_ HomS(XE)(F, n, (F i))
lim

_54 i ’
= HomS(XE)(F, (1_ 7, (F i))
Da dies fur jedes F richtig ist, folgt
TE*((_ F l) = <« 'T':*(F 1)7
1 1

d.h. 7, kommutiert mit inversen Limites.

Sei jetzt

0 Weil nach 4.3.10(i) der Funktor a exakt ist.

>l a ist linksadjungiert zu j.

52 auf Grund der Universalititseigenschaft des direkten Limes.
%3 a ist linksadjungiert zu j.

> auf Grund der Universalititseigenschaft des direkten Limes.
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{F 3

ein direktes System von Garben auf X_ , welches einen Limes besitzt. Fur jede Garbe

E
F’ auf X’E, gilt dann:

Iim Iim
% N\ ’
HomS(X, ’)(n (_.> Fi)’ F)= HomS(X )(_‘> Fi’ m, F’)
E 1 E’ 1
= (hﬁ Hom

(F., 1, F")
n S(Xp) i

= (hﬂ HomS X

— Hom Am g ), B
E’) i 1

(w*F, F)

Da dies fur jedes F” gilt, folgt
I E) = IR,
i i
d.h. m* kommutiert mit direkten Limites.

Die Beweise der Linksexaktheit von m, und der Rechtsexaktheit von 7* sind ebenfalls

analog zu den entsprechenden Beweisen fur 4.3.10 (i).
Sei

O—wF —>F—F —0
eine exakte Sequenz von Garben auf X’E,. Weil der Hom-Funktor linksexakt ist, ist

dann fur jede Garbe G auf XE die folgende Sequenz exakt.
0 — Hom (n*G, FP)—Hom

(*G, F)—Hom (*G, ).

S(X'.) S(X'.) S(X',.)
Weil * linksadjungiert ist zu 7, ergibt sich daraus die Exaktheit der Sequenz

0 — Hom (G, F’) — Hom (G,n, F) — Hom G,z F7).

S(Xp) S(Xp)
Da dies fur jedes G gilt, folgt damit die Exaktheit von
0—nF —aF—nF”

S(XE)

Sei

00— F —F—F —0
eine exakte Sequenz von Garben auf XE. Weil der Hom-Funktor linksexakt ist, ist dann

fur jede Garbe G’ auf X’E, die folgende Sequenz exakt.

0 —Hom (F”,m,G’) —Hom (F,%,G’) —Hom (F*,m, G’).

S(Xp) S(Xp) S(Xp)
Weil * linksadjungiert ist zu 7, ergibt sich daraus die Exaktheit der Sequenz

0 —Hom (w*F”,G’)—Hom (*F,G’)—Hom (w*F*,G’).

S(X'») S(Xp,)
Da dies fur jedes G’ gilt, folgt die Exaktheit der Sequenz

S(X’E,)

*F — *F — a*F” — 0.
Der letzte Teil von Aussage (iii) ergibt sich aus der Exaktheit des Funtors a und der

Definition s*=acxP von w* (vgl. 4.3.10 (1)).
QED.
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4.4.2 Beispiele

®

(i)

(iii)

Sei m: X* — X ein Morphismus von C/X. Dann ist der Funktor
k. >
vk S((C/X)E — S((C/X )E)

gerade die Einschrankung auf die Teilkategorie C/X’ & C/X.

Genauer: fur Pragarben P auf (C/X’)E und Objekte U’ — X’ von C/X°

besitzt das inverse System der Diagramme
vSu
el
T
X —X
zum direkten Limes .
APPU’) = 1M peyy,
U
das initiale Objekt
id
U — U
r|
X’
d.h. es ist iPP(U’) = P(U’). Fiir Garben P = F erhilt man so eine Garbe, d.h.
m*F ist gerade die Einschrankung von F.

Seien EC E’,C/X C C’/X und &t = id: X — X der identische Morphismus.

Damit ist in keiner Weise gesichert, daf3
n, a%F) =F

gilt. Wir werden spiter sehen, daf dies fur den identischen Morphismus
Xy — X
fl et

lnof’
T
— X

der Falls ist (vgl. Milne, Etale cohomology, Bemerkung 3.11 (b)).
Das hier angegebene Beispiel soll illustrieren, dafl st* nicht nur von der Topologie
(d.h. der Menge E), sondern auch von der Kategorie C abhangt. Seien

k ein Korper

k die algebraische AbschlieBung von k
und

n: X := Spec k —» Spec k =: X

der durch die naturliche Einbettung induzierte Morphismus. Der zugehorige
Morphismus der gro3en Etal-Situs liefert einen Funktor

t*: (Sch / Spec k)et — (Sch / Spec E)et
welcher mit der Einschrankung ubereinstimmt: seien namlich F eine Garbe auf
(Sch / Spec k)et und U ein Objekt von (Sch / Spec E)et . Wir betrachten das

inverse System
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Lo
X — C

I

zum direkten Limes ntPF (I_J) = __y F(U). Dieses besitzt das initiale Objekt

ClE x«— o

S «— |
l=
o

=

d.h. es ist PF (I_J) = F(I_J), d.h. 7PF ist die Einschrankung von F.

Insbesondere ist 7P exakt und kommutiert mit beliebigen Produkten. Das direkte
Produkt von Epimorphismen ist ein Epimorphismus (nach dem Halm-Kriterim fur
von Null verschiedene Schnitte, denn der Halm einer Prigarbe in einem

geometrischen Punkt x —s U ist gerade das inverse Bild entlang x —s U).

Fur Garben F ist ®PF eine Garbe, d.h. auch m*F ist die Einschrankung der
Garbe F.

Insbesondere ist * exakt (nach Bemerkung 4.4.1 (iii)) und kommutiert mit
beliebigen Produkten. Nach dem Halm-Kriterumg fur von Null verschiedene
Schnitte ist das direkte Produkt von Epimorphismen in S(Xet) ein

Epimorphismus.

Das ist jedoch nicht so, wenn wir statt dessen die kleinen Situs betrachten, d.h.
den Funktor

vk (et / Spec k)et — (et / Spec E)et

und Gal(k/k) unendlich ist. Wire 7t* die Einschrankung auf den kleinen Situs des
auf dem groflen Situs definierten Funktors m*, so ware auch in diesem Fall in
S(Xet) das direkte Produkt von Epimorphismen ein Epimorphismus. Das ist

jedoch nicht so auf Grund von Beispiel 4.3.11 (iii).

Der Garben-Morphismus ch: n*GX — GX,.Seien w X' — X ein

Morphismus und G ein kommutatives Gruppenschema uber X. Wir nehmen an,
die E-Topologie ist grober als die kanonische Topologie, so da G Garben GX

und GX’ auf XE bzw. X B definiert.

Wir betrachten fur jedes Objekt U’ von X’ die Abbildung

E
b p b
die den Schnitt von xP GX(U’) = h_m) GX(U), welcher reprasentiert wird durch
U
s E GX(U) = HomX(U, G)

beziiglich des Diagramms



abbildet in den Schnitt
seg € HomX(U’, G)
= HomX,(U’, GXXX’)
= HomX,(U ,G
= Gy, (U")

X’)

Auf diese Weise ist ein Pragarben-Morphismus anX — GX’ definiert, der
sich - da GX’ eine Garbe ist - eindeutig uber einen Garben-Morphismus

YG n*GX — GX’
faktorisiert.

Dies muf} nicht unbedingt ein Isomorphismus sein. Betrachten wir zum Beispiel
die folgenden Situationen.

Beispiel 1.
X =Spec k, X’ = Spec A
mit einem Korper k und einer k-Algebar A, welche mindestens ein von Null

verschiedenes Element a besitze mit aP = 0. Dann ist (vgl. 4.3.13.4)

(oo )y =0,
denn jedes Etal-Schema U uber X ist disjunkte Vereinigung von Spektren Spec K
endlicher separabler Korpererweiterungen K/k, d.h. es ist

(oap)X(U)={SEF(U,OU)Isp=O}=ngngs{sEKlsP=0}=o

Die Garbe ((mp)X, dagegen ist von Null verschieden, zum Beispiel fur U’ = X’
ist

(o0 )y (U = {s ET(U", Oy 1sP=0}={s€AIP=0}3a 0.

Der Morphismus ¢ G ist in dieser Situation injektiv, aber nicht surjektiv.

Beispiel 2.
X’ = Spec ]Fp , X := Spec Z/pzz
Der stetige Morphismus
i X’e ¢ S Xe ¢
sei induziert durch den naturlichen Homomorphismus Z/pZZ—>IF auf den
Restekorper. b

Der Morphismus
uberfuhrt den durch
— ES
s E (Gm)X(U) =I'(U, OU)
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reprasentierten Schnitt von n*(Gm)X zum kommuativen Diagramm

g

U —U
Lol
X —X
in den Schnitt
#,\_ "N > *
Dabei sei

#. :
g I, 0) — TV, Oyy,)

der durch g induzierte Homomorphismus.. Nach 2.3.3 ist die Einschrankung auf
die Faser,

(et/X) — (et/X’), U » UXXX’ ,

eine Aquivalenz von Kategorien (weil X’ in X durch ein nilpotentes Ideal definiert

wird). Im obigen Viereck kann man deshalb U so wahlen, da} U’ = UXXX’
wird. Wegen der speziellen Wahl von X und X’ sind dann U’ und U dieselben

topologischen Raume und O, ., = O,./p0;, .. Insbesondere ist dann g# surjektiv,

U’ Ut u
d.h. wir haben eine exakte Sequenz von Garben auf X’
PG
®
Diese Surjektivitatsaussage bleibt richtig, wenn wir (Gm durch Ga ersetzen. Jeder
Schnitt s’ € Ga(U’) besitzt also wenigstens lokal ein Urbild in n*(Ga)X(U’).

Letzteres wird lokal reprasentiert durch einen Schnitt

— +455 s 5
s E (Ga)X(U) =T'(U, OU) mit” U’ = UXXX

Der zugehorige Schnitt 1 + sp € T'(U, OU)* definiert lokal einen Schnitt von

n*(Gm)X . Zwei lokale Reprasentanten s eines Urbilds von s’ unterscheiden sich
um einen Schnitt aus pI'(U, OU). Die zugehorigen Schnitte 1 + sp unterscheiden
sich damit um einen Schnitt aus p2F(U, OU) = 0, d.h. sie sind lokal gleich und
definieren damit einen (globalen) Schnitt von I'(U, OU)*. Wir haben Gruppen-

Homomorphismen
b * 2
(G )y (U) —> TG )y (U5 1 1+ 5p,
konstruiert:

(1 +xp)(1+ yp) = 1 + (x+y)p + xyp>

= 1 + (x+y)p mod p2.

» Jedes g: U” —» U faktorisiert sich uber U’ — Ux_ X", jeder Schnitt iber U’ kommt

X

also von einem Schnitt uber UXXX’, und die Objekte der Gestalt UXXX’ iberdecken

das gegebene U’.
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Diese Gruppen-Homomorphismen setzen sich zusammen zu einem Garben-
Morphismus

(Ga)X, — n*(Gm)X, s 1+sp,
Durch lokale Betrachtungen bzw. der Betrachtung der Halme sieht man, das Bild
dieses Morphismus ist gerade der Kern von @ G AuBerdem ist dieser
Morphismus injektiv:
1+spEOmodp2<:>s Omodp.
Wir erhalten so eine kurze exakte Sequenz

G
*
Insbesondere sehen wir, in der betrachteten Situation ist ¢ G surjektiv, aber nicht
injektiv.
Beispiel 3.

Betrachten wir die Situation, in welcher G und rt: X — X in C/X liegen. Zeigen
wir, da} dann nt* der Einschrankungsfunktor ist, d.h.

n*G —)ch G
X X’
ist ein Isomorphismus.

Fur jede Garbe F’ auf X’ _ konstruieren wir eine Abbildung

E
Homg o (Gy , mF) — Homg v o) Gy, F). (1)

Sei ein Garben-Homomorphismus
GX — = F’
gegeben. Fur die Objekte U von C/X definiert dieser Gruppen-Homomorphismen
HomX(U, GX) — F(UXXX )

Speziell fiir U —s X’ aus C/X” ist

HomX(U, GX) = HomX,(U, GXXXX ) = HomX,(U, G

X’ induziert eine Abbildung

X’)

und der Moprhismus (id, ¢): U — UXX

F(UXXX’)—>F(U)
Durch Zusammensetzen erhalten wir die Abbildung

HomX,(U, GX,) = HomX(U, GX) — F(UXXX )—F(U)

fur jedes U aus C/X’, und damit einen Garben-Morphismus G,,—F’.

X

Umgekehrt definiet jeder solche Garben-Morphismus von Garben auf C/X’
Abbildungen

HomX(U’, GX) — F(U’)
fur jedes Objekt U’ von C/X’. Speziell fur U’ = UXXX’ bekommen diese die
Gestalt
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HomX(UXXX’, GX) — m, F’(U).
Durch Zusammensetzen mit der Abbildung

HomX(U, GX) — HOIHX(U , GX)’

welche durch die Projektion Ux_X’— U induziert wird, erhalten wir eine

Abbildung

X

HomX(U, GX) —ln, F*(U)
fur jedes U aus C/X. Diese Abbildungen setzen sich zusammen zu einem

Garben-Morphismus G, — [ F’. Die so definierte Abbildung ist invers zu

X
(1). Nun ist (1) funktoriell in F* und G. Insbesondere ist

— ok
GX,—n GX

Sei eine Korper-Erweiterung K & K’ gegeben und

m: Spec K’ — Spec K
der durch die naturliche Einbettung induzierte Morphismus. Wir betrachten ein
kommuatives Diagramm

K oK’
S S

U U
K & K’

dessen vertikale Homomorphismen gerade die naturlichen Einbettungen in die
jeweiligen separablen AbschlieBungen sind. Weiter sie

w: GK, — GK
der zugehorigen Homomorphismus der Galois-Gruppen, welcher die Elemente
von
GK’ = Gal(K’S/K’)
auf den Teilkorper KS einschrankt. Wir identifizieren die Garben-Kategorien
S(Spec K)et und S(Spec K’)S

mit den Kategorien diskreter Moduln tiber den Galois-Gruppen G, bzw. G

K K’

Die Ubergange zum inversen bzw. direkten Bild

¥ S(Spec K)et — S(Spec K’)S
und

m,: S(Spec K’)S —> S(Spec K)et
verwandeln sich dabei in die folgenden Funktoren.

k. _ _
T .GK Mod—>GK, mod , N » N.
Dabei sei die Operation von GK auf st* wie folgt definiert. Fur OEGK,
und n € N sei
on :=Yy(o)n.

Der direkte Bild-Funktor bekommt die Gestalt
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PY(Gy,)
n,: G, ,-Mod —s G_-Mod, N % M_ K~ (nKer(p),
* UK K GK
(vgl. Serre: Cohomologie Galoisienne 1.2.5)
(vi) Komposition von stetigen Morphismen. Seien stetige Morphismen

2

T

X E”_)X

e
E " “E

gegeben. Dann gilt
(;tom’),, = m om’, und (esw’)* = qrkom™ .

4.4.3 Halme der inverser und direkter Bilder (Milne Theorem II.3.2)
Sei m: X — X ein Morphismus von Schemata.
(i) Fur jede Garbe F auf Xet und jeden Punkt x’EX’ gilt

*FY = F ——
(J.E F)X’ - FJT(X’) .
Dabei bezeichne x einen iiber x” liegenden geometrischen Punkt und

n(x) = x’
den geometrischen Punkt x’ betrachtet als iiber w(x’) liegend. Ist insbesondere wt
der kanonische Morphismus
7 Spec OX,; — X,

so gilt

F—= (n*F); =I'(Spec O

—_ Xk
<= X,nF).

X,
(ii) Nehmen wir an, der Morphismus 7t: X’ — X ist quasi-kompakt. Weiter seien

X = Spec k(x),
ein Uiber x € X liegender geometrischer Punkt,
f: X = Spec O

xx X

der kanonische Morphismus und X = X’Xxi :
X =X
LS
~ f

X — X

&

Dann gilt fur jede Garbe F’ auf X’ und deren Einschrankung F =f*p:

% Fur jedes proendliche Gruppe G, jede abgeschlossen Untergruppe H C G und jeden diskreten H-

Modul A sei
H
M G= HomH(G, A)
die Menge der Abbildungen f:G — A mit f(hg) = hf(g) fur h € H und g € G. Dies ist ein diskreter G-

Modul bezuiglich der folgenden Operation und heif3t induzierter G-Modul.

fur f: G — A aus MI({}’ g, x € G sei (gh(x) = f(xg).
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(1, F)—=TX" )
Bemerkung
Ist F eine Garbe auf X,et’ welche durch ein Gruppenschema lokal endlichen Typs uber
X’ gegeben ist, so gilt
rX, F)=t*FX) = 6X).
vgl. Milne Chapter II, §3, Remark 3.4.
Beweis. Zu (i). Wir setzen x := m(x’). Der Morphismus definiert ein kommutatives
Diagramm
Spec k(x’) — X’
l |
Spec k(x) — X

wobei der linke vertikale Mophismus von der durch m induzierten Einbettung k(x) &

k(x’) kommt. Diese Einbettung induziert eine (nicht eindeutig bestimmte) Einbettung der
separablen AbschlieBungen und liefert damit ein kommutatives Diagramm

U, °
—, X b
x’ — X
n.] |«
X

u
— X
x — X

Damit ist
* — k0 3k —_
*F)— = * ) = N = F——
(m F)x’ = (u -t F)(x7) = (,-u, F)(x7) = Fﬂ:(x’) .
Wir haben noch den Spezialfall zu behandeln, daf3 & der natirliche Morphismus
m: Spec OX; — X,

ist.

Nach Beispiel 4.4.2 ist w* der Einschrankungsfunktor.”” Dasselbe gilt fir 7P (siche

4.3.4 Beispiele fur inverse Bilder (ii)), d.h. z* und nP stimmen auf der Garben-
Kategorie uberein. Es gilt

lim

— * = —_ P = i
I'(Spec OX,x , t¥F) = I'(Spec OX,x , TFF) 5 F(U),

wobei der Limes uber alle kommutativen Diagramme der Gestalt
Spec OX,; — U

I l

Spec OX,; — X

mit U etale tiber X zu erstrecken ist.

7 Man beachte, m ist die Zusammensetzung einer offenen Einbettung Spec A <& X mit dem

Morphismus, der induziert wird durch die Zusammensetzung
A—sA — A
X X
der Lokalisierung bezuiglich x mit der strengen Henselisierung. Nach den Bemerkungen 2.4.16 (iv) und
2.4.16 (vii) ist die strenge Henselisierung ein Etal-Morphismus, d.h. m liegt in (et)/X.
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Analog ist '
@i = 5 FU)
wobei der Limes uiber alle kommutativen Diagramme der Gestalt
x — U

u N\
X
mit U etale iber X zu erstrecken ist. Der Morphismus u faktoriesiert sich eindeutig

uber Spec OX 3 und nach Definition von OX i gilt dasselbe fur die Morphismen

x — U
mit U zusammenhangend. Deshalb kann man das letzte Diagramm auch in der Gestalt

X — Spec (‘)X;—>U

I l
Spec O XX — X
schreiben. Wir sehen so, fur beide Limites sind die direkten Systeme im wesentlichen
dieselben, d.h. die Limites sind kanonisch Isomorph

(JI*F); =I'(Spec O , W¥F).

XX
Zu (). Mit f: X := Spec OX; — X ist auch der durch Basiswechsel entstehende

Morphismus f’: X’ — X’ etale. Dieselben Argumente wie im obigen Beweis von (i)

zeigen, daB £* = P gilt fur Garben der Etal-Situs. Es ist somit
9 2 N’ & 2 N’ ]jIIl 2 2
(f*F)(X)=(pr)(X)=?F(U), ey

wobei der Limes erstreckt wird tiber alle kommutativen Diagramme

X’ — U
I l 2)
~. I
X’ N Xa
mit U —s X etale.
Analog ist
b ]-im b ]-im b &
(1 F)-= 25 @, F)(U) = 15 F(Ux X) 3)
U U
wobei der Limes erstreckt wird uiber alle kommuativen Diagramme
x — U

U

~ I

X—X
mit U — X etale. Man beachte, die geometrischen Punkte X — Xund x — U
faktorisieren sich eindeutig uiber den kanonischen Morphismus

f: X := Spec OX,; — X,
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sodal3 man diese Vierecke durch die folgenden ersetzen kann
X—U
] (4)
~ I
X—X
Aus letzteren Vierecken entstehen durch Basiswechsel bezuglich m: X’ — X gerade

Vierecke der Gestalt (2). Man kann also den Limes (3) ansehen als erstreckt iber das
Teilsystem der Vierecke der Gestalt (2), welche durch Basiswechsel aus den Vierecken
(4) entstehen. Zum Beweis der Behauptung, d.h. der Gleichheit von (1) und (3), reicht
es zu zeigen, daB das beschriebene Teilsystem kofinal im System der Vierecke (2) ist,
d.h. zu zeigen ist, daB} sich jeder Morphismus

X U
uber einen Morphismus der Gestalt

X — UXXX

fur ein geeignetes Diagramm (4) faktorisiert. Nun ist aber X ein Limes
S _ _lim
X = Spec OX,X = U

mit U affin und etale uber X. Weil der inverse Limes mit Faserprodukten kommutiert
(welche ebenfalls inverse Limites sind), folgt

X= MU X
U
Dabei sind die Ux_, X’ quasi-kompakt™® und die Ubergangsmorphismen des inversen

X
Systems sind affin. Die Behauptung folgt damit aus dem nachfolgenden Lemma: jeder
Morphismus X’ — U’ faktorisiert sich iiber ein UXXX’.
QED.

4.4.3.1 Lemma
Seien X ein Schema, {Yi}i oI ein filtriertes inverses System von X-Schemata und

y=Imy

ier !
Weiter sei Z ein X-Schema lokal endlichen Typs.
Wir nehmen an,
. die Ubergangsmorphismen des inversen Systems sind affin
. die Yi sind quasi-kompakt.
Dann faktorisiert sich jeder X-Morphismus Y — Z uberein Y — Yi' AuBlerdem gilt

_ lim
HomX(Y, Z)= _1) HomX(Yi ,Z).

Beweis. Der zweite Teil der Behauptung folgt aus dem ersten. Betrachten wir den

affinen Fall, d.h.
X = Spec A, Yi = Spec Bi , Z. = Spec C.

% Die Quasi-Kompaktheit des Morphismus t: X” —» X bleibt bei Basiswechsel beziiglich U— X mit
U affin erhalten.
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Die Bi bilden dabei ein direktes filtrierendes System von A-Algebren, C ist vom
endichen Typ uber A, und es ist

Y=SpecBmitB=h£>Bi.

i
Wir haben zu zeigen, jeder Homomorphismus von A-Algebren,

h:C— B
faktorisiert sich uiber ein Bi' Nach Voraussetzung ist C von der Gestalt

C= A[Cl, cn] = A[Tl’ Tn]/(fl(T)’ e s fm(T)).

Fiarj=1,..,nwird h(cj) durch ein Element aus einem Bi reprasentiert. Da die Anzahl
der j endlich ist und das System der Bi filtrierend, gibt es ein i € I und Elemente

b,,..,b €B.
1 n i
derart, daf h(cj) € B durch bj reprasentiert wird. Weil h ein Homomorphismus von A-

Algebren ist, gilt
fe(h(cj), . h(cj)) =0inBfurd =1, .. ,m.

Weil das System der Bi filtrierend ist, konnen wir 1 so wéhlen, daf} zusétzlich gilt
fy(bs, .. b)=01in B fur =1,...,m
Der Homomoprhismus von A-Algbren
AlT,. T]—B., T.»b.,
1 n 177] ]
faktorisiert sich deshalb iiber C und definiert einen Homomorphismus von A-Algebren
C—B.,c.p»b..
1] J
Die Zusammensetzung mit dem natiirlichen Homomorphismus Bi — B ist gerade der

gegebene Homomorphismus h.
Der allgemeine Fall wird bewiesen, indem man X, die Yi und Z in geeigneter Weise als

Vereinigungen affiner Schemata schreibt und so den allgemeinen auf den affinen Fall
reduziert (vgl. EGA VI3 8.13.1).

QED.

4.4.4 Der Fall einer Einbettung bzw. eines endlichen Morphismus
(i) Seii: X’ & X eine offene oder abgeschlossene Einbettung und F’ eine Garbe auf
X’et' Fiir jeden Punkt x€X (und jeden iber x liegenden geometrischen Punkt x
gilt dann
(1*F); =0 fur x € i(X).
(1*F); = F;, furx =1 (xo) gilt fur ein x” € X".
(i) Seim: X — X ein endlicher Morphismus und F’ eine Garbe auf X’e ¢ Fir jede

Punkt x&€X gilt dann
d(x’)
(J'C*F); = l_[ F)?
n(x’) =x
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Dabei durchlaufe x* € X die Faser uiber x und d(x’) bezeichne den Separabilitatsgrad
von K(Xx”) iber k(X),
d(x’) = [k(x*):xK(x)].
Beweis sieche Milne Corollary I1.3.5.

Bemerkung
Insbesondere ergibt sich aus (ii), daB fur endliche Morphismen (und insbesondere
abgesc hlossene Einbettungen, der direkte Bildfunktor exakt ist.

4.4.5 Aufgabe
Sei X ein reduziertes und irreduzibles Schema mit dem allgemeinen Punkt

gn— X
(1)  Ist X normal, so gilt
g *M'ﬂ = MX

fur jede konstanten Garbe MT] auf .
(i) Ist X eine Kurve mit dem (einzigen) singularen Punkt
12 X,
welcher ein gewohnlicher Doppelpunkt ist, so besteht eine kurze exakte Sequenz
00— MX

(1)) Was passiert im allgemeinen Fall? Hinweis: Zerlegen sie g in die

N g*MY] — i*MZ — 0.

Zusammensetzung | — X’ — X, wobei X’ die Normalisierung von X ist.

4.4.6 Der Fall eigentlicher Morphismen

Ist t: X* — X ein eigentlicher Morphismus, so kann man die Aussage von 4.4.3 (ii)
prazisieren. Fur jede Garbe F’ auf X’ und jeden Punkt x €X gilt dann

Dabei bezeichne X’; die geometrische Faser von m itiber x —s X. Die Halme der

Garbe m,, kann man deshalb tiber dem geometrischen Fasern von 7 berechnen.

Beweis siche Milne, Bemerkung 11.3.8.

4.4.7 Beispiel: Cartier und Weil-Divisoren

Sei X ein reduziertes, irreduzibles und quasi-kompaktes Schema mit dem rationalen
Funktionenkorper K. Bezeichne

gmn=Spec KS X
die Einbettung des allgemeinen Punktes. Weiter sei
Gm,K - Gm,Spec K
die Garbe zur multiplikativen Gruppe auf Spec K, d.h. zum Gruppenschema
— -1 _ -1

Gm,Spec K= Spec K XSpec 7 Spec Z[T,T""] = Spec K[T,T™ "]
(vgl. Definition 4.1.2 (c¢) und Bemerkung 4.2.4 (v)). Dann gilt fur jeden Etal-
Morphismus U — X

I'(u, g*Gm,K) = F(UXX Spec K, Gm) (Definition des direkten Bildes)

= Gm(UXX Spec K)
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= R(U)*. (Definition 4.1.2 (c) von Gm).

Dabei bezeichne R(U) den Ring der rationalen Funktionen auf U.’” Die naturlichen
Einbettungen

(U, o;) & R(U)*

in den vollen Quotientenring fur die verschiedenen U setzen sich zusammen zu einer
kanonischen Einbettung von Garben auf X

@: Gm, X S g*Gm,K'
Der Kokern dieser Einbettung heifit Garbe der Cartier-Divisoren auf Xe ¢ und wird mit

DIVX = g*Gm,K/Gm, X

bezeichnet. Man beachte, ein Schnitt von Div

% uber U ist gegeben durch eine offene

Uberdeckung von U, U = Ua oI Uoc , fur jedes a eine rationale Funktion foc auf Ua ,

wobei fur je zwei o, € I der Quotient fa/f B weder Nullstellen noch Pole besitzt. Dabei

B

auf dem Durchschnitten UaﬂU’ weder Nullstellen noch

p B
Pole besitzen.
Falls das Schema X regular ist, kann man die Schntitte von Div,, auch als Weil-

reprasentieren zwei Familien {fa, Ua} und {f’B, U’} genau dann denselben Schnitt,

wenn die Quotienten fa/f’

X
Divisoren interpretieren. Bezeichne fur jedes Schema Z
Z
1

die Menge der Punkte z von Z der Kodimension 1, d.h. der Punkte mit dim OZ ;= 1.
Fur reguldre Schemata Z sind die OZ , mitz € Z1 diskrete Bewertungsringe. Die Garbe
DX der Weil-Divisoren auf X ist dann definiert durch

DX = ®XEX1 1X*Z.
Dabei bezeichne Z die durch die ganzen Zahlen definierte konstante Garbe auf

x = Spec O
X,X
und
iX: x & X
den zu x gehorigen naturlichen Morphismus. Wir wollen zeigen, falls X regular ist, gilt
DX = DiVX

Nach Definition gilt fur jeden Etal-Morphismus U — X,

I'(U, DX) = @XEU Z

(vgl. 4.4.4 (1)). Betrachten wir den Garben-Morphismus

P: g*Gm,K — DX ,fERU)* » (ordX(f)),

5 UXX Spec K ist etal iber Spec K, besteht also aus isolierten Punkten (fur jede Komponente von U

einen). Der lokale Ring in jedem dieser isolierten Punkten ist eine separable Korpererweiterung von K,
die gleich dem Korper der rationalen Funktionen der zugehorigen Komponente von U ist.
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welcher die rationale Funktion f € R(U)* auf dem Etal-Schema U/X abbildet auf den
ganzzahligen Vektor (ordX(f)). Dabei bezeichne ordX die diskrete Bewertung von R(U)

zum Bewertungsring OX < Zum Beweis der Behauptung reicht es die Exaktheit der

b

Sequenz

) P
x — &Gk — Dy

zu beweisen. Fur jeden Punkt x € X ist die zugehorigen Sequenz der Halme gerade

0—G —0
m

0 5> A* 51 5 ®DZ—0
mit A = OX < und L = Q(A). Die direkte Summe rechts wird dabei tiber alle Primideale

der Hohe 1 von A ersteckt. Nun ist A nach Voraussetzung regulir, also insbesondere
ein ZPE-Ring. Damit ist jedes Primideal der Hohe 1 von A ein Hauptideal. Das Bild des

zugehorigen Erzeugers f € L* in der direkten Summe ist gerade ein Vektor mit der
Koordinate 1 an der Stelle, die zum Primideal gehort, und mit allen anderen

Koordinaten gleich Null. Das Bild der Abbildung L* — @ Z enthilt also ein

Erzeugendensystem der direkten Summe, d.h. die Abbildung ist surjektiv.
Die Einheiten von A liegen trivialerweise in keinem Primideal der Hohe 1, d.h. es gilt

Im(q) & Ker(y).

Sei jetzt f € L* im Kern von L — @ Z. Dann liegen f und 1in keinem Primideal p
der Hohe 1 von A, d.h. f ist eiue Einheit von Ap fur jedes solche p. Damit gilt

£.rlen Ay
Weil A als reguldrer lokaler Ring normal ist, ist der Durchschnitt auf der rechten Seite
gerade gleich A, d.h. es gilt f, f I A und damit f € A%,

4.5 Die Funktoren i ' und j,

4.5.1 Die Kategorie T(X) zu einer Zerlegung eines Schemas X

Seien X ein Schema, Z C X ein abgeschlossenes Teilschema und U := X - Z das zu Z
komplementare offene Teilschema. Wir bezeichnen mit
12 Xund j: UGS X
die zugehorigen naturlichen Einbettungen. Weiter sei
TX)=TX,Y,Z2)
die wie folgt definierte Kategorie. Die Objekte von T(X) seien die Tripel

(Fy . Fy o ®
bestehend aus eine Garbe

FY e S(Yet)
einer Garbe

FU e S(Ue t)

und einem Garben-Morphismus
®: FY —1 _]*FU .
Die Morphismen (FY , FU ,0) — (F v’ F U’ @") sind die Paare
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Wy > W)
bestehend aus einem Garben-Morphismus

by By —Fy
und einem Garben-Morphismus
fur welche das folgende Diagramm kommuativ ist.

¢
-
FY — IJ*FU

byl ity

%
) sk ’
F vy — 1 4 F U
Die Morphismen-Komposition erfolge dabei koordinatenweise.

4.5.2 Die Aquivalenz von S(Xet) und T(X).

Seien X ein Schema, Z C X ein abgeschlossenes Teilschema, U := X - Z das zu Z
komplementire offene Teilschema und

126 Xundj: UGS X
die zugehorigen naturlichen Einbettungen. Dann ist der folgende Funktor eine
Aquivalenz von Kategorien

t: S(Xet) — T(X), F » (*F, j*F, ch).

Dabei bezeichne
Pp: 1*F — 1], J*F
den Morphismus, welchen man erhélt durch Anwenden von i* auf den Morphismus
F— j,j*F,

der besteht, weil j* linksadjungiert zu j,, ist, d.h. der dem identischen Morphismus
entspricht bei der naturlichen Bijektion

HomS(Xet)(F, iJ*F) = HomS(Uet)(J*F, J*F). (D)

Beweis. Es ist nicht schwer einzusehen, da3 durch die obige Abbildungsvorschrift
tatsachlich ein Funktor definiert ist:: fur jede Morphismus
Vv:F—F
von S(Xe t) ist das Paar
(i*y: i*F — i*F’, j*y: j*F — j*F’)
ein Morphismus von T(X) (auf Grund der Funktorialitit von (1)).

Wir beschranken uns hier auf die Konstruktion des quasi-inversen Funktors
T(X) — S(X).
Die Einzelheiten findet man im Buch von Milne, Theorie 11.3.10. Sei
(FY,FU,cp. FY—>1 _]*FU)
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ein Objekt von T(X). Betrachten wir das Faserprodukt s(FY ,F ) der Garben i, F

u'? Y

und j,, FU uber i*i*j*FU , d.h. das kartesische Quadrat
s(FY,FU,cp) — _]*FU

l l @)

. L@
1*FY — 1*1*_]*FU
Das Faserprodukt s(FY , FU , () ist eine Garbe von Xet und héangt in funktorieller

Weise von F_, , F

e und ¢ ab, definiert also einen Funktor

U
s: T(X) — S(Xet)'

Fur jede Garbe F auf Xet definieren die naturlichen Garben-Morphismen

F—i,i*Fund F — j j*F
auf Grund der Universalitatseigenschaft von (2) einen Morphismus

F — st(F).
Es ist nicht schwer zu zeigen, da} dies ein funktorieller Isomorphismus ist (siche
Milne).
QED.

4.5.3 Definition
Seien X ein Schema und Y & X ein Teilschema. F eine Garbe auf Xe ¢ heiit Garbe mit
Trager in Y, wenn

F—=0
X

gilt fur jeden Punkt x € X - Y.

4.5.4 Etalgarben auf abgeschlossenen Teilschemata

Sei i: Z & X eine abgeschlossene Einbettung von Schemata. Dann definiert der Funktor
I Se t(Z) — Se t(X)

eine Aquivalenz von Set(z) mit der Teilkategorie der Garben von Set(X) mit Trager in

Z.
Beweis. Bei der Aquivalenz 4.5.2 entsprechen die Garben F mit Trager in Z geraden
den Tripeln

(F,.0.0),
d.h. den Garben auf Z.
QED.
4.5.5 Beispiel
Sei
X =Spec A
mit einem diskreten Bewertungsring A. Wir bezeichnen mit
. . K=Q(A)
dessen Quotientenkorper, mit m dessen maximales Ideal und mit
k=A/m

dessen Restekorper. Weiter sei
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GK = Gal(KS/K)
die Galois-Gruppe der separablen AbschlieBung KS von K uiber K. Sei A’ die ganze
AbschlieBung von A in KS. Wir fixieren ein uber m liegendes maximales Ideal von m’
von A’ und betrachten die zugehorige Filtration (vgl. die Bemerkungen 2.4.11 (ii)-(vi))

G, DD DID {1}

mit der Zerlegungsgruppe (decomposition group)

D= {OEGK | o(m) =m}
und der Tragheitsgruppe (inertial group)
['={ceDlox)-x€&n’furjedesx EA’}

Dann ist
Gk =D/1
gerade die Galoisgruppe von k,
D
K, = QA
der Quotientenkorper der Henselisierung von A und
I
K, = Q(A®h

der Quotientenkorper der strengen Henselisierung von A (vgl. Bemerkung 2.4.16 (vi)).
Wir setzen
U := Spec K, Z = Spec k.

Die Garbe F € S(Xet) entspreche dem Modul

Ne GK-mod.

Dann entspricht i*j F dem Gk-MOdul

I
N & Gk-mod.

Die Angabe einer Garbe auf Xe ¢ entspricht daher der Angabe eines Tripels
(N, Ny, @)

. I . .
mit N1 S Gk—mod, NZEGK 1—>N2 ein Gk—Homomorphlsmus (vgl.

Beispiel 4.4.2(v)). Man beachte, daf3 es oft bequemer ist, ¢ als Homomorphismus
O N1 ’

anzusehen, der mit den Operationen von Gk und GK vertraglich ist.

-mod und ¢: N

—N
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