Kommutative Algebra

Alle Ringe in diesem Abschnitt sind, falls nicht ausdricklich anders erwahnt,
kommutativ und besitzen ein Einselement. Alle Ring-Homomorphismen bilden 1-
Elemente in 1-Elemente ab.

Vorbereitungen (frei nach Matsumura)

Ideale, die nicht in einer Vereinigung von Primidealen liegen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I, pl,..., pr Ideale von A. Wir nehmen an,

alle p; mit eventueller Ausnahme von zweien sind Primideale.

Wenn dann I in keinem p; liegt, so liegt I auch nicht in der Vereinigung der p;-
Beweis. Wir konnen alle p; weglassen, die in einem anderen P; enthalten sind, also
annehmen, daf} zwischen den pi keine Inklusionen bestehen.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach r.

Der Fall r = 2. Angenommen es gilt
1Cp, Up, (1)
Wir fixieren Elemente
xEI—pzundyEI—pl.
Wegen (1) gilt dann x € Py alsox +y & Py Also liegen die Elemente y und x+y beide
in Py liegen. Dann liegt aber x in Py im Widersprucht zur Wahl von x.
Der Fall r > 2. Wir konnen annehmen, P, ist ein Primideal. Auf Grund der Annahmen
gilt dann
Ipeep, & P,
Wir fixieren ein Element
X E Iplo...-pr_1 P,
Sei
S:=1- (pIU"'Upr—q)'
Nach Induktionsvoraussetzung ist S nicht leer. Angenommen, es gilt
1CpU..Up.
Dann liegt S ganz in P FarseSgilts+x & S. Welil S ganz in P, liegen damit s und
s+x in P, d.h. auch x muB in P, liegen, im Widerspruch zur Wahl von x.
QED.

Bemerkung
Enthilt A einen unendlichen Korper, so ist die Annahme, daf} p3 yees pr Primideale

sind, Uiberflussig: denn alle Ideale von A sind dann Vektorraume, und I kann nicht
Vereinigung der endliche vielen echten Unterraume Iﬂpi sein.



Chinesischer Restesatz

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und Il’ - Ir C_ A Ideale mit
Ii+Ij =Afuri # ]
Dann gilt
Ilﬂ N Ir= II- . Ir (D)

Der naturliche Homomorphismus
A—>A/I1 X ... XA/Ir,a|-> (amod I
ist surjektiv und hat das Ideal (1) als Kern.
Beweis: Fur r = 1 ist die Aussage trivial. Wir konnen deshalb annehmen, es gilt
r>1.

e a mod Ir)’ 2)

Sei m maximales Ideal mit
Ii C m.

Nach Voraussetzung liegt dann kein Ij mit j #1 ganz in m. Es gibt deshalb ein

yEIi::- I1 ,Ij ,
]#F 1
welches nicht in m liegt, d.h.
Ii + I’i
liegt nicht in m. Das ist richtig fur jedes maximale Ideal. Das bedeutet, die obige Summe
liegt in keinem maximalen Ideal, ist also gleich A. Damit kann mit 1 € A in der Gestalt
I=x.+x.
i i
schreiben, wobei der erste Summen im i-ten Ideal Ii liegt und der zweite in allen

ubrigen. Das Bild von x’i bei der Abbildung (2) ist deshalb ein r-Tupel, dessen i-te

Koordinate 1 und dessen uibrige Koordinaten O sind. Folglich ist das Bild von

a x . +..+a x’
171 rr

bei (2) ein r-Tupel, dessen i-te Koordinate gleich a, mod Ii ist(furi=1, ..., r). Wir

haben gezeigt, (2) ist surjektiv. Der Kern von (2) ist trivialerweise der Durchschnitt auf
der linken Seite von (1).
Sei jetzt a aus diesem Durchschnitt. Wir schreiben

a=ax + ax’i.

Der zweite Summand rechts liegt dann im Produkt auf der rechten Seite von (1). Fur
den ersten Summand gilt immerhin

ax, € (Ilﬂ -~ M Ir)-Ii - (Ilm"'mli—lmliﬂm"'mlr).li'
Nach Induktionvoraussetzung ist der erste Faktor rechts gleich dem Produkt der
entsprechenden Ideale. Damit liegt aber auch der ersten Summand ax, in der rechten

Seite von (1). Wir haben gezeigt, die linke Seite von (1) liegt in der rechten. Die
umgekehrte Inklusion besteht trivialerweise.
QED.

Das Radikal eines Ideals und das Nil-Radikal
Proposition



Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A ein multiplikative abgeschlossene
Teilmenge', welche das 0-Element nicht enthalt. Dann gibt es ein Primideal p von A mit

Sp=9.

Beweis.Sei M die Menge aller Ideale I von A mit I{|S = &. Diese Menge ist nicht

leer, denn sie enthélt das Null-Ideal. Nach dem Zornschen Lemma enthélt die Menge ein

maximales Element p. Zeigen wir, p ist ein Primideal. Dazu fixieren wir Elemente
XEA-pundy €A -p.

Dann sind die Ideale p + XA und p + yA echt groer als p. Auf Grund der Maximalitat

von p haben diese Ideale gemeinsame Elemente mit S, sagen wir

sESunds=axmodp fureina € A
und

tE Sund t=by mod p furein b € A.
Es folgt

st = abxy mod p und st € S.

Weil S disjunkt ist zu p, folgt xy € A - p. Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal.
QED.
Folgerung
(i) Die Menge der nilpotenten Elemente von A,
nil(A) = {a € A | a = 0 fur eine naturliche Zahl n}

ist gleich dem Durchschnitt aller Primideale von A und heif3t Nil-Radikal von A.

(i1)) Das Radikal eines Ideals I von A,
‘\ﬁ = {a € A | a" €1 fur eine naturliche Zahl}

ist gleich dem Durchschnitt allser Primideale von A, die I enthalten.
Beweis.
Zu (i) Trivialerweise liegt nil(A) in jedem Primideal von A. Sei jetzt s € A - nil(A).

Dann bilden die Potenzen von s eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S C A,

welche das Nullelement nicht enthélt. Auf Grund der Proposition existiert ein Primideal
p von A mit

Sp=2.
Das Element s liegt also nicht in p und damit nicht im Durchschnitt aller Primideale.
Zu (ii). Die Behauptung folgt aus (i), weil VI gerade das vollstindige Urbild des Nil-
Radikals bei der natuirlichen Abbildung
A— Al
ist.
QED.

Das Jacobson-Radikal und das Lemma von Nakayama

Das Jacobson-Radikal

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Der Durchschnitt aller maximalen Ideale von A wird
mit
rad(A)
bezeichnet und heifit Jacobson-Radikal.
Bemerkungen

"d.h. mita, b € S gilt auch ab € S.



(i)  Jedes Element der Gestalt 1+x mit x&rad(A) ist eine Einheit von A (weil es in
keinem maximalen Ideal liegt).

(i) IstI ein Ideal mit der Eigenschaft, dal 1+x fur jedes xEI eine Einheit ist, so gilt

I C rad(A).
Beweis von (ii). Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es ein maximales
Ideal m von A und ein Element

x&el-m.

Das Element x reprasentiert dann eine Einheit von A/m, d.h. es gibteiny € A und z €
m mit
l=xy+z,y€EA, zEM.
Wegen -xy € I und unserer Annahme iber das Ideal I, ist dann
l-xy=z
eine Einheit von A im Widerspruch zu z € m.
QED.

Das Lemma von Nakayama

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein endlich erzeugter A-Modul und I C A ein

Ideal. Wir nehmen an, es gilt
IM =M.
Dann gilt

(1+x)sM =0 fureinx € L.

Im Fall I C rad(A) gilt sogar
M =0.
Beweis. Wir wihlen endliche viele Erzeuger von M und schreiben

M=Am, +..+Am .
1 r

Den Beweis fuhren wir durch Induktion nach r. Im Fall r = O ist nichts zu beweisen. Sei
also r > 0. Wir setzen

M’ = M/Amr.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein X € I mit
(1+x)*M’ =0,
d.h. mit
(1+x)M C Amr

(im Fall r = 1 konnen wir x = 0 setzen). Wegen M = IM erhalten wir
(1+x)M = 1(1+x)M C Imr

Es gibt also ein y € I mit (1+x)mr =ym. Damit gilt

(1+x-y)(1+x)M C (1+x—y)Amr =A+0=0.

AuBlerdem ist
(1+x-y)(14+x) = 1 mod L.
Wir haben damit den ersten Teil der Behauptung bewiesen. Der zweite Teil folgt aus
dem ersten, weil 1+x im Fall x €I C rad(A) eine Einheit ist.
QED.



Allgemeines Lemma von Nakayama
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul, N, N’ C M Teilmoduln und I

C A ein Ideal. Es gilt
M =N +IN".
Wir nehmen auflerdem an, daf3 eine der beiden folgenden Bedingungen erfullt ist.
(a) I ist nilpotent.
(b) I C rad(A) und M ist endlich erzeugt.
Dann gilt
M =N.
Beweis. Nach Voraussetzung ist
M/N = [+(M/N).
Im Fall (a) erhalten wir
M/N =I"+(M/N) = 0 fur hinreichend groBes n,
alsoM =N.

Im Fall (b) ist (N’+N)/N endlich erzeugt und
Is«(N’+N)/N = (IN” + N)/N = M/N O (N’+N)/N
also
I[«(N’+N)/N = (N’+N)/N.

Nach dem Lemma von Nakayama gilt
(N’+N)/N =0,

d.h. IN° C N’ C N und damit

M=N+IN"=N.
QED.

Filtrationen und Topologien

Definitionen
Seien A ein kommutiver Ring mit 1, I ein Ideal von A und M ein A-Modul. Eine
Filtration von M ist eine absteigende Folge

M=M,2DM DM, D.. (1)

von Teilmoduln von M. Die Filtration heift I-zulassig, wenn IMi C Mi+
Sie heil3t I-adisch, wenn IMi = Mi+

1 fur alle 1 gilt.

fur alle 1 gilt. Sie heiBt im wesentlichen I-adisch,

1

wenn sie [-zuldssig ist und es ein iO gibt mit IMi = Mi+1 furi= iO'
Bemerkungen
(1)  Jede Filtration (1) definiert eine Topologie auf M, fur welche die Mengen

X+Mi

eine Umgebungsbasis des Punktes x € M bilden. Die durch die I-adische
Filtration definierte Topologie heif3t I-adische Topologie von M.

(i)  Eine im wesentlichen I-adische Filtration (1) definiert die I-adische Topolgie von
M, denn es gilt

M C M. C 1-igM.

Kriterium fiir im wesentlichen I-adische Topologien

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, I & A ein Ideal und M ein A-Modul mit einer
Filtration (1). Wir nehmen an, die folgenden Bedingungen sind erfullt.



1. Die Filtration ist I-zulassig.
2. Die Filtrationsmoduln Mi sind endlich erzeugt uiber A.
Seien X eine Unbestimmte, A’ der graduierte Teilring
o9
A= 3 IXT
i=0

des Polynomrings A[X] und

b n
M’ = E() MnX
die direkte Summe der Filtrationsmoduln. Mit der offensichtlichen Multiplikation ist
dann M’ ein graduierter A-Modul. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
@) Die Filtration der Mi ist im wesentlichen I-adisch.

(ii) M’ ist ein endlich erzeugter A’-Modul.
Beweis. A’ ist ein graduierter Teilring von A[X] und M’ ist eine Untergruppe von

M® AA[X] mit A’M’ C M. Deshalb ist M’ ein graduierter A’-Modul.

(ii) = (). Sei
M’ = A"§1+...+A"§r

mit homogenen Elementen Ej der Grade dj. Fur die homogenen Elemente des Grades n

erhalten wir
I n-d; n-d;
M Xn — E I lX 1.2. ,
n 2 i
wenn wir die negativen Potenzen von I als Null definieren. Fur n > max(dl,...,dr)
konnen wir rechts den Faktor IX ausklammern und erhalten
M XP=IXeM XDl
n n-1

also
M =M _,
n n-1
Die Filtration ist somit im wesentlichen I-adisch.
(1) = (i). Sei Mn = IMn-l fur n > d. Dann gilt

M X" = )" 1m dxd fiur alle n > d.

Also wird M’ uiber A’ durch den A-Modul M dXd + ... + M1X + M0 erzeugt. Uber A

wird dieser Modul von endlich vielen Elementen erzeugt. Also ist M’ endlich erzeugt
uber A’.

QED.

Lemma von Artin-Rees
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1,1 C A ein Ideal, M ein endlich

erzeugter A-Modul und N C M ein Teilmodul.
Dann gibt es eine naturliche Zahl r mit

"™ M N =1"T1™ (M N) fir jedes n >r.



Mit anderen Worten, die I-adische Filtration von M induziert auf N eine im wesentlichen
I-adische Filtration.
Beweis. Trivialerweise gilt

"M N NDI'N,
d.h. die Filtration der Teilmoduln "M () N ist I-zulassig. Wir setzen

oo
A= 31X
n=0
und

0
N’ := 3 I"M M N)X™.
n=0
Dann ist N’ ein graduierter A’-Modul und ein Teilmodul von

00
M = 3 I"MX" = M-A’
n=0
Als A’-Modul wird M’ erzeugt von den Erzeugern von M tiber A. Es ist also ein endlich
erzeugter A’-Modul. Weil A noethersch ist, wird I von endlich vielen Elementen
erzeugt, sagen wir

I =Ao +..+A0 .
1 r

Dann gilt aber

A’ = A[alX,...,arX],

d.h. A’ ist als A-Algebra endlich erzeugt und damit ebenfalls noethersch. Folglich ist
der Teilmodul N’ von M’ ebenfalls endlich erzeugt. Nach dem Kriterium fur im

wesentlichen I-adische Filtrationen bilden die Teilmoduln "M () N eine im

wesentlichen I-adische Filtration.
QED.

Durchschnittssatz von Krull

Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1, 1 C A ein Ideal und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Wir setzen

_MN®° m
N = ﬂn=1 I"M.
Dann gilt IN = N.
Beweis. Nach dem Lemma von Artin-Rees gibt es eine natuirliche Zahl r mit
N=I"™MON=I"T.I'MONCINCN

fur n >r.
QED.

Folgerung 1
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1,
I C rad(A)
ein Ideal und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

00] n _
Mo ™M =0.

Mit anderen Worten, M ist separiert bezuglich der I-adischen Topologie.
Beweis. Dies folgt aus aud Durchschnittssatz von Krull und dem Lemma von
Nakayama.

QED.



Folgerung 2

Seien A ein noetherscher Integrititsbereich und I C A ein echtes Ideal. Dann gilt
00] n _
NX, 1" =o.
Beweis. Mit N := ﬂgil 1" gilt nach dem Krullschen Durchschnittssatz IN = N. Nach

dem Lemma von Nakayama gibt ein Element x € I mit
(1+x)N = 0.
Well I ein echtes Ideal ist, ist das Element 1+x von Null verschieden. Weil A ein
Integritatsbereich ist, folgt
N =0.
QED.

Zariski-Topologie

Definitionen

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Die Menge aller Primideale von A heif3t (affines)
Spektrum von A und wird mit
Spec A

bezeichnet. Fiir jedes Teilmenge M C A heilt

VM) :={p € Spec AIM C p}
die durch M in Spec A definierte_algebraische Menge. Im Fall M = {m1 ,...,mn}

schreibt man auch
V(ml,...,mn) = V({ml,...,mn}).

Die nachfolgend angegebenen Eigenschaften der algebraischen Mengen, zeigen, diese
sind gerade die abgeschlossenen Mengen einer Topologie von Spec A. Diese Topologie
heift Zariski-Topologie von Spec A.

Eigenschaften algebraischer Mengen

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und
X = Spec A.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
i VvV)=9g.
(i)  V(0)=Spec A

(iii) V(Me+A) = V(M) fur jede Teilmenge M C A. Dabei bezeichne MsA das von M
erzeugte Ideal von A.
(iv) V(M) C V(M) fur Teilmengen M’, M” von A mit M* D M”.

v) VI@OUVI) = VI.I?) = VIO fur Ideale I, I” von A.

~vi) N V(Ioc) =V Ioc) fur jede Familie von Idealen Ioc von A.
o
(vi) V() = VWD fur jedes Ideal I von A. Dabei bezeichne /1 das Radikal von I,
Vi={a€E Ala" €1 fureinn € N}.
Man beachte, \ﬁ ist wieder ein Ideal von A.
(viii) I C A/ fur Ideale I, J von A mit V(I) 2 V(J). Insbesondere gilt

V() = V() &V1=4]



fur Ideale I, J von A.
(ix) V= ﬂp v p fur jedes Ideal I von A.

Beweis. Zu (i) und (ii). 1 liegt in keinem Primideal und O in jedem.
Zu (iii). Sind ml,...,mn Elemente aus einem Primideal von A, so gilt dasselbe fur jede

Linearkombination der m ,...,mn mit Koeffizienten aus A.

1
Zu (iv). Ist p ein Primideal mit M” C p, so gilt auch M” C p.
Zu (v). Wegen
re-rrcCcrArCrudl-rcrrcr
gilt nach (iv)

V(I+I”) 2 VI'(I7) 2 V(') und V(I'+1”) 2 V(') 2 V(I7),
also
V(1) 2D V(I MI) 2 VI)Uva).
Sei jetzt p € V(I’sI”). Es reicht zu zeigen, p € VI*)UV(I”). Angenommen, p & V(I’).
Dann gibt es ein a € I’ - p. Nach Voraussetzung gilt
pI” Dal”.

Weil p ein Primideal ist, welches das Element a nicht enthilt, folgt I” C p, also p €

vI).
Zu (vi). Jedes Pimideal p von A gilt

PEﬂV(Ia) & Iagpfllrjedesa

> Ioc C p (weil p ein Ideal ist)
a
&peEVE I(x)'
o
Zu (vii). Mit 1 C T gilt V(I) D VA/T) (nach (iv)). Seien p € V(I) und a € /1. Dann gibt
es eine natiirliche Zahl n mit a" € I C p. Weil p ein Primideal ist, folgt a € p. Wir
haben gezeigt, mit p € V(I) gilt VIC p,alsop € V(/1). Zusammen erhalten wir

V(D =VWD.
Zu (viii). Fira€ I und p € V(J) gilt p € V(I), also a € I € p. Es gilt also

Es reicht also zu zeigen, daf} (ix) gilt.
Zu (ix). Wir betrachten die natiirliche Abbildung

pPA—A=AlLap a+l
Es reicht zu zeigen, in A gilt
V0 = () Spec A,

denn durch Ubergang zu den vollstandigen Urbildern bei p ergibt sich daraus die
Behauptung. Mit anderen Worten, wir konnen annehmen,

I=0.
Fur jedes a € 4/0 gibt es ein n mit a = 0. Damit liegt a” in jedem Primideal, also auch a.
Es gilt also
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A0 C (N Spec A,
Sei jetzt a € () Spec A, d.h. a liege in jedem Primideal von A. Dann besitzt Aa keine

Primideale, ist also der Nullring, d.h. es gilt%: g in Aa' Das bedeutet, as1 - O«a wird

von einer Potenz von a annulliert, d.h. a ist nilpotent in A, d.h. a € \/6 Zusammen
ergibt sich

A0 =) Spec A,
d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

Irreduzible algebraische Mengen

Ein topologischer Raum X heif3t reduzibel, wenn es zwei echte abgeschlossene
Teilmengen X’, X” von X gilt mit

X=X X"
Andernfalls heit X irreduzibel.
Beispiel

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und I C& A ein Ideal. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent.
@) V(D) ist irreduzibel (bezuiglich der Zariski-Topologie).

(i)  \Tistein Primideal.
Beweis. (i) = (i). Sei V(I) = V(I") U V(I”) (= V(I*I")). Dann gilt
PeI” CAl.
Weil V1 prim ist, folgt, I' C /T oder I” C /T, also V(I") 2D V(I) oder V(I”) 2 V(). Da die

umgekehrten Inklusionen trivialerweise bestehen, folgt
V() =V({’) oder V(I) = V(I"),
d.h. V(I’) und V(I”’) konnen nicht beides echte Teilmengen sein: V() ist irreduzibel.

(1) = _(i1). Angenommen, ‘\ﬁ ist nicht prim. Es gibt dann Elemente f,g € A mit
feg €Al und f & /T und g & /1.

Wir setzen
I':= ‘\ﬁ +fAund I” := ‘\ﬁ + gA.

Dann sind V(I’) und V(I”’) echte Teilmengen von V(I), denn zum Beispiel aus V(I) =

V() wiirde folgen, I' & \ﬁ, alsof € \ﬁ im Widerspruch zur Wahl von f. Es reicht zu
zeigen,

v =Vv@) U va),
denn dann ist V(I) reduzibel im Widerspruch zur Annahme. Die Inklusion “_” besteht
nach Definition von I’ und I”. Sei p € V(I). Wegen fg C A1 C p gilt dann f € p oder
gEp,alsol’ C p oder I” C p, also p € V(I) oder p € V(I”), also
pE V() U V).
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Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Teilmengen im noetherschen
Fall

Sei A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1. Dann ist jede abgeschlossene
Teilmengen X von Spec A Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen,

X=X, J..u X mit X, irreduzibel. (1)

Insbesondere ist die Anzahl der minimalen Primideale von A endlich.
Beweis. Angenommen, es gibt ein X = X, welches sich nicht in dieser Gestalt

l 9
schreiben l46t. Dann muB3 X reduzibel sein, sagen wir
X — X’ U X”

mit echten abgeschlossenen Teilmengen X’ und X von X. Diese Teilmengen konnen
nicht beide von der Gestalt (1) sein, denn dann ware X von dieser Gestalt. Es gibt also

eine echte abgeschlossene Teilmenge X2 von Xl’ die sich ebenfalls nicht in der Gestalt

(1) schreiben 1aB3t. Indem wir so fortfahren, erhalten wir eine unendliche echt
absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen

X1 D) X2 ..
von Spec A. Wir gehen zu den Radikalen der die Xi definierenden Ideale iitber und
erhalten eine unendliche echt aufsteigende Kette von Idealen

I1 C 12 C ..

von A. Das ist aber unmoglich, weil A noethersch ist.
Wir haben damit insbesonder gezeigt, daf sich Spec A in der Gestalt

Spec A=V U ..U V) (2)
schreiben 146t mit endlich vielen Primidealen p;- Jedes minimale Primideal p von A liegt

in Spec A , also in einem der V(pl), ves V(pn), sagen wir

pEVp).
Dann gilt p; C p, also - weil p minimal ist - p; =P Jedes minimale p ist also gleich
einem der p;- Insbesondere ist die Anzahl der p endlich, da sie alle unter den P, auf der

rechten Seite von (2) vorkommen.

QED.

Bemerkungen

(i) Jedes Primideal eines kommativen Rings mit 1 enthalt ein minimales Primideal:
denn fur jede durch Inklusion geordnete lineare Kette von Primidealen, ist der
Durchschnitt ein Primideal. Nach dem Zornschen Lemma enthiélt deshalb die
Menge der Primideale, die ganz in einem gegeben Primideal liegen, ein minimales
Element.

(i) Insbesondere kann man in (2) jedes pi durch ein minimale Primideal ersetzen,

d.h. (2) gilt mit
{pl, ves pn} = Menge der minimalen Primideale von A.

(i11) Nach dem Satz von Noether zur Primérzerlegung sich jedes Ideal I eines
noetherschen Rings A als Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen
schreiben, sagen wir,

I=qlﬂ...ﬂqn. 3)
Ein Ideal q = g, von A heil3t Primarideal, wenn fur je zwei Elemente f,g € A mit

fegeq
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und der Eigenschaft, daf} keine Potenz von f in q liegt, stets gilt

gE€q.
Hort in (3) das Gleichheitszeichen auf zu gelten, sobald man eines der q weglaft,

so heiBt (3) unverkiirzbare Primdrzerlegung, und die q heiflen
Priméarkomponenten von 1.

Ein Beispiel ist die Zerlegung einer naturlichen Zahl n in ein Produkt von
paarweise teilerfremden Primzahlpotenzen, sagen wir,

n n

n= p1 1-...-prr P paarweise verschiedene Primzahlen.

n.
MitA =7, 1 =nA und q, =P 1A gilt dann (3), und die q sind Primarideale im
i
Ring der ganzen Zahlen.
(iv) Aus (3) ergibt sich
V=V U..UV@)=VepU..UVe) @
mit
Pj = \/Ei'
Aus der Definition des Primérideals folgt, daf3 die p; Primideale sind, d.h. (4) ist

die Zerlegung von V(I) in irreduzible Komponenten, Man kann deshalb (3) als
eine arithmetische Verfeinerung der Zerlegung in irreduzible Komponenten
ansehen.

(v) Der Satz von Noether macht au8erdem eine Eindeutigkeitsaussage: fur jedes i, fur
welches p; ein minimales Primoberideal von I ist, ist q durch I eindeutig

bestimmt. Genauer, es ist

q, = IApi M A.
Die ubrigen q sind im allgemeinen nicht eindeutig festgelegt. Sie heillen

eingebettete (Primér-)Komponenten von I.

Auf diese Weise ist fur jede irreduzible Komponente V(qi) von V(I) in naturlicher
Weise eine Schema-Struktur Spec A/qi definiert (falls P minimale Primoberideal

von [ ist). Sie Zerlegung (4) von V(I) in irreduzible Komponenten verfeinert sich
zu einer Zerlegung des Schemas Spec A/I in abgeschlossene Teilschemata
Spec A/qi.

Trager und Annullatoren

Definitionen
Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann heif3t die Menge

SuppM) = SuppA(M) :={p &€ Spec Al Mp #0}

Trager von M uber A.
Dabei bezeichne

~ — .
M =M®AAp_{S ImEeM,s e A-p}

den Quotientenmodul von M bezuglich des Primideal p.
Der Annullator von M in A ist definiert als das folgende Ideal von A.

Ann(M) =AnnA(M) ={a€AlaM=0}.
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Beispiel
Seien A ein Ring und I C A ein Ideal von A. Dann gilt
I = Ann A (A/T).

VA =Supp A(A/I).

Man beachte, fur jedes Primideal p von A gilt
(A =A JIA .
p P P

Eigenschaften

Satz 1

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) M # 0.

(ii) Supp A(M) # .

(i) Ann, (M) #= A

Beweis. Die Aquivalenz (i) <> (iii) und die Implikation (ii) = (i) bestehen

trivialerweise. Die Implikation (i) = (ii) ergibt sich aus Corollar 2 von Theorem 1 in

Kapitel II, §3.3 von N. Bourbaki, Algebre commutative. Dort wird gezeigt, daf die
naturliche Abbildung

M— [T M

pESpecm A
injektiv ist. Ist M vom Nullmodul verschieden, so gibt es also mindestens ein
maximales Ideal p von A mit Mp #= 0.

QED.

Satz 2

Seien A ein Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt
Supp A(M) = V(Ann A(M)).

Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel 11, §4.4 Propositin 17.
QED.
Satz 3

Seien A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und h: A — B ein Ring-
Homomorphismus. Weiter bezeichne

h: Spec B— Spec A, p » h'l(p),
die induzierte Abbildung auf den Spektren.

Dann gilt
Supp,(M® , B) = (4*)" (Supp , (V).

Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel II, §4.4, Proposition 19.

QED.

Folgerung

Seien A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und h: A — B ein Ring-
Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
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(1) M® AB =0.
(i) Ann A(M)B =B.
Beweis. (i) = (ii). Sei M®B = 0. Nach Satz 1 gilt dann Supp(M®B) = &, also
%) = Supp A(M) (nach Satz 3)
= V(Ann A(M)).

Da jedes echte Ideal ganz in einem maximalen Ideal lieft, kann Ann(M) kein echtes Ideal
sind. Es folgt Ann(M) = A. Dann gilt aber auch (ii).

(i1) = (i). Nach Voraussetzung (ii) liegt das 1-Element in Ann(M)B, d.h. es gilt

l=ab, +..+ab mita.€EAnn(M) und b.EB fur alle i.
171 rr i 1

Fur m € M und b € B erhalten wir dann in M®B:

r
m®b =m®( Y aibi)b
i=1

r
Y m®a.b.b
=1 '

r

D mai®bib (weil das Tensorprodukt itber A genommen wurde)
i=1

r
> O®bib (weil a, im Annullator von M liegt)
i=1

=0.
Da die Elemente der Gestalt m®b den Modul M®B erzeugen, folgt M®B = 0.
QED.

Assoziierte Primideale und Primarzerlegung

Definition

Seien A eine noetherscher Ring und M ein A-Modul. Ein Primideal p € Spec A ist ein
zu Mzassoziiertes Primideal, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfullt
sind.

(1) Esgibtein m € M mit Ann(m) = p.

(1) M enthalt einen zu A/p isomorphen Teilmodul.

Die Menge der zu M assoziierten Primideale von A mit mit
Ass(M) = Ass A(M)

bezeichnet.

?Ist m ein Element wie in der ersten Bedingung, so hat die Abbildung

A— M, a P am,

den Kern Ann(m) = p, d.h. das Bild ist ein zu A/p isomorpher Teilmodul. Ist
umgekehrt N C M ein zu A/p isomorpher Teilmodul und

f: Alp— N

ein Isomorphismus, so hat das Bild m € M des 1-Elements von A/p bei f den
Annullator p.
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Maximale Annullatoren von Modul-Elementen

Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann liegt jedes Ideal der Menge
{Ann(m) I meM - {0}} (1)

in einem maximalen Element dieser Menge. Jedes dieser maximalen Elemente liegt in

Ass(M)

Beweis. Die Aussage, daB jedes Ass(m) in einem Ass(m) liegt, das maximal in (1) ist,
gilt weil A noethersch ist.
Sei jetzt
p := Ass(m)
maximal in der Menge (1). Wir haben zu zeigen, daf} p ein Primideal ist. Seien a,bEA
zwei Elemente mit
abE pund b & p.

Dann gilt

bm # 0 und abm = 0.
Damit ist Ann(bm) ein Element von (1), und trivialerweise gilt

Ann(bm) D Ann(m).
Weil der rechte Annullator maximal in (1) sein soll, folgt

a € Ann(bm) = Ann(m) = p.

Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal.
QED.

Moduln ohne assoziierte Primideale

Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

@) Ass(M) = .
(ii) M=0.
Beweis. (i) = (ii). Angenommen M # 0. Dann gibt ein Element m € M - {0}, und

Ass(m) ist ein Element der Menge (1), liegt also in einem maximalen Element dieser
Menge. Dieses ein assoziiertes Primideal von M. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme (1).

(i) = (i). Angenommen Ass(M) ist nicht leer. Sei p ein solches Element. Dann gibt es

ein Element m € M mit
Ann(m) =p # A.
Das Element m € M kann nicht Null sein. Dies steht im Widerspruch zur Annahme M =

0.
QED.

Assoziierte Primideale und Nullteiler
Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann ist

U Ass(M) ey
gerade die Menge der Nullteiler fur M (d.h. die Menge der Elemente von A, die ein
Element von M - {0} annullieren.

Beweis. Sei a € A ein Element von (1). Dann liegt a in einem Primideal der Gestalt
p=Ann(m) mitm €M - {0}.

Insbesondere gilt am = 0, d.h. a annulliert ein von O verschiedenes Element von M.

Sei umgekehrt a € A ein Element, welches ein m € M - {0} anulliert, d.h.
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a € Ann(m).
Nun liegt Ann(m) in einem maximalen Annullator eines Element von M. Ein solcher
Annullator p ist ein assoziiertes Primideal von M.

a € Ann(m) C p € Ass(M).

Damit liegt a in der Menge (1).
QED.

Assoziierte Primideale und Quotienten

Seien A ein noetherscher Ring, M ein A-Modul und S C A eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge. Dann gilt

AssA(S'lM) - f(AssS_1A(S'1M)) = Ass, (M) {pESpec AIpMNS=Z} (1)
Dabei sei f: Spec sia — A induziert durch die naturliche Abbildung A — sIA.

Beweis. Sei p aus der linken Menge von (1). Dann gibt es Elemente m € M und s€S

mit
p ={a€Ala=0}
={aEAIE;—S-%=0}
| = f(q)
mit
q={beslAl b-%} = Anng.| A(%). )

) L. c . , c m
Ein Element von q ist ein Element der Gestalt T mit cEA, s’ES und . 0. Letzteres

bedeutet, dal cm € A von einem Element s” € S annulliert wird. Weil s” in S'lA eine
Einheit ist, folgt = € p. Damit st

-1
q=pS A
Insbesondere ist q in Primideal, d.h. p = f(q) liegt in der mittleren Menge von (1). Wir
haben gezeigt, die linke Menge von (1) liegt in der mittleren.
Sei jetzt p ein Element der mittleren Menge. Dann gilt

p=1(q)
mit einem Primideal q von S1A der Gestalt (2). Lage p nicht in der rechten Menge von

(1), so gébe es ein s € S mit s € p. Dann wiirde aberSS—SE q gelten. Weil %eine
Einheit in S1A ist, ware dann q = S1A. Dieser Widerspruch zeigt, dall die mittlere
Menge von (1) in der rechten liegt.

Sei jetzt p eine Element der linken Menge von (1). Dann gibt es ein m € M mit
P = Ann(m)

={a€Alam=0}
={a€Ala>=0inS'M}

Man beachte, aus a-%= 0in S_IM folgt s’am = 0 in M fur ein Element s’ES, also

s’a € Ann(m) = p.

Wegens’ € Sund p () S = D folgt s” & p, also a € p. Damit ist gezeigt, die rechte

Menge von (1) liegt in der linken.
QED.
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Assozierte Primideale und der Trager eines Moduls
Seien A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann gilt:
@ Ass(M) C Supp(M).

(ii) Die minimalen Elemente von Supp(M) liegen in Ass(M).
Insbesondere haben Ass(M) und Supp(M) dieselben minimalen Elemente.

Beweis. Zu (i). Sei p € Ass(M). Dann existiert eine exakte Sequenz von A-Moduln
0— Ap— M.
Weil Ap flach ist tiber A, erhalten wir durch Anwenden des Funktors &® AAp eine exakte
Sequenz
0—A/pA — M ,
PP P
d.h. es gilt p € Supp(M).
Zu (ii). Sei p ein minimales Element von Supp(M). Auf Grund der Identitiaten, welche

das Verhalten von Ass(M) beim Ubergang zu Quotientenringen S'lA beschreiben (mit
S = A-p) gilt

f(Ass (M )) = Ass , (M) (1 {q € Spec Alq C p},

wenn f die Abbildung
f: Spes Ap —> Spec A, x b x[ A,

bezeichnet, welche durch die naturliche Abbildung A — Ap induziert wird. Die
Abbildung
{q € Spec Al1qC p}—> Spec Ap’ y B yAp,
ist ein Schnitt von f. Wir sehen so, daf} die folgende Aquivalenz besteht.
e Ass(M) & pA € Ass, (M ).
PE ASM) & pA_ € Ass, (M)

p
Es reicht also, zu zeigen, es gilt

A € Ass M ).
pA Ap( N

Wegen pAp € Supp A (Mp) = f 1(Supp A(M)) ist pAp ein minimales Element des

Tragers von Mp uber Ap.3 Es reicht also, die Behauptung fur Ap und Mp anstelle von A

und M zu beweisen, d.h. wir kdnnen annehmen p ist nicht nur minimal, sondern auch
maximal in Supp(M), d.h.
Supp(M) = {p}-

Wegen M # @ ist Ass(M) nicht leer, und nach (i) liegt Ass(M) ganz in Supp(M). Damit
gilt
o Ass(M) = Supp(M) = {p}.
Insbesondere liegt p in Ass(M), wie behauptet.
QED.

? Durch Anwenden des Schnitts s auf ein echt kleineres Primideal im Trager von M erhielten wir ein

echt kleineres Primideal im Trager von M.
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Die minimalen Primideale von Ass(A/I) und V()

Seien A ein kommuativer noetherscher Ring mit 1 und I C A ein Ideal. Dann sind die

Mengen der minimalen Elemente von
Ass(A/T) und V(I) ( = Supp(A/))
dieselben, d.h. die minimalen Elemente von Ass(A/I) sind gerade die minimalen
Primoberideale von 1.
Beweis. Fur jedes Primoberideal p von I hat man eine Surjektion

A/l —» Alp

Durch Lokalisieren nach p sieht man, es gilt p € Supp(A/I). Ist pESpec(A) kein
Primoberideal von I, so enthalt IAp eine Einheit, ist also gleich Ap, d.h.

(A) =A_/IA
P 'p P

ist der Nullmodul. Wir haben gezeigt
Supp(A/T) = V(1)
Die Behauptung folgt damit aus der vorhergehenden Aussage.
QED.
Teilmodulketten mit Faktoren der Gestalt A/p

Sei A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und M # 0 ein endlich erzeugter A-
Modul. Dann gibt es endliche aufsteigende Kette von Teilmoduln, sagen wir

O=M0CM1 C...CMr=M
sodaB furi = 1,...,r gilt
Mi/Mi— | = A/pi mit P; € Spec(A) (D)

Beweis. Weil A noethersch ist und M endlich erzeugt ist uber A, ist M ein
noetherscher Modul.

Wegen M # 0 ist Ass(M) nicht leer, d.h. es gibt ein ple Ass(M) und damit einen

Teilmodul M1 C Mmit M = A/pl. Falls M1 ein echter Teilmodul von M ist,
wiederholen wir diese Argumentation mit M/M1 anstelle von M. Wir erhalten so eine
echt aufsteigende Folge von Teilmoduln Mi von M, fur welche (1) gilt.

Weil M noethersch ist, mufl diese Folge endlich sein, d.h. das Verfahren muf}
abbrechen. Das bedeutet aber, es gibt einen Index r mit Mr =M.

QED.

Verhalten von Ass(M) bei exakten Sequenzen
Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und

0O—mM —-M-—5M’"—0
von A-Moduln. Dann gilt

Ass(M) C Ass(M’) U Ass(M™).
Beweis. Sei p € Ass(M). Wir wihlen einen Teilmodul
N C M mitN = A/p.

Jedes von Null verschiedene Element n € N - {0} hat dann den Annullator p,
Ann(n) =p.*

* Weil p ein Primideal ist, hat jedes Element von A/p - {0} diese Eigenschaft.
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Falls N () M’ # 0 ist, gibt es ein solches Element n in diesem Durchschnitt, d.h. es
gilt

p € Ass(M’).
Falls N () M’ = 0 ist, wird N bei der Abbildung M —» M” isomorph auf einen

Teilmodul von M” abgebildet, d.h. M” enthilt einen zu N isomorphen Teilmodul. Es
gilt also

p € Ass(M”).
QED.

Die Endlichkeit der Menge Ass(M)

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist
die Menge Ass(M) endlich.
Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen gibt es eine echt aufsteigende Folge

O=M0CM1 C...CMr=M
sodaB furi = 1,...,r gilt

MiMi—l = A/pi mit p; € Spec(A).
Im Fall r =0 gilt M = 0 und Ass(M) ist leer, also endlich. Im Fall r = 1 gilt

Ass(M) = Ass(A/pl) = {pr}.
Also ist auch in diesem Fall Ass(M) endlich. Sei jetzt r > 1. Dann gilt
Ass(M) C Ass(Ml) U Ass(M/Ml).

Die Menge Ass(Ml) besteht, wie eben gesehen, aus einem Element, ist also endlich.
Die Menge Ass(M/Ml) besteht nach Induktionsvoraussetzung beziiglich r aus nur

endlich vielen Elementen. Also ist auch Ass(M) endlich.
QED.

Flachheit

1. Definitionen
Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Fur jede Sequenz von A-
Moduln
S:.. >N —-N—5N’— ..
bezeichnen wir mit S® AM die Sequenz

...—>N®AM—>N®AM—>N ®AM—>...,

die man aus S durch Tensorieren mit M uber A erhalt. Der A-Modul M heif3t flach uber
A, wenn fur jede exakte Sequenz S von A-Moduln die Sequenz S® AM ebenfalls exakt

ist. Der A-Modul M heif3t treuflach, wenn jede Sequenz S von A-Moduln die Sequenz S
genau dann exakt ist, wenn S® AM es ist.

Beispiele
1. Der A-Modul A ist treuflach, weil S® AM = S gilt fur jede Sequenz S von A-

Moduln.

2. Freie A-Moduln F # 0 sind treuflach, weil das Tensorprodukt mit direkten Summen
kommutiert und eine direkte Summe von Sequenzen genau dann exakt ist, wenn jeder
direkte Summand es ist.

3. Projektive A-Moduln P sind flach, denn es gibt stets einen A-Modul P’ mit

F:=FoP’
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frei. Fur Sequenzen von S von A-Moduln gilt damit
S exakt & S®AF = S®AP @ S®AP’ exakt

& S® AP und S® AP exakt

= S®AP

2. Kriterium fur flache Moduln

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann sind folgende
Bedingungen 4quivalent.

@) M ist A-flach.

(i1) Fur jede exakte Sequenz S vond A-Moduln der Gestalt

0—N'—N
ist S® AM exakt.
(i)  Fur jedes endlich erzeugte Ideal I von A ist die naturliche Abbildung
I®AM — M, a®m p am,

injektiv. Mit anderen Worten, diese Abbildung induziert einen Isomorphismus

von A-Moduln I® AM i) IM.

@iv) Torf’(M, A/T) = 0 fur jedes endlich erzeugte Ideal I von A.
(V) Torf’(M, N) =0 fur jeden endlich erzeugten A-Modul N.
(vi) Tor‘r?(M, N) =0 fur jeden A-Modul N und jede natirliche Zahl n.

(vit)  Fur beliebige Elemente a .,arEA und x ..,XI_EM mit

1 1

alx1 + ...+ arxr =0

gibt es Elemente aij € A und yj eEM@=1,.r,j=1,..s) mit
X, =a,y teay furi=1,..r
und ‘
alalj + ...+ ararj =0furj=1,..,s
Beweis. (i) = (ii). trivial.

(i) = (vi). Ergibt sich aus der Berechnung der Tor-Funktoren mit Hilfe freier
Auflosungen.

(vi) = (v). trivial.
(v) = (iv). trivial.
(iv) = (iii). Aus der exakten Sequenz

0 —>I—A—AT—0
erhalt man durch Tensorieren mit M tiber A eine exakte Sequenz
A
Tor; (M, A/l) — I®AM — A®AM

Nach Voraussetzung ist der Tor-Modul links gleich Null. Die Abbildung rechts ist
deshalb injektiv.

(i) = ().
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1. Schritt: (iii) gilt fur nicht notwendig endlich erzeugte Ideale.
Seien I ein beliebiges Ideal von A und {Ia} das direkte System der endlich erzeugten

Ideale von A, welche ganz in I liegen. Dann gilt

lim
1= —_ | .
o @
und nach Voraussetzung sind die Sequenzen

O—>IG®AM—>A®AM
exakt. Da das Tensorprodukt mit direkten Limites kommutiert, erhalten wir durch
Ubergang zum direkten Limes die Exaktheit der Sequenz
O—>I®AM—>A®AM,

d.h. Aussage von (iii) gilt auch fur nicht-notwendig endlich erzeugte Ideale I von A.
2. Schritt. Reduktion auf den Fall N/N’ endlich erzeugt.

Wir nehmen an, die Behauptung ist richtig, falls N/N” endlich erzeugt ist.

Sei {Na} das direkte System der endlich erzeugten Teilmoduln von N. Dann ist

(N _ +N)/N°
o
fur jedes o endlich erzeugt, d.h. aus der exakten Sequenz
00— N — Na + N’
erhalt man durch Tensorieren mit M uiber A eine exakte Sequenz
00— N® M—N +N)® M
A o A

Weil das Tensorprodukt mit direkten Limites kommutiert, erhéalt man durch Ubergang
zum direkten Limes die Exaktheit der Sequenz

0 —)N’®AM — N’®AM
3. Schritt. Der Fall N/N’ endlich erzeugt.

Nach Voraussetzung gibt es Elemente n, ,...,anN mit
N=N + n1A+...+nrA.
Wir setzen
N.: =N +n A+.+nA
1 1 1

und betrachten die A-linearen Abbildungen
N®AM:NO®AM—>N1®AM—> —>Nr®AM:N®AM
Es reicht zu zeigen, jede dieser Abbildungen ist injektiv. Das reduziert den Beweis auf

den Fall r = 1. Sei also
N=N’+aA

fur ein a € A. Dann wird N/N’ von nur einem Element erzeugt, d.h.

N/N” = A/l
mit einem Ideal I von A. Insbesondere besteht eine exakte Sequenz

00— N —N—AT—0.
Wir tensorieren mit M tiber A und erhalten eine exakte Sequenz

TorllA(M, A/ll) — N’®AM — N®AM.
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
Torf‘(M, A/l)=0.
Zur Berechnung des Tor-Moduls betrachten wir die exakte Sequenz



22

0—I—A—AT—0.
Wir tensorieren mit M uiber A und erhalten eine exakte Sequenz

Tor}'(M, A) —> Tor} (M, Al) — 1® , M — A® , M.

Die A-lineare Abbildung rechts ist nach dem 1. Schritt injektiv. Der Tor-Modul links ist
0, weil A als Modul tiber sich selbst flach ist. Damit ist der zweite Tor-Modul der
Sequenz ebenfalls Null, d.h. es gilt die Behauptung.

(i1) = _(1). Sei eine exakte Sequenz S von A-Moduln gegeben, sagen wir

dn+1 d dn 1

S:... — N N —)N ®M "

n+1

Betrachten wir die zugehorigen exakten Sequenzen
d
0— Ker(d ) — N —SImd_ ) —s0
n n n-1

und

00— Imd ,)— N

n-1 n-1
Nach Voraussetzung (ii) und weil das Tensorprodukt rechtsexakt ist, erhalten wir durch
Tensorieren mit M uiber A exakte Sequenzen
d,®id
O—)Ker(d )® M—>N ® M Im(d 1)®AM—>O (1)

und

0—Imd )® M—N ® M,

Der rechte Morphismus dn ®id der ersten Sequenz andert seinen Kern nicht, wenn

man ihn mit der Injektion der zweiten zusammensetzt,
d.h. die folgende Sequenz ist exakt

d,®id

0—>Ker(d )® M—)N ® M —> N_1®AM

Der linke Morphismus dleser Sequenz andert sein Bild nicht, wenn man ihn mit der
Surjektion von (1) zusammensetzt (mit n ersetzt durch n+1, man beachte, es gilt
Im(d d+1) = Ker(dn)). Also ist die folgende Sequenz exakt

dpy®id d,®id

Nn®AM —_— N®M—>N ®M

Das dies fur jedes n richtig ist, ist die Sequenz S® AM exakt.

Wir haben noch zu zeigen, Bedinung (vii) ist dquivalent zu einer der ubrigen
Bedingungen.

(1) = _(vii). Betrachten wir die folgende exakte Sequenz von A-Moduln

0_>K_>Afi>A.

Dabei sei @ die A-lineare Abbildung mit der Matrix (al,...,ar)T, d.h.

@(b 1 b)—a11 '+arbr'
Weil M flach ist iber A nach Voraussetzung (i) erhalten wir durch Tensorieren mit M
uber A eine exakte Sequenz

o—>K®AMi>Mri>M.
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mit

Q (ml,...,mr) = alm1 + ...+ armr.
Nach Voraussetzung liegt (Xl""’xr) im Kern von ¢’, also im Bild der Injektion links.
Deshalb gibt es Elemente

u.=(@, .,...,a JEK(C AHundy.EM
@, ; pp SR A) undy,

mit ’
(Xl ""’Xr) = IP(JE ujyj)

=0 @)Y

J
= (JE- al,j Ve eee s % ar,jy

a_.)y.
Ly

j)

Weil die uj im Kern von ¢ liegen, gilt auerdem fur jedes j:

0= % aiaij
Bedingung (vii) ist erfullt.
(vii) = (iii). Sei I ein endlich erzeugtes Ideal von A, sagen wir
I= (al,...,ar).
Ein Element im Kern der naturlichen Abbildung
I®AM — M, a®m  am,
hat die Gestalt
r
E= E ai®xi mit xiEM.
=1
Weil € im Kern liegt, gilt
r
E a.x. = 0.
=1
Nach Voraussetzung (vii) gibt es Elemente aijEA und yJEM mit

r
X, = ? aijyj fur jedes i und Elaiaij = 0 fur jedes j.
Damit gilt

T
E= izlai@ﬁxi

r
= Ya®Ya.y.
=1 W
T
= a.a.®y.
JE' izl i)
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=>0®y.
: J
J

=0.

Der Kern ist somit trivial.

QED.

3. Eigenschaften flacher Moduln

@

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

Transitivitat. Sei h: A — B ein flacher Homomorphimus von kommutativen

Ringen mit 1, d.h. B sei als A-Modul flach. Dann ist jeder flache B-Modul auch
flach als A-Modul.
Insbesondere ist die Zusammensetzung flacher Homomorphismen flach.

Basiswechsel. Seien h: A—B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen
mit 1 und M ein flacher A-Modul. Dann ist M® AB ein flacher B-Modul.

Lokalisierung. Seien A ein kommutiver Ring mit 1 und S C A eine multiplikativ

abgeschlossene Teilmenge. Dann ist der naturliche Homomorphismus

A—>S'1A,a|->i—s,

flach.
Kommutieren mit Kernen, Kokernen, Homologie. Seien A ein kommutativer
Ring mit 1,

: N1 — N2 und K: ... — Ni — Ni— — ..

eine A-lineare Abbildung bzw. ein Komplex von A-Moduln. Dann bestehen fur
jeden flachen A-Modul

M
natirliche Isomorphien

Ker(p® AM) = Ker(p)® AM
Koker(p® AM) = Koker(p)® AM
H.(K® , M) =H.(K)® M

Die zweite Isomorphie besteht auch ohne die Voraussetzung der Flachheit von M.

Verhalten von Tor und Ext. Seien h: A — B ein flacher Homomorphismus von

kommutativen Ringen mit 1 und M, N zwei A-Moduln. Dann bestehen naturliche
Isomorphismen

A .- B
Tor, (M, N)®AB = Tor, (M®AB, N®AB)

fur alle nicht-negativen ganzen Zahlen n. Ist A noethersch und M endlich erzeugt,
so gilt aulerdem

n Y ..n
ExtA(M, N)®AB = ExtB(M®AB, N®AB).

Regulare Elemente. Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein flacher A-Modul

und a € A ein reguldres Element. Dann ist a auch M-regulér. Allgemeiner, sei
a ,.,a €A
1 r

eine semi-regulare Sequenz von Elementen aus A, d.h. die Multiplikation mit ai

+1
definiert einen injektiven A-linearen Endomorphismus von
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A/(al,...,ai)A
furi1=0,...,r-1. Dann bilden diese Elemente auch eine M-semi-regulire Sequenz,
d.h. die Multiplikation mit a_ definiert einen injektiven A-linearen
Endomorphismus von

M/(al,...,ai)M

(vil) Erweiterungsideale. Seien h: A — B ein flacher Homomorphismus und 1,J zwei
Ideale von A. Dann gilt
I HB=IB()JB.
Ist J auBerdem endlich erzeugt, so gilt auch
(I:J)B = IB:JB.
Beweis. Zu (i). Sei N ein flacher B-Modul und S eine exakte Sequenz von A-Moduln.
Wir haben die Exaktheit der folgenden Sequenz zu beweisen.

S®AN =S® A(B®BN) = (S®AB)®BN.
Weil N flach ist tiber B, reicht es zu zeigen, dall S® AB exakt ist. Das ist aber der Fall,

weil B flach ist uiber A.
Zu (ii). Sei S eine exakte Sequenz von B-Moduln. Wir haben die Exaktheit der
folgenden Sequenz zu beweisen.

S®B(B®AM) = S®AM.

Diese ergibt sich aus der Exaktheit von M tiber A.
Zu (iii). Seien M ein A-Modul und M’ ein Teilmodul von M. Wir haben zu zeigen, die

naturliche Einbettung M’ & M von M’ in M induziert eine Injektion
) -1 -1 a a
M ®AS A—)M@AS A,m@S B m®S.
Wegen® M'® AS'IA = s"IM’ und M® AS‘lA = S"'M hat diese Abbildung bis auf
Isomorphie die Gestalt
m m

S_lM’ —_ S_lM, ? I—)?

) o m . ) )
Ein Element aus dem Kern hat somit die Gestalt Y mit m € M’, s&S, wobei es ein

Element aus t € S gibt mit tm = 0. Dann ist aber % auch in STM” das Nullelement.

Zu (1v). Sei K = Ker(g). Aus der exakten Sequenz

s Der S™ A-Modul M®AS_1A besitzt die Universalititeigenschaft des Quotienten-Moduls s IM: die
naturliche Abbildung
oM — U := M®AS_1A, m p m® £
$

ist A-linear, und jede A-lineare Abbildung ¢’:M — U’ mit Werten in einem S_lA-Modul U’

faktorisiert sich auf genau eine Weise iber ¢, denn die Abbildung
MxSTA UL m Y s S,
s s
ist bilinear iber A. Auf Grund der Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts fakorisiert sie sich also

auf genau eine Weise tiber M x sla — U.

U ein Modul tiber S_IA und es
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0—K—N i>N

1 2
erhalt man auf Grund der Flachheit von M uber A die Exaktheit von
POM

O—>K®AM—>N1®AM — N2®AN
also
Ker(p®M) = K® AM = Ker(p)® AM .
Damit besteht die erste Isomorphie. Die zweite Isomorphie erhalt man durch Dualisieren
der obigen Argumentation. Zum Beweis der dritten betrachten wir das kommutative

Diagramm
dit dj

1
— Ni+1 Ni — Ni—l —_— ...
I T
(03
0 — Ni+1 — Ker(di)—> Hi(K) — 0

Der Morphismus o existiert dabei auf Grund der Universalitatseigenschaft des Kerns
und ist injektiv. Die untere Zeile dieses Diagramms ist exakt (nach Definition der
Homlogie). Insbesondere gilt

Hi(K) = Koker(a).

Wir tensorieren die obere Zeile des Diagramms mit M uiber A und erhalten in analoger
Weise das kommutative Diagramm

dj; 1 ®M d;®M
. —> Ni+1®M —_— Ni®M —_— Ni-1®M —_ ...

I T
0— N. @M ﬁ) Ker(d.®M) — H(K®M) —s 0

mit exakter unterer Zeile. Wegen
Ker(di®M) = Ker(di)®M

ist die untere Zeile des neuen Diagramms gerade das Tensorprodukt der unteren Zeile
des alten mit M uiber A. Insbesondere ist f = a®M und

Hi(K®M) = Koker(p) = Ker(a®M) = Ker(o)®M = Hi(K)®M.

Zu (v). Sei
F,— M—0

eine freie (also projektive) Auflosung von M tiber A. Dann ist

F*®AB — M®AB —0
eine freie Auflosung von M® AB uber B. Wir erhalten

A

Tor, (M, N) = Hn(F*® AN)

und
B
Tor, (M®AB, N®AB) = Hn((F*®AB)®B(N®AB))

Wegen
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(F*®AB)®B(N®AB) = F*®A(B®BN)®AB
=F,® AN® AB’
und der Flachheit von B tiber A folgt
B
Tor, (M®AB, N®AB) = Hn(F*®AN®AB)
= Hn(F*® AN)® AB

A
= Torrl M, N)® AB
Ist A noethersch und M endlich erzeugt uber A, so konnen wir annehmen, F besteht

aus endlich erzeugten freien A-Moduln. Dann gilt aber®
HomB(Fi®AB’ N®AB) = HomA(Fi, N)®AB,

und dieselben Argumente wie oben mit Hom anstelle von ® beweisen den zweiten Teil
der Behauptung.

Zu (vi) Weil a ein reguldres Element von A ist, definiert die Multiplikation mit a eine
exakte Sequenz

a
0—A—A.
Weil M flach ist iiber A, entsteht durch Tensorieren mit M uiber A eine exakte Sequenz
a
0 — A®M — A®M.
Wegen A®M = M hat diese die Gestalt

a
0O—M—M,

d.h. a ist M-regular. Allgemeiner hat man eine exakte Sequenz von A-linearen
Abbildungen

aj+1
0— A/(al,...,ai)A — A/(al,...,ai)A
Durch Tensorieren mit M uiber A erhilt man eine exakte Sequenz

a41
0— M/(al,...,ai)M — M/(al,...,ai)M

Zu (vii). Wir betrachten die exakte Sequenz

01V —> A —25 AT® AJJ

mit ¢(a) := (a mod I, a mod J). Durch Tensorieren mit B tiber A erhalten wir die exakte
Sequenz’

0— (IM)B —B i) B/IB @ B/JB
mit (b) = (b mod IB, b mod JB). Damit gilt
(IMNIHB =Ker(y) =1IB () JB.
Zum Beweis des zweiten Teils betrachten wir zundchst den Fall, daf3 J ein Hauptideal

ist, sagen wir
J =aA.

® Fur F, = A steht auf beiden Seiten N®AB. Fur allgemeines F. erhalt man die Isomorphie, weil Hom
i i

und ® mit endlichen direkten Summen kommutieren. Genauer: Hom uiberfiihrt direkte Summen
bezuiglich des ersten Arguments in direkte Produkte (welche im endlichen Fall direkte Summen sind).
7 Man beachte, es gilt I \)®B = (I \])B.
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Die Multiplikation mit a definiert eine exakte Sequenz

a
0—la—A—AT1T—0.
Durch Tensorieren mit B tiber A erhalten wir die exakte Sequenz

a
0 — (Iha)B— B — B/IB — 0.
Also gilt
(I:a)B = IB:a.
Fur allgemeines J, sagen wir
J=(a,,..,.a )A
1 n
erhalten wir
n n n
IB:JB =, IB:ai =Mz (I:ai)B =M=y (I:ai))B = (L:J)B.

QED.
Beispiel 1
Seien k ein Korper, x, y Unbestimmte und

A :=Kk[x,y]

B : = A/xA = Kkly].
Dann ist der Faktorring B von A kein flacher A-Modul. Andernfalls wére namlich

IMNHB=IB(JB

mit

[ :=(x+y)A und J = yA.
Es gilt jedoch

1N =&y +yH)A
(weil X + y und y teilfremde Polynome in A sind) und

IB=yB,J=yBalsolB()JB=yB
(IM9)B = y*B = yB = IB () JB.

Man beachte, der durch A —» B induzierten Morphismus ist eine (echte)
abgeschlossene Einbettung
Spec B & Spec A

d.h. manche Fasern dieses Morphismus sind einpunktig und manche sind leer. Es treten
also Fasern unterschiedlicher Dimension auf.

Beispiel 2
Seien k ein Korper, x,y Unbestimmte, z = y/x, und
A :=K[xy]
B = k[x,y,z].
Dann ist B als A-Modul nicht flach. Andernfalls ware namlich
IMNJ)HB=IB(JB
mit
[:=xAundJ=yA.
Es gilt jedoch
IM)J =xyA
(weil x und y teilerfremde Polynome in A sind), also
(INJ)B = xyB = x22B.
Andererseits ist
IB()JB=xB()yB=xB/[)xzB.
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Wire XZZB = xzB, so konnte man xz in der Gestalt xz = xzz-b mit b € B schreiben,
d.h. 1 = x+b in B = k[x,y,y/x] € k(x,y). Folglich miite b = 1/x negativen Grad®
haben. Die Elemente von B haben aber alle einen nicht-negativen Grad.

Man beachte, der durch A & B = A[T]/(XT - y) induzierte Morphismus

Spec B — Spec A

hat als Faser iiber dem Ursprung eine Gerade. Die uibrigen Fasern sind leer tiber den
Punkten der y-Achse x = 0 und sie sind einpunktig tiber den ibrigen Punkten. Es treten
Fasern unterschiedlicher Dimension auf.

Beispiel 3

Seien k ein Korper, x,y,z Unbestimmte und
A :=Kk[x,y]
B := k[x.y.2)/(2% - f(x,y)) , f € A.

Dann ist B als A-Modul isomorph zu
B=A+Az=A®A,

d.h. B ist frei, also flach tiber A.

Man beachte, der durch die naturliche Abbildung A — B induzierte Morphismus

Spec B — Spec A

hat zwei punktige Faser (wenn man die Punkte der Fasern tiber den Nullstellen von f
doppelt zahlt). Insbesondere haben alle Fasern dieselben Dimension.
Beispiel 4
Seien h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Wir nehmen
an, A ist ein Hauptidealring. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(1) hist flach.
(i) B ist als A-Modul torsionsfrei, d.h. die Multiplikation mit Elementen aus A-{0}

ist in B injektiv.
Beweis. (i) = (ii). Weil A ein Hauptidealring, also insbesondere ein Integritatbereich
ist, ist jedes von Null verschiedene Element von A reguldr. Auf Grund der Flachheit
von h ist es dann aber auch B-regulir.

(i) = (1). Es reicht zu zeigen, fur jedes Ideal I von A ist die Abbildung
I®AB — B, a®b  ab, (D
injektiv. Fur I = 0 ist das trivial, sei also I # 0. Weil A ein Hauptidealring ist, hat I die
Gestalt
I[=xA (# 0),
und ist als A-Modul isomorph zu A,

A—xA=1ap xa
Durch Tensorieren des Isomorphismus mit B iiber A erhalten wir einen Isomorphismus

BEA@AB:I@)AB,b» 1®b 1> x®b.

Es reicht zu zeigen, die Zusammensetzung von (1) mit diesem Isomorphismus ist
injektiv, d.h.

B— B,b» x®b 1 xb,

ist injektiv. Wegen I # 0 ist x € A von Null verschieden. Die Injektivitat ergibt sich
aus der Torsionsfreiheit von B uber A.

8 Wir definieren den Grad einer rationalen Funktion als Grad des Zahlers minus Grad des Nenners.
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QED.

4. Flachheit uber lokalen Ringen

Seien (A, m) ein lokaler Ring und M ein A-Modul. Wir nehmen an, eine der beiden
folgenden Bedingungen ist erfullt.

I. m ist nilpotent.

2. M ist endlich erzeugt uber A.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

6)) M ist flach.

(i1) M ist projektiv.

(i)  Mist frei.

Beweis. (iii) = (ii). trivial. (siche Anhang Kategorien).

(ii) = (1). trivial (siehe die Beispiel unmittelbar nach der Defintion der Flachheit).

(1) = (iii). Sei M ein flacher A-Modul. Wir wihlen eine Familie
M} (1)

von Elementen aus M, deren Restklassen in M/mM eine Vektorraumbasis tiber A/m
bilden. Es reicht zu zeigen, die Elemente der Familie (1) bilden ein A-linear
unabhingiges Erzeugendensystem von M. Es gilt dann

M= ¥ m.A+mM
1
i€l
Indem wir diese Identitat wiederholt in sich selbst einsetzen, erhalten wir
M=% miA +m™ firn=1,2,3,...
i€l
Ist m nilpotent, so ergibt sich fur gro3es n, dal} die m, ein Erzeugendensystem von M

uber A bilden. Ist M endlich erzeugt, also I endlich, folgt dies aus dem Lemma von
Nakayam. Wir haben noch die A-lineare Unabhédngigkeit der m, zu beweisen. Dazu

reicht es, die folgende Aussage zu beweisen.

Sind Xl ,...,xr endlich viele Elemente von M, deren Restklassen in M/mM linear

unabhingig uber A/m sind, so sind die X, linear unabhédngig uber A.

Wir beweisen dies durch Induktion nach r.

DerFallr=1.
Sei die Restklasse von x = x 1in M/mM linear unabhédngig, d.h. von Null verschieden.
Sei weiter a € A ein Element mit ax = 0. Wir haben zu zeigen,

a=0.
Weil M flach ist tiber A, gibt es Elemente
yl,...,ys € M und al,...,as €A
mit
X = alxl+...+asxS und aa,=.
Nach Wahl von x ist die Restklasse von x in M/mM ein Basis-Element dieses
Vektorraums, also insbesondere von Null verschieden. Dann muf} aber die Restklasse
eines Summand ax. in M/mM ungleich Null sein, d.h. mindestens ein a, liegt nicht in

..=aa =0.
S

m. Dann ist dieses a, eine Einheit in A, d.h. mit aa, = 0 gilt auch a=0.
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Der Fallr > 1. Seien al,...,ar € A Elemente mit

a1X1+"'+arXr =0.

Wir haben zu zeigen,

Weil M flach ist tiber A, gibt es Elemente

yl,...,yS & M und ail""’ais e A
mit ‘
X, = agy teta y furi=1,...r (2)
und
r
aa.=0furj=1,...,8 3
izl i ] 3)

Wegen X, & mM gilt arj &m fir mindestens ein j. Wegen (3) und weil fur dieses j das
Element arj eine Einheit ist, erhalten wir

r-1
a = Yyca mitc. =-a./a_..
o i i ij 1j
Damit gilt
0 =a X, +..+a x
171 rr
= al(x1+ Clxr)+"'+ar—1(xr—1+Cr—1xr)
Die Restklassen der Elemente in Klammern in M/mM sind linear unabhangig uber A/m.
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Elemente selbst linear unabhangig itber A. Also
gilt
a =..=a_ , =0
und
r-1
a = _2 c.a, = 0.
=1
QED.

5. Kriterium fur flache Homomorphismen

Sei h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Dann sind

folgenden Aussagen dquivalent.
(i) hist flach.

(i) Fur jedes PESpec B induziert h einen flachen Homomorphismus
A AP — BP'

Dabei bezeichne A( P das vollstandige Urbild von P bei h.
(iii)) Fur jedes maximale Ideal P von B induziert h einen flachen Homomorphismus

A AP — BP'
Beweis. (i) = (ii). Weil B flach ist uber A, ist Bp= B® AAp flach uber Ap fur jedes

Primideal p von A (Basiswechsel). Dies gilt insbesondere fur p := A( \P. AuBerdem ist

BP ein Quotientenring von Bp’ also flach uber Ap. Also ist BP flach uber Ap (auf

Grund der Transitivitat der Flachheit).
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(ii) = (iii). trivial, denn jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
(ii1) = (1). Es reicht zu zeigen,

Tor?(B, M)=0

fur jeden A-Modul M. Da der Trager eines nicht-trivialen Moduls nicht-leer ist, reicht es
zu zeigen,

TorllA‘(B, M)P =0
fur jeden A-Modul M und jedes Primideal P von B. Nach Voraussetzung gilt
Tor?P(BP, Mp) =0 mitp :=A[P.
Es reicht also, das nachfolgende Lemma zu beweisen.

QED.

Lemma: Verhalten der Tor-Funktoren beim Lokalisieren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, B eine A-Algebra und P ein Primideal von B. Fur
jeden A-Modul M gilt dann

TorA(B, M), = ToréP(B , M)
1 P i P p
mit p := A[)P.
Beweis. Sei F, (— M — 0) eine freie Auflosung von M uiber A. Dann gilt
ToriA(B, M) =H(F,® B)
und
TorliA‘(B, M)P = TorliA‘(B, M)®BBP
=H.(F,®,B)®,B,
= Hi(F*® AB ®BBP) (weil BP flach ist uber B)
=H,(F,®,B,)
= Hi(F* ® A(Ap@ A BP) (weil BP ein Ap—MOdul ist)

=H(F.®,A)®, Bp)

Weil A_flach ist iiber A, ist F, & AAp eine freie Auflosung von M® AAp: Mp uber Ap.
Die letzte Homologie ist damit gerade

A

Tor P(B_, M

i "®p p)
QED.
Bemerkungen
(1)  Ein Morphismus f: Y — X algebraischer Schemata heif3t flach, wenn fur jeden

Punkt y € Y der induziert Homorphismus f;f: OX, f(y)_>OY,y der lokalen Ringe
flach ist.

(1) Sei h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) h ist flach.

(b) Der induzierte Morphismus affiner Schemata Spec B — Spec A ist flach.
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(iii)) Ein assoziierter Punkt x eines Schemas X ist ein Punkt mit der Eigenschaft, daf3

das maximale Ideal my des zugehorigen lokalen Rings (‘)X X ein assoziiertes

Primideal des Nullideals von (‘)X « ist, d.h. jedes Element von my o ist ein

Nullteiler. Zum Beispiel im Fall eines affinen Schemas
X = Spec k[xl,...,XN]/I

sind gerade die assoziierten Primideale des Ideals I die assoziierten Punkte von X.
Insbesondere sind die generischen Punkte der irreduziblen Komponenten von X
assoziiert.

@iv) Sei f: Y — X ein Morphismus von noetherschen Schemata mit X reduziert,

irreduzibel, regular und 1-dimensional. Dann sind folgende Aussage aquivalent
(a) f ist flach.
(b) Jeder assoziierte Punkt von Y wird in den generischen Punkt von X
abgebildet.
Ist auch Y reduziert, so bedeutet (b), da die Einschrinkungen von f auf die
irreduziblen Komponenten von Y dominant sind.
Beweis von (ii). Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen.

X :=Spec A,
Y := Spec B,
Weiter sei
1Y —X

der durch h induzierte Morphismus affiner Schemata. Fur y € Y ist dann
A —B 1
ANy y M
gerade der durch f induzierte Morphismus f induzierte Homomorphismus

fj: % i vy

Damit erhalten wir die folgenden Implikationen.
h ist flach < (1) ist flach fur jedes yESpec B (nach dem obigen Kriterium)

& f#; ist flach fur jedesy € Y

<« fist flach.
QED.
Beweis von (iv). (a) = (b). Sei y € Y ein Punkt mit dem Bild
x = f(y).
Wir haben zu zeigen, y ist kein assoziierter Punkt von Y, falls x vom generischen Punkt
von X verschieden ist, d.h. wenn OX « ein regularer Ring der Dimension 1 ist. Das
maximale Ideal My wird dann von einem regularen Element 7t erzeugt. Weil f flach

ist, ist das Bild von ;win O, ebenfalls ein reguldars Element. Das maximale Ideal von

Y.y
OY y besteht somit nicht nur aus Nullteilern, d.h. y ist kein assoziierter Punkt.

(b) = (a). Wir haben zu zeigen, fur jeden Punkt y €Y ist der lokale Homomorphismus
f#;: A= OX,X — OY,y

flach. Ist x der generische Punkt von X, so ist dies trivialerweise der Fall, weil dann A
ein Korper ist. Sei x vom generischen Punkt verschieden. Dann ist A ein reguldrer Ring
der Dimension 1, also ein diskreter Bewertungsring und damit insbesondere ein
Hauptidealring. Es reicht deshalb, zu zeigen, da B torsionsfrei uber A ist.
Angenommen, B ist nicht torsionsfrei iiber A. Dann gibt es ein von Null verschiedenes

=: B mit x :={(y)
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Element t €A - {0}, welches Nullteiler in B ist. Insbesondere liegt das Element t #= 0

dann in einem assoziierten Primideal des A-Moduls B. Das einzige von 0 verschiedene
Primideal von A ist aber das maximale Ideal
m:=m
X,X
Also ist das maximale Ideal von A ein assoziiertes Primideal von B , d.h. es gibt ein

Element f € B-{0} mit
Ann A(f) =m.

Sei p € Spec B ein minimales Primoberideal von AnnB(f). Dann gilt

mB C AnnA(f)B C AnnB(f) Cp.

Wir betrachten p als Punkt von Y mit dem lokalen Ring
C:=0 =B .

Yp p
Seil := m,, P dessen maximales Ideal. AnnB(f) erzeugt dann in C ein {-primires Ideal
(da ¢ einziges Primoberideal von Anng(fC ist), d.h. es gilt
" C AnnB(f) cl.

fur eine naturliche Zahl n. Insbesondere wird ¢™ von f annulliert, d.h. ¢ besteht aus
lauter Nullteilern.’, d.h. p ist ein assoziierter Punkt von Y. Das vollstindig Urbild von
p in A ist ein Primideal, welches m enthalt. Weil m maximal in A ist, ist dieses Urbild
gleich m. Mit anderen Worten, es gilt

f(p) = x.

Das Bild eines assoziierten Punktes ist aber nach Voraussetzung der generische Punkt
von X. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von x. Dieser Widerspruch zeigt, da3 B
torsionsfrei als A-Modul, also flach, uber A sein muf.

QED.

6. Kriterium fur treuflache Moduln

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussage
aquivalent.
@) M ist treuflach tiber A.

(ii) M ist flach und fur jeden A-Modul N # 0 gilt M&® AN #= 0.

(iii) M ist flach und fur jedes maximale Ideal m von A gilt mM = M.

Beweis. (i) = (ii). Sei M treuflach tiber A. Dann ist trivialerweise M flach uiber A.
Angenommen, es wire M® AN = 0. Dann erhielte man aus der Sequenz

0—>N—0
durch Tensorieren mit M die exakte Sequenz

0—0—0.
Also muf} die Sequenz selbst schon exakt sein. Dann gilt aber N = 0.

(1) = (iii). Wegen A/m # 0 gilt
0# A/m®AMEM/mM.

(ii1) = (ii). Sei N ein von Null verschiedener A-Modul. Wir haben zu zeigen

? f ist nicht identisch Null in C, denn dann wire fs = 0 fur ein s € B-p C B-AnnB(f)



35

N®AM #0.

Nach Voraussetzung gibt es ein n mit
0# neEN.
Auf Grund der exakten Sequenz
0—nA—N
und der A-Flachheit von M reicht es zu zeigen M® A(nA) # 0, d.h. wir konnen
annehmen
N=nA= A/
(mit I = Ann A(n)). Sei m ein maximales Ideal, welches I enthalt. Dann ist A/m ein
Faktormodul von A/I, d.h. es besteht eine exakte Sequenz
N— A/m—0
Weil M flach ist uiber A, ist damit auch die Sequenz
M®AN—>M®AA/m—>O

exakt. Es reicht zu zeigen, der rechte Modul M® AA/m ist ungleich Null. Das ist aber
der Fall wegen M® AA/m = M/mM, und weil nach Voraussetzung mM # M gilt.

(ii) = (). Sei

f g
SN — N—N”

eine Sequenz von A-Moduln mit S® AM exakt. Weil M flach ist iiber A, kommutiert der
Funktor ® AM mit Kernen, Kokernen und Bildern. Insbesondere gilt
Im(g°f)®AM = Im((g°f)®AM) = Im((g@AM)o(f®AM)) =Im(0) =0.

Auf Grund von Voraussetzung (ii) folgt Im(gef) =0, also

gof =0.
Wir haben gezeigt, S ist ein Komplex. Fur die Homologi H(S) an der Stelle N erhalten
wir (weil M flach ist tber A)

H(S)®AM = H(S®AM) =0

Nach Voraussetzung (ii) folgt H(S) = 0, d.h. S ist eine exakte Sequenz.
QED.

7. Eigenschaften treuflacher Moduln

(i)  Transitivitit. Sei h: A — B ein treuflacher Homomorphimus von kommutativen
Ringen mit 1, d.h. B sei als A-Modul treuflach. Dann ist jeder treuflache B-Modul
auch treuflach als A-Modul.

(ii) Basiswechsel. Seien h: A—B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen

mit 1 und M ein treuflacher A-Modul. Dann ist M® AB ein trueflacher B-Modul.

(iii)) Abstieg. Sei h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1.
Falls es einen B-Modul N gibt, welcher treuflach uber A und B ist, so ist h
treuflach, d.h. B ist treuflach als A-Modul.

(iv) Lokale Homomorphismen.Seien h: A — B ein lokaler Homomorphismus und M

ein endlich erzeugter B-Modul. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(a) M ist treuflach tiber A.

(b) M ist flach iber A und # 0.
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Insbesondere ist der Homomorphismus genau dann treuflach, wenn er flach ist.

(vi) Ringerweiterungen. Sei h: A — B ein treuflacher Homomorphismus von

kommmutativen Ringen mit 1. Dann gelten folgende Aussagen.
(a) Fur jeden A-Modul M ist die natiirliche Abbildung

M—)M@AB,m B m®1,

injektiv. Insbesondere ist h selbst injektiv, und A kann als Teilring von B
angesehen werden.
(b) Fur jedes Ideal I C A gilt IB A =1L
(c) Die durch h induzierte Abbildung
Spec B — Spec A, P » AP,

ist surjektiv.
Beweis. Zu (i). Sei N ein treuflacher B-Modul. Wir wissen bereits, da3 dann N auch

flach ist iber A. Seien S eine Sequenz von A-Moduln mit S® AN exakt. Es gilt
S® AN =S® A(B®BN) (weil N ein B-Modul ist)
=(S® AB)®BN
Well N treuflach ist iiber B, ist mit S® AN auch S® AB eine exakte Sequenz. Weil B

treuflach ist iiber A, ist auch S exakt.
Zu (i1). Wir wissen bereits, M® AB ist flach uber B. Sei jetzt S eine Sequenz von B-

Moduln mit S®B(M® AB) exakt. Es gilt
S®B(M®AB) = S®B(B®AM)
=S® AM.
Weil M treuflach uber A ist, ist damit auch S exakt.

Zu (iii). Sei S eine exakte Sequenz von A-Moduln. Weil N treuflach uiber A ist, ist
S®AN = S®A(B®BN) = (S®AB)®BN (1)

eine exakte Sequenz. Weil N treuflach uber B ist damit aber auch S® AB exakt.

Sei jetzt umgekehrt S eine Sequenz, fur welche S® AB exakt ist. Weil N treuflach uber

B ist, ist dann auch die Sequenz (1) exakt. Und weil N treuflach uiber A ist, ist auch S
selbst damit exakt.

Zu (iv). Die Implikation (a) = (b) besteht trivialerweise (weil auf Grund der

Treuflachheit mM ein echter Teilmodul von M sein muf}). Beweisen wir (b) = (a). Sei
also M ein von O verschiedener flacher A-Modul. Seien m und n die maximalen Ideale
von A bzw. B. Wir haben zu zeigen,
mM # M.
Weil der Homomorphismus h lokal ist, gilt
mMC nMC M.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen nM # M. Wire aber nM = M, so
wurde nach dem Lemma von Nakayama M = 0 gelten, im Widerspruch zur Annahme

(b).
Zu (v)(a). Wir konnen annehmen, M # 0. Sei m ein von Null verschiedenes Element
von M,
0ZmeM,
d.h.



37

0= AmC M.
Weil B flach ist iber A, induziert die naturliche Einbettung Am <& M eine Injektion
(@ #)Am@AB L>M®AB,

wobei der linke Modul auf Grund der treuen Flachheit von Null verschieden ist. Weil
das Tensorprodukt von Elementen bilinear ist, gilt

0 # Am ®AB =(m®1)B
(in Am ® A B, also auch in M® AB). Insbesondere muf} der Erzeuger m®1 des von

Null verschiedenen Teilmoduls auf der rechten Seite ungleich Null sein, d.h.
m® 1 #0in M® AB' Wir haben gezeigt, die natiirliche Abbildung

M—>M®AB, mp m®l,
ist injektiv.
Zu (v)(b). Auf Grund der Basiswechsel-Eigenschaft ist der A/[I-Modul
B® A(A/I) = B/IB
treuflach. Die naturliche Abbildung
A/l — B/IB, a mod  h(a) mod IB,

ist damit nach (i) injektiv, d.h. es gilt
ANIB=L
Zu_(v)(c). Sei p € Spec A. Dann ist Bp = B® AAp auf Grund der Basiswechsel-
Eigenschaft treuflach uber Ap. Insbesondere ist po = Bp. Es gibt deshalb ein
maximales Ideal n’ von Bp’ welches po enhilt. Insbesondere gilt
n’ ) Ap D) pAp ,
und - weil pAp maximal ist in Ap’
n (A =pA _.
A Y P P
Mit n := n’( B ergibt sich
n(JA=n’ ﬂBﬂA=n’ﬂApﬂA=pApﬂA=p.
QED.
8. Kriterium fur treuflache Homomorphismen

Sei h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent.
(i)  hist treuflach.

(i)  hist flach und die induzierte Abbildung Spec B — Spec A ist surjektiv.
(ii1) h st flach und fur jedes maximale Ideal m von A gibt es ein maximales Ideal n

von B mit n[)A =m.
Beweis. (i) = (ii). Dies wurde gerade bewiesen.
(ii) = (iii). Nach Voraussetzung (ii) gibt es zu vorgegebenen m ein P € Spec B mit

m=P[)A.
Ist n ein maximales Ideal von B, welches P enthilt, so gilt
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mCn()A.
Weil m maximal in A ist, gilt sogar das Gleichheitszeichen.

(iii) = (i). Fur jedes maximale Ideal m von A liegt mB ganz in einem Primideal n von B
und ist damit insbesondere ein echtes Ideal von B,

mB # B.
Dann ist aber der flache Homomorphismus h sogar treuflach.
QED.
Bemerkung

Ein Morphismus f: Y — X von Schemata heif3t treuflach, wenn er flach und surjektiv
ist.

9. Eigenschaften treuflacher Homomorphismen
Seien h: A — B ein treuflacher Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1

und M ein A-Modul. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Mist flach ibber A & M® AB ist flach tiber B.

(i) M ist treuflach tiber A & M® AB ist treuflach tiber B.

Ist auBerdem A ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul, so gilt
auch die folgende Aussage.

(iii) M ist frei iber A & M® AB ist frei tiber B.

Beweis. Zu (i) und (ii). Die Implikationen ‘=" bestehen auf Grund der Basiswechsel-
Eigenschaft der Flachheit, bzw. Treuflachheit.
Seien jetzt M® AB flach uber B und S eine exakte Sequenz von A-Moduln. Weil B flach

ist Uiber B, ist dann auch
S® AB
exakt. Weil M® AB flach ist uber B, ist damit auch
S®BB®AM=S®AM (D)
exakt. Wir haben die Flachheit von M tiber A bewiesen.
SchlieBlich seien M® AB treuflach iber B und S ein Sequenz von A-Moduln, fur

welche S® AM exakt ist. Wegen (1) und M® AB treuflach uber B ist dann aber auch S

exakt. Wir haben gezeigt, M ist treuflach uiber A.
Zu (ii1). Weil das Tensorprodukt mit direkten Summen kommutiert, gilt trivialerweise

‘=’. Sei jetzt umgekehrt M® AB ist frei iiber B. Dann ist dieser Modul erst recht flach

uber B, d.h. nach (i) ist M flach uber A. Weil A lokal und M endlich erzeugt ist, ist
dann aber M sogar frei uber A.
QED.

10.Beispiel: Kriterium fur die Isomorphie birationaler Morphismen

Seien B ein Integritatsbereich und A C B ein Teilring (mit 1), der denselben

Quotientenkorper hat wie B,
Q(A) = Q(B).

Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent.

@) Die natiirliche Einbettung A & B ist treuflach.
(ii) A =B.
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Beweis. Es reicht die Implikation (i) = (ii) zu beweisen. Sei b € B. Wir haben zu
zeigen, b € A. Wegen Q(A) = Q(B) hat b die Gestalt
b=u/vmitu,vEA.
Wegen b € B gilt
uB = bvB C vB.
Weil B treuflach uiber A sein soll, folgt
uA =AM JuB C A(vB = VA,

d.h. u=va fur ein a € A. Damit gilt
b=u/v=a€A.

QED.

Bemerkungen

(i) Um die eben bewiesene Aussage in die Sprache der Schemata zu ibersetzen,
benotigen wir die Begriffe des affinen und des birationalen Morphismus. Ein

Morphismus von Schemata f: Y — X heif3t affin, wenn fur jede affine offene
Teilmenge U C X das vollstandige Urbild 1(U) eine affine offene Teilmenge
von Y ist. Ein dominanter Morphismus f: Y — X von integren Schemata heif3t

birational, wenn die induzierte FEinbettung k(X) <& «(Y) der rationalen
Funktionenkorper ein Isomorphismus ist. Diese Bedingung ist aquivalent zu der

Aussage, daB es nicht-leere offene Teilmengen V C Y und U C X gibt, fur
welche f einen Isomorphismus

V—U
induziert. Mit diesen Definitionen 1af3t sich jetzt die oben bewiesene Aussage wie
folgt formulieren.

(i) Sei f: Y — X eine dominanter Morphismus integrer Schemata. Dann sind

folgende Aussagen aquivalent.
(a) f ist affin, birational und flach.
(b) f ist ein Isomorphismus.
Beweis. Zum Beweis von (ii) kann man X durch eine affine offene Umgebung eines
vorgegebenen Punktes ersetzen, d.h. man kann annehmen, X und Y sind affin, sagen
wir
X :=Spec A,
Y := Spec B.

Der Morphismus f kommt dan von einem Homomorphismus h: A — B kommutativer

Ringe mit 1. Weil X und Y integer sind, sind A und B Integrititsbereiche. Weil f
dominant ist, ist h injektiv, d.h. man kann A als Teilring von B ansehen. Die
Birationalitat von f bedeutet dann, da3 A und B denselben Quotientenkorper haben.

Zusammen mit der Flachheit ergibt sich dann A = B, d.h. es gilt (a) = (b). Die

umgekehrte Implikation ist trivial.
QED.

11. Beispiel: Flachheit endlicher Morphismen

(i)  Ein Morphismus f: Y — X algebraischer Schemata heif3t endlich, wenn fur jedes
affine Teilschema

U=Spec AC X
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die offene Menge 1(U) affin ist, sagen wir
Uy =Spec BC Y,
und die Einschriankung
rlu) —u
auf den globalen Schnitten der Strukturgarben einen endlichen Homomorphismus
h:A—B

induziert, d.h. B ist als A-Modul endlich erzeugt (vgl. Hartshorne, Algebraic
geometry, Exercise 11.3.4).

(i)  Fur jeden Punkt x € X ist dann
flx) = Yy

wobei das Tensorprodukt
B® ,Kk(x) i= rlx, o

Spec K(x) = rl(U)xUSpec K(x) = Spec B® , k(x),

L) (1)
1)

ein endlich-dimensionaler Vektorraum uiber dem Restekorper k(x) von x in X ist.
Die k(x)-Algebra hei3t auch Faser des Homomomorphismus h im Punkt x.

(iii) Ist das Schema X noethersch, reduziert und irredzibel (und f endlich), so sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(a) f ist flach.
(b) Die Abbildung

(X —>7.x dimK F(fl(x) ,0 )

(x) r1x)

ist lokal konstant.
Die Implikation (a) = (b) besteht auch, wenn X nicht notwendig reduziert und
irreduzibel ist.

Beweis von (iii). (a) = _(b). Sei x € X vorgegeben. Es reicht zu zeigen, daf} es eine
offene affine Umgebung U = Spec A C X von x gibt, fiir welche
B:=T(f'(U), 0y)
ein freier A-Modul ist, sagen wir
B=A",
denn dann gilt fur jedesu € U
¢(u) = dim

B® , k(u) = dim k)l =r,

K(u)
d.h. die Funktion ¢ ist auf U konstant.
Zum Beweis konnen wir zundchst X durch irgendeine affine Umgebung U = Spec A

K(u)

von x ersetzen (und Y durch f 1(U)). Wir konnen also annehmen, X und Y sind affin,
X =Spec A
Y =Spec B

und f kommt von einem Homomorphismus

h:A—B
kommuativer Ringe mit 1, wobei B flacher und endlich erzeugter A-Modul ist. Wir
lokalisieren nach x € Spec A und erhalten einen flachen Homomorphismus
h:A —B
XX X
mit einem flachen und endlich erzeugten Modul Bx uber Ax' Weil AX lokaler Ring ist,

ist Bx dann sogar frei iiber Ax’ sagen wir,
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B =A b +.+A b
X x 1 X r

mit Elementen biEBx’ welche linear unabhéngig uiber AX sind. Die Elemente bi haben

die Gestalt b/s mit bEB und s€A-x, wobei die s € A-x Einheiten von Ax

reprasentieren und damit Einheiten von Bx' Wir konnen deshalb annehmen, es gilt

b.€EB
i

fur jedes 1. Betrachten wir die exakte Sequenz von A-linearen Abbildung

0—K—3 Al B—5C—s30 ()

mit cp(al,...,ar) = a1b1+...+arbr, K := Ker(¢) und C := Koker(¢p). Nach Konstruktion

erhalten wir aus @ einen Isomorphismus, wenn wir mit AX uber A tensorieren. Die
Sequenz bleibt dabei exakt. Es gilt also
K®AAX=O=C®AAX’
d.h.
K =0=C._.
X X
Jedes Element aus K bzw. C wird deshalb durch ein Element aus A-x annulliert. Da K
und C endlich erzeugte A-Moduln sind, folgt
sK =0 =sC fur ein s € A-x. 3)
Nach Wahl von s gilt x € D(s). Wir konnen deshalb U = Spec A durch D(s) = Spec AS

ersetzen (und f 1(U) = Spec B durch 1(D(s)) = Spec BS). Wegen (3) werden dabei K

und C ersetzt durch KS = 0 bzw. CS = 0. Wegen (2) wird dadurch ¢ zu einem

Isomorphismus. Mit anderen Worten, B wird dadurch zu einem freien A-Modul.

(b) = (a). Sei jetzt X reduziert und irreduzibel und ¢ eine lokal konstante Funktion. Wir
haben zu zeigen, fur jeden Punkt y € Y ist der induzierte Homomophismus
fﬁ‘ O% fiy) ™ Ox x

der lokalen Ringe flach. Zum Beweis konnen wir X durch eine so kleine affine
Umgebung U = Spec A (und Y durch 1(U) = Spec B) ersetzen, daBl die Funktion ¢
konstant ist auf U. Wir konnen also annehmen,

X = Spec A,

Y = Spec B,

¢ ist konstant
und f kommt von einem Homomorphismus

h:A—B
von Ringen mit 1, wobei B als A-Modul endlich erzeugt wird. Sei
lu)={( fur jedes u € Spec A.

Fur jedes maximale Ideal m von A ist dann B® AK(m) = B® A A/m = B/mB ein ¢-

dimensionaler Vektorraum. Wir wahlen Repriasentanten bl”"’b ( € B einer Basis

dieses Vektorraums und erhalten so (nach dem Lemma von Nakayama) ein
Erzeugendensystem des Am-Moduls Brrl und damit eine exakte Sequenz von Am—

Moduln
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0—k—at 5B 50 4)
m m
. é . . .o .
mit cp(x1 yeeesX Z) = 21 Xibi' Wir tensorieren tiber Am mit

A:A :A A:
Q(A) . nmn K(n)

wobei hier | das Null-Ideal bezeichne, d.h. den generischen Punkt von X. Wir erhalten
so eine exakte Sequenz von k(n)-linearen Abbildungen
¢
0 —K®, x0)—kxMm)” — Bm®AmK(1’l) — 0. )

m
Der Vektorraum rechts,

Bm®Ame) B B®AAm®Ame) B B®AK(n)’

ist gerade die Faser uber dem generischen Punkt v, hat also auch die Dimension .
Dann ist die Surjektion von (5) aber ein Isomorphismus, d.h. es gilt

0=K® AmK(n) =K® AmQ(A).
Jedes Element des Am-Moduls K wird deshalb von einem Element von A - {0}

annulliert. Weil K endlich erzeugter Am—Modul ist, gibt es sogar eine Element, welches
den ganzen Modul annulliert,
sK=0in Afn fur ein s € A-{0}.
Weil A ein Integrititsbereich ist, folgt K =0, d.h.
B = AZ .
m m
Wir haben gezeigt, fur jedes maximale Ideal m von A ist Brn frei, also flach, uber Arn'

Nach dem Kriterium fur flache Homomorphismen ist B ein flacher A-Modul. Dann ist
aber

f:Y =Spec B— Spec A=X
ein flacher Morphismus von Schemata.

QED.

Bemerkungen

(1) Um die geometrische Bedeutung der Zahl
{x):=dim_,_ T(flx),0 =dim_,_ B® ,k(x),
()= dimy (D100, 0y 0 =dim ) BO k)

besser zu verstehen, wollen wir den Fall, daf f 1(x) reduziert ist (d.h. jeder Punkt
der Faser tritt mit der Vielfachheit 1 auf) etwas naher untersuchen. Weil

B:= B®, k(x),

als Vektorraum iiber k := k(x) endlich-dimensional ist, ist B als Ring artinsch,
besitzt also nur endlich viele, sagen wir r, Primideale,

Spec B = {m , ... m },

wobei diese samtlich maximal sind. Insbesondere sind diese paarweise
komaximal, d.h. nach dem Chinesichen Restesatz hat man einen Isomorphismus

—~

B/mlﬁ...ﬁmr = B/ml-...-mr — B/m1 X ... X B/mr,



(i)

(iii)
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b mod me..om b (b mod m_,...,b mod mr).

=
Nun ist mlﬂ...ﬂmr gerade das Radikal des Ideals {0} in B, besteht also aus

den nilpotenten Elementen von B. Weil B reduziert sein soll, ist dieses Radikal
gleich {0}, d.h. es gilt
B= E/m1 X .. X _B/mr,

Insbesondere gilt

é(x):dimK _B/mi: S [k(y)x(x)]
yer lx)

Sind die Punkte y der Faser 1(x) insbesondere k(x)-rational, d.h, k(y) = k(x),
so gilt

)

_ r
B= Eldlm'{ x)

¢(x) = Anzahl der Punkte von {~ 1(x).

Die Flachheit eines endlichen Morphismus uiber einem integren Schemata ist

deshalb aquivalent dazu, dal} alle Faser { 1(x) aus derselben Anzahl von Punkten
besteht, falls diese in geeigneter Weise mit ihren Vielfachheiten gezahlt werden.
Die eben bewiesene Aussage besitzt eine Verallgemeinerung auf den Fall von
Morphismen f mit Fasern beliebiger Dimension. Die Bedingung der Endlichkeit
des Morphismus ist dann durch dessen Projektivitit zu ersetzen, d.h. f soll (lokal)
die Zusammensetzung

.YS IP’)I\(I — X
aus einer abgeschlossenen Einbettung in den projektiven Raum uiber X und der
natiirlichen Projektion dieses projektiven Raums auf X sein.'” An die Stelle der
Funktion ¢ tritt dann das Hilbert-Polynom der abgeschlossenen Teilschemata im
projektiven Raum. Der Beweis beruht auf den Eigenschaften der Kohomologie
koharenter Garben (vgl. Hartshorne, R.: Algebraic Geometry, Theorem 111.9.9).
In der Sprache der kommutativen Algebra bekommt die Aussage dann die

folgende Gestalt.
Seien A ein noetherscher Integritatsbereich und

OO
R := ®n=0 Rn
ein graduierter Ring mit R0 = A, welcher uiber A endlich erzeugt ist. Wir setzen
X :=Spec A
Y :=Proj R.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) Die naturliche Einbettung A < R induziert einen flachen Morphismus

1Y —X

von Schemata.
(b) Das Hilbert-Polynom des graduierten Rings

R® AK(X) = RX/XRX

ist unabhangig von x € Spec A.

Zum Beweis von (iii).

1 Allgemeiner kann man IP’I;I( durch ein projektives Bundel iber X ersetzen, d.h. ein Biindel dessen

Fasern projektive Raume sind.
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Der Beweis der Implikation (a) = (b) verwendetet wesentlich Eigenschaften koharenter

Garben und deren Kohomologie (und ist deshalb etwas jenseits unserer gegenwartigen
Moglichkeiten (vgl. den Beweis von Theorem II1.9.9 im Buch von Hartshorne).

Den Beweis der Implikation (b) = (a) 1aBt sich elementar formulieren und illustriert

recht gut den Zusammenhang des projektiven Falls mit dem eben behandelten Fall
endlicher Morphismen. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung.

Fir jede natirliche Zahl ¢ kann man aus dem graduzierten Ring R einen neuen
graduierten Ring

X R

RO =@, n,

Nach Voraussetzung besitzt R ein endliches Erzeugendensystem iber A, sagen wir

R = A[Fl""’Fr]'
Dabei konnen wir annehmen, daf3 die Elemente Fi von R samtlich homogen vom
positiven Grad sind: anderenfalls ersetze man die Fi durch deren homogene Bestandteile
positiven Grades. Es gilt dann

ProjR = D+(F1) U..u D+(Fr) und D+(Fi) = Spec R

¢ 4

r r

(F)

1

Proj R({) = D+(F€) U..U D, (F)undD (F

) = Spec R(¢) l
(F)

Unmittelbar aus der Definition der Ringe F liest man ab, das die naturliche

(F)

Einbettung R(¢) < R Isomorphismen R(¢) FZ i) R induziert. Die zugehorigen
(F)

(F)
Isomorphismen der affinen Schemata setzen sich aulerdem zu einem Isomorphismus
Proj R = Proj R(¢)

zusammen. Zum Beweis der Implikation konnen wir deshalb R durch R(€) ersetzen (mit

beliebig groBen ¢). Wir konnen deshalb annehmen:
1. R wird uiber A durch endlich viele homogene Elemente des Grades 1 erzeugt.

2. Die Hilbert-Reihe von R® AK(X) ist unabhangig von x € Spec A.
Wegen 1 ist fur jeden Grad d der homogene Bestandteil R
Modul, also

d ein endlich erzeugter A-

R d® AK(x)

ein endlich-dimensionaler k(x)-Vektorraum. Nach Voraussetzung ist dessen Dimension
unabhingig von x. Wie im obigen Beweis sieht man, R d ist lokal frei, also flach uiber
A.'"" Dann ist aber auch die direkte Summe R der R d flach uiber A. Weiter ist der

Quotientenring R, von R flach uiber A fur jedes homogene Element F von R. Der Ring

F

R (F) ist nun ein direkter Summand von RF und als solcher ebenfalls A-flach. Weil das

! Bei der obigen Behandlung des Falls endlicher Morphismen Spec B —» Spec A haben wir nur die
Modulstruktur von B (und nicht die Ringstruktur) benutzt.
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Schema Proj R von den affinen Schemata Spec R, _. tuberdeckt wird, ist damit Proj R

flach tiber Spec A.
QED.

(F)

12 Idealweise separierte Moduln

Unser néchstes Ziel ist der Beweis des sogenannten lokalen Kriteriums der Flachheit.
Dabei geht es im Fall von Schema-Morphismen

.Y—X
darum, fur abgeschlossene Teilschemata
7S X
aus der Flachheit der Einschrankung
lz)—z

auf die Flachheit von f zu schlieBen. Im Fall von affinen Schemata hat man einen
Homomorphismus

h: A— B

von kommutativen Ringen mit 1 und ein Ideal I C A. Gesucht sind Bedingungen an
das Ideal I unter denen aus der Flachheit von

h®AA/I: A/l — B/IB

die Flachheit von h folgt. Dabei mochte man sich nicht auf den Fall beschrianken, dal3 B
als A-Modul endlich erzeugt ist.

Zur Formulierung des lokalen Kriteriums der Flachheit benotigt man den Begriff der
idealweisen Separiertheit eines Moduls.

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und I C A ein Ideal von A.

Dann heifit M idealweise separiert fuir I, wenn fur jedes endlich erzeugte Ideal JCA der
A-Modul J® AM separiert ist in der [-adischen Topologie, d.h. wenn gilt
0.0] n _
mnzl I J®AM =0.
Beispiel 1
Seien h: A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe mit 1, M ein endlich

erzeugter A-Modul unt I C A ein Ideal mit IB C rad(B). Dann ist M ein idealweise
separierter A-Modul fur L.

Denn der Modul J® AM ist als B-Modul endlich erzeugt, und die I-adische Topologie
dieses Moduls ist gerade die IB-adische. Die Aussage folgt damit aus dem
Durchschnittssatz von Krull fur den Ring B.

Beispiel 2

Seien A ein Hauptidealring und I C A ein Ideal. Jeder I-adisch separierte Modul M,

d.h. jeder Modul mit
N2 ™M =0
ist dann idealweise separiert fur I.

Denn die Ideal J von A sind also A-Moduln isomorph zu A, d.h. es gilt J® AM =M.
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Beispiel 3
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, 1 C A ein Ideal und M ein I-adisch separierter A-
Modul:
(0.0] n _
mn:l 'M=0

Falls M flach ist uber A, ist dann M auch idealweise separiert fur I.

Fur jedes Ideal J von A gilt dann nédmlich J® AM = JM C M, d.h. man kann J® AM
mit einem Teilmodul von M identifizieren. Damit ist aber

®© 1, O Mpng_
ﬂn=1l J®AMgﬂn=11M—O.

13. Lokales Kriterium der Flachheit

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und I C A ein Ideal. AuBerdem

sei eine der folgenden beiden Bedingungen erfullt.

1. I ist nilpotent.

2. A ist noethersch und M ist idealweise separiert fur I.
Dann sind die folgenden Bedingungen aquivalent.

(i) Mist A-flach.

(1) TorlA(M, N) =0 fur jeden Modul N uiber AO =A/L

(111) MO := M/IM ist flach uber A0 und die naturliche Abbildung

I®AM — IM, x®m  xm,
ist ein Isomorphismus."?
@iv) MO ist Ao-ﬂach und TorllA‘(M, AO) =0.
) MO ist Ao-flach und die natuirlichen Abbildungen

Y
Mtle v 5 vty
AyO

(x mod M 1)®(m mod IM) 5 xm mod 1M,
sind Isomorphismen furn =1, 2, ...
(Vi) M := MM ist flach iber A= AMTA firn=0,1,2, ...

Die Implikationen

(1) = (1) & (i) & (1v) = (v) = (vi)
bestehen aus ohne die Bedingungen 1 oder 2.
Beweis. Wir beweisen zuniachst die Aquivalenz von (i) und (vi) unter der
Voraussetzung, daf3 1 oder 2 gilt.

Die Implikation (1) = (vi) ist gerade die Basiswechsel-Eigenschaft der Flachheit.
Beweise wir also
(iv) = (1). Die Implikation besteht trivialerweise, falls I nilpotent ist. Nehmen wir also

an, Bedingung 2 ist erfullt. Es reicht zu zeigen, fur jedes Ideal J von A ist die naturliche
Abbildung

ik J®AM —M, x®m b xm,

12 Ist I ein maximales Ideal, so ist M0 trivialerweise flach uber AO.
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injektiv. Weil nach Voraussetzung 2 fur den A-Modul J®M separiert ist bezuglich der I-
adischen Topologie, reicht es zu zeigen

Ker(j) C 1.(J® AM) fur jedes n.
Fur vorgegebenes n gibt es nach dem Lemma von Artin-Rees eine naturliche Zahl k > n
mit
iNkcm.
Betrachten wir die naturlichen Abbildungen
1© M- 1AM ML (e M=" 1@ M/ 1I® M
A A A A AT

Weil Mk—l flach ist iber Ak—l ist die naturrliche Abbildung

ForTNMe M= NMe, M —M

k-1""k-1 k-1

injektiv, d.h. es gilt
Ker(j) C" Ker(fej”) = Ker(f) C Ker(gef) = " JOM.
Beweisen wir jetzt die verbleibenden Implikationen
(1) = (ii) & (iii) & (iv) = (v) = (vi)
ohne die Bedingungen 1 oder w.
(1) = (ii). trivial.
(i) = GiiD). Sei
0O—N —>N—N"—0

eine exakte Sequenz von A -Moduln. Dann ist die folgende Sequenz exakt:

0
A 2 b 29
Tor; (M, N )—>M®AN —>M®AN—>M®AN — 0.

Der Tor-Modul links ist nach Voraussetzung gleich Null. Damit'® ist M, flach ber Ay

Aus der Exaktheit der Sequenz
0 —o>I—HA— A0 —0
erhalten wir die von

Tor (A M) — 1® M — A® M.
Der Tor-Modul links ist nach Voraussetzung (ii) gleich Null, also ist die natirliche
Abbildung I® AM —A® AM = M injektiv.
(iii) = (iv). Aus der exakten Sequenz

0—>I—>A—>A0—>O

erhalten wir durch tensorieren mit M uiber A die exakte Sequenz
A A
Tor (A, M) — Tor} (AO, M) — I®AM — A®AM.

1 Das Tensorprodukt ist rechtsexakt.

4 Der erste Tensorfaktor wird von Ik annulliert, ist also ein Modul tiber A

5 foj: J ®AM — M ,x®m p» xm mod IkM, ist gerade die Zusammensetzung von j mit der

k-1

natirlichen Surjektion M — M ol

1S Fur AO-Moduln stimmt der Funktor M® A mit M® A uiberein.
0
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Der Tor-Modul links ist Null, weil A flach ist uiber sich selbst. Die Abbildung rechts ist
injektiv nach Voraussetzung (iii). Also ist auch der zweite Tor-Modul gleich Null.

(iv) = (ii). Sei N ein A_-Modul. Wir betrachten eine exakte Sequenz

0

0—K—F, —N—70

0

mit F0 frei uber AO' Wir tensorieren mit M tiber A und erhalten eine exakte Sequenz

A A
Tor (M, FO) — Tor| (M, N) — M®AK — M®AFO'

Da K und FO Moduln uber AO sind, kann die beiden Tensorprodukte rechts durch

Tensorprodukte tiber A | ersetzen und erhilt eine exakte Sequenz

0

A A
Tor; (M, FO) — Tor{ (M, N) — MO®AOK — MO®A0FO'

Weil M0 flach ist uiber AO ist die Abbildung rechts injektiv. Der Tor-Modul links ist

Null nach Voraussetzung (iv) (und weil die Tor-Funktoren mit direkten Summen
kommutieren). Also gilt

Torf‘(M, N)=0.
Wir haben damit die folgenden Implikationen bewiesen.
(1) = (i1) & (i) & (iv)
(i) = (v). Wir tensorieren die folgenden exakten Sequenzen mit M uiber A,

O — In+1 N In N In/In+1 N 0

und erhalten ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen'’
0—s " @M — 1"eM —s (VI H)eM —50

0(n+1~lf anl Ynl

0— "M — ™™ — MM —o0

Die beiden linken vertikalen Abbildungen o1 und o sind dabei surjektiv. Nach

Voraussetzung ist und der bereits bewiesenen Implikation (i1) = (iii) ist oy injektiv. Mit

o ist aber auch o injektiv, d.h. alle o sind injektiv, also Isomorphismen. Dann

+1
sind aber auch alle v, Isomorphismen.

Es bleibt nocht die Implikation (v) = (vi) zu beweisen. Zu deren Beweis benotigen wir
die folgende Aussage.
Fakt: Mit (ii) gilt auch Torf‘(M, N) =0 fur jeden An-Modul N und jedes n = 0.

Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nach n. Fiar n = O ist dies gerade die
Voraussetzung (ii). Sei jetzt n > 0. Wir betrachten die exakte Sequenz

00— IN—N—NIN—0
Durch Tensorieren mit M iber A erhalten wir die exakte Sequenz

Tor (M. IN) —s Tor* (M. N) — Tor} (M. N/IN)

" Die Exaktheit der oberen Zeile ergibt sich aus Voraussetzung (ii).
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Weil N ein An—Modul ist sind IN und N/IN Moduln uber An—l' Nach

Induktionsvoraussetzung sind die beiden duB3eren Tor-Moduln Null. Dann ist aber auch
der mittlere Tor-Modul Null.

(V) = (vi).

Wir haben fur alle n zu zeigen, daf} Mn flach ist uber An. Wir fuhren den Beweis durch

Induktion nach n. Fur n = 0O ist dies nach Voraussetzung (v) der Fall. Sei jetzt n > 0.

Wir setzen In : und betrachten das kommutative Diagramm

a+tlmthem — dmthem —s drithem —o
%1l a vl
O—)IH'an: IH'leInHM N Ile[nHM N IlMﬂHlM —0
Nach Voraussetzung (v) sind die rechten vertikalen Abbildungen Isomorphismen. Nach

dem Funfer-Lemma ist dann aber mit &i auch &i ein Isomorphismus. Weil &iH fur i

+1
= n trivialerweise ein Isomorphismus ist, miissen somit alle o Isomorphismen sein.

Insbesondere ist
a;: M heM — it m
ein Isomorphismus. Wir schreiben diesen Isomorphismus in der Gestalt

OLIZ IAn® AnMn — IMn

und sehen so, dafl Bedingung (iii) mit Mn anstelle von M und An anstelle von A erfullt

ist. Auf Grund der bereits bewiesenen Implikation (iii) = (ii) ist damit auch (i1) fur Mn

und An erfullt. Auf Grund des eben bewiesenen Fakts erhalten wir

A
Tor1 n(Mn’ N) =0 fur jeden An—Modul N.
Mit anderen Worten MIl ist flach tiber An (fur jedes n).
QED.

Projektive Moduln

Definitionen

Seien A ein Ring. Ein A-Modul heif3t projektiv, falls er ein direkter Summand eines
freien Moduls ist.

Satz 1

Seien A ein lokaler Ring'® und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) M ist projektiv.

(i)  Mistflach®.

(i) M ist frei.

Beweis. siehe Bourbaki, Algebre commutative, Kapitel II, §3.2, Corollar 2 zu
Proposition 5.

QED.

'8 d.h. A besitze genau ein maximales Ideal.
' d.h. der Funktor ®AM uiberfuhrt exakte Sequenzen von A-Moduln in exakte Sequenzen.
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Satz 2

Seien h: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein projektiver A-Modul. Dann ist
M® AB ein projektiver B-Modul.

Beweis. Das Tensorprodukt einer direkten Summe ist isomorph zur direkten Summe
der Tensorprodukte der Summanden.

QED.
Folgerung

Seien A ein Ring und f: M — N eine A-lineare Abbildung von endlich erzeugten

projektiven A-Moduln desselben Rangs. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist bijektiv.

(i1) f ist surjektiv.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial. Es reicht (ii) = (i) zu beweise.

1. Fall. M und N sind freie A-Moduln.

Bezeichne r den gemeinsame Rang der beiden Moduln. Wir konnen annehmen,
M=N=A"

Weil f surjektiv ist, gilt dasselbe fur die durch f auf der hochsten dufleren Potenz

induzierte Abbildung

ATf: A'TM — AN, m /\.../\mr N f(ml)/\.../\f(mr).

1
Identifiziert man A'™ und A'™N mit A, so wird diese Abbildung gerade die

Multiplikation mit der Determinante von f. Es gibt deshalb ein a € A mit

asdet(f) = 1.
Insbesondere ist det(f) eine Einheit von A. Dann ist aber f umkehrbar, also bijektiv.
2. Fall. M und N beliebig.
Nach Voraussetzung ist f surjektiv. Es gibt also eine exakte Sequenz von A-linearen
Abbildungen

0—K—>M-—N—70
(wobei K den Kern von f bezeichne). Wir haben zu zeigen K = 0. Dazu reicht es zu
zeigen,
Supp(K) = &,
d.h. es reicht zu zeigen,
Kp = 0 fur jedes p € Spec A.
Zum Beweis der letzteren Ausage tensorieren wir die kurze exakte Sequenz mit Ap uber

A und erhalten eine kurze exakte Sequenz

f
O—>Kp—>Mp—p>Np—>O
Weil M und N projektiv und endlich erzeugt und vom selben Rang sind uber A, gilt
dasselbe fur Mp und N_uber A . Weil A_ein lokaler Ring ist, sind Mp und N P sogar

freie Moduln. Nach dem ersten Fall folgt aus der Surjektivitit von fp sogar die

Bijektivitat. Dann ist aber
K =0.
p
QED.
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Diskrete Bewertungsringe

1. Definition

Ein diskreter Bewertungsring ist ein Integrititsbereich A mit genau einem maximalen
Ideal m # 0, das von einem Element erzeugt wird, m = pA.

Beispiel

Seien a € U ein Punkt der komplexen Ebene C und A der Ring der in einer Umgebung

von a konvergenten Potenzreihen. Wir betrachten die Menge

m := (z-a)A
der konvergenten Potenzreihen mit dem Absolutglied 0. Diese bilden ein Ideal von A.
Jede konvergente Potenzreihe, welche nicht in m liegt, also ein von O verschiedenes
Absolutglied hat, ist eine Einheit in A. Deshalb ist m das einzige maximale Ideal von A.
Es wird vom Element z-a erzeugt.

2. Die Ideale eines diskreten Bewertungsrings

Jedes Ideal eines diskreten Bewerungsrings A ist ein Hauptideal. Insbesondere sind
diskrete Bewertungsring noethersch.

Genauer:

1) Die einzigen Ideale von A sind 0, A und die Potenzen von m = wA.

(i1) Jedes Element von A - {0} hat die Gestalt ar™! mit einer Einheit a von A.

Beweis. Sei
m = wA
das maximale Ideal von A.
1. Schritt: Krullscher Durchschnittsatz.
Wir setzen

— M n
I:= mn:O m .
Fiir x €1 -{a}und jede naturliche Zahl n gilt dann x € m" also,
I | i
X=ym mit ynEA {0}.
Wegen
n_ -X =
(yn+ln - yn)rc =x-x=0
folgt, weil A ein Integritatsbereich ist,

_ _ 2 _
Yn = Yne1™ = Y™

also Yy €1, also auch x = ynnn € ml. Wir haben gezeigt, I = ml. Nach dem Lemma

von Nakayama folgt I = 0 (wegen I C& m = rad(A)).
2. Schritt. Jedes Ideal ist Hauptideal.

Sei I ein echtes Ideal von A. Im Fall I = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also I # 0. Nach
dem 1. Schritt gibt es ein n mit

ICmundI €& mh+!
Seix €1-m"*1, Wegen I C m" gilt
x =y mity € A.
Wegenx €1 - m™1 kann y nicht m liegen, d.h. y ist eine Einheit. Es folgt
I DxA=yr"A=a"A=m" D1,
also
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I[=m"=na"A.
Man beachte, fur jedes von Null verschiedene Element x gibt es eine nicht-negative
ganze Zahl n mit x € m%m™*! Die obige Rechung mit I = m" zeigt, x hat die Gestalt
x =y

mit einer Einheit y von A.
QED.

3. Diskrete Bewertungen
Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung®® auf k ist eine surjektive Abbildung
v:k-{0} —7Z
mit
1. v(ab) = v(a) + v(b) fur a, b € k - {0}.
2. v(a + b) = min {v(a), v(b) }
Wir setzen dann v auf k fort, indem wir setzen
v(0) = oo.

Beispiel 1
Sei p ein Primzahl. Fur jede rationale Zahl ¢ € QQ - {0} setzen wir
v (c)=r
P
falls p in der Primfaktorzerlegung von ¢ mit dem Exponenten r € Z vorkommt.
Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von Q definiert.
Beispiel 2
Seien k ein Korper und K = k(X) der rationale Funktionenkorper in einer
Unbestimmten. Weiter sei p € k[X] ein irreduzibles Polynom. Wir setzen
v (c)=r
p
falls p in der Primfaktorzerlegung von ¢ mit dem Exponenten r € Z vorkommt.
Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von K definiert.

Beispiel 3
Seien k ein Korper und K = k(X) der rationale Funktionenkorper in einer
Unbestimmten. Jedes Element von K - {0} hat die Gestalt

¢ = a/b mit Polynome a, b € k[X].

Wir setzen
voo(c) := - deg(c) := deg(b) - deg(a).

Auf diese Weise ist eine diskrete Bewertung von K definiert.
Bemerkung

Die Konstruktion von Beispiel 2 mit li anstelle von p liefert gerade die Konstruktion

von Beispiel 3.

4. Der diskrete Bewertungsring zu einer diskreten Bewertung

5. Die diskrete Bewertung zu einem diskreten Bewertungsring

% yon Rang 1
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Endliche Erweiterungen

Normatisierungssatz (von E. Noether)

Seien k ein Korper und A =k[a, ..., ocn] eine endlich erzeugte k-Algebra. Dann gibt

I
es Elemente Yo Y, € A, welche algebraisch unabhéngig uiber k sind mit der
Eigenschaft, dal A ganz ist iiber k[yl,..., yr].

Beweis. Sieche H. Matsumura: Commutative Algebra, Benjamin, New York 1970,
(14.G) Corollary 1.
QED.

Regulare Sequenzen und freie Aufléosungen

1. Freie Auflosungen

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Eine freie Auflésung vom M
ist eine exakte Sequenz von A-Moduln

—> Fn —> F

n_l—>...—>F0—>M—>0

mit der Eigenschaft, da3 die Fn fur jedes n frei sind uber M. Letztere bilden einen

Komplex F,, dessen einzige von 0 verschiedene Homologie die 0-te ist, wobei
HO(F*) =M

gilt. Wir werden die Auflosung oft in der Gestalt

F,—M—0

aufschreiben.
Bemerkungen
(1)  Sei ein Erzeugendensystem des Moduls M gegeben, sagen wir
e
Fur jeden Erzeuger m, wiahlen wir ein Symbol, sage wir e und definieren F0 als
den freien A-Modul mit der Basis {ei}i T Die A-lineare Abbildung
FO — M, % ae. % am., (D)

ist eine Surjektion, d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz

FO—>M—>O.

Sei M’ der Kern der Surjektion (1). Indem wir die gerade durchgefuihrte
Konstruktion mit M’ anstelle von M wiederholen, erhalten wir eine Surjektion

1

Weil M’ ein Teilmodul von FO ist, erhalten wir durch zusammensetzen von (1)

und (2) eine exakte Sequenz

F, — M’, E ae. b E aim’i , 2)
i i

F1—>FO—>M—>O.

Wir fahren so fort und gewinnen auf diese Weise eine freie Auflosung von M
uber A. Insbesondere sehen wir, daB jeder A-Modul M eine freie Auflosung
besitzt.

(i) Ist A ein noetherscher lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m und M ein endlich
erzeugter A-Modul, so kann man das Erzeugendensystem
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mdier
so wahlen, dal3 es aus einer minimalen Anzahl von Elementen besteht: nach dem
Lemma von Nakayama reicht es Elemente miEM zu wahlen, deren Restklassen in

M/mM eine Basis dieses Vektorraums uiber A/m bilden. Indem man dasselbe fur
alle Kerne tut, die in der Konstruktion von (i) auftreten, erhdlt man eine
Auflosung, welche minimale freie Auflosung von M uiber A heifit.

(iii)) Seien (A,m) ein noetherscher lokaler Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und

F,—M—0
eine minimale freie Auflosung. Fur jedes Differential dn: Fn — Fn—l gilt dann®'
Ker(d ) C meF .
n n

Insbesondere ist d ® , A/m: F /m*F — F__/meF__ die Null-Abbildung fur
n A n n n-1 n-1

jedes n. Fur die Homologie der mit A/m tensorierten Auflosung erhalten wir
A
Tor, (M, A/m) = Hn(F*® AA/m) = Fn/m-Fn

2. Regulare Sequenzen
Seien A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter A-

Module. Ein Element a € A heil3t M-regulér, wenn die Multiplikation mit x in M injektiv
ist, d.h. wenn die Sequenz

X
0O—M—M

exakt ist. Eine Folge von Elementen a ;A € A hei3t M-regular oder auch M-

P
Sequenz, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.
I. M/(al, s an)M # 0.

2. ai ist M/(al, s ai_l)M—regulér furi=1, ..,r.

Eine Folge von Elementen a _, ..., a € A heil3t M-quasi-regular, wenn fur jedes

1
homogene Polynom F(Xl’ s Xr) = M[Xl’ ey Xr] mit Koeffizienten aus M mit

F(a) € @, - , ar)deg F+ly

die Koeffizienten von F in (al, s ar)M liegen.

Bemerkungen

(i)  Wir schreiben X fur die Unbestimmten Xl’ s Xr und I fur das von den
Elementen a P erzeugte Ideal. Der surjektive Gruppen-Homomorphismus

! Bezeiche {f'}EI die linear unabhéngige Basis von F , die zur Konstruktion von F verwendet wurde.
i'i n n

Ein Element aus Ker(d ) ist dann eine Linearkombination E af mit 2 a.d (f) =0. Die Restklassen der
n ii ini

i i
d (f) in Ker(d l)/m-Ker(d 1) bilden nun nach Konstruktion eine Vektorraum-Basis tiber A/m.
n i n- n-

Deshalb liegen alle Koeffizienten a, im maximalen Ideal m, d.h. es gilt 2 af, Em-Fn.
1 ~ ii

1
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MIX] — gri(M), F(X)  f(a) mod 19e8 F+IN (fur F homogen)

bildet dann IM[X] vollstindig in die Null ab, induziert also einen
Homomorphismus

(MIM)[X] — gr(M).
Die Quasi-Regularitat der a, des Moduls M ist dann aquivalent zur

bijektivitit dieses Homomorphismus.
(1) Jede M-regulédre Sequenz ist M-quasi-regular.
(iii) Nehmen wir an, dal} eine der drei folgenden Bedingungen erfullt ist.

1. M ist endlich erzeugt und I = (al, s ar) C rad A.
2. A ist ein graduierter Ring, M ein graduierter A-Modul und die a, sind homogen

und haben einen positiven Grad.
3. Fur die Moduln Mi = M/(al, e ai)M, 1 =0, ..., r-1 ist die I-adische

Topologie separiert:

oo n _
mn:l I Mi =0.
Dann bilden die a, eine M-regulare Folge, falls sie eine M-quasi-regulire Folge

bilden.
Insbesondere bleibt dann die Eigenschaft, eine regulare Folge zu bilden, beim
Permutieren der a, erhalten.

(iv) Sei eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln gegegen, sagen wir
0 —>M—M—5M’ —0.

Dann ist jedes Element a € A, welches M’-reguldr und M”-regulér ist, auch M-
regular.

Beweis von (ii).

1. Schritt. Seien x € A ein Element und I = (al, e ar) ein Ideal, welches von einer

quasi-regularen Sequenz a , arEA erzeugt wird. Es gelte IM:x = IM.

L
Dann gilt auch

MM:x ="M
fur jede naturrliche Zahl n.
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n. Fur n = 1 gilt die Behauptung nach

Voraussetzung. Sei jetzt n > 1. Sei § ein Element von M mit

E€I"M:x, (1)
d.h. xEEI"M. Dann gilt auch xEEIn'lM, also nach Induktionsvoraussetzung

e 1m.
Insbesondere gibt es eine homogenes Polynom der Grades n-1, sagen wir

F e M[X]

mit F(a) = E. Auf Grund der Voraussetzung (1) gilt xF(a) € I"M. Nach Definition der
Quasi-Regularitat liegen dann aber die Koeffizienten von xF(X) in IM, d.h. die
Koeffizienten von F(X) liegen in IM:x = IM. Damit gilt aber

E =F(a) € I'M
(weil F homogen vom Grad n-1 ist).
2. Schritt. Beweis von (ii).
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Sei LIRS € A eine M-regulare Sequenz. Wir haben zu zeigen, dieses Sequenz ist
M-quasi-regular.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach r.

Sei zunachst r = 1 (und a, = a). Quasi-Regularitit von a bedeutet, fur jedes m € M

1
besteht die Implikation

a'm € an+1M = m&aM

Mit am € an"'lM gilt a'm = an+1m’ mit m’EM, also a(m - am’) = 0. Weil a nach
Voraussetzung ein M-regulares Element ist, folgt m - am’ =0, also m = am’, d.h. es ist
m € aM. Die Implikation besteht tatsachlich, d.h. die einelementige Sequenz a ist M-
quasi-regular.

Sei jetzt 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Sequenz a a_ . M-quasi-

| ) |
regular. Sei

F(X) € M[X]

ein homogenes Polynom des Grades d mit F(a) € 19*IM. Wir haben zu zeigen, die

Koeffizienten von F liegen in IM. Das ist trivialerweise der Fall, wenn d = 0 gilt. Sei
jetztd > 0.
Nach Voraussetzung gibt es ein homogenes Polynom des Grades d+1, sagen wir G(X)

€ M[X] mit F(a) = G(a). Indem wir die Koeffizienten von F modulo IM abandern,

erreichen wir
F(a) = 0.

Wir schreiben
F(X) =F (Xl’ s Xr—l) + XrF (Xl’ s Xr)

mit einem homogenen Polynom F’ des Grades d, in welchem die letzte Unbestimmte
nicht vorkommt und einem homogenen Polynom F” des Grades d-1. Es gilt
F”(a)ar = F(a) - F’(al, e ar-l) =- F’(al, . ar-l)

also

F(2) € (@), ar_l)dM:ar =@ ar_l)dM C 19Mm, )
wobei das Gleichheitszeichen in der Mitte auf Grund des ersten Schritts besteht (und
weil die a, eine regulare Sequenz bilden). Nach Induktionsvoraussetzung bezuglich d

liegen die Koeffizienten von F” in IM. Es reicht zu zeigen, dasselbe gilt auch fur die
Koeffizienten von F’.

Auf Grund des Gleichheitszeichnens in (2) gibt es ein homogenes Polynom des Grades
d, sagen wir

f (Xl’ ’Xr-l) € M[Xl’ ’Xr-l]’
mit f”(al, s ar-l) = F”(a). Wir setzen
G(Xl’ e s Xr—l) =F (Xl’ e Xr—l) + arf’ (Xl’ e Xr—l) 3)

Dann gilt

G(al, s ar—l) =F (al, - ar—l) + arf’ (al, RO | 1)

22 d
€ (al, ’ar—l) M.

2 F’ und f sind beide homogen vom Grad d.
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Weil die al, s ar_1

G in (al, e ar—l)M' Die Koeffizienten von F’(Xl, e Xr—l) miissen dann aber

eine M-quasi-regulare Folge bilden, liegen die Koeffizienten von

(wegen (3)) in IM liegen.
QED.

Beweis von (iii). Aus jeder der ersten beiden Bedingunen folgt die dritte. Es reicht also
zu zeigen, die Behauptung gilt, falls die dritte Bedingung erfullt ist. Nehmen wir an, die
a, bilden eine quasi-regulare Sequenz.

1. Schritt. a, ist M-regular.

1

Sei m € M ein Element mit am= 0. Weil Bedingung 3 erfullt sein soll, reicht es zu

zeigen,
m € I"M
fur jede naturliche Zahl n. Weil die a, eine M-quasi-reguldre Folge bilden sollen, gilt

dies jedenfalls fur n = 1. Nehmen wir jetz an, es gilt n > 1 und wir hitten bereits gezeigt
memIm.

Wir schreiben

S
m= Y u.(a)m.
=1 J J
mit m.€M und paarweise verschiednen Potenzprodukten MJ.(X1 ""’Xr) des Grades n-1
in den Xi' Es gilt

S
0= ams= 'E aluj(a)mj.
j=1
Weil die a, eine M-quasi-regulare Folge bilden, folgt mj € IM fur jedes j, also

S
m= 3 w(am, €™M =1"M.
i=1 ] J
2. Schritt. Die M-Regulariat der al, s ar .

SeiM’ := M/alM. Es reicht zu zeigen, a » 8 bilden eine M’-quasi-regulare Folge,

2
dann nach Induktionsvoraussetzung ist die Folge dann auch M-regulér, und zusammen
mit dem ersten Schritt, folgt die Behauptung. Sei

F(XZ’ e s Xr) S M’[Xz, ’Xr]
ein homogenes Polynom des Grades n mit Koeffizienten aus M’ mit
F(ay, .., a) € e 4)
Wir haben zu zeigen, die Koeffizienten von F liegen in IM’. Wegen (4) konnen wir die
Koeffizienten von F modulo IM so abdndern, daf} gilt
F(a,,..,a)=0.
2 T
Wir wihlen einen homogenen Reprasentanten
G(X2, e s Xr) € M[X
von F des Grades n, d.h. derart, dal gilt

F =G mod alM[X2’ s Xr]

P Xr]

Dann liegt G(a) in a, M, sagen wir

1
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G(a) = alm mit m € M.
Wir zeigen zunéchst _

meE UM furj=0,1, .., n-1. (5)
Fur j = 0 ist dies trivialerweise richtig. Nehmen wir an dies ist richtig fur ein gegebenes
j=0. Dann kann man m in der Gestalt

m = H(a)
schreiben mit einem homogenen Polynom H des Grades j mit Koeffizienten aus M. Es
folgt
a H(a) =a;m=G(a) EI"M.
(weil G homogen vom Grad n ist), also im Fall j < n-2 auch
a H@) € 7M.

Weil die g, eine M-quasi-reguldre Folge bilden, liegen die Koeffizienen von H

in IM, d.h. es gilt _
m = H(a) € Ft1IMm.
Damit ist (5) bewiesen. Aus (5) mit j = n-1 erhalten wir
G(a) = ams= alH(a)

mit einem homogenen Polynom des Grades n-1 mit Koeffizienten aus M. Mit anderen
Worten, das Polynom
G(Xz, e s Xr) - XlH(Xl’ e s Xr)

ist Null an der Stelle a. Dieses Polynom ist homogen vom Grad n. Weil die Elemente a

e & eine M-quasi-regulare Folge bilden, liegen die Koeffizienten dieses Polynoms

in IM. Weil in G die Unbestimmte X1 nicht vorkommt (was fur alle Glieder von XlH

der Fall ist), liegen alle Koeffizienten von G in IM. Dann liegen aber alle Koeffizienten
von

F =G mod a, M[X

1 Xr]

R
in IM’.

QED.

Beweis von (iv). Betrachten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

O— M — M —> M —0

ol Bl al

O—m M — M —M —0
dessen vertikale Pfeile die Multiplikation mit a bezeichnen. Nach dem Schlangen-
Lemma hat man ein kommutatives Diagramm

0 — Ker(a) — Ker(f) — Ker(y) — Koker(a)
Nach Voraussetzung gilt Ker(a) = Ker(y) = 0. Damit ist aber auch Ker(p) = 0, d.h. a
ist M-regular.

QED.

3. Der Koszul-Komplex

Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und a € A ein Element. Die Multiplikation mit a
definiert einen in den Graden 1 und O konzentrierten Komplex

a
K@) =K@, A):0 —A—A —0,
welcher Koszul-Komplex des Elements a in A heiBt. Fur Elemente
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1,...,arE A

heif3t das Tensorprodukt
K(a, A) := K( Al s A) = K(al’A)®A"'®AK(a2’ A)

1,...,ar} in A. Fur jeden A-Modul M heif3t
K(a, M) :=K(a,A)® AM

Koszul-Komplex der Sequenz a in M.
Fur jeden Komplex von A-Moduln C setzen wir

C(a) :=C®K(a,A).

Koszul-Komplex der Sequenz a = {a

Beispiel 1: K(a,b,A)
Seien a, b € A zwei Elemente. Die Objekte der zugehorigen Koszul-Komplexe des

Grades d identifizieren wir mit den homogenen Polynomen des Grades im Polynomring
A[X,Y]. Wir erhalten so

K(a,b, A) =K(a,A)®K(b,A)
a b
=0 —AX —>A—50)®0—AY —>A—0)
=0 — AXY . AX®PAY — A —0

oXY B aaY-abX, aX+pfY » aa+pb
Beispiel 2: K(a,b,c,A)

Seien a, b, c € A drei Elemente. Die Objekte der zugehorigen Koszul-Komplexe des

Grades d identifizieren wir mit den homogenen Polynomen des Grades im Polynomring
A[X,Y,Z]. Wir erhalten so

K(a,b, A) = K(a,A)®K(b,A)
c
=0 —AXY . AXDAY - A—0)® 0 —AZ—A—0)
=0 — AXYZ — AYZ ® AXZOAXY — AX D AYRAZ — A —0

Die Morphismen sind die folgenden:
oXYZ » caYZ-obXZ+ ocXY,

aYZAPBXZ+ vXY » abZ+PaZ+ (yaY-ybX ) - acY - fcX

aX+BY+ YZ » aa+Pb+ yc.
Beispiel 3: K(a, A)
Das homogene Objekt des Grades n von K(a,A) kann man identifizieren mit dem
homogenen Bestandteil des Grades n der @ufleren Algebra uber Kx1+...+er.
Identifiziert man den Komplex mit der direkten Summe der Objekte der verschiedenen
Grade, so gilt fur die graduierten A-Moduln
K(a,A) = /\(KX1+...+KXI_)
Die Rand-Operatoren setzen sich zusammen zu einer A-linearen Abbildung
mit
d(xi) =a,
und

d(wAN) = doAn + (-1)98 Py Adn
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fur homogene Elemente w und 1.>* Der Koszul-Komplex wird so mit der Struktur einer
super-kommutativen Algebra versehen. Insbesondere ist

S .
L] L] = - _1 L] L] L] L] L]
d(xi X )= E -1y A X X X X
1 s =1 ] 1 -1+l S
Beispiel 4
Seien C ein Komplex von A-Moduln und a € A ein Element. Dann erhélt man fur das
Objekt des Grades n von C(a) = C®K(a, A):

C(a)n = Cn®A @ Cn_1®AX.
Betrachten wir die exakten Sequenzen
0—C —Ca >C  —0
mit f(c) = (c®1, 0) und g(c®a, c’®PX) = c’p.
Bezeichne d das Differential von C(a). Fur (¢, c’X) € C(a)n erhalten wir dann

1

d(c,c’X) = (dC(c) + (—l)n_lac’ , dC(c’)X)

also
g(d(c+c’X)) = dC(c’) = dC(g(c +c¢’X))

d(f©)  =d(e+0X) = (d(€), 0) = f(d(€))
Mit anderen Worten, die exakten Sequenzen setzen sich zusammen zu einer exakten
Sequenz von Komplexen
0— C— C(a) — C[-1] — 0. ()
Bemerkungen

(1)  Aus der Beschreibung von K(a,A) mita=a ;A in Beispiel 3 ergibt sich die

U
entsprechende Beschreibung von K(a, M) und damit fur die Homologie des
Koszul-Komplexes

Hy(a M) =M/(@M.
Hr(g, M)={meMI a
(i) Ista= s, eine M-regulidre Sequenz, so gilt
Hi(g, M) =0 furi=1,..r,
d.h. K(a,M) ist dann eine freie Auflosung von M/(a)M.

(iii) Man kann zeigen, daB der Koszul-Komplex K(a, M) fur endlich erzeugte Moduln
M tiber einem lokalen Ring (A,m) und jedes minimale Erzeugendensystem ap, .

,a vonm ein Teilkomplex jeder mimimalen freien Auflosung von M uber A ist

(siehe Matsumua, H.: Commutative Algebra, (18E), Lemma 9 und (18F),
Theorem 44). Insbesondere gilt damit auf Grund von Beispiel 3 fur jeden
noetherschen lokalen Ring (A, m)

) A . r
dim A/m Tor, (A/m, A/m) = dim AJm K(a, A)n =( n)

mit r = w(m) = dim

m=... :arm:O}.

2 .
A/m m/m“ =edim A.
Beweis von (ii). Im Fall r = 1 ist K(a, M) der Komplex

* Das gilt nach Definition des Tensorprodukts von Komplexen, @ und 1 produkte der X, sind. Da

diese Produkte die duBere Algebra erzeugen, gilt die Formel allgemein.
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a
0O—M—>M—0.
Die Homologie im Grad 1 ist, weil a ein M-regulédres Element ist,
a
Ker(M — M) =0.

Sei jetzt r > 1. Die exakte Sequenz von Beispiel 4 hat im Fall
C= K(al, e ar_1 , M)

die Gestalt
0— K(al, S M) — K(al, S M) — K(al, SELNET M)[-1] — 0.
und die zugehorige lange Homologie-Sequenz die Gestalt

—>Hi(a1, . ar_1 , M)—>Hi(a1, s ar , M)—)Hi_l(al, M) —...

a
2 r_l b
Die beiden duBeren Homologie-Gruppen sind nach Induktionsvoraussetzung Null fur i
= 2. Also gilt
Hi(g,M)=Ofur122.

Zur Berechnung der ersten Homologie betrachten wir den obige lange Homologie-
Sequenz furi=1:

Hl(al’ s ar_1 , M) — Hl(g , M)—>H0(al, M)

> a ’
r-1
— Ho(a17 see ar_17 M) —_— Ho(@ s M)éo

Die Homologie-Gruppe links ist Null nach Induktionsvoraussetzung. Die Sequenz
bekommt mit
M.:=M/(a,, ...,a M
, J 1 J
die Gestalt
0—)H1(§,M)—)Mr_

— Mr— — Mr—>0

1 1

Dabei ist Mr—l — Mr—l der Zusammenhangshomomorphismus zu (1) (d.h. es wird
wird mit X multipliziert und dann X durch a_ ersetzt), also gerade die Multiplikation mit
a. Da die a, eine reguldre Sequenz bilden, ist diese Abbildung injektiv. Es folgt

Hl(g , M) =0.

QED.

4. Der Hironaka-Grothendieck-Isomorphismus
Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul, I C A ein Ideal von A und
2(_ = (X19"°axr)

eine A/l-regulare Sequenz. Betrachten wir die folgenden Aussagen.

(1) ng(M) ist flach tiber gr(l)(A) =A/L

(i)) Die Folge x ist ng(M)-semi-regul'a'r und ng(M)® AA/ng ist flach iber A/I® A
A/XA.

(i) 8y A(M) ist flach tiber A/(I+xA) und der naturliche Homomorphismus

cp:ng(M)® AA/_)gA [Tl""’Tr] — ng+2; A(M)

ist ein Isomorphismus. Dabei sei

. n n
@((m mod I IM)®(a mod XAT, o oT 1)
T
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n n i+ +. i+
= axllo...-x 'm mod (I+xA) M
r
firm €™M und a € A.

Es bestehen die folgenden Implikationen.

(1) = (i) = (iii).
Ist auBBerdem der A-Modul ng(M) idealweise separiert fur xA, so sind die drei
Bedingungen dquivalen.

Bemerkung
Der unten angegebene Beweis folgt dem Beweis in der Monographie

Hermann, M., Vogel, W., Schmidt, R.: Theorie der normalen Flachheit,
Teubner-Text zur Mathematik, Teubner, Leipzig 1977.

(Kapitel III, Satz 1.1). Man vergleiche auch

Grothendieck, A., Dieudonné, J.: Eléments de Géométrie Algébrique VI 4 Publ.
Math. I.LH.E.S. 32 (1967), 19.7.1

Beweis. 1. Schritt: Beweis der Implikation (i) = (ii).
Sei

=(X1""’Xr)

< |

die Folge der Restklassen der X, in A := A/I. Dann ist x eine regulire Sequenz in A.

Weil ng(M) flach ist iber A ist x auch eine ng(M)-regul'are Sequenz. Der zweite Teil
der Aussage von (ii) ergibt sich aus (i) durch Basiswechsel.
2. Schritt: Beweis der Implikation (ii) = (iii).
Nach Voraussetzung ist ng(M)® AA/_)gA flach tiber A/I® AA/_);A = A/(I+xA). Damit ist
aber auch der Polynomring™*

ng(M)® AA/_)gA [Tl’""Tr]

flach uiber A/(I+xA). Die erste Aussage von (iii) ist damit eine Folge der im zweiten Teil
behaupteten Isomorphie. Es reicht, den zweiten Teil von (iii) zu beweisen. Wir werden
eine Verallgemeinerung der Isomophie-Aussage unter abgeschwichten Bedingungen
beweisen. Genauer: es reicht, die folgende Aussage zu beweisen.

3. Schritt: Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und
M=FOQF12F22...
eine absteigende Folge von A-Teilmoduln von M. Weiter seien
X = (X X))

eine ng(M)—semi—regul'are Sequenz und

M:GOQGIQGZQ...
die absteigende Folge von A-Teilmoduln von M mit

G =F +xF . +x?F _+..
n n n- n-

1 2

* als direkte Summe von Exemplaren des Grundrings
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Dann ist der natuirliche Homomorphismus
Q: ng(M)®AA/_)gA [Tl""’Tr] — ng(M)
ein Isomophismus. Dabei sei ng(M) der gradudierte A-Modul mit

n
ng(M) = Fn/Fn+1
und gr G(M) sei analog definiert. Weiter sei

n n
@(mmod F. )®(amod xA)T L. T 1)
1+1 1 I

n n
=ax le..ex 'm mod G. . 1
1 r i+t

Fur die homogenen Bestandteile des Grades 0 hat ¢ die Gestalt
M/F1 ® AXA — M/(F1+XM), (m mod IM)®(a + XxA) » am mod (I4+xA)M,

d.h. @ ist im Grad O ein [somorphismus. Im Grad n ist ¢ eine A-lineare Abbildung

i i
° 1. ° T 1
i+ .+ = (F/F PO AXA T feeT E— G /G mit T, b x;

1
und ist so nach Definition von Gn surjektiv.

Die zu beweisende Isomorphie-Aussage von (iii) ergibt sich aus der obigen fur den
Spezialfall

(so da3 Gn = (I+xA)! gilt). Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach r.

DerFallr=1.
Wir haben zu zeigen, fur jedes n ist die Einschrankung von ¢ auf den Bestandteil des
Grades n injektiv, d.h. .
n —i - n
P, En:= @i=0 ng(M)-Tn LN grgM)

ist injektiv mit . '

—i i

grpM) = grp(M)® AA/_)gA = Fi/_)gFi+Fi_|_1
Im Grad n =0 gilt

-0 0
EO = ng(M) = FO/XF0 + F1 = GO/GI = ng(M)

und ? ist ein [somorphismus. Betrachten wir den Grad n > 0. Wir schreiben En in der
Gestalt

—n
En = greM) @ En_I-T

und beachten, daf cpn auf dem zweiten direkten Summanden bis auf Isomorphie die
Abbildung P ist. Deshalb konnen wir P, wie folgt zerlegen

_ [d®g,1 — 1 P
n n n n n _n
P, En = grigM) & En_loT —  grpM) @ grg M)T — grsM) (D)

mit
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wn(u + _)an+Fn+1, v+ Gn)T )=u+ XV + Gn+1

Weil nach Induktionsvoraussetzung P injektiv ist, ist die linke Abbildung von (1) ein
Isomorphismus. Es reicht daher, zu zeigen, daf3 wn injektiv ist. Reprasentiere also

(u,v) € FnXGn—l

ein Element aus dem Kern von lpn. Dann gilt

u+ le e Gn+1 = Fn+1 + XlGn'

Es gibt also Elemente

u E€F und v €G
n+1 n

mit
u+x,v=u +x,v.
1 1

Es folgt
Xl(V—V Y=u —uEFnﬂlen_l. )

Nach Voraussetzung ist x, ein ng(M)—regul'ares Element. Auf Grund der exakten

1
Sequenzen

0— Fi/Fn — Fi-l/Fn —> Fi-l/Fi —0
ergibt sich damit aus der Regularitat von X, bezuglich des linken Moduls, die Regulariét

bezuiglich des mittleren. Also ist x, ein M/Fn-regul'ares Element (fur jedes n). Aus (2)

1

folgt damit v-v’ € Fn ,alsou’-u ex Fn.Wir erhalten

1

ue Fn+1 + Xan

und
veF + G =G .
n n n
Mit anderen Worten, (u, v) reprasentiert das Null-Element im Definitionsbereicht von
lpn. Wir haben gezeigt, wn - und damit ?, ist injektiv.

Der Fall r > 1. Wir setzen

X = (Xl""’xr—l)
T = (Tl""’Tr—l)
T = (Tl""’Tr)

Weiter bezeichne G’ die absteigende Folge
M= G’O :_)G’IQG’ZD

von A-Teilmoduln von M mit

G’ =F +Xx’F +_)g’2F +...
n n n-1 n-2

Dann gilt

b b 2 b
Gn =G nt er a1’ x,. G aote
Mit x ist auch x eine A/l-semi-regulare und ng(M)-semi-regul'a're Sequenz. Nach

Induktionsvoraussetzung ist damit der natiirliche Homomorphismus
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(P'ng(M)®AA/_)S'A [T’] _> ng’(M)

ein Isomorphismus. AufBlerdem ist auf Grund des Induktionsanfangs r = 1 (mit G’
anstelle von F und X anstelle von Xl) auch der naturliche Homomorphismus

Wigr (M@ Alx A [T | — gr (M)

ein Isomorphismus. Man beachte, X, ist ein regulares FElement bezuglich des

Definitionsbereichs von ¢’ und, weil ¢’ ein Isomorphismus ist, auch regular bezuglich
der Wertevorrats.

Wir haben zu zeigen, der natiirlich Homomophismus
cp:ng(M)® AA/LA [T] — ng(M)

ist injektiv. Zum Beweis schreiben wir
ng(M)® AA/_);A [T] = ng(M)® AA/_)g A® AA/XrA [T°] [Tr]

= ng(M)® AA/_); A[T’I® AA/XrA [Tr]'
Mit ¢’ ist auch die Abbildung
@’ ®Id: ng(M)® AA/_)g AT’ ® AA/xrA [Tr] — ng(M)® AA/xrA [Tr]

ein Isomorphismus. Die Zusammensetzung dieser Abbildung mit 1 ist damit ebenfalls
ein Isomorphismus. Diese Zusammensetzung ist aber gerade .

4. Schritt. Beweis der Implikation (iii) = (i).
Wir nehmen an, ng(M) ist idealweise separiert fur xA. Wir wollen zeigen,

M:= ng(M) ist flach uber A := gr(I)(A) =A/L

Nach dem lokalen Kriterium der Flachheit reicht es zu zeigen,
grg A(J\/[) ist flach uber grg A = A/(I+xA) (1)
und die naturlichen Abbildungen

(AA™ 1 N D () M) ™ 2)

(oo mod (_)gA)n+1)®m > om mod (_)gA)n"'lM,
sind Isomorphismen.

Nach Voraussetzung ist 8y A(M) flach uber A/(I+xA) und

I A(M) = ng(M)® AA/_);A [T1 ""’Tr]' 3)
Damit ist auch der Polynomr-ﬁlg auf der rechten Seite flach uiber A/(I+xA). Weil
0
er,(M)® , A/xA = gr, , (V) @)

ein direkter Summand dieses Polynomrings ist, ist (4) auch flach uber A/(I+xA), d.h.
es gilt (1).

Wir haben noch zu zeigen, die Abbildungen v, von (2) sind Isomorphismen. Zum

Beweis konnen wir anstelle der Y, deren direkte Summe betrachten und zeigen, daf3 die
Abbildung
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gr. A(A)® AM — grzS A(M)

ein Isomorphismus ist. Nach _\-/oraussetzung ist x eine A/l-regulare, also A/I-quasi-
regulare Sequenz, d.h.

grzsA(A) = A/_)gA[Tl,...,Tr].
Es reicht also zu zeigen,
M® A (A/XA)[T 1""’Tr] — gr_)S A(M)
ist ein Isomorphismus. Man beachte, diese Isomorphie bedeutet gerade, x ist eine M-
quasi-regulare Sequenz und, weil M idealweise separiert fur xA ist, x ist eine M-
requlare Sequenz. Wir haben damit den Beweis der Implikation auf die folgende

Aussage reduziert.
5. Schritt. Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul,

M:FOQF1 QFZQ...
eine absteigende Kette von A-Teilmoduln von M und
X =(X,,....X)
1 r
eine Folge von Elementen aus A. Wir setzen

— 2 n
G :=F +xF  +GA)F_+..+GA)F,

Die natuirliche Surjektion
cp:ng(M)®AA/z<_A [Tl""’Tr] — ng(M)
sei ein Isomorphismus. Dann ist auch die naturliche Surjektion
lp:ng(M)@) A (A/ng)[Tl,...,Tr] — grzS A(ng(M))

ein Isomorphismus.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es gibt einen surjektiven
Homomorphismus

X: g5, 5 (€M) —» gr (M) )
graduierter Ringe mit 1 mit

P =Y.
Mit ¢ ist damit namlich auch 1 injektiv, also ein Isomorphismus.

6. Schritt: Die Surjektion  des funften Schritts existiert, falls die folgenden
Inklusionen bestehen

n-i .
(xA) Fi N Fi+ ] C Gn+ I(n,i)

1
furn=i=0.

Zum Beweis vergleichen wir die n-ten graduierten Bestandteile von Definitionsbereich

und Wertevorrat der Abbildung (5). Es gilt

n a n-i n+l n+1-i
grgM) = Gn/Gn+1 = ¥ (xA) Fi /3 (xA) Fi
i=0 1:0
und fur den n-ten graduierten Bestandteil von ar, A(ng(M)), d.h. fur das Bild des n-ten

graduierten Bestandteil des Definitionsbereichs von 1, erhalten wir

n n-i i .
gr A (@rpM) = @) gry Agrp(M) mit
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g AZEM) = AN g M)A g

_ n-i n+1-i
= ((xA) Fi + Fi+1) / (xA) Fi + Fi+1)

_ n-i n-i n+1-i
= (xA) Fi/ (XA) Fiﬂ((zsA) Fi+Fi+1)

= GAMIE/ (@A™ R + A E NF, )

Auf Grund der Inklusionen I(n, i) konnen wir im zweiten Summanden des Nenners

Fi+1 durch Gn+1 ersetzen und vergroflern dadurch den Nenner. Deshalb induziert die

identische Abbidlung des Zahlers eine Surjektion

n-i i n-i n+1-i n-i
gry ASTFM) —» (xA)F /(@A) TF + A)TF (G )

~ n-i n+1-i
= (xA) Fi + Gn+1 / (xA) Fi + Gn+1

_ n-i
= (xA) Fi + Gn+1 /Gn+1

CG /G
n n+1

= grM)

Das Bild dieser Abbildung enthilt alle Elemente von grr(l}(M), welche durch den i-ten
Summanden von Gn reprasentiert werden. Die Abbildungen setzen sich deshalb zu

einer Surjektion ¢ zusammen. Die Relation ¢ = x°y. kann man dadurch beweisen, daf}
man sie fur die Elemente eines Erzeugendensystems des A/(I+xA)-Moduls

grpM® , (AZA)T,,....T ]
testet. Bezeichne [x] die Restklasse des Elements x. Dann gilt fur m € Fi’ a€A und ein

Potenzprodukt w(T) des Grades n-i in den Unbestimmten

x(W( [m]®[aw(T) 1) = x([auwx)m ]) = [ aux)m | = o( [m]&[au(T)]).
Es gilt also tatséchlich ¢ = y°y. Es bleiben noch die Inklusionen des 6. Schritts zu

beweisen, d.h. es reicht zu zeigen:
7. Schritt: Aus der Injektivitat des surjektiven Homomorphismus

cp:ng(M)®AA/_)gA [Tl""’Tr] — ng(M)
folgen die Inklusionen I(n,i) des sechsten Schritts

n-i .
(xA) Fi N Fi+ ! CG I(n,i)

n+l1
furn=i=0.

Die Beweis-Idee besteht darin, den naturlichen Homomorphismen ¢ zur gegebenen

Filtration F mit den entsprechenden Homomorphismen zu vergleichen, die man fur

andere Filtrationen erhalt. Betrachten wir die um die nicht-negative ganze Zahl p
verschobene Filtration F[p] mit
Flpl_:=F

die zu dieser gehorigen Filtration G[p] mit

p+n

n . n .
Glpl = 3 A" FIpl. = 3 xA)T'F
i=0 i=0

— n
=F it QA bt GANE

p+i
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Mit anderen Worten G[p]n entsteht aus Gn+ indem man alle Summanden mit einer
hoheren als n-Potenz von (xA) weglafit. Insbesondere ist
_ n+l
Gn+p = G[p]n + (xA) Gp—l (6)

und direkt aus der Definition von G[p]n liest man ab

Gipl, CF, .

Nach Definition von F[p] besteht eine naturliche Inklusion von A-Moduln (die
homogene in homogene Elemente abbildet und den Grad um p vergroflert)

g1 (M) & M)
Entsprechend erhélt man auch eine solche Inklusion®
1p: ng[p](M)®AA/_)gA [Tl""’Tr] S ng(M)®AA/_>gA [Tl’""Tr]'
Weiter induzieren die Inklusionen G[p]n C Gn+p (vgl. (6)) Homomorphismen
Aogr M) — gr . (M
0 gG[p]( ) — grM)
von A-Moduln desselben Typs. Durch Zusammensetzen mit der naturlichen Surjektion
:or M®  A/XA [T,,.. T ] — gr M
elpl: g F[p]( ® \AXA [T T T —> g G[p]( )

erhalten wir eine Abbildung

A elpl: gt (IO AKA T T ] — gr (M), [mI®[au(D] k> fanoml,
mit

Ao = oi
p(P[P] CPP

Weil ¢ und ip injektiv sind, gilt dasselbe fur die Zusammensetzung auf der linken Seite.

Weil o[p] surjektiv ist, ist sogar }\p injektiv. Mit anderen Worten, es gilt

G[p]n A Gn+p+1 - G[p]n+1 1l(n,p)
fur alle nicht-negativen ganzen n und p. Zeigen wir, aus diesen Identitaten folgt
n+p N Fp = G[p]n II(n,p)

fur alle nicht-negativen n und p. Wir fihren den Beweis durch Induktion nach n (fur
festes p). Furn =0 ist
G F =F =Glp],,
o - GplF, =F, =Gy
d.h. die Identitat besteht. Sei jetzt n > 0. Es gilt
Gn+p N Fp - Gn+p rjDGn+p-l N Fp

= Gn+p N G[p]n_1 (nach Induktion)

= G[p]n (nach II(n-1,p)).
Damit ist III(n,p) bewiesen. Zeigen wir als néachstes, es gilt
n+1
@A™ NE | S G+l IV(n.p)
fur alle nicht nicht-negativen n und p. Es gilt

_ n+1
Grapst Fppy =G+ +GAM™IGHAR | (ach (6)

» weil das Tensorprodukt Isomorphismen in Isomorphismen uiberfiihrt.
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=Glp+1]_+ (xA)n"'leﬂFpH (nach (7))

Der zweite Summand rechts liegt also in der linken Seite. Wegen III(n,p+1) gilt damit
IV(n,p). Aus der zuletzt bewiesenen Inklusion konnen wir jetzt die behautptete

Inklusion I(n,i) ableiten. Wegen der Isomorphie des Morphismus ¢ ist
n
ng(M)
die direkte Summe der durch (XA)n'lFi miti=0, ..., n erzeugten Teilmoduln. Deshalb
gilt
n n-i n-i-1 n-i-2
((xA) F0 + ...+ (xA) Fi M ((xA) Fi+1+ (xA) Fi+2+""+Fn - Gn+1.

Nach Definition von G[n] kann man diese Inklusion auch in der folgenden Gestalt
schreiben.

n-i .
(xA) Gi N G[1+1]n_i_1 C Gn+l'

Wir ersetzen bilden links den Durchschnitt mit Fi+1 und erhalten

n-i .
Fi+1m (xA) Gi M G[l+1]n—i-1 < Gn+1'

Wegen [V (n-i-1,i) liegt der Durchschnitt der ersten beiden Moduln links ganz im dritten
Modul, d.h. es gilt

n-i
Fi+1m (xA) Gig Gn+1'

Wir verkleinern die linke Seite, indem wir Gi durch Fi ersetzen:

n-i
FaNGATRS G

Dies ist aber gerade die zu beweisende Inklusion I(n,i).
QED.

Hilbert-Funktionen (frei nach Atiyah-MacDonald)

Moduln endlicher Lange

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein A-Modul endlicher Linge ¢ ist ein A-Modul M
mit der Eigenschaft, daf} es eine echt aufsteigende Kette

M0 C MlC .. C MZ

von A-Teilmoduln der Linge ¢ in M gibt und keine solche Kette groBerer Lange. Man
schreibt dann

length A(M) =/.

Falls es keine solche Zahl ¢ gibt, so setzt man
length A(M) = 00.

Eigenschaften der Langen-Funktion

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) Die Langen-Funktion ist additiv, d.h. fur jede exakte Sequenz von A-Moduln

f
0— M —>M£>M”—>0
gilt
length A(M) = length A(M ) + length A(M ).
(i)) Folgende Bedingungen sind dquivalent.
(a) length A(A) < 00,

(b) A ist artinsch.
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(©) A ist noethersch und dim A = 0.
Das Jacobson-Radikal rad(A) von A ist dann nilpotent.
(iii)) Sei M ein A-Modul endlicher Lange. Dann besitzt das Ideal

AnnA(M) ={a€EAlaM =0}
eine endliche Primarzerlegung, sagen wir

Ann, (M) =q,M..Mq,

deren zugehorige Primideale m, = .\/al maximale Ideale von A sind. Aulerdem gilt

r
length A(M) = E length A (Mm.)
i=1 m, 1

(iv) Seien f: A —s B ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe, f:k —Kp der

A
durch f induzierte Homomorphismus der Restklassenkorper und N ein B-Modul.
Dann gilt

length A(N) = lengthB(N)-[KB:K A]'

Man beachte, weil k , ein Korper ist, ist T als Homomorphismus von Ringen mit

A

1 injektiv und macht so K, zu einem Erweiterungskorper von

B A
Beweis. Zu (i). Jede Kette in M’ liefert durch Anwenden von f eine solche in M.
Deshalb gilt

length , M’ <length, M.

A A
Fur jede Kette in M” erhalt man durch Ubergang zu den vollstandigen Urbildern bei g
eine Kette in M. Deshalb gilt

length , M” < length , M.

A A
Aus den letzten beiden Abschatzungen ergibt sich die Behauptung im Fall, daf die
Lange von M’ oder M” unendlich ist. Wir konnen deshalb annehmen,

lengthA M’ < oo und lengthA M” < c0.

Seien Ketten
MOCM 1C“'CMZ’
und

in M’ bzw. M” gegeben mit

¢’ =length , M’ und ¢” = length , M”.

A A
Wir wenden auf die Moduln der ersten Kette die Abbildung f an und ersetzen die
Moduln der zweiten durch die vollstandigen Urbilder bei g. Die entstehenden Ketten in

M lassen sich zu einer Kette zusammensetzen, deren Lange mindestens £’+€” ist (man
beachte, es kann f{(M’ Z’) = g'l(M”O) sein). Damit gilt

length A(M ) + length A(M )=+ < length A(M).

Sei jetzt eine Kette

MOCMIC"'CMZ (1)
in M gegeben. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
Z < Z,+Zn.

Wir konnen annehmen,

M0=0undMZ=M,
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denn andernfalls konnen wir die Kette verlangern, indem wir links den 0-Modul bzw.
rechts den Modul M hinzufugen. Wir betrachten die nicht notwendig echt aufsteigenden
Ketten

f‘l(MO)gf‘l(Ml)g...gf"l(Mg) in M’ 2)
und
g(MO) C g(Ml) cC..C g(MZ) in M” 3)

Wir konnen hier den Modul M’ mit dessen Bild in M identifizieren und f mit der
natrlichen Einbettung von M’ in M. Angenommen, es gibt einen Index i mit

gM) =M, ).

Jedes Element von Mi 1aBt sich dann modulo Ker(g) = M’ so abdndern, dal man ein

+1
Element von Mi erhalt, d.h. Mi+1 C Mi + M’, also

M =M+ MM =M+ MM, @)
Dann miissen aber
1 VT 1 _NA?
f (Mi+1) =M ﬂMi+1 und f~ (Mi) =M ﬂMi

verschieden sein (denn andernfalls ware weigen (4) auch Mi+1 = Mi)' Wir haben

gezeigt, jedesmal, wenn in (3) das Gleichheitszeichen gilt, ist die entsprechende
Inklusion in (2) echt. Die Anzahl der echten Inklusionen in (2) und (3) zusammen ist
somit mindestens so grof3 wie deren Anzahl in (1). Mit anderen Worten, es gilt

(<l +0.
Zu (i1). (a) = (b).Wire A nicht nicht artinsch, so konnte man eine beliebig lange echt
aufsteigende Kette von Idealen von A angeben.
Zu (iD). (b) = (c).”
1. Schritt. Jedes Primideal von A ist maximal (also auch minimal, d.h. dim A = 0).
Sei p ein Primideal von A. Dann ist A= A/p ein artinscher Integritatsbereich. Sei x ein

von Null verschiedenes Element von A. Die Potenzen des von x erzeugten Ideals bilden
eine absteigende Kette von Idealen. Diese Kette muf3 stationér sein, d.h. es gibt ein n
mit

OA = Xn+lx,
dh. x" = x" L fur ein a € A. Weil A ein Integritatsbereich ist, folgt 1 = xea, d.h. x
ist eine Einheit. Wir haben gezeigt, A ist ein Korper, d.h. p ist maximales Ideal.
2. Schritt. Die Anzahl der maximalen Ideale von A ist endlich.
Andernfalls gidbe es eine unendliche Folge von paarweise verschiedenen maximalen

Idealen
m, m,, My, ...
Die zugehorigen Folge der Durchschnitte
m,, mlﬂmz, mJﬁmzﬁm3 e
mulf, weil A artinsch ist, stationér sein, d.h. es gibt ein n mit

6 Wir verwenden hier die Existenz der Primérzerlegung in noetherschen Ringen A: Jedes Ideal I von A

hat die Gestalt
I= q, M--MNg
T
mit q, primér: asb € q impliziert bEq, wenn keine Potenz von a in q liegt. Die Radikale p, := —\/; derq.
i i i i
sind dann Primideale. Die minimalen Primoberideale von I kommen unter den p. vor. Insbesondere ist
i

die Anzahl ersterer endlich.
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mo D) mlﬂ...ﬂmm_l = mlﬂ...ﬂmn D) m,eem

Weil mrl ein Primideal ist, muf} einer der Faktoren rechts in m liegen, also gleich

+1 n+1

mo sein. Das steht im Widerspruch dazu, daf} die m, paarweise verschieden sein

sollen.
3. Schritt. Das Jacobson-Ideal rad(A) ist nilpotent.
Sei N := rad(A). Man beachte, weil jedes Primideal von A maximal ist, ist N
gleichzeitig das Nil-Radikal von A,
N = rad(A) =0,
d.h. jedes Element von N ist nilpotent.
Weil A artinsch ist, ist die Folge der Potenzen von N stationér, sagen wir
[:= Nt =N+ o NO+2 o
Angenommen, [ ist nicht das Nullideal. Wir betrachten die Menge

M := {J | J ist Ideal von A mit IJ # 0}.
Diese Mengen ist nicht leer, weil I in M liegt. Weil A Artinsch ist, besitzt diese Menge
ein minimales Element, sagen wir

LeM.

Wegen LI # 0 gibt es ein x € L mit xI # 0. Wegen XA C L und der Minimalitéit von
L folgt

L =xA.
Wegen (xI)I = xI2 =xI # 0 und xI C xA =L und der Minimalitat von L folgt
xI =L =xA.
Deshalb gibt es ein y € [ mit
x=xy=xy2=...=xy3=...

Wegen yEI=N'C N= /0 ist y nilpotent, also x = 0. Das steht aber im Widerspruch
zur Wahl von x. Die Annahme, dafl I von Nullideal verschieden ist, muf} falsch sein,
d.h. N =0 ist nilpotent.

Zum Beweis der Implikation (b) = (c) bleibt noch die folgende Aussage zu beweisen.

4. Schritt: A ist noethersch.
Es reicht zu zeigen, dafl A als Modul uber sich selbst von endlicher Lange ist,

length A(A) < co0.

Seien
m,,...,m
177 r

die maximalen Ideale von A (deren Anzahl nach dem 2.Schritt endlich ist). Nach dem
3.Schritt gibt es eine Folge von Idealen in A, sagen wir

A=12D1,2..21 =0

mit Ij+1 =m, (]')IJ" Wegen der Additivitat der Langenfunktion reicht es zu zeigen

length A(Ij/mi Ij) < co.

(),
Weil A artinsch ist, ist jedes Ij ein artinscher A-Modul. Also ist auch I./mi .)I. als A-

Modul artinsch. Letzterer Modul ist aber ein Vektorraum uber A/mi ) und als solcher

artinsch, also von endlicher Lange.

Man beachte, wir haben hier auch die Implikation (b) = (a) bewiesen. Zum Beweis von
(11) reicht es deshalb, noch die folgende Implikation zu beweise.

Zu (i1). (c) = (a).
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Betrachtem wir die Primarzerlegung des Nilradikals von A,
N:=4/0 = mlﬂ...ﬂmr.
Die m, sind dann gerade die minimalen Primideale von A. Insbesondere ist deren

Anzahl endlich. Wegen dim A =0, sind die m, gleichzeitig die maximalen Ideale von A.

Das Ideal N besteht aus nilpotenten Elementen und ist - weil A noethersch ist - endlich
erzeugt. Damit ist N nilpotent, sagen wir

N" =o.
Wie im Beweis des 4. Schritt erhalten wir eine absteigende Kette von Idealen I. von A,
wobei die A-Moduln I. diesmal noethersch sind. Das hat aber ebenfalls zur Folge, daf}
die Vektorraume I./mi .)I. endlich-dimensional sind, und wie im 4. Schritt folgt, da A

als Modul uiber sich selbst von endlicher Lange ist.

Zu (iii). Als Modul endlicher Lange ist M uiber A endlich erzeugt, sagen wir

M = Ax, +..+AX
1 S

Ein Element von a annulliert M genau, dann wenn es alle Erzeuger X, annuliert. Die A-
lineare Abbildung

A— M®..®M,a p (axl,...,axs),
besitzt den Kern Ann A(M), d.h. A/Ann A(M) lIaBt sich mit einem Teilmodul der direkten

Summe rechts identifizieren und besitzt deshalb enliche Lange,
length A(A/Ann A(M)) < 00,

Insbesondere ist der Ring A/Ann A(M) noethersch und das Nullideal besitzt eine

endliche Primérzerlegung. Durch Ubergang zu den inversen Bildern beim natuirlichen
Homomorphismus

A — A/Ann A(M)
erhalten wir die Primérzerlegung von Ann A(M) in A. Weil A/Ann A(M) von endlicher

Lange ist, sind alle seine Primideale maximal. Die Primideale zur Primarzerlegung von
Ann A(M) sind somit maximal in A. Berechnen wir die Lange

¢ =length A

und wihlen dazu eine echt aufsteigende Kette der Lange ¢,
O=M0CM1C ...CMZ=M

von Teilmoduln von A. Nach Wahl dieser Kette, gibt es keinen Teilmodul von M, der
echt zwischen zwei benachbarten Mi liegt. Insbesondere gilt

length A(Mi/Mi+1) =1 fur jedes i.

Insbesondere wird Mi/Mi+ von jedem seiner von 0 verschiedenen Elemente erzeugt,

1
d.h. es gibt eine A-lineare Surjektion

A— Mi/Mi+ I
Weil die Lange des Faktormoduls gleich 1 ist, mu3 der Kern dieser Surjektion ein

maximales Ideal sein, sagen wir

M./M. . = A/m.
1 1+1 1

Wegen der Additivitat der Langenfunktion gilt

G0 ©)



74

length A(M) length A(Mi/Mi+ 1)

1

1
N

1

= é#{jn@:i}
Der i-te Summand der letlzTeln Summe ist dabei gerade die Anzahl der Summanden der
ersten Summe (die alle gleich 1 sind) mit i(j) = i. Damit gilt,
i) =1 émizmi(j)
g miAmi = mi(j)Ami

& m G)Am.echtes Ideal von Ami

& (A/mi (i))mi #0

& (Mi/Mi+1)mi #0 (wegen (5))
< (Mi)mi * (Mi+1)mi

Die Anzahl der j mit i(j) =i ist damit gleich der Lange vom Mm uber Am , d.h. es gilt
i 1

die behauptete Formel.

Zu (iv). Jede Kette von B-Teilmoduln von N ist auch eine Kette von A-Teilmoduln von

N. Deshalb ist die Lange von N uber A unendlich, falls dies die Lange von N uiber B

ist. Wir konnen deshalb annehmen,

ri= lengthB(N) < 0.
Betrachten wir eine Kette von B-Teilmoduln der Lange r von N, sagen wir,
O:NOCN1 C...CNr:N.
Dann gilt lengthB(Ni/Ni_l) =]1furi=1, ..., also

Ni/Ni-l = Kg-
Es folgt
r
length A(N) = i211(3ngth A(Ni/Ni-l)
= relength A(KB)
=relength  (x
A
= lengthB(N)-[KB:K A].

B)

QED.
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Die Hilbert-Funktion eines graduierten Moduls®”’

Seien R = @I?ZO Rn ein graduierter Ring mit R | noethersch, welcher als Algebra tiber

0

RO endlich erzeugt ist,

R = RO[XI,...,XS], (deg Xi=di)

mit endlich vielen homogenen Elementen X.. Weiter sei M ein graduierter R-Modul, d.h.

die additive Gruppe von M zerfalle in eine direkte Summe

w .
M= ®n=n0 Mn mit nOEZ

und es gelte
R M CM .
m n m+n

Wir nehmen, hier an, da3 M als R-Modul endlich erzeugt ist. Dann kann man M als R-
Modul sogar durch endlich viele homogene Elemente tiber R erzeugen,

m,,....m (deg mjzejEZ).

Jedes Element von Mn kann man dann in der Gestalt

t
2 r.m.
j:IJ J

schreiben, mit homogenen Polynomen rj des Grades n - ej in den X.. Insbesondere wird
Mnals RO—Modul endlich erzeugt (wobei man als Erzeuger die Elemente der Gestalt Mj

mj verwenden kann. Dabei durchlaufe Mj die Potenzprodukte in den X, des Grades n - ej

SchlieBlich nehmen wir an, daf die R -Moduln Mn sogar von enlicher Lange sind. In

0
dieser Situation betrachten wir die formale Potenzreihe,
fo'e)
HM = IEO lengthRO(Mn) e QI[N

welche wir_Hilbert-Reihe des Moduls M nennen wollen. Die Zugehorige Funktion

HM: 7 —7,n > HM(n) = lengthRO(Mn),
bezeichnen wir mit demselben Symbol und sprechen in diesem Kontext von der Hilbert-
Funktion von M.

Rationalitat der Hilbert-Reihe

Die Hilbert-Reihe ist eine rationale Funktion in T der Gestalt
H = p(T)

M~ s d:
[1(-T

i=1
mit einem ganzzahligen Polynom p(T) € Z[T]. Die Polstellenordnung dieses Polynoms

an der Stelle T = 1 wird mit
dM)

?7 Die hier gewihlte Definition der Hilbert-Funktion ist sehr viel allgemeiner gewahlt als die von uns
im Haupttext benotigte. Der nachfolgende Beweis der Polynomialitit der Hilbert-Funktion ist sehr viel
einfacher mit dieser komplizierteren Definition als er es mit der uns eigentlich interessierenden Hilbert-
Funktion wire.
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bezeichnet.
Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der s der Erzeuger

x. von R tiber R ..
1 0

Der Fall s = 0. Es gilt dann Rn = 0 fur alle positiven n, d.h. es ist R = RO' Weil M

endlich erzeugt ist uiber R, gilt damit Mn = 0 fur alle hinreichend grofen n (genau, wenn

n groBer ist als alle Grade der endlich vielen Erzeuger). Dann ist aber H, - ein Polynom,

M
wie behauptet.
Der Fall s > 0. Die Multiplikation mit xS definiert eine R-lineare Abbildung, deren

Kokern wir mit C und deren Kern wir mit K bezeichnen. Wir erhalten so eine exakte
Sequenz von R-linearen Abbildungen

X
0—>K—>M[-di]—S>M—>L—>O.

Dabei sollen die eckigen Klammern eine Gradverschiebung im Modul M bezeichnen,
die sicherstellt, das die betrachteten Abbildungen homogene Elemente in homogene
Elemente desselben Grades abbilden. Im Grad n erhalten wir eine exakte Sequenz von

RO-linearen Abbildungen

X
SM —L —o0.
di n n
Wegen der Additivitat der Langen-Funktion erhalten wir
lengthRO(Kn) - lengthRO(Mn_ di) + lengthRO(Mn) - lengthRO(Ln) =0,

0—sK —M
n n-

also

d:
1 = -
(1-T )HM = HL HK

Nach Konstruktion werden die R-Moduln L und K von Xs annulliert, sind also sogar
Moduln iiber R/x R = R[x,....x_ ], wenn x. die Restklasse von x. in R/x R
bezeichnet. Nach Induktionsvoraussetzung haben H, und H_, die behauptete Gestalt

L K

(mit s-1 ansgtelle von s). Dann hat aber auch H, , die behauptete Gestalt.

QED.

M

Existenz des Hilbert-Polynoms im Fall von Erzeugern des Grades 1
Sind die Erzeuger X, des graduierten Rings R samtlich vom Grad 1, so gibt es ein

Polynom
P\,(DEQIT]

des Grade d(M) - 1 mit rationalen Koeffizienten und eine ganze Zahl g mit
HM(n) = PM(n) fur jedes n = Ny

Dieses Polynom heifit Hilbert-Polynom von M.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

g =PM
M (1-T)S

N .
Seip(T)= Y aiTl. Wir konnen annehmen, p(T) ist teilerfremd to 1-T. Dann gilt

i=0
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N
dM)=sund } a, = 0. (6)
1=0
Wegen
1 P s4n-1
s 2 ( 1 )'Tn
(I-T° p=0 ¥

erhalten wir
q 3 N s+n-i-1
M = ani Cgr )
Der i-te Summand ist ein Polynom des Grades s-1 mit dem hochsten Koeffizienten

—
S ECH]
Wegen der zweiten Bedinung (6) erhalten wir ein Polynom des Grades s-1 = d(M)-1.
QED.

Dimension (frei nach Matsumura)

1. Definitionen

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Eine endliche echt absteigende Folge von n+1
Primidealen von A,

pOC...Cpn

heiflit Primidealkette der Lange n. Wenn es kein Primideal gibt, das echt zwischen zwei
Primidealen dieser Kette liegt, sprechen wir auch von einer maximalen Primidealkette
von p nach P,

Fur p € Spec A heifit das Supremum tiber alle Langen aller solcher Ketten mit P, =P

Hohe von p und wird mit
ht(p)
bezeichnet. Fiir jedes echte Ideal I C A definieren wir die Hohe von I als das Infimum
uiber alle Hohen aller Primoberideale von I,
ht(I) := inf {ht(p) I T C p € Spec A}.

Die Dimension von A oder auch Krull-Dimension ist definiert als das Supremum uber
alle Hohen aller Primideale von A,

dim A :=sup {ht(p) | p € Spec A}.
Fur A-Moduln M definieren wir die Dimension von M als
dim M := dim A/Ann(M).

Beispiele

(i) Die Bedingung ht(p) = 0 an ein Primideal p gleichbedeutend damit, daf} p ein
minimales Primideal ist.

(i) Istdim A endlich, so ist diese Zahl der Lange der langsten Primidealkette von A.

(iii)) ht(p) = dim Ap fur Primideale p von A.

(iv) dim (A/T) + ht(I) = dim A.

(v) Die Dimension eines Korpers ist gleich O.

(vi) Die Dimension eines Hauptidealrings (welcher kein Korper ist) ist 1.

Beweis von (iv). Ist einer der Summanden links unendlich, so ist die Behauptung
trivial. Sei also

a :=dim(A/I) < co und b := ht(I) < co.
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Wir wihlen eine Primidealkette der Lange a in A/l und gehen zu den Urbildern der
Primideal in A uber. Wir erhalten eine Kette

Py P,
von Primidealen in A der Lange a mit pa:_) I. Nach Definition von ht(I) gibt es eine

Kette der Lange b in A, die mit P, beginnt. Zusammen erhalten wir eine Kette der Lange

a+b, d.h. es gilt a+b < dim A.
QED.

Beweis von (vi). Seien A ein Hauptidealring und p (C q zwei echt ineinander liegende

Primideale. Beide sind nach Voraussetzung Hauptideale, sagen wir
p=xAund q =yA.

Wegen p (C q liegt x in g, ist also ein Vielfaches von y, sagen wir

X =ya.
Das Element a kann keine Einheit sein, denn dann wiare p = q. Aus denselben Griinden
kann y nicht in p liegen. Weil p ein Primideal ist, muf3 dann a in p liegen, sagen wir

a = xb.
Es folgt

0=x-ya=x-yxb=x(1-yb).

Weil q = yA als Primideal ein echtes Ideal ist, kann y keine Einheit sein, d.h. der zweite
Faktor rechts ist nicht Null. Weil A als Hauptidealring keine Nullteiler besitzt, folgt x =
0, d.h. p = 0. Wir haben gezeigt:

Das einzige Primideal von A, welches nicht maximal ist, ist das Nullideal.
Insbesondere ist die Dimension von A hochstens gleich 1,
dimA=<1.
Waire die Dimension kleiner als 1, so ware das Nullideal von A maximal, d.h. A ware
ein Korper, im Widerspruch zur Annahme.

QED.

2. Charakterisierung der 0-dimensionalen Moduln

Seien A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

) dim M =0.

(i1) A/Ann(M) ist artinsch.

(iii))  length(A/Ann(M)) < co.

(iv)  length A(M) < 0.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus den Eigenschaften (ii) der Langen-Funktion:.
Zuniéchst gilt

dimM=0 & dim A/Ann(M) =0 (nach Defintion von dim M)
< length(A/Ann(M)) < oo (weil A noethersch ist)
< A/Ann(M) artinsch.
Es gilt also

(1) & (i1) & (iii).

Weil M endlich erzeugt ist, sagen wir M = Am +...+Amr, hat man eine Surjektion

1
r
AD..DA —» M, (al,...,a )b Y am..
T 1=1 1 1
Andert man eines der a, um ein Element von Ann(M) ab, so bleibt die Summen rechts

unverandert. Die Abbildung induziert somit eine Surjektion
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(A/Ann(M)) @ ... @ (A/Ann(M)) —» M.
Es folgt
length(M) =< relength(A/Ann(M)).
Also gilt
(i) = @v).
Weiter hat man eine Abbildung
A— MO..®M,a (aml,...,amr),
deren Kern gerade der Annullator von M ist, also eine Injektion
A/Ann(M) & M®...&M.
Deshalb gilt
length(A/Ann(M)) < relength(M).
Insbesondere erhalten wir
(iv) = (11).
Zusammen ergibt sich die Behauptung.
QED.

3. Definitionsideale semi-lokaler Ringe, Hilbert-Polynome und die Zahl
d(M)

Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring, d.h. die Anzahl der maximalen Ideale von
A sei endlich, und

m =rad(A)
dessen Jacobson-Radikal, d.h. der Durchschnitt der endlich vielen maximalen Ideale.

Ein Definitionsideal von A ist ein Ideal I C A, welches zwischen zwei Potenzenb von
m liegt, sagen wir

m'"CICm

fur eine naturliche Zahl v.
Bemerkungen
(i) EinIdeal I C m ist genau dann ein Definitionsideal, wenn length(A/I) < oo gilt.

(i)  Seien I ein Definitionsideal von A und M ein endlich erzeugter A-Modul. Wir
betrachten die direkten Summen

— @@ mn
gr(A) = ng(A) = ®n=0 /1

und
gr(M) := gr,(M) := @ MM,
Die Multiplikation der Elemente von A mit Elementen von M definiert A-bilineare
Abbildungen
1Ax1PM N 2+bpm
und damit A-bilineare Abbildungen
118+ L1+ N 1atbyyatb+iy

Fur M = A ergibt sich, daB3 gr(A) auf diese Weise die Struktur eines graduierten
Rings bekommt. Fur allgemeines M sehen wir, gr(M) hat so die Struktur eines
graduierten Moduls tiber gr(A).

Nach Wahl von I ist der homogene Bestandteil grO(A) = A/l des Grades O von
gr(A) artinsch, also auch noethersch. AuBlerdem wird gr(A) von Elementen des

Grades 1, welche /12 iber A/I erzeugen, als A/I-Algebra erzeugt. Der Ring ist
somit iber A/I endlich erzugt.
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Analog wird gr(M) von Elementen des Grades 1, welche IM/I?M iber A/l
erzeugen, als Modul uiber gr(A) erzeugt und ist damit itber gr(A) endlich erzeugt.
Das hat zur Folge, da} jeder homogene Bestandteil von gr(M) ein endlich
erzeugter Modul uiber A/l ist. Mit A/l haben damit diese homogenene Bestandteile
von gr(M) eine endliche Léange iber A. Die Hilbert-Funktion

— ny g n+1
ng(M)(n) = length A(I M/T"" M)

des graduierten gr(A)-Moduls gr(M) ist damit wohldefiniert. Wir betrachten die
Summen-Transformierte

1 _ n+l
H gr(M)(n) = length A(M/I M).

Weil gr(M) von Elementen des Grades 1 uber gr(A) erzeugt wird, gibt es eine
Polynom

xM, I; T) € Q[T]

mit rationalen Koeffizienten und eine naturliche Zahle no mit

Hglgr(M)(n) =x(M, [; n) fur jedes n mit n = Doy
Dieses Polynom heift Hilbert-Polynom des Moduls M bezuglich 1.

(i) Der Grad des Hilbert-Polynoms x(M, I; n) hangt nicht von der speziellen Wahl
des Definitionsideals I ab und wird mit

d(M)

bezeichnet. Unser nachstes Ziel besteht darin, diese Zahl mit der Dimension von
M zu vergleichen.

(iv) Falls A ein Definitionsideal mit r Erzeugenden besitzt, so gilt

dM) <.

(v) Man beachte, die Anzahl der Erzeuger eines Defintionsideals steht in Beziehung

zu unseren heuristischen Vorstellungen von der Dimension. Seien

A =k[x .,xn]/J, X € Spec A

=
und
dimA =dim A=r,
X X
d.h. V) C AE soll r-dimensional im Punkt x sein. Dann sollte es eine

Hyperflache f. = 0 durch den Punkt x geben mit

1
dimX YOI V(fl) =r-1.
Indem wir diesen Vorgang wiederholen, erhalten wir eine Folge von Polynomen
fl’ ey fr & k[xl,...,xn]
mit
0 = dimX V(J)ﬂV(fl)ﬂ...ﬂV(fr)
= d1mX VAd + (fl""’fr))

= d1mX k[Xl""’Xn]/ J+ (fl’""fr))
= d1mX A/((fl""’ fr)) mit fi = fi mod J.
Mit anderen Worten, es in AX ein von r Elementen erzeugtes Definitionsdeal 1.

Beweis von (i). Seien m ..., m_ die maximalen Ideale von A. Fur jede naturliche Zahl

1
v gibt es dann eine Kette von Idealen

A=IOQII;)...QIr
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mit
e.om)Y vV_ .V
1. Irg (m1 mr) (C (mlﬂ...ﬂ mr) m")
2. Ii+1 = mj (i).Ii fur jedes i.
Insbesondere ist Ii/li+1 ein endlich-dimensionaler A/mj (i)—Vektorraum, also als A-

Modul von endlicher Lange. Dann ist aber A/Ir von endlicher Lange. Wegen Bedingung

von 1 folgt
length(A/mY) < oo fur jedes v.

Ist I ein Definitionsideal, so ist A/l ein Faktorring eines A/m" also ebenfalls von
endlicher Lange.
Sei umgekehrt A/I von endlicher Lange. Wegen I C m ist dann meA/I der Durchschnitt
der maximalen Ideale von A/I, d.h.

meA/l =rad A/l
Wie wir oben gesehen haben, ist das Radikal fur Ringe endlicher Lange nilpotent (vgl.
Schritt 3 im Beweis der Implikation (b) = (c) der Eigenschaften (ii) der Langen-

Funktion). Also liegt eine Potenz von m in L.
QED.
Beweis von (iii). Seien I und J zwei Definitionsideale von A. Dann gibt es eine
natuirliche Zahl s mit
PCL

Also gilt fur jedes n

%M, 1, n) = length(M/I" M) < lengthM/IS@+ Dy = 5 (M, 7, ns + 5 -1).
Insbesondere kann der Grad bezuglich I nicht grofer sein als der bezuiglich J. Aus
Symmetrie-Griinden mussen die beiden Grade gleich sein, d.h. d(M) héangt nicht von
der speziellen Wahl des Definitionsideals ab.
QED.
Beweis von (iv). Sei I ein Definitionsideal von A, welches von r Elementen erzeugt
wird,

I= (al,..., ocr)A.
Dann wird gr(A) von den r-Anfangsformen
o, mod 12 € gr(A)

uber A/l erzeugt. Da diese Anfangsformen den Grad 1 haben, bekommt die Formel fur
die Hilbert-Reihe von gr(M) die Gestalt
_ P

gr(M) — (1-T)
Fur die Polstellenordung erhalten wir also
d(gr(M)) <.

Das zugehorige Hilberpolynom P y hat somit einen Grad d(gr(M)) - 1 < r-1. Durch

gr(M)

Ubergang zur Summentransformierten erhalten wir ein Polynom (M, I, n) vom Grad

<1, wie behauptet.
QED.

4. Verhalten des Hilbert-Polynoms bei exakten Sequenzen
Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring, I ein Definitionsideal von A und

O—-M —wM —>M’"—0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln. Dann gelten folgende Aussagen.
®  dM) = max(d(M’), d(M”)).
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i) xM,LT)-4yM’,L,T)-5M”, 1, T)ist ein Polynom in T eines Grades < d(M).
Beweis. Wir identifizieren M’ mit einem Teilmodul von M. Wegen M” = M/M’ gilt
xM”, I,n) = length(M”/In"'lIM”)
= length(M/T"HIM + M)
< length(M/I" v
=xM, L; n)
also
dM”) = dM).
Weiter ist
» _ n+1 n+1 )
xM, I, n) - x(M”, I, n) = length(M/I"" "M) - length(M/I"" "M + M’)
= length((M 1M + M7y / 1w
= length(M"/M’ () I 1M
Nach dem Satz von Artin-Rees gibt es ein r mit M’ﬂIn+1M - M furn > .
Trivialerweise gilt e (- M’ﬂInHM. Zusammen erhalten wir
X(M” L n) = X(M’ L n) - X(M”’ I’ n) = X(M,a L n_r)

Das Polynom x(M’, I, n) hat also denselben Grad wie x(M, I, n) - x(M”, I, n) und
denselben hochsten Koeffizienten. Insbesondere gilt (ii).

Gehort zu M und M” derselbe Grad, so ist der Grad zu M’ kleiner oder gleich, d.h. es
gilt ().

Gehodren zu M und M” unterschiedliche Grad, dann ist der Grad zu M” kleiner und die
Grade zu M’ und M sind gleich, d.h. (i) gilt ebenfalls.

QED.

5. Eigenschaften von d(M)

Sei A ein noetherscher semi-lokaler Ring. Es gilt

(i) d(A)=dim(A).

(1))  Fur jeden endlich erzeugten A-Modul M # 0 und jedes Element x € rad A gilt
dM) = d(M/xM) =dM) - 1.

(1) Fur jeden endlich erzeugten A-Modul M # 0 mit dim(M) =r gibt es Elemente
xl,...,errad A mit length(M/(xl,...,xr)M) < 00.

Beweis. Zu (i). Bezeichne m das Jacobson-Radikal von A. Wir fihren den Beweis

durch Induktion nach d(A). Im Fall d(A) = 0 ist (A, m, n) = length(A/mn) fur grofe n
konstant, d.h. es gibt ein r mit

mf=m =

Nach dem Durchschnittsatz von Krull gilt damit m" = 0. Insbesondere ist
length(A) = length(A/mr) =%(A, m,r-1)
endlich, also dim(A) = 0.
Sei jetzt d(A) > 0. Im Fall dim A = 0 gilt die Behauptung trivialerweise. Nehmen wir
also an,

dim A > 0.
Wir betrachten eine Primidealkette der Lange e >0, sagen wir

Py Py D IPp,_ | IP, =D
Sei x € P, 1P Dann gilt

dim A/(xA+p) = e-1.
Aus der exakten Sequenz
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X
00— Ap— Ap— Al(xA+p) —0

lesen wir ab, daB3 x(A/p, I, T) - x(A/p, I, T) - x(A/(xA+p), I, T) einen Grad < d(A/p)
hat, d.h. es gilt

d(A/(xA+p)) < d(A/p) = d(A).
Zusammen erhalten wir e < d(A). Damit gilt (i).

Insbesondere ist damit gezeigt, da3 die Dimension noetherscher semi-lokaler Ring A
endlich ist.

Zu (i1). Die ersten Ungleichung gilt trivialerweise. Sei I ein Definitionsideal,welches das
Element x enthélt. Dann gilt

w(M/XM, 1, n) = length(M/xM + " 1M
w = lengthM/T" M) - Tength((xM + I+ vyt v,
egen
M + vy v = vt v = 2 Mt ivix

und "M C M+ IV:x erhalten wir

x(M/xM, I, n) = lengthM/I"* M) - length(M/I™M)

=xM, I, n) - x(M,I, n-1).
Also gilt dM/xM) = d(M) - 1.
Zu (iii). Sei I ein Definitionsideal von A. Im Fall r = dim(M) = O hat auf Grund der
Charakterisierung der O-dimensionalen Moduln, M eine endliche Lénge,
lengt(M) < oo.
Die Behauptung ist somit richtig.
Sei jetzt r > 0. Wegen r = dim M = dim A/Ann(M) sind die Primoberideale p von
Ann(M) mit
dim(A/p) =1
minimale Primoberideale von Ann(M). Deren Anzahl ist somit endlich. Bezeichnen wir
diese mit
Py Py
Wegen r > 0 liegt kein maximales Ideal von A ganz in einem der p;- Weil A semi-lokal

ist, d.h. die Anzahl der maximalen Ideale ist endlich, liegt auch das Produkt der
maximalen Ideale in keinem p;: Erst recht gilt

rad(A)  p. furi = L.t

Deshalb gibt es ein x, € rad(A), welches in keinem p; liegt. Der Annullator von M/x, M

1 1

enthalt Ann(M) + XIA, also keines der p;- Es gilt also
dim (M/XIM) =dim(M) - 1.

Die Behauptung folgt jetzt auf Grund der Induktionsvoraussetzung (bzgl. dim (M)).
QED.

6. Beschreibung der Dimension eines Moduls

Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring und

M#0
ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt

n+1

% Die Multiplikation mit x definiert eine Surjektion M —s XM/XxM[ JI™"'M mit deren Kern gerade

In+1M:x ist.
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dim (M) = d(M) = inf {r | es gibt x ..,er'\/6 mit length(M/(l,...,xr)M) < oo}

1

Beweis. Wir wihlen Elemente X oreeoX, € rad(A) mit

length(M/(xl,...,xr)M) < 00.
Da sich d(M) beim Faktorisierung nach einem Element von rad(A) hochstens um 1 sinkt
(vgl. Eigenschaften von d(M)), folgt
dM) <.
Da es auf jeden Fall dim(M) Elemente X, mit der angegebenen Eigenschaft gibt, gilt fur

das kleinstmogliche r
r <= dim(M).
Zusammen erhalten wir
dM) = dim(M).

Fur M = A gilt damit auf Grund der oben bewiesenen Eigenschaften von d sogar

d(A) =dim(A) (1)
Auf Grund der Eigenschaften assoziierter Primideale® gibt es eine Folge von
Teilmoduln von M, sagen wir

0=M0CM1CM2C---CMS=M
derart®, daB fur i = 1,...,s gilt
MiMi- | = A/pi mit P, € Spec A.
Offensichtlich gilt
p, = Ann(M), 2)
und auf Grund des Verhaltens von Ass(M) bezuglich exakter Sequenzen
Ass(M) C {pl, ,ps}.

Wegen Supp(M) = V(Ann(M)) sind alle minimalen Primoberideale von Ann(M) auch
solche von Supp(M) und liegen damit in Ass(M), und damit in der Menge der p;- Damit

gilt
d(M) = max {d(A/pi) li=1,..,s} (Verh. von x(M,I;n) bei ex. Sequenzen)
= max {dim A/pi li=1,...,8} (wegen (1))
= dim A/Ann(M) (wegen (2))
=dim (M) (Definition von dim(M))

Damit gilt d(M) = r = dim(M), wenn man r minimal wahlt.

* Fur den weiteren Beweis benodtigen wir die folgenden Eigenschaften der Menge
assoziierten Primideale eines A-Moduls M, welche mit

Ass A(M) = {p& Spec(A) | M besitzt einen zu A/p isomorphen Teilmodul}
bezeichnet wird:
(1) Ass(M) = & M =0.
(i1) Die minimalen Elemente von Ass(M) und Supp(M) sind dieselben.
(i) Fur exakte Sequenzen 0 — M’—M — M” — 0 von A-Moduln gilt
Ass(M) C Ass(M*) | Ass(M”).
(iii) Ass(A/p) = {p} fur Primideale A.
¥ Wegen M # 0 gibt es einen Teilmodul M1 , der isomorph ist zu A/p1 mit p1 € Spec A. Durch
Wiederholen der Konstruktin mit M/M1 anstelle von M erhilt man die uibrigen Teilmoduln. Weil M

noethersch ist, muf} die Folge der M, die man so erhalt, endlich sein.
i
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QED.

7. Durchschnitte mit Hyperflachen

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, I (C A ein echtes Ideal und f € A ein Element. Es
gelte

dim V(I) =d < oo.
Wir nehmen weiter an, jede Primidealkette in A/I, deren L'ange sich durch hinzufugen
von Primidealen sich nicht vergroBern 148t, habe die Linge d.’

Wir setzen
X =V({) und H = V(f).
Dann hat jede irreduzible Komponente von
X H
die Dimensin d-1 oder d. Der zweite Fall tritt nur dann ein, wenn die Komponente

zugleich Komponente von X ist.
Man beachte, wir schlief3en hier den Fall, dafl der Durchschnitt leer ist nicht aus.

Beweis. 1. Schritt. Der Fall X irreduzibel.
Wir konnen dann annehmen,

I=p& Spec A

ist ein Primideal. Im Fall f€p gilt X C H, also X( JH = X ist irreduzibel von der
Dimension d. Betrachten wir den Fall
f & p.
Jede irreduzible Komponente von X[ JH = V(p+fA) hat dann die Gestalt V(q) mit
einem Primideal mit
p+fACq.
Die aufsteigenden Primidealketten, welche mit q anfangen sind somit echt kuirzer
als die mit p anfangenden, d.h. es gilt
dim V(q) < dim V(p) =dim V() =dim X =d.
Zum Beweis der Behauptung reicht es, zu zeigen die Zahl links = d-1, d.h. es reicht zu
zeigen,
d-1= dimX X(MH (=dim V(p+fA) ) = dim A/(p+fA))

3! Mit anderen Worten, es gelte
dim V() =d
X

fur jeden abgeschlossenen Punkt x von V(I).

Falls A/I endlich erzeugte Algebra tiber einem Korper k ist, ist dies aquivalent zur Aquidimensionalitit
von V(I), denn die lokalen Dimensionen der Komponenten von V(I) in ihren abgeschlossenen Punkten
hangen dann nicht von der speziellen Wahl des Punktes ab.

Man beachte, fur nicht-notwendig abgeschlossene Punkte y gilt dann

dimy V) = codimV(I) ).

Fur abgeschlossen Punkte x € {y} gilt erhalten wir im Ring B = (A/I) namlich
X
dim V() =dimB =hty
y y
=dim B -dim B/y (B endlich erzeugt uber k)
=d-dim V(y)
=d-dim {y}
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fur jeden abgeschlossenen Punkt x von X( \H. Zur Berechnung der lokalen Dimension
auf der rechten Seite, konnen wir A durch den lokalen Ring von X im Punkt x ersetzen
(wegen unserer Annahme bezuglich der Primidealketten von A/l bleibt dabei die

Dimension von X unverandert). Wegen x € H = V(f) liegt dann f im maximalen Ideal x
von A, d.h. im Radikal von A.

Mit M := A/p gilt M/fM = (A/p)/f«(A/p) = (Alp) / (fA + p)/p = A/(p + fA) gilt
dimX (N H =dimM/M
=d(M/IM)
=dM)-1
=dim A/p-1
=dim X -1
=d-1.
2. Schritt: X beliebig.
Es gilt
X H= YIU"'UYr

mit Yi irreduzibel und abgeschlossen mit dim Yi = d oder = d-1, denn dies ist richtig

wenn man X durch eine Komponente von X ersetzt (nach dem ersten Schritt) und X ist
die Vereinigung seiner Komponenten. La3t man auf der rechten Seite alle berflussigen

Yi weg, so erhilt man gerade die Zerlegung von X[ H in irreduzible Komponenten
und die Aussage gilt in gleicher Weise fur die verbleibenden Yi'
QED.

8. Die Dimension des Allj

Sei k ein Korper. Dann gilt dim Allj =N.
Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach N.
Der Fall N = 0.
Es gilt
dim Ag =dimk =0,
weil k ein Korper ist.
Der Fall N = 1.
Es gilt
dim All( =dim k[x] =1,

weil k[x] ein Hauptidealring ist.
Der Fall N > 1.

Wir setzen A := k[xl,...,x 1,I1:=(0)und f := x_,. Dann ist

N N

N

X := V() = Spec k[Xl""’XN] = Ak

und
N-1

H := V(f) = Spec k[xl""’XN]/(XN) = Spec kk[xl,...,xN_l] = Ak
Insbesondere ist

X(NH=H
irreduzibel, und die einzige Komponente des Durchschnitts ist keine Komponente von
X (weil die einzige Komponente von X gleich X ist). Damit gilt

dimH=dim X - 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt aulerdem
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dimH=N-1.
Damit ist
dimAIIj=dimX=dimH+1=(n—1)+1=n.
QED.

9. Verhalten der Dimension bei lokalen Homomorphismen

Sei h: (A,m) — (B,n) ein lokaler Homomorphismus lokaler noetherscher Ringe. Dann
gelten folgende Aussagen.
(1) dim B < dim A + dim B/mB.
(i1) In (i) gilt das Gleichheitszeichen, falls h flach ist.
Beweis. Zu (i). Wir setkzen
a:=dimA
b :=dim B
f := dim B mit B := B/mB.
Dann gibt es ein Definitionsideal I C A mit
a=u,d)
und ein Ideal J C B mit
f=ugW)

derart, daf3 J «B ein Definitionsideal ist. Wihlen naturliche Zahlen r und s mit
m' C1(Cm)
bzw.
n® C J+mB (C n).
Dann gilt
n® C (J+mB Cm'B+JCIB+J Cn.
Insbesondere ist IB + J ein Definitionsideal von B, und es gilt
dim B = MB(IB +)) = MB(IB) + MB(J) = MA(I) +f=a+f=dimA +dim B.

Zu (ii). 1. Schritt. dim B = 0.

Nach Voraussetzung ist das maximale Ideal von B nilpotent, d.h. mB ist ein
Definitionsideal von B. Deshalb gilt

dim B = deg HrlnB
AuBerdem gilt fur jede nicht-negative ganze Zahl n
0
H, p(n) - lengthB(mnB/mn"'lB)

= lengthyy, (m"® A13/m“+1® \B) (weil B flach st iber A)

B/m
_ n, n+l . .
= lengthB /mB(m /m- T ® AB) (weile ® rechtsexakt ist)

_32 n, n+l
= lengthB /mB(m /m™T T ® A/mA/m® AB)

— n, n+l
= length (m/m™'® A /mB/mB)

B/mB

32 mn/mm-1 ist ein A/m-Modul.
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Das letzte Tensorprodukt ist isomorph zu einer direkten Summe von Exemplaren von

B/mB, wobei die Anzahl der Exemplare gleich dim mYm*+! = HOA(n) ist. Es gilt

A/m
also fur jedes n
0 0
HmB(n) =H A(n)-lengthB /mB(B/mB),
also auch
1 1
HmB =H A-lengthB /mB(B/mB).

Die beiden Polynome zu HrlnB und HL unterscheiden sich nur um den konstanten
Faktor length(B/mB), haben also denselben Grad. Damit ist
dim B =deg H}“ =dim A.
2. Schritt. Der Fall beliebiger Dimension von B.
Sei p € Spec B ein Primideal mit

mB C p und dim B/p = dim B.
Dann ist p ein minimales Primoberideal von mB. Inbesondere gilt fur die Lokalisierung
dim B /me =0.

Auflerdem ist die Zusammensetzung flacher Homomorphismen

h
A—SB—B

und nach Wahl von p auch lokal. Auf Grund des ersten Schrittes gilt
dim A =dim Bp.

AuBerdem besteht nach Definition der Dimension mit Hilfe von Primidealketten die
Abschitzung
dim Bp + dim B/p = dim B,

also

dim A + dim B/pB =< dim B.
Auf Grund von (i) gilt sogar das Gleichheitszeichen.
QED.

Regulare lokale Ringe

1 Nicht-singulare Schemata

Ein lokaler noetherscher Ring A mit dem maximalen Ideal m heifit regular oder auch
nicht-singular, falls die naturliche Surjektion

2
S \ /(M=) —» gr (A),

ein Isomorphismus ist. Andernfalls hei3t A singuldr. Ein Punkt x € X eines
noetherschen Schemas heiflt regular oder auch nicht-singuldr, falls der lokale Ring
OX X reguldr ist, d.h. falls die naturliche Einbettung

CX,X S TX(X)
des Tangentialkegels in den Tangentialraum im Punkt x ein Isomorphismus von
Schemata ist. Andernfalls hei3t x singular.
Ein noethersches Schema heil3t regulédr oder auch nicht-singular, wenn alle seine Punkte
regular sind. Andernfalls heif3t es singulér. Ein noetherscher Ring A heif3t regulér oder
nicht-singuldr, falls Spec A reguldr ist. Andernfalls heiflt A singulér.
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2 Charakterisierung der regularen lokalen noetherschen Ringe

Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m. Dann sind folgende
Bedingungen 4quivalent.

(1)  Aistregular.

(i) dim A =edim A.

(i) grm(A) ist isomorph zu einem Polynomring iber A/m.

1 ) )
H =——mitd =dim A.
e amyd

(v) Das irrelevante Ideal von grm(A) wird von homogenen Elementen des Grades 1

(iv)

erzeugt, die eine regulare Folge bilden.

(vi) m wird von einer reguliren Sequenz’’ erzeugt.

(vil) Der Koszul-Komplex K(a,A) eines Erzeugendensystems a des maximalen Ideals
m von A ist eine freie Auflosung der Lange dim A von A/m uber A.

(viii) Tor?(A/m, A/m) =0 fur alle i > dim A.

(ix) Tor?(A/m, M) =0 fur alle i > dim A und jeden A-Modul M.

(x)  Fur jeden endlich erzeugten A-Modul M besitzt jede minimale freie Auflosung von
M tuber A eine Linge < dim A.

(vil) A hat eine endliche homologische Dimension, d.h. es gibt eine Zahl d derart, daf3
es fur jeden endlich erzeugten A-Modul m eine exakte Sequenz

00— F —F —>...—>FO—>M—>O

d d-1
gibt mit endlich erzeugten freien Moduln Fi'

(viii) Die homologische Dimension von A ist gleich dim A.
(ix) Es gibt fur den A-Modul M = A/m eine exakte Sequenz wie in (V).

Falls A regulir ist, bestehen die reguldaren Folgen, welche m erzeugen, aus dim A
Elementen.

Beweis. Sei

d :=dim A.
(1) _=_(ii).
Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus tiber Kk = A/m,
K[Xl""’xe] — grm(A) (D
mit
edim A = dimK m/m2 (nach Definition von edim)

* Seinen A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und x1 ,....x eine endliche Folge von
r

Elementen aus A. Diese Folge heil3t M-regular, wenn folgende beiden Bedingungen erfullt sind.
1. M/(xl,...,x M # 0.
r

2. Die Multiplikation mit x, definiert eine Injektion M/(xl,...,x_ 1)M — M/(xl,...,x_ 1)M furi=
i i- i-

1,....r.
Eine regulédre Folge in A ist eine A-regulédre Folge.
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=e (wegen (1))

= dim K[x1 ,...,xe] (Dimension von Polynomringen)

=dim grm(A) (wegen (1))

=dim A (Dimension des Tangentialkegels)
(i) = (i).
Betrachten wir die natiirliche Surjektion

K[x1 ,...,xe] —» grm(A) )
wobei links der affine Koordinatenring des Tangentialraums steht, d.h.
e =edim A.

Aus der Surjektivitat folgt
edim A =e =dim K[xl,...,xe] = dim grm(A) =dim A
Da links in (2) ein Integrititsbereich steht, ist die Dimension jedes echten Faktorraums

echt kleiner als e. Aus der Annahme von (ii) folgt also die Injektivitat (2), und damit die
Bijektivitat.

(i) =_(iii).

trivial.

i) =_(i).
Sei grm(A) = A/m [Xl""’xr]' Dann gilt

dim A = dim grm(A) =dim m A/m [Xl""’xr] =r

A/
und

A/m A/m 1
also dim A =edim A, d.h. A ist regular.

edim A =dim m/m2 =dim X sA/m+ ... + xr-A/m =r

() = (iv).
Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus
grm(A) = K[xl,...,xe]
1

mit e = edim A =dim A. Also ist H =—.
gr (A (1-m)e

(iv)_=_(i)
Nach Voraussetzung gilt
edimA=H 1)=d
gV
und
dim A =dim grm(A) (Dimension des Tangentialkegels)
=degH +1 Dimension projektiver Schemata
g g (A) ( proj )
=deg ng (A) (Grad von Summentransformierten)
m
=d (Polstellenordnung der Hilbert-Reihe)

Zusammen folgt edim A = dim A, d.h. A ist regular.
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(i) = (v)
Nach Voraussetzung ist grm(A) isomorph zu einem Polynomring, sagen wir
grm(A) =R:=«x [Xl""’xr]
mit K = A/m, und das irrelevante Ideal hat die Gestalt
J=(x,,...x )R.
1 r
Auferdem gilt R/(Xl""’xi-l)R =K [Xi""’xr]' Insbesondere ist die Multiplikation mit

X, eine injektive Abbildung in diesem Polynomring. Zusammen sehen wir, x e X ist

1
eine regulare Folge, die das irrelevante Ideal J erzeugt.

()= (vi).
Seien al,...,ar € m Elemente, mit der Eigenschaft, daf} die
__ 2
X, = a +m- E grm(A)
das irrelevante Ideal erzeugen und eine regulare Folge bilden. Dann gilt
m C ( LIRS ) + m? C m.

nach dem Lemma von Nakayama folgt m = ( a1 ,...,ar). Nach Voraussetzung ist die

Multiplikation mit X in grm(A) injektiv. Fur a € m" mit aa, e m"*2 gilt dann
(a+ mm_l)-xl = (aa1 + mn+2) =0,

alsoa + mn"'1 =0, alsoa & mn+l. Wir haben gezeigt,

mn+2:a1ﬂmn C mi+l
Insbesondere erhalten wir fir n = 0 die Inklusion

m2:a1 C ml,
und damit furn =1
m3:a1 C m?’:alﬁm1 C m?2,
Induktiv ergibt sich,
mn+2:al C mn+1

und wegen a € m sogar

mn+2:a _ mn+1' 3)

1

Dann liegt aber O:a, in jeder Potenz von m. Nach dem Durchschnittsatz von Krull folgt

1

O:a1 = 0, d.h. die Multiplikation mit a1

Insbesondere ist damit die Behauptung im Fall r = 1 bewiesen.

ist eine injektive Abbildung A — A.

Sei jetzt r > 1. Es gilt

_ n n+1
grm(A/alA) =@ m +a1A/m +a1A

- ® mYm"*! +a1A(]mn
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=@ mn/mn+1+a em™:a

1 1
=® mn/mn"'1+al-mn'1 (wegen (3))
=gr (A)x gr (A)
Wir setzen
A= A/alA
a.:=a.moda Afiri=2,.r
1 1 1

m :=mA

— ‘__ — _ 2 _

X, = a, +m- = a, + m“+ alA/alA =X mod xlgrm(A)

Dann bilden die ;i mit i = 2,...,r eine regulare Sequenz in
gr—(A)= gr (A)x gr (A)
Nach Induktionsvorausetzung bezuglich r bilden die Ei mit i = 2,...,r eine regulare

Sequenz in A= A/alA. Zusammen sehen wir, die a, miti = 1,...,r bilden eine regulire

Sequenz in A.

vi)_= (i)

Sei m= (a1 ,...,ar)A mit einer reguldren Sequenz a A Wir zeigen durch Induktion

=
nach r, daB} A ein regulédrer Ring der Dimension r ist.

Der Fall r = 0. Das maximale Ideal m ist das Null-Ideal und A ein Korper. Insbesondere
ist
dim A =0 =edim A
(und die Anzahl der Erzeuger von m ist gleich der Dimension von A).
Der Fall r > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist
A= A/alA.
ein reguldrer Ring der Dimension r-1,

A regular, dim A = r-1, edim A =r-1.

Weil die Multiplikation mit a in A eine injektive Abbildung ist, liegt a in keinem

assoziierten Primideal des A-Moduls A. Insbesondere liegt a damit in keinem
minimalen Primoberideal von
Ann(A) =0,
d.h. in keinem minimalen Primideal von A. Es folgt dim A < dim A, also
dimA=dimA+l=(-1)+1=r.
Weil m von r Elementen erzeugt wird, folgt
dim A =1 = edim A.

Da die umgekehrt Ungleichung immer besteht, folgt dim A = edim A, d.h. A ist regular
(von der Dimension r).

() =_(vii).

siehe die Definition des Koszul-Komplexes im Anhang.
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(vii) =_(viii).
Wir tensorieren den Koszul-Komplex K(a, A) mit A/m uber A. Das der Koszul-

Komplex in allen Graden > dim A gleich Null ist, gilt dasselbe fur dessen Homologie,
d.h. es ist

Tor?(A/m, A/m) =0.

(viii) = (ix).
Sei zunachst M ein Modul endlicher Lange. Wir fuhren den Beweis durch Induktion
nach

¢ :=length AM).
Im Fall £ = 1 ist M isomorph zu A/m und die Aussage gilt nach Voraussetzung. Sei jetzt
¢ > 1. Wir fixieren einen Teilmodul M’ C M der Linge 1 und betrachten die exakte
Sequenz
00— M —>M-—MM —0.
Wir wenden den Funktor ® AM und erhalten eine exakte Sequenz

Tor?(A/m, M) — Tor?(A/m, M) — Tor?(A/m, M/M’).

Der Tor-Modul rechts ist Null nach Induktionsvoraussetzung, weil M/M’ eine kleinere
Lange hat als M. Der Tor-Moduln links ist Null weil M’ die Lange 1 hat. Damit ist auch
der Modul in der Mitte Null, d.h. die Behauptung gilt fur Moduln endlicher Léange.
Sei jetzt M ein endlicher erzeugter A-Modul. Insbesondere gilt dann

dim M = dim A = ht(m) < oo.
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach d = dim M. Im Fall d = 0O ist die Lange
von M endlich, d.h. die Behauptung gilt in diesem Fall. Sei jetzt d > 0. Wir betrachten
ein Kette von Teilmoduln

0=M0CM1C...CMH=M

= A/pj und pj € Spec A fur j = 1,..., n. Es reicht zu zeigen,

mit M./M.
7

ToriA(A/m, Mij—l) =0 fur alle j und alle i > dim A.

Es gilt Ann(M) C pj fur jedes i, also
dim A/pj < dim A/Ann(M) = dim M.

Damit ist der Beweis auf den Fall M = A/p mit dim A/p =d, p € Spec A reduziert. Wir

fixieren eine Element a € m - p und betrachten die exakte Sequenz

a
00— Alp— Alp— Allp+aA)—0
und die zugehorige lange Kohomologie-Sequenz

A a A A
T:= Tori (A/m, Alp) — Tori (A/m, Alp) — Tori (A/(p + aA)).

Weil a nicht in p liegt gilt dim A/(p+aA) < dim A/p =d, d.h. der rechte Tor-Modul ist
Null nach Induktionsvoraussetzung. Die Abbildung links ist somit surjektiv, d.h. es gilt

T=aTCmTCT
Weil A/p ein endlich erzeugter A-Modul ist, gilt dassebe fur T. Nach dem Lemma von
Nakayama folgt T = 0. Damit ist die Behauptung fur endlich erzeugte A-Moduln

bewiesen. Sei jetzt M ein beliebiger A-Modul. Wir betrachten das induktive System
{M(x} der endlich erzeugten Teilmoduln von M. Dann gilt
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M=10
o

also

A A lim lim A lim
Tori (A/m, M) = Tori (A/m, ? Moc )= ? Tori (A/m, Ma )= 7 0=0

fur i >dim A.

(ix) = (x).
Sei
dn
..—~»F —F —..—>F —M—50
n n-1 0

eine minimale freie Auflosung von M uiber A, d.h. furn =0, 1, ... (und M = F_ )
entsteht Fn aus Ker(dn_l), indem man ein Erzeugendensystem {fi} von Ker(dn_l)
derart wahlt, daf} die Restklassen der fi in Ker(fn_l)/mKer(fn_l) eine Vektorraumbasis

uber A/m bilden. Als Fn wahlt man dann den von den ’fi frei erzeugten A-Modul und als

Abbildung dn: Fn — Fn—l
Fn auf fi abbildet. Nach Wahl der fi liegen fur jede lineare Relation der fi’ sagen wir

die A-lineare Abbildung, die den i-ten freien Erzeuger von

Ei aifi =0, ai € A,
deren Koeffizienten a, in m, d.h. es gilt

Kerd C meF ,
n n
d.h.
dn® AA/m =0.
Insbesondere ist
A
Torn (A/m, M) = Fn/rn-Fn.
Nach Voraussetzung (ix) ist dann aber Fn/m'Fn =0 furn >dim A, also
Fn=0f1'1rn>dimA.

(x)_=_(viii).
trivial: man wahle eine minimale freie Auflosung von A/m tiber A. Diese hat eine Lange
= dim A. Tensorieren mit A/m tber A liefert TorliA‘(A/m, A/m) =0 fur alle i > dim A.
Wir haben gezeigt,
(viil) & (ix) & (x)
und
(1) @ (ii) & (iil) & (iv) & (V) & (vi) & (vii) = (viii).

Die noch fehlende Implikation (viii) = (vii) liegt etwas jenseits der Moglichkeiten dieser

Vorlesung (vgl. Matsumura, Commutative algebra, (18.G), Theorem 45). Es fehlt noch
der Vergleich von injektiver, projektiver und globaler Dimension und die Auslander-
Buchbaum-Formel proj.dim M + depth M = dim A.

QED.
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Bemerkung
Eine wichtige Konsequenz der homologischen Charakterisierungen der regularen Ringe
ist die Tatsache, daB die Lokalisierung eines regularen lokalen Rings regulir ist.

3 Eigenschaften regularer lokaler Ringe

Sei (A, m) ein regularer noetherscher lokaler Ring. Dann gelten folgende Aussagen.
@) A ist ein Integrititsbereich.
(i1) A ist ein diskreter Bewertungsring im Fall dim A = 1.

Beweis. Zu (i). Angenommen es gibt zwei von Null verschiedene Elemente a,b € A
mit
ab=0.
Weil a und b von Null verschieden sind, gibt es natuirliche Zahlen r und s mit
a € m'-m™! und b € mS-m5*!

(nach dem Krullschen Durchschnittssatz). Wir betrachten die Anfangsformen

in(a)=a+ mr+l

in(b) =b + mS*!
vonaund b in grm(A). Es gilt

in(a)«inb(b) = 0.
Weil A regulir ist, ist grm(A) ein Polynomring iiber einem Korper, also nullteilerfrei.

Also gilt in(a) = 0 oder in(b) = 0, d.h. a € m™*1 oder bemS*!. Das steht aber im
Widerspruch zur Wahl von r bzw. s.
Zu (i1). Nach Voraussetzung ist das maximale Ideal von A ein Hauptideal, sagen wir

m = TA.
Sei a € A ein beliebiges von Null verschiedenes Element von A. Nach dem Krullschen
Durchschnittsatz gibt es eine naturliche Zahl r mit

a€Em' —mr+1.
Es gilt also a = uert’ mit einer Einheit u von A. Wir setzen
v(a) :=r.
Dann gilt fur a,b € A-{0}
v(ab) = v(a) + v(b) (D)
und
v(a+b) = min {v(a), v(b) }. 2)
Fur jedes von Null verschiedene Element
a

X=5> a, be A-{0}
des Quotientenkorpers
‘ K :=Q(A)
setzen wir
v(x) = v(a) - v(b).
Wegen (1) héngt diese Definition nicht von der speziellen Darstellung von x als
Quotient zweier Elemente von A ab. Auf diese Weise ist daher eine Abbildung
v: K¥ — Z
definiert, fur welche die Bedingungen (1) und (2) gelten. Wegen v(x) = 1 ist diese
Abbildung surjektiv. Nach Konstruktion gilt
v(uenrh) = r fur uEA* und reZ.
Insbesondere gilt
A :={x€K | x =0 oder v(x) = 0}.



96

Mit anderen Worten, A ist der Bewertungsring zur diskreten Bewertung v des Korpers

K.
QED.
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Primarzerlegung

unverkiirzbare, 12
Primarzerlegung, 11
Primidealkette

maximale, 77
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Projektivitat, 43
Punkt

assoziierter, 33

_Q_

Quotientenmodul, 12

—R—

Radikal
Jacobson-, 3
Radikal, 3
regular, 88; 89
bezuiglich eines Moduls, 54
regular, 88
regularen Sequenz, 89
Ring
semi-lokaler, 79

—S—

Satz von Noether, 11
semi-lokaler Ring, 79
semi-reguldre Sequenz, 25
separiert, 55

idealweise separierter Modul, 45
Sequenz

regulare, 89
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singulér, 88
singuldr, 88
Spektrum

affines, eines Rings, 8

—T—

Topologie
I-adische, 5
Zariski-Topologie eines affinen Spektrums, 8
torsionsfrei, 29
Trager, 12
treuflach, 19; 35
treuflacher Homomorphimus, 35
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—U— Zariski-Topologie eines affinen Spektrums, 8

unverkiirzbare Primérzerlegung, 12
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