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Bezeichnungen
C*(U,F) Cech-Komplex der Garbe F bezuglich der Uberdeckung U, vgl. 3.12.

CP(U,F) p-te Cech-Komplex-Garbe zur Garbe F bezuglich der Uberdeckung U, vgl.
Bemerkung 3.12(ii).
d horizontales Differential eines Doppelkomplexes, vgl. 3.3.2

d vertikales Differential eines Doppelkomplexes, vgl. 3.3.2.
Div(X) Gruppe der Weil-Divisoren des Schemas X, vgl. 4.1.1
I'(U, F)  die Schnitte der Garbe F uiber der offenen Menge U

H™(X, F) n-te Kohomologie des topologischen Raums X mit Koeffizienten in der
Garbe F, vgl. 1.4.12

H™U,F) n-te Cech-Kohomologie der Uberdeckung U mit Koeffizienten in der
abelschen Garbe F, vgl. 3.12.

HP(X,F) n-te Cech-Kohomologie des Raums X mit Koeffizienten in der abelschen
Garbe F, vgl. 3.12.

H"(F) n-te Kohomologie-Prigarbe zur abelschen Garbe F, vgl. 3.13

H? p-te horizontale Kohomologie eines Doppelkomplexes, vgl. 3.3.2.

H% p-te vertikale Kohomologie eines Doppelkomplexes, vgl. 3.3.2.

mX,Y maximales Ideal von OX,Y’ vgl. 4.1.2

OX v lokaler Ring des Schemas X im allgemeinen Punkt des Primdivisors Y, vgl.
’ 4.1.2

P(X) Menge der Primdivisoren des Schemas X, vgl. 4.1.1

R"F(K) n-te Hyperkohomologie des Funktors F beziiglich des Komplexes K,

vgl.3.10
= Symbol fur die schwache Konvergenz einer Spektralsequenz, vgl. 3.2.4.
= Symbol fur die Konvergenz einer regularen Spektralsequenz, vgl. 3.2.4.

1. Einleitung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Kohomologie von Garben auf algebraischen
Schemata. Eine besondere Rolle werden dabei die sogenannten kohdrenten Garben
spielen. Wir beginnen deshalb mit einer einer kurzen Beschreibung der kohiarenten
Garben und deren Beziehung zu den Vektorfeldern.

Die Bedeutung von Vektorfeldern in der Physik ist ganz offensichtlich. Es gibt in ihr
kaum eine Disziplin, die nicht einen Ausschnitt der Wirklichkeit mit Hilfe von
Vektorfeldern und deren Verallgemeinerung, den Tensorfeldern, die aus der Sicht der
Mathematik ebenfalls Vektorfelder sind, mit Hilfe von Differentialgleichungen
beschreibt.



1.1 Begriff des Vektorraumbundels
Vektorfelder sind Schnitte in Vektorraumbiindel. Vektorraumbiindel sind Abbildungen
wmY — X,

wobei X und Y glatte oder analytische oder holomorphe oder wie in unserem Fall
algebraische Mannigfaltigkeiten sind und 7 eine glatte oder analytische oder
holomorphie oder regulire algebraische Abbildung ist, deren Fasern

Y =aleo,xEX,
Vektorraume einer festen Dimension r tiber einem festen Korper K sind. Ein Element
veEm 1 (x)

aus der Faser uiber x stellt man sich dann als Vektor mit dem Angriffspunkt x vor. Die
Zahl r heiBit Rang des Bundels, X heifit Basis- und Y Biindelraum des Buindels .

In der Physik ist fast immer K = R und in den uibrigen Fallen so gut wie immer K = C.
Wir sprechen dann von reellen oder komplexen Vektorraumbundeln uiber X.

AuBerdem wird gefordert, dal} ;t lokal von der Gestalt

K'x X — X, (v, %) b X, (1)
ist. Genauer, fur jeden Punkt x € X gibt es eine offene Umgebung U,

x € U C X, U offen,

mit der Eigenschaft, daB} die Einschrankung des Bundels m auf U,

~luy—u )
bis auf [somorphie mit der natiirlichen Projektion

p2: K'xU— U, v,X) » X,

ubereinstimmt. Biindel der Gestalt (1) heilen auch triviale Biindel, und auf die eben
beschriebene Eigenschaft bezieht man sich als auf die lokale Trivialitit eines Bundels.
Der Isomorphismus

oy Uy — K" x U,

welcher die Einschrankung mit dem trivialen Biindel tber U identifiziert, d.h. fur
welche das Diagramm

@
~loy 8 kxu
o™\ P,

U

kommutativ ist, heifit auch lokale Trivialisierung des Buindels tiber U. Fur jedes x € U

identifiziert er die Faser iiber x mit dem Vektorraum K, und man fordert schlieBlich
noch, daf} die Bijektionen

Pyl 00— 00 =KTx (x} =K

fur jedes x € U lineare Isomorphismen uiber K sind.
Ein Schnitt in ein glattes, analytisches, holomorphes bzw. algebraisches Bundel mt uiber

einer offenen Teilmenge U C X ist eine glatte, analytische, holomorphe bzw. regulire
algebraischen Abbildung

s: U —X



mit Jres = IdU , d.h. fur jedes x € U soll s(x) in der Faser uiber x liegen,

s(x) = Jr'l(x) fur jedes x € U.

Mit anderen Worten, jedem Punkt x € U wird ein Vektor s(x) mit dem Angriffspunkt x

zugeordnet. Die Schnitt beschreiben auf U definierte Vektorfelder.
Die Menge der Schnitte von st iber U wird mit

Fn(U) =T'(U, Fn)
bezeichnet. Fur je zwei Schnitte s, s* € Fn(U) und jeden Punkt x € U liegen s(x) und
8’(x) im selben Vektorraum n'l(x). Man kann also die Summe s(x) + s’(x) bilden und

so einen Schnit
s+s’ € I'(U, Fn)

definieren. Es ist leicht einzusehen, daf}3 auf diese Weise I'(U, Fn) ein K-Vektorraum

wird.

Vereinbarung
Wenn wir im folgenden von Mannigfaltigkeiten sprechen werden wir stets glatte,

analytische, holomorphe oder reguldre algebraische Mannigfaltigkeiten im Auge haben.
1.2. Beispiele

1.2.1 Tangentialbundel
Ein Beispiel fur ein Vektorraumbiindel ist das Tangentialbiindel

T TX — X
an eine Mannigfaltigkeit X, d.h. die Fasern uiber einen Punkt x € X bestehen gerade
aus den Tangentialvektoren an X mit dem Angriffspunkt x, d.h.

T X:= 7 lx)

ist gerade der Tangentialraum an X im Punkt x. Die Schnitte von & sind dann gerade die
gewohnlichen (tangentialen) Vektorfelder auf X.

1.2.2 Satz vom Igel
Eine naheliegende Frage in diesem Kontext ist die Frage nach der Trivialitit eines

Biindels, d.h. ob das Biindel isomorph ist zu einem trivialen Buindel. Der Satz vom Igel
besagt gerade, dafl das Tangentialbiindel der Kugeloberflache nicht trivial ist,

TS ist nicht trivial,
Man beweist den Satz, indem man die Schnitte des Tangentialbiindels betrachtet und
nachweist, daf} jedes (stetige tangentiale) Vektorfeld auf der Kugeloberfliche eine
Nullstelle besizt. Ware das Bundel trivial,

TS2 = R2xS2,
so ware offensichtlich durch

S2 —> ]RzXSZ, X B (V0 , X),

mit einem festen von Null verschiedenen Vektor Yo € ]Rz - {0} ein stetiges Vektorfeld

ohne Nullstelle definiert.



1.2.3 Normalenbiundel

Ist Y C X eine Teilmannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit X, so kann man jeden

Tangentialvektor an Y auch als Tangentialvektor an X auffassen. Es gilt also in
natiirlicher Weise

TY C TX

und fur jeden Punkt y € Y liegen die Tangentialriume an y ineinander,
TYCTX.

Indem man in den Tangentialriumen von X Skalarprodukte einfuhrt, kann man fur
jedes x € X das orthogonale Komplement von TyY in TyX definieren. Es ist in

naturlicher Weise isomorph zum Faktorraum
NyX = TyX / TyY'

Man kann leicht zeigen, daBl sich die Vektorraume NyX mit y € Y zu einer

Mannigfaltigkeit

NY/X

zusammensetzen, und die Abbildung

NY/X—>Y,

welche die Vektoren von N X in den Punkt y uberfuhrt (also jeden Vektor in seinen

Angriffspunkt abbildet) die Struktur eines Vektorraumbuindels besitzt. Es heifl
Normalenbtindel von Y in X.

Zum Beispiel ist die Oberflaiche der FEinheitskugel in naturlicher Weise eine
Teilmannigfaltigkeit des affinen dreidimensionalen Raums,

2= (xeR31Ixl=1} CR3,

Das Normalenbundel 82 im Raum besteht gerade aus den Vektoren, die auf 52
senkrecht stehen, wobei Vektoren mit unterschiedlichen Angriffspunkten als
verschieden angesehen werden. Die Fasern des Biindels entsprechen gerade den
Geraden durch den Ursprung' sind also 1-dimensional. Man nennt solche Biindel auch
Geradenbiindel.

1.2.4 Bundeloperationen
So gut wie jede Konstruktion, die endlich-dimensionale Vektorraume in endlich-
dimensionale Vektorraume uiberfithrt, 148t sich auf Vektorraumbiindel tibertragen®. Fur
je zwei Biindel

Y —Xundrn: Y — X
kann man wie folgt die direkte Summe bilden. Man setzt

o— s 3 )
Z:=U Y, ®Y =7 Yx Y

d.h .man bildet fur jedes x € X die direkte Summe der Fasern tiber x und geht zu der
Vereinigung dieser direkten Summen uber. Zusammen mit der Abbildung

! Jede dieser Geraden kommt im Normalenbiindel zweimal vor: je einmal fuir jeden der beiden
Schnittpunkte der Geraden mit der Kugeloberflache.

2 Einen formale Formulierung und deren Beweis findet man zum Beispiel im Buch von Milnor und
Stasheff tiber charakteristische Klassen [Mi 1974, Theorem 3.5].

? Die Menge YXXY’ ={(y,y) € YXY’ I n(y) =’(y’)} heildit Faserprodukt von Y und Y’ bezuiglich der
beiden Abbildungen it und 7’ (oder auch Faserprodukt der beiden Biindel).



Z— X, (y,y) b» my) (=)
erhalt man so ein neues Vektorraumbuindel uber X, dessen Faser gerade die direkten
Summen der Fasern der Ausgangsbiindel sind.

In derselben Weise konstruiert man Tensorprodukte, Tensorpotenzen und #uflere
Potenzen von Bundeln.

Der Ubergang zum dualen Vektorraum,
Vi V¥:= HomK(V, K),

definiert so fur jedes Bundel das zugehorige duale Bundel.

1.2.5 Beispiele

Das Dual des Tangentialbiindels TX — X wird mit T*X — X bezeichnet. Seine

Schnitte sind gerade die Differentialformen erster Ordnung oder auch 1-Formen auf X
(uber die man Kurven-Integrale bilden kann). Die i-te dullere Potenz dieses Duals

NT*X — X
besitzt als Schnitte gerade die Differentialformen i-ter Ordung oder auch i-Formen. Von
besonderer Bedeuting ist die hochste aullere Potenz

A'T*X — X, i := Rang des Tangentialbundels.
Das Bundel heiflt kanonisches Biindel von X. Seine Schnitte verwendet man zum
Beispiel fur Volumen-Integrale.

Von besonderer Bedeutung fur die Physik sind die Tensorprodukte von Exemplaren des
Tangentialbundels und von Exemplaren von dessen Dual,

T(X) = (TXOPRTX)®S — X.
Seine Schnitte sind die r-fach kontravarienten und s-fach kovarianten Tensorfelder.

1.3. Ubergangsfunktionen

1.3.1 Definition: Systeme von Ubergangsfunktionen
Sind t: Y — X ein Vektorraumbundel,

U, U CX
zwei offene Mengen und
oy 7~ 1(U) — K™xU , R ~1(U) — K™xU’

zweli lokale Trivialisierungen von m, so erhalt man durch Einschrianken, Invertieren und
Zusammensetzen eine Bijektion der Gestalt
-1

® - YU
K™%(UNU") = 771U N U) S KXUAT), (v, %) 1 @(vx), %),
wobei fur jedes feste x € U( U’ die Abbildung

K' — K v 5 y(v.x),
ein Isomorphismus von Vektorraumen ist, d.h. es gilt
P(v,x) = g(x)*v
mit einer umkehrbaren rxr-Matrix g(x) € GL(r, K). Fur jedes Vektorraumbiindel st mit
der Faser V := K' gibt es deshalb eine offene Uberdeckung

X=Uig Y;



und fur je zwei Indizes i,) € U eine glatte, analytische, holomorphe bzw. regulire
Abbildung

gij: Ui ﬂUj — AutK(V)
derart, dal durch die Abbildungsvorschrift
(v, X) b (gij(V), X),VEV,x € UiﬂUj.

die trivialen Bundel VXUi und VXUj uber UiﬂUj identifiziert werden. Das

urspriingliche Bundel kann man sich aus den trivialen Bundeln VXUi entstanden denken

durch diese Art von Identifizierungen. Man spricht auch von Verkleben oder Verheften.
Die Abbildungen gij heien Ubergangsfunktionen oder Transitionsfunktionen der

Biundels. Thre Gesamtheit nennt man auch System von Ubergangsfunktionen des
Biindels .

1.3.2 Die Kozykel-Bedingungen
Wenn man erst einen Punkt x von VXUi mit einem Punkt y von VXUj identifiziert und

dann den letzteren mit einem Punkt z von VXU, , so sollte man bei der direkten

k’

Identifikation von x mit einem Punkt von VXUk ebenfalls den Punkt z erhalten. Mit
anderen Worten, fur die Ubergangsfunktionen gilt

gjk(x)o gij(x) =g, () fur alle x € UiﬂUjﬂUk. (1)
Trivialerweise gilt

gii(x) =x fur alle x € Ui' 2)
Insbesondere ergibt sich aus (1) und (2) auch
-1 '

gij(x) =g (x) fur alle x € Ui M Uj 3)
und

gki(x)c> gjk(x)° gij(x) =x fur alle x € UiﬂUjﬂUk. 4)

Umgekehrt folgen aus (2) und (4) auch die uibrigen Identititen. Diese Bedingungen
heiBlen Kozykelbedingungen.

1.3.3 Bundel mit vorgegebenen TUbergangsfunktionen
Es ist nicht schwer, einzusehen, daf3 es fur jede offene Uberdeckung {Ui}i o1 und jede

Familie von glatten, analytischen, holomorphen bzw. regularen Abbildungen
gij: Ui ﬂUj — AutK(V),

welche den Bedingungen (2) und (4) geniigen ein Vektorraumbundel gibt, dessen
Ubergangsfunktionen bezuglich der gegebenen Uberdeckung gerade die gij' Dieses

Biuindel ist sogar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Allgemeiner, fur je zwei Systeme von Ubergangsfunktionen
gij: Ui ﬂUj — AutK(V),
und

g’ij: Ui ﬂUj — AutK(V),
(zu derselben offenen Uberdeckung) erhélt man genau dann isomorphe Buindel, wenn
es eine Familie von glatten, analytischen, holomorphen bzw. reguldaren Abbildungen



hi: Ui — AutK(V)
gibt mit
g’ij(x) = hjl(x)o gij(X)ohi(X) fur alle x € UimUj ®))
Man sagt auch, zwei Systeme von Ubergangsfunktionen sind kohomolog, wenn die

Bedingungen (5) fur je zwei i,j) € I erfullt sind (d.h. wenn die zugehorigen Biuindel
isomorph sind).

Genauer, sind m: Y — X und n’: Y’ — X die Vektorraumbuindel zu den Systemen
von Ubergangsfunktionen {gij} bzw. {g’ij}, und sind diese Biindel isomorph, so sind

insbesondere auch die eingeschrankten Buindel
7 (U) — U und wlU) — U,

fur jedes 1 isomorph. Letztere sind aber triviale Bundel, und die lokalen
Trivialisierungen von it und 5’ liefern Isomorphismen

KU, — 7 l(U) — 271 (U) SK>UL, (v, %) 5 (@(v:), %),

Die Abbildung hi ist dann fur jedes i gerade durch die folgende Bedingung definiert.

Q(v,X) = hi(X)V furx € Ui und v € K!

Falls Systeme von Ubergangsfunktionen zu unterschiedlichen Uberdeckungen gegeben
sind, so kann man zu einer gemeinsame Verfeinerung dieser Uberdeckungen
ubergehen. wenn die so entstehenden Systeme kohomolog sind (d.h .die zugehorigen
Biindel sind isomorph), so sagt man auch von den Ausgangsystemen, daf} sie

kohomolog sind.

1.3.4 Ubergangsfunktionen und Schnitte

Seien t: Y — X ein Vektorraumbiindel,
X=Ug Y

eine offene Uberdeckung und fur jedes i € 1

: J'c'l(Ui) — KU,
i

*u
eine lokale Trivialisierung. Ein (globaler) Schnitt s: X — Y von &t definiert dann fur

jedes i eine Abbildung

°s: Ui — KrXUi , X B (si(x), X),
i

*u
d.h. eine Abbildung
. Ui — K"
In den Punkten von UiﬂUj gilt trivialerweise
MR cPUi°(piJli°(pU.°S
also, wenn wir die Ubergangsfunktionen mit gij bezeichnen,

-1
(090 = 0y 20y (500,3) = 8095, )



also
sj = gijosi auf UiﬂUj.

Umgekehrt definiert jede Familie von glatten, analytischen, holomorphen bzw.
regularen Abbildungen

si: Ui—> Kr,iEL

mit sj = gijosi auf UiﬁUj einen Schnitt des Vektorraumbundels.

Man beachte, im Fall von Geradenbiindeln (d.h. r = 1) sind die Ubergangsfunktionen

gij: UiﬂUj — AutK(K) = K*,
durch die Relation sj = gij°si auBlerhalb der Nullstellen des Schnitts bereits eindeutig

festgelegt. Das bedeutet, ein einzelner Schnitt, der auf einer dichten offenen Teilmenge
von X ungleich Null ist legt bereits samtliche Ubergangsfunktionen eindeutig fest
(wegen deren Stetigkeit).

Die Relationen
S = %S, auf UimUj U
bestehen naturlich auch in analoger Weise fur (beliebiges r und) lokale Schnitte
ssU—Y

uber der Umgebung U eines gegebenen Punktes x € U. Nun kann man fur kleines U

die Schnitte s so wihlen, daB die s(x) eine Basis des K! durchliuft. Das bedeutet aber,
daB} sich die gij aus der Gesamtheit aller Schnitte bestimmen lassen. Das

Vektorraumbiindel ist deshalb durch die Abbildung
Up I'(U, Fn)’

welche jeder offenen Menge U von X den Vektorraum der Schnitte tber U zuordnet,

bis auf Isomorphie festgelegt.

Diese Abbildung ist ein Beispiel fur eine Pragarbe, d.h. einen kontravarianten Funktor
I’n. X — VectK ,

wobei hier X als Kategorie betrachtet wird, deren Objekte die offenen Mengen von X

und deren Morphismen die natuirlichen Inklusionsabbildungen dieser offenen Mengen

sind. Die Bildkategorie ist die Kategorie der Vektorraume uber K und K-linearen

Abbildungen.

Diese Pragarbe ist sogar eine Garbe, d.h. sie erfullt die beiden Garben-Axiome.

Genauer: fur jede offene Menge U von X und jede offene Uberdeckung

U=UgY;
sind die beiden folgenden Bedingungen erfullt.
1) Fur je zwei Schnitte s, s* € FE(U) mitsl . = s’IU fur jedesi €1 gilts =5s’.
i i

U
(i1) Fur jede Familie von Schnitten s, € Fn(Ui) mit
SilUimUj = SjIUimUj furi,jel

gibt es einen Schnitt s € Fn(U) mit sIU =s, fur jedesi € 1.

1



Anstelle von Vektorraumbuindeln werden wir im folgenden deren Schnittgarben
betrachten. Wir beginnen mit einer Beschreibung der Garben, die isomorph sind zu
Schnittgarben von Vektorraumbiindeln.

1.4. Koharente Garben und deren Kohomologie

1.4.1 Lokal freie Garben und Vektorraumbiundel
Sei m: Y — X ein Vektorraumbiindel vom Rang r. Falls das Bundel trivial ist,

Y = K'xX,
ist die Angabe eines Schnitts dquivalent zur Angabe einer Abbildung

X — K,
was wiederum dquivalent ist zur Angabe eines r-Tupels von Funktionen

X — K.
Die Garbe der Schnitte von it ist deshalb isomorph zur direkten Summe

SN &

von r Exemplaren der Strukturgarbe von X, d.h. OX ist die Garbe der glatten,
analytischen, holomorphen bzw. regularen Funktionen auf X. Mit anderen Worten, die
Garbe I“n ist frei vom Rang r.

Ist ;: Y — X ein nicht notwendig triviales Vektorraumbiindel, dann bedeutet die

lokale Trivialitat dieses Bundels, daB es fur jeden Punkt x € X eine offene Umgebung
U gibt, so daB die Einschrankung der Schnittgarbe auf U frei vom Rang r ist,

BN &
Man nennt Garben mit dieser Eigenschaft lokal frei vom Rang r.

Sei F umgekehrt eine lokal freie Garbe vom Rang r auf X. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung

X=Uig Y
und Isomorphismen
= or
1% FIUi — OUi.
Fur je zwei Indizes i, j erhalben wir einen Isomorphismus
Or (CPi)_1 - ; Or
UiﬂUj - UiﬂUj — UiﬂUj
Dieser ist durch eine umkehrbare Matrix von Schnitten aus OU MU gegeben, d.h.
L

durch eiun Abbildung
r
UiﬁUj — AutK(K ).

Diese genuigen der Kozyklen-Bedingung, definieren also ein Vektorraumbiindel. Es ist
nicht schwer, zu zeigen, die Garbe der Schnitte dieses Bundels ist isomorph zur
gegebenen lokal freien Garbe.

Diese Betrachtung zeigt, die Untersuchung der Vektorraumbuindel uiber X ist dquivalent
zur Untersuchung der lokal freien Garben auf X: beide werden bis auf Isomorphie
durch Systeme von Ubergangsfunktionen beschrieben.
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Die lokal freien Garben stehen fur eine Beschreibung der Vektorraumbiindel, die
weniger geometrisch, d.h. weniger anschaulich ist, als die der urspriinglichen Objekte.
Es stellt sich deshalb die Frage, warum wir uns tiberhaupt fur die lokal freien Garben
interessieren. Der Grund ist der, dafl die Vektorraumbiindel eine Kategorie bilden, die
nicht besonders gute Eigenschaften hat und daf die lokal freien Garben eine Moglichkeit
bieten, diese Kategorie zu verbessern.

Um diese Aussage zu formulieren, mussen wir genau angeben, welches die
Morphismen sind in der Kategorie der Vektorraumbiindel iiber der Mannigfaltigkeit X.

Zuvor erinnern wir an den Begriff der Modulgarbe.

1.4.2 Modulgarben

Seien X ein topologischer Raum, O eine Garbe von kommutativen Ringen mit 1 und M
eine Garbe von abelschen Gruppen. Man sagt, M ist ein O-Modul, wenn folgende
Bedingungen erfullt sind.

@) Fir jedes offene Menge U C X ist M(U) ein O(U)-Modul.
(i1) Fiir je zwei offene Mengen U C 'V ist die Garben-Restriktion

MV) — MU), m » rnIU,
eine lineare Abbildung, d.h. fur m,m’ € M(V) und s, s €0(V) gilt

(sm+s’m )IU = sIU-mIU +8 IU-m IU.
Man beachte, als Spezialfall der zweiten Bedingung ergibt sich die Kommutativitat des
folgenden Diagramms.

O(V)xXM(V) — M(V) (s,m) sm

l l T T
OU)XM(U) — M(U) (sIU,mIU) (B3 sIU-mIU:(sm)IU

Dabei seien die horizontalen Abbildungen gerade durch die Modul-Multiplikation und
die vertikalen durch die Garben-Restriktionen gegeben. Im folgenden werden wir uns
auf die Kommutativitat dieses Diagramm beziehen, indem wir sagen, die Modul-
Multiplikation ist mit den Garben-Restriktionen vertraglich.

Wie bereits angemerkt besiten die lokal freien Garben die Struktur von Moduln uiber der
Strukturgarben. Dies entspricht der Eigenschaften von Vektorraumbiuindeln, dal man
zum Beispiel durch Multiplikation eines glatten Vektorfelds mit einer glatten Funktion
wieder ein glatten Vektorfeld erhalt.

1.4.3 Morphismen von Vektorraumbiindeln

Seient: Y — X und v’: Y’ — X zwei Vektorraumbiindel. Ein Morphismus des

Biuindels  mit Werten im Bundel &’ ist eine glatte, analytischen, holomorphe, regular
algebraische Abbilduing

Y—Y’,
fur welche das Diagramm
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Das bedeutet, daB} fur jeden Punkt x € X die Faser uiber x in die Faser uber x abgebildet
wird,
f(YX) C Y’X fur jedes x € X.

Es wird weiterhin gefordert, daB3 die Einschrankungen von f auf diese Fasern lineare
Abbildungen sind.

Ist U C X eine offene Teilmenge und
Py n'l(U) —s K'™xU und cp’U: n"l(U) —s KU
lokale Trivialisierungen von it bzw. v’ iber U, so definiert f eine Abbildung

cp’Uocp{Jl: K'xU — K5xU, (v, X) b (V. %),
mit einer glatten, analytischen, holomorphen, regularen Abbildung

vy U— KST (1)
LaBt man U eine offene Uberdeckung von X durchlaufen, so erhdlt man eine Familie
von Abbildungen Yo welche f definieren.

Ubungsaufgabe
Welche Bedingungen muf} eine Familie von Abbildungen (1) erfullen, damit durch sie
ein Bundelmorphismus definiert ist.

1.4.4 Beispiel
Seien X = C,Y = CxX und
Y — X, (z,X) b X,
das triviale Bundel vom Rang 1 uiber den komplexen Zahlen. Morphismen von

Vektorraumbiindeln tiber X sind Abbildungen, die auf den Fasern lineare Abbildungen
und auf der Basis die identische Abbildung induzieren.

Zum Beispiel ist fur das hier betrachtete Beispiel durch

.Y — Y, (z, X)) b (X°z, X),
ein Endomorphismus des trivialen Bundels gegeben: fur jedes fest x € X ist die
Abbildung z 1+ x-z eine C-lineare Abbildung. Auflerdem wird fur jedes x die Faser

uber x in sich selbst abgebildet. Fur x € X - {0} induziert f auf der Faser iber x die
injektive Abbildung

YX — YX, (z,X) b (Xz, X).

Diese Abbidung ist injektiv, hat also den Kern 0. Fur x = 0 ist diese Abbildung
identisch Null, hat also einen 1-dimensionalen Kern.

Analog ist der Kokern dieser Abbildungen fur x # 0 von der Dimension 0 und fur x =
1 von der Dimension 1.

Wir sehen also, die Kerne dieser Abbildungen lassen sich nicht zu einem
Vektorraumbiindel tiber X zusammensetzen, und dasselbe gilt fur die Kokerne. Dieses
Phanomen impliziert, dal Kerne und Kokerne von Morphismen von
Vektorraumbiindeln i.a. keine Vektorraumbiindel sind, d.h. die Kategorie der
Vektorraumbuindel besitzt weder Kerne noch Kokerne, ist also insbesondere nicht
abelsch.
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Die zugehorigen lokal freien Garben sind insbesondere Modulgarben uber der
Strukturgarbe von X. Die Kategorie der Modulgarben ist eine abelsche Katorie und
besitzt insbesondere Kern und Kokerne.

1.4.5 Exaktheit
Seien drei Vektorraumbiindel uber der Mannigfaltigkeit X gegeben, sagen wir

7Y - XY —-X 7Y —X
und eine Folge von Buindel-Morphisem

f g
T —x— . (D)
In einer solchen Situation werden wir oft auch von einer Folge von Vektorraumbiindeln
f
Yy Sy Sy 2)

sprechen und (2) als eine verkuirzte Bezeichnung fur die Folge (1) betrachten. Die Folge

(1) bzw. (2) heifit exakt an der Stelle T (bzw. Y), wenn fur jeden Punkt x € X die
zugehorige Folge der Fasern

f g
Ya L Y —X)Y”
X X X

exakt ist an der Stelle Yx’ d.h. wenn

Im(fX) = Ker(gx) fur jedes x € X

gilt. Eine Folge aus mehr als zwei Morphismen heif3 exakt, wenn sie an allen in Frage
kommenden Stellen exakt ist.

Dieser Exaktheitsbegriff entspricht gerade der Exaktheit der Folgen der zugehorigen
lokal freien Garben. Wir erinnern daran, eine Folge von Garben abelscher Gruppen

F — F -5 F

auf dem topologischen Raum X heifit exakt an der Stelle F, wenn
Im(f) = Ker(g)
gilt, d.h. wenn fur jeden Punkt x € X die zugehorige Folge

f g
P _X) F _X> P
X X X

der Halme exakt ist. Dabei ist der Halm von F im Punkt ist definiert als die abelsche
Gruppe der Schnittkeime von F in x,

FX = {fX I fE FU), x € UC X, U offen}
Der Keim fX von fEF(U) im Punkt x ist dabei eine Aquivalenzklasse von Schnitten von

F uber einer Umgebung von x. Zwei Schnitt s € F(U) und s’€F(U’) werden dabei als
aquivalent angesehen, wenn sie in einer Umgebung von x uibereinstimmen,

slW = s’IW fur eine offene Menge W von X mit x € W C UMNU’

Im Fall von analytischen Funktionen kann man den Keim einer Funktion f im Punkt x
mit deren Potenzreihe in diesem Punkt identifizieren.

1.4.6 Koharente Garben

Sei X ein noethersches algebraisches Schema. Eine kohérente Garbe auf X ist ein OX—

Modul M, welche lokal Kokern von freien Garben endlichen Rangs ist, d.h. fur jeden
Punkt x € X gibt es eine offene Umgebung U von X,



13

x € U C X, U offen,

und eine exakte Sequenz von O, -linearen Abbildungen

U
O{J — O% —M—0
mit naturlichen Zahlen r und s. Ersetzt man in der Definition die beiden freien OU-

Moduln O{J und O% durch beliebige freien Moduln, die auch einen unendlichen Rang
haben durfen, so bekommt man den Begriff der quasi-koharenten Garbe.

1.4.7 Beispiel

Seien A ein kommutativer Ring mit 1,
X :=Spec A
und M ein A-Modul. Die Strukturgarbe OX von X laBt sich dadurch definieren, daf3

man sie auf den offenen Mengen der Topologie-Basis {D(f)} feA vorgibt:
(D), OX) = OX(D(f)) = Af fur fEA.

In analoger Weise definiert man einen O,-Modul i\v/[, indem man setzt

X

T, M) = MD(®) = M,

Der Halm dieses Modul im Punkt p € Spec A ist gerade die Lokalisierung von M im
Primideal p,
R’/[p =M
Nun ist jeder Modul M Faktormodul eines freien Moduls, d.h es gibt eine exakte
Sequenz von A-linearen Abbildungen
F — M — 0 mit F frei uber A.

Analog ist auch der Kern der Abbildung F — M Faktormodul eines freien Moduls,
d.h. es gibt eine exakte Sequenz

FF— F — M — 0 mit F’ und F frei uiber A. (D)
Fur jedes f € A erhiélt man daraus exakte Sequenezen

F.—F.— M_— O mit F’ .und F_ frei uber A .

f f f f f f
d.h. exakte Sequenzen

F (D) — FD1H) — MD(®) — 0
Diese definieren eine Sequenz von Garben-Morphisem
F—SF—o>M—o, ()
welche sogar eine Sequenz von OX—MOduln ist. Fur x € X = Spec A ist die zugehorige
Sequenz der Halme in x gerae die Sequenz,die man aus (1) erhalt durch Lokalisieren im

Primideal x. Letzteres ist eine eine exakte Sequenz fur jedes x € X, d.h. (2) ists eine
exakte Sequenz von OX—Moduln.

Weil F und F’ direkte Summen von Exemplaren von A sind, sind F und ¥ direkte

Summen von Exemplaren von OX’ d.h. diese Moduln sind frei.
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Wir haben damit gezeigt, die OX—Moduln der Gestalt M sind quasi-kohéarente Garben.

Ist A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul, so kann man fur die
Moduln F und F’ sogar endlich erzeugte freie A-Moduln wihlen, sagen wir

F=Alund F’ = AS.
Dann ist

F=0yund F =0y,

und die obigen Betrachtungen zeigen, daf M ein kohirenter OX—Modul ist.

Man kann zeigen, die koharenten Garben auf dem noetherschen affinen Schema X sind

gerade die OX—Moduln der Gestalt M mit M endlich erzeugter A-Modul. Beschranken

uns hier auf eine Beweisskitze fur diese Aussage.

1.4.8 Die koharenten Garben auf einem noetherschen affinen Schema

Seien A ein kommuativer Ring mit 1,
X =Spec A

und M ein OX-Modul.

Dann gelten folgende Aussagen.
(i) M st genau dann quasi-koharent, wenn es einen A-Modul M gibt mit

M= M.
(i) Sei A noethersch. Dann ist M genau dann kohiarent, wenn es einen endlich
erzeugten A-Modul gibt mit

M= M.
Der Modul M, dessen Existenz in den beiden Aussagen ausgesagt wird, ist bis auf
Isomorphie eindeutig durch M festgelegt: es gilt

M =T'(X, M).
Beweisskitze. Der letzte Teil der Behauptung gilt trivialerweise: wenn M existiert und
M=M ist, so gilt
M =I'(X, M) nach Definitioin von M
= (X, M) wegen M = M.
Weiterhin haben wir im obigen Beispiel gerade gesehen, dal aus M = M die Quasi-

Kohirenz bzw. Koharenz von M folgt.

Es bleibt also zu zeigen, da3 aus der Quasi-Kohdrenz bzw. Kohdrenz von M die
Existenz des Moduls M mit den angegebenen Eigenschaften folgt.

Sei also M Quasi-koharent bzw. kohdrent. Fur jeden Punkt x € X gibt es dann eine
offene Umgebung U von x und eine exakte Sequenz

F’—>F—>MIU—>O (1)

von OU—Moduln mit F* und F frei (und vom endlichen Rang im koharenten Fall).
Indem wir U geeignet verkleinern, konnen wir zusitzlich erreichen, dal U eine offenen
Hauptmenge ist, d.h.

U =D(f)
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mit einem f € A. Wir wenden den Schnitt-Funktor I'(U, ?) an und erhalten einen
Komplex*

o
FF—sF—M{U)—0
von Moduln tiber OX(U) =A f.Wir setzen M := Koker(a) = F/Im(a) und erhalten auf

Grund der Universalitatseigenschaften des Kokerns (oder auch auf Grund des
Homomorphiesatzes) ein kommutatives Diagramm

(04
FF— F — MU) —0

I I T

o
F—SF— M —0

dessen erste Zeile ein Komplex und dessen zweite Zeile eine exakte Sequenz ist. Zu

diesem Diagramm gehort ein kommutatives Diagramm

~Y

~Y a ~y
F’—>F—>MIU—>0

I I T

~Y
Yy

(x. s ~Y
FF—sF— M —0
von (‘)U—Moduln mit exakten Zeilen Dabei stimmt die obere Zeile gerade mit der

exakten Sequenz (1) uberein. Durch Ubergang zu den Halmen sehen wir, dal} die
Abbildung

M— M/U
fur jedes x&X Isomorphismen MX — MX auf den Halmen induziert, also selbst ein

Isomorphismus ist. Wir haben gezeigt, fur jedes x € X gibt es eine offene Umgebung

U von x, fur welche M. . die Gestalt M hat. Das bedeutet, M ist eine quais-kohérente

U
bzw. kohidrenten Garbe im Sinne der Definition hinter Proposition 11.5.2 im Buch von
Hartshorne. Nach Lemma 5.3 und Proposition 5.4 im Buch von Hartshorne hat dann
aber bereits M selbst diese Gestalt. Damit sind die obigen Aussage bewiesen.

QED.

1.4.9 Eine alternative Beschreibung der koharenten Garben
Seien X ein Schema und M eine O,-Modul. Dann gelten die folgenden Aussagen.

X
1 M ist genau dann quasi-kohirent, wenn fur jede affine offene Teilmenge U C
X eine Isomorphie

Ml . =T'(U, M)

U
besteht. Es reicht, daB} letztere Bedingung fur die Teilmengen einer offenen affinen
Uberdeckung von X erfullt ist.
(i1) Sei X ein noethersches Schema. Dann ist M genau dann kohérent, wenn fur

jede affine offene Teilmenge U C X eine Isomorphie

* d.h. die Zusammensetzung von je zwei aufeinanderfolgenden Homomorphismen ist gleich Null.
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MIU =TI'U, M)

besteht und der OX(U)—Modul I'(U, M) endlich erzeugt ist. Es reicht, daf} diese
Bedingungen fur die Teilmengen einer offenen affinen Uberdeckung von X erfullt sind.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der gerade bewiesenen Charakterisierung der

(quasi-) koharenten Moduln auf affinen (noehterschen) Schemata.
QED.

Bemerkung
Unser néchstes Ziel ist es, zu zeigen, die koharenten Garben auf einem noetherschen

Schema bilden eine abelsche Kategorie. Wir erinnern zunachst an die Definition.

1.4.10 Additive und abelsche Kategorien

Eine Kategorie C heif3t additiv, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfullt sind.
1. € besitzt ein Nullobjekt, d.h. ein Objekt 0, mit der Eigenschaft, daf3 es fur jedes
Objekt X von € genau einen Morphismus

0—X
gibt (d.h. O ist initial) und genau einen Morphismus

X—0

(d.h. O ist terminal).
2. Fur je zwei Objekte von C existiert deren direkte Summe und deren direktes
Produkt in C.
Eine additive Kategorie C heif3t praabelsch, wenn aulerdem noch die beiden folgenden
Bedingungen erfullt sind.
3. Jeder Morphismus von C besitzt einen K in €.
4. Jeder Morphismus von C besitzt einen Kokern in C.

In praabelschen Kategorien gibt es also insbesondere fur jeden Morphismus
£ X—Y
dessen Bild
Im(f) := Ker(Coker(f))
und desssen Kobild
Coim(f) := Coker(Ker(f)).
Wir erhalten so fur jeden Morphismus f in € ein kommutatives Diagramm
T
J — 1
T
X —Y

Dabei sei k der Kern von f, ¢ der Kokern von f, j der Kokern von k (d.h. das Kobild

—

ey

von f) und i der Kern von ¢ (d.h. das Bild von f). Der Morphismus T ergibt sich wie
folgt.
Nach Definition von c gilt

cof = 0.
Auf Grund der Universalitatseigenschaft des Kerns 1 von ¢, faktorisiert sich f uber 1,
d.h. es gibt einen Morphismus

f: X — I mit ief” =f.
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Insbesondere gilt
iof’ok = fok =0
(weil k der Kern von f ist). Nun ist i als Kern (von ¢) ein Monomorphismus, d.h. es
gilt sogar
f’ok = 0.
Auf Grund der Universalitatseigenschaft von j also Kokern von k, faktorisiert sich f’
uber j, d.h. es gibt einen Morphismus

T J—)Imit?Oj =f.
Es folgt

jofoj=iof’ =1,
d.h. das obere Viereck des Diagramms ist kommutativ. Es ist nicht schwer, zu zeigen,

daf} der Morphismus T durch die Kommutativitat des Vierecks eindeutig bestimmt ist.
Eine praabelsche Kategorie C heiflt abelsch, wenn fur jeden Morphismus f der
zugehorige Morphismus T ein Isomorphismus ist.

Man kann die Bedingung interpredieren als die Forderung, dafl der Homomorphiesatz
gilt. Jeder Morphismus besitzt dann eine bis auf Isomorphie eindeutige Zerlegung in
einen Epimorphismus und einen Monomorphismus.

Ist € abelsch und f ein Monomorphismus, so ist k = 0, d.h. man kann fur j den
identischen Morphismus wéhlen. Der Morphismus f stimmt bis auf Isomorphie mit dem
Kern i von c uiberein, d.h. f ist ein Kern. Wir haben gezeigt

5. Jeder Monomorphismus ist ein Kern.

Ist € abelsch und f ein Epimorphismus, so ist ist ¢ = 0, d.h. man kann fur i den
identischen Morphismus wahlen. Der Morphismus f stimmt bis auf Isomorphie mit dem
Kokern j von k uiberein, d.h. f ist ein Kokern. Wir haben gezeigt,

6. Jeder Epimorphismus ist eine Kokern.

Man kann zeigen, daBl umgekehrt jede praabelsche Kategorie, fur welche die
Bedingungen 5. und 6. erfullt sind, abelsch ist (vgl. Schubert: Kategorien, Definition
12.1.1 und die Satze 12.3.8 und 12.4.9).

Bemerkungen

(1) In jeder additiven Kategorie sind die Hom-Mengen abelsche Gruppen und die
Morphismen-Komposition ist bilinear. AuBerdem sind direkte Summe und
direktes Produkt zweier Objekte kanonisch isomorph (vgl. Bass: Algebraic K-
theory, Part I, Chapter 1, §4).

(i) Unmittelbar aus der Definition kann man ablesen, dal das Dual einer abelschen
Kategorie abelsch ist. Man beachte, daf} fur jeden Morphismus f das zugehorige
Diagramm (1) selbstdual ist.

(iii) Einbettungssatz von Mitchell: Jede abelsche Kategorie C ist eine Teilkategorie der
Kategorie Ab der abelschen Gruppen (vgl. Bucur & Deleanu: Introduction to the
theory of categories and functors, Corollary 6.34 oder Faith: Algebra I, Theorem
14.21).

(iv) Sei jetzt € eine abelsche Kategorie mit unendlichen direkten Summen (AB3) und

einen projektiven Erzeuger U, d.h. fur jeden Monomorphismus X — Y, der

kein Isomorphismus ist, gibt es einen Morphismus U — Y, der sich nicht uber
X faktoriesiert. Falls in der Kategorie sogar gilt
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(sup Y)) () X =sup (Y, (1 X)
fur jede aufsteigende Kette von Teilobjekten Yi und jedes Teilobjekt X eines

Objekts Y (ABS falls auch AB3 gilt), so ist die Eigenschaft U, ein Erzeuger zu
sein, aquivalent zur Bedingung, daB3 jedes Objekt Faktorobjekt einer direkten
Summe von Exemplaren von U ist. Man kann dann zeigen, C hat geniigend viele
injektive Objekte, d.h. jedes Objekt ist Teilobjekt eines injektiven (vgl.
Grothendieck: Sur quelques points d’algebre homologique, Theorem 1.10.1). Sei

A der Ring

A := Hom(U,U).
Dann ist der Funktor
¢ — A-Mod, X » Hom(U, X),
exakt und vOllig treu. Insbesondere kann man € als Teilkategorie der

Modulkategorie A-Mod ansehen (vgl. Bucur & Deleanu, Beweis von Corollay
6.34).

1.4.11 Die koharenten Garben bilden eine abelsche Kategorie

Sei X ein Schema. Dann ist die Kategorie
O,-Mod
X qc

der quasi-kohédrenten (‘)X—Moduln eine abelsche Kategorie.

Sie X ein noethersches Schema. Dann ist die Kategorie

OX—ModC

der koharenten OX-Moduln eine abelsche Kategorie.

Bemerkung
Nach Konstruktion ist OX_MOdc die kleinste abelsche Kategorie, welche alle lokal

freien Garben endlichen Rangs von X enthilt, d.h. alle Vektorraumbuindel uiber X. Die
Kategorie OX—Moqu besitzt eine analoge Beschreibung.

Beweis. Wir haben zu zeigen, die Kategorien

OX-MOqu und (f)X—ModC

sind abelsch.

Im nachfolgenden Beweis behandeln wir den kohédrenten und den quasi-koharenten Fall
simultan, wobei wir in kohédrenten Fall immer, ohne dies explizit zu erwihnen,
annehmen werden, daf} das Schema X noethersch ist.

Beweis von 1. Die Aussage ist tirivial: der O,-Modul, welcher jeder offenen Menge,

X

die nur aus der 0 bestehende Menge zuordnet ist offensichtlich ein Null-Objekt in der

Kategorie OX-Mod. Dieser Modul ist koharend, als Kokern des identischen

Morphismus OX — OX. Damit ist er auch Nullobjekt der vollen Teilkategorie OX-

Modc (und von OX-Moqu).

Beweis von 2. Die direkte Summe von zwei exakten Sequenzen der Gestalt
FSF—> MIU — 0

uber einer affinen offenen Hauptmenge U von X ist wieder eine direkte Summe dieser

Gestalt. Die direkte Summe von zwei (quasi-) kohdrenten Moduln genommen in der
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Kategorie OX—Mod ist deshalb wieder ein (quasi-) kohédrenter Modul. Letzterer ist aber
auch in der vollen Teilkategorie OX—ModC (bzw. OX—Moqu) die direkte Summe der

beiden Ausgangsmoduln.

Weil OX-Mod abelsch ist, stimmt in OX-Mod die direkte Summe mit dem direkten

Produkt uiberein. Letzteres liegt damit auch in der Kategorie der (quasi-) koharenten
Moduln und ist dort ebenfalls direktes Produkt der beiden Ausgangsmoduln.
Beweis von 3 und 4. Sei

f:M— N
eine Morphismus von (quasi-) kohdrenten OX—Moduln. Fur jede affine offene

Teilmenge U C X betrachten wir die durch f auf den Schnitten induzierte lineare
Abbildung

fU: MU — NU.
Diese fugt sich in eine exakte Sequenz linearer Abbildungen

0—>KU—>MU—>NU—>CU—>0

von GX(U)—Moduln ein, wobei links der Kern KU und rechts der Kokern CU von fU

steht. Wir gehen zu den zugehorigen Modulgarben auf U uber und erhalten eine exakte
Sequenz von O, -Moduln

U
0—K i, T C 0
—>Ky—=My—=Ny—=Cy—
Die Exaktheit bedeutet, daB links der Kern K. . von flU und rechts der Kokern C. . von

U U
flU steht. Diese sind einschlieBlich ihrer Einschrankungen auf offene Teilmengen von U
insbesondere bis auf Isomorphie durch eine Universalitatseigenschaft festgelegt. Das
bedeutet, dal} sich die lokal definierten Kerne zu einer global auf ganz X definierten
Garbe verheften lassen, und dasselbe gibt analog fur die Kokerne. Im Ergebnis erhalten
wir Modulgarben, die die Universalitiatseigenschafte eines Kerns bzw. eines Kokerns
von f besitzen. Kern und Kokern von f exsitieren also.
Beweis von 5. Sei f: M — N ein Morphismus (quasi-) koherenter OX-Moduln. Wir
betrachten das folgende kommutative Diagramm.

v

f
Jd— 7

Tl

M— N

kT lc

X C
Dabei seien k der Kern von f, ¢ der Kokern von f, j der Kokern von k (also das Kobild
von f) und i der Kern von ¢ (also das Bild von f).

ey

Fiur jede affine offene Teilmenge U C X betrachten wir das kommutative Diagramm
von Moduln und linearen Abbildungen uiber OX(U)
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1 5
iMool
M 5 N

k’T lc’

K C
wobei @ aus f durch Anwenden den Schnittfunktors I'(U, ?) entsteht, k’ der Kern von
@, ¢’ der Kokern von ¢, j’ der Kokern von k’ und 1” der Kern von ¢’ ist. Die eindeutige

Existenz der Abbildung $ ergibt sich dann aus der Forderung der Kommutativitat des
oberen Vierecks auf Grund des Homomorphiesatzes. Ebenfalls auf Grund des

Homomorphiesatzes ist ¢ ein Isomorphismus.

Wir wenden "~ -Funktor auf das Diagramm an und erhalten so gerade die Einschrankung

des Diagramms (1) auf U. Insbesondere ist deshalb Tl ein Isomorphismus, d.h. T

U
induziert fur jedes x € U einen Isomorphismus auf den Halmen. Weil die affinen

offenen Teilmengen das Schema X uiberdecken, gilt letzteres fur jedes x € X, d.h. T ist
ein Isomophismus.

QED.

1.4.12 Definition der Garben-Kohomologie

Wie wir gesehen haben, ist der Schnitt-Funktor I'(U, ?) fur U affin auf den quasi-
kohéarenten Garben exakt. Fur beliebiges U ist dieser Funktor jedoch weit davon
entfernt, exakt zu sein. Das gilt erst recht fur nicht-notwendig kohéarente Garben.

Der Funktor I'(U, ?) ist jedoch linksexakt fur jede offene Teilmenge U C X eines
beliebigen topologischen Raums X.

Die rechtsabgeleiteten Funktoren von
rw, 7: ShX(Ab) — Ab

werden mit .
H'(U, ?)
bezeichnet. Fir jede Garbe abelscher Gruppen F heif3t
H'(U, F)

i-te Kohomologie von U mit Koeffizienten aus F. Um diese Kohomologie-Gruppen
sprachlich von der singularen Kohomologie zu unterscheiden, sprechen wir von
Garben-Kohomologie.

1.4.13 Zur Korrektheit der Definition
Fur die Existenz der abgeleiteten Funktoren linksexakter Funktoren auf
C = ShX(Ab)

brauchen wir die Aussage, dal diese Kategorie geniigend viele injektive Objekte besitzt.
Den Beweis fihren wir in mehreren Schritten.
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1. Schritt. Fur jeden kommutativen Ring A mit 1 besitzt A-Mod genugend viele
injektive Objekte.

Die Kategore A-Mod ist, wie wir wissen abelsch. Es ist eine AB3-Kategorie: sie besitzt
unendliche direkte Summen, und sogar eine AB5-Kategorie, d.h. es gilt

(sup N.) (Y M = sup (N.(Y M)
fur jede aufsteigende Kette von Teilmoduln Ni und jeden Teilmodul M eines Moduls N
(weil man anstelle von sup aucb X schreiben kann). AuBerdem ist jeder A-Modul
Faktormodul eines freien A-Moduls, d.h. A ist ein erzeugendes Objekt von A-Mod.

Damit bestzt M gentigend viele injektive Objekte.
2. Schritt. Fur jeden geringten Raum (X, OX) besitzt die Kategorie (‘)X—Mod der (‘)X—

Moduln genuigend viele injektive Objekte.
Sei F ein OX—Modul. Dann ist fur jeden Punkt x € X der Halm Fx ein Modul uber

GX " Nach dem ersten Schritt gibt es eine GX X—lineare inektive Abbildung

F »—1
X X

mit einem injektiven GX X-Modul IX. Im folgenden werden wir FX mit einem Teilmodul

9

von IX identifizieren. Fir jede offene Menge U C X setzen wir

JU) = 1] IX
xeu

Auf diese Weise ist eine Garbe von GX-Moduln J definiert: fur je zwei offene Mengen

U und V von X mit U C V sei die Restriktion
IV) — I(U)
gerade die Abbildung, die auf den Faktoren IX mit x € U wie die Identitat und auf allen

anderen Faktoren wie die Null-Abbildung wirkt. Die Multiplikation ist in der
offensichtlichen Weise definiert:

OX(U) X J(U) — j(U)’ (S’{mX}XEU) ng {SXmX}XEU
Die Multiplikation mit s wirkt auf dem Faktor IX wie die Multiplikation mit dem Keim
s, vons im Punkt x. Eine alternative Beschreibung der Garbe J ist die folgende. Fur x

€ X versehen wir den einpunktigen topologischen Raum {x} mit der Strukturgarbe,
deren globale Schnitte den Ring OX,x bilden. Der Raum {x} wird so zum (lokalen)
lokal geringten Raum. Die naturliche Einbettung dieses Raums in X definiert zusammen
mit den naturlichen Abbildungen OX(U) _>OX,X einen Morphismus von lokal
geringten Raumen

jX:{x} — X.
Den Modul IX konnen wir als Modul uber der Strukturgarbe von {x} auffassen. Die

direkte Bildgarbe jx*(Ix) hat iber der offenen Umgebung U von x die Schnittmenge

P(U.j () =T(Gy (U, 1)=T({x} 1) =1
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Damit ist die Garbe J gerade das Pragarben-Produkt der Garben jx*(lx) und damit,

weil J eine Garbe ist, deren Garben-Produkt,

J=T1] _]X*(IX).
xeX
Fir jede offene Menge U C X betrachten wir die Abbildung

F(U) — 3U), s 15 () oo

die jeden Schnitt s von F uiber U auf die Familie von dessen Halmen S, e FX C IX

abbildet. Auf Grund es ersten Garben-Axioms sind alle diese Abbildungen injektiv. Sie
setzen sich zu einem injektiven Garben-Morphismus
Fy—17

zusammen, d.h. F 146t sich als Teilmodul des OX—Moduls J auffassen. Zum Beweis der

Behauptung reicht es zu zeigen, dall der Modul J injektiv ist. Dazu reicht es zu zeigen,
daf3 der Funktor

2.9): O -
HomOX(., J): OX Mod — Ab,

exakt ist. Nun ist J direktes Produkt der Funktoren jx*(Ix)’ d.h. Hom(9 (7, J) ist
X
direktes Produkt der Funktoren
) -1
Hom . (?,j ., ))=Hom (]X ?7,1).
OX x*FVx oX,x X

Es reicht also die Exaktheit der letzteren zu zeigen. Letzterer Funktor ist aber die
Zusammensetzung des Funktors

-1
It OX-Mod — OX,X-MOd’ Gp GX ,

welcher exakt ist, mit dem Funktor

OX,X_MOd —AbMp HomOX X(M, Ix)’

welcher exakt ist, weil IX nach Konstruktion injektiv ist. Insgesamt erhalten wir also

einen exakten Funtor.
3. Schritt. Die Kategorie ShX(Ab) der abelschen Garben auf dem topologischen Raum

X besitzt genuigend viele injektive Objekte.

Wir versehen den topologischen Raum X mit der konstanten Garbe Z (d.h. die Schnitte
dieser Garbe sind die lokal konstanten Funktionen auf den offenen Mengen von X mit

Werten in Z). Auf diese Weise wird (X, Z) ein geringter Raum. Die Kategorie Z-Mod
ist aber gerade die Kategorie der abelschen Garben auf X. Letztere besitzt also nach dem

zweiten Schritt gentigend viele injektive Objekte.
QED.

1.5 Bemerkungen zur Theorie der abgeleiteten Funktoren

1.5.1 Wiederholung: abgeleitete Funktoren

Sei F: C—D ein linksexakter Funktor abelscher Kategorien € und D. Die Kategorie C
besitze geniigend viele injektive Objekte.
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Dann exisiteren die rechtsabgeleiteten Funktoren R'F von F. Dies sind additive
Funktoren

RIF:C—D,i=0,1,2, ..
mit folgenden Eigenschaften.
i) RUF=F
(i) RIF(I) =0 fir i >0 und I injektiv.
(iii) Die Funktoren RiF bilden zusammen einen Funktor
RF: (kurze exakte Sequenzen von C) — (exakte Sequenzen von @)ZO

0—A’ —A—3A"—30 b ...—>RIF(A")—RIF(A)—sRIF(A™)—s...

von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von C in die Kategorie der
exakten Sequenzen von D, welche in nicht-negativen Graden konzentriert sind.
Genauer:

(a) Fur jede kurze exakte Sequenz
0—A"—>A—5A"—0

der Kategorie C gibt es Morphismen ot: RLFA” — R*IFA” von D, genannt

Zusammenhangshomomorphismen, derart daf3 die folgende Sequenz von D
exakt ist.
0

O/ 5 » 0 Oy Aoy O 1 1y A s
0—RYF(A")—RF(A)—RF(A”)—RIF(A" ) —s ... (1)

. . . .
..—RIF(A")—R'F(A)—R'F(A”)— R+ FA) —s ..

(b) Fur jeden Morphismus von kurzen exakten Sequenzen in C, d.h. fur jedes
kommutative Diagramm

0O—m A — A—A"—0

Ll

0— B —B —B”—0

in € mit exakten Zeilen ist das folgende Viereck in D fur jedes i exakt.
. ot .
RIF(A”) — R1+1F(A’)

. s
RIF(B”) — R1+1F(B’)
Mit anderen Worten zu jedem Morphismus von kurzen exakten Sequenzen gehort
ein Morphismus von kurzen exakten Sequenzen der Gestalt (1), d.h. ein
kommutatives Diagramm mit zwei exakten Zeilen der Gestalt (1).

Die Funktoren RIF : € — D und Zusammenhangshomomorphismen &1 sind durch die
angegebenen Eigenschaften bis auf naturliche [somorphie eindeutig bestimmt.

1.5.2 Zur Berechnung der Garben-Kohomologie

Seien F: C—D ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien, wobei ©C

gentigend viele injektive Objekte besize. Ein Objekt I von € heifit azyklisch bezuiglich F
oder auch F-azyklisch, falls
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RIF(D) = 0
gilt fur alle i >0. Injektive Objekte sind nach Definition der rechtsabgeleiteten Funktoren
F-azyklisch fur beliebige linksexakte Funktoren F.

Seien X ein beliebiges Objekt von € und

0— X — 10—l . (1)
kurz

00— X—I*
eine azyklische Auflosung von X, d.h. (1) sei eine exakte Sequenz mit P azyklisch
bezuglich F fur jedes j. Dann gibt es fur jedes j einen naturlichen Isomorphismus
RIF(X) = HI(F(I*)).
Dabei bezeichne I* den Komplex der P (ohne das Objekt X).

Bemerkung
Weil C gentigend viele injektive Objekte besitzt, gibt es fur jedes Objekt X sogar eine
injektive Auflosung (die insbesondere F-azyklisch ist).

Bemerkung
Im folgenden werden wir bei der Berechnung der Garben-Kohomologie die

verschiedendsten Funktoren vergleichen miissen. Dabei wird sich der Begriff des 9-
Funktors, der eine Variante des Axiomensystems fur die abgeleiteten Funktoren
darstellt, als niitzlich erweisen.

1.5.6 0-Funktoren

Seien € und D abelsche Kategorien. Ein 9-Funktor ¢ — D ist ein Funktor von der

Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von C mit Werten in der Kategorie der exakten
Sequenzen von D, welche in den nicht-negativen Graden konzentiert ist.

(kurze exakte Sequenzen von €) —» (exakte Sequenzen von D)O< deg

Genauer: ein 0-Funktor

T= (Ti)i>0 : C—D
besteht aus einer Familie von additiven‘ Funktoren
™C—D

zusammen mit einem funktoriellen Morphismus
fur jedes i=0 jede kurze exakte Sequenz

0—mA"—>A—A"—0 ey
in C, wobei die folgenden Bedingungen erfullt sind.
(1) Fur jede kurze exakten Sequenz (1) in C ist die folgende Sequenz in D exakt.

0
0, > 0 0, O 1, 0o
0 — TYA) — TY(A) — TV (A™) — TH(A’) —> ...

. . s

s THAY) — THA) — THA) — T (A —
(i1) Fur jeden Morphismus von kurzen exakten Sequenzen in €, d.h. fur jede
kommutative Diagramm in C mit exakten Zeilen

O— A —A— A" —0

Ll @

0— B " —B — B”—0
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sind die folgenden Diagramme fur alle i=0 kommutativ.
. .
TI(A”) — T1+1(A9)

Lol

. 8.
TI(B”) — T1+1(B ’)

1.5.7 Universelle 0-Funktoren

Ein 0-Funktor T = (Ti) 0 C — D heilit universell, wenn es fur jeden d-Funktor

i=
s _oly
T =(T )izO' C—D
und jeden funktoriellen Morphismus
{0. 19 _5 10

genau eine Familie von funktoriellen Morphismen

. T'—T!,i=0,
gibt, die mit den &' fur jedes i kommutieren und deren erster gerade das gegebene 0 ist.

Mit anderen Worten, jeder funtorielle Morphismus {0, 10 — 0 ist die Komponente

des Grades O eines eindeutig bestimmten Morphismus f: T — T’ von d-Funktoren.

Bemerkungen
(1)  Aus der Definition geht hervor, daf3 es fur jeden additiven Funktor

F:C—D
von abelschen Kategorien bis auf Isomorphie hochstens einen universellen 9-
Funktor T:€—D geben kann mitr ™=F

(i) Um die Existenz von d-Funktoren zu beweisen, benotigen wir ein Kriterium fur
die Universalitat eines d-Funktors. Wir werden sehen, daf3 0-Funktoren, mit der
Eigenschaft, annullierbar (Englisch ‘effaceable’) zu sein, automatisch universell
sind.

1.5.8 Annullierbare Funktoren
Ein addiver Funktor F: ¢ — D heift annullierbar, wenn es fur jedes Objekt A von €
einen Monomorphismus u: A — B gibt mit F(u) = 0. Er hei3t koannullierbar, wenn es

fur jedes Objekt A von € einen Epimorphismus u: B — A gibt mit F(u) = 0.

1.5.9 Universalitat der annullierbaren oJ-Funktoren

SeiT= (Ti)i>0: € — D ein 9-Funktor mit der Eigenschaft, daf jedes T miti >0
annullierbar ist. Dann ist T universell.
Beweis (vgl. Grothendieck, Sur quelques points d’algebre homologique, II, 2.2.1).

Zum Beweis benotigt man leicht veranderte Variante der Definition des d-Funktors, die
man auch als Verallgemeinerung verstehen kann: wir haben den Fall zu betrachten, dal3

die T fur gewisse i, die in einem Intervall liegen, sagen wir
1€ [ab],

definiert sind, wobei die Definition ansonsten dieselbe ist. Wir werden dann sagen, der
d-Funktor ist in den Graden a bis b definiert.

Zum Beweis der Behauptung reicht es, die folgende Aussage zu beweisen.
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Seien T = (T4, Ta+1) und T” = (T4, T’a"'l) zwei in den Graden a und a+1 definierte 0-
Funktoren mit Tatl annullierbar und
fa. 18 _5 18
ein funktorieller Morphismus. Dann gibt es genau einen Morphismus von d-Funktoren
f= @ th. T 1,

der im Grad a mit f* iibereinstimmt.

Wir haben fur jedes Objekt A von € den Morphismus
fa"'l(A): Ta+1(A) N T’a+1(A)
zu konstruieren. Dazu wiahlen wir einen Monomorphismus
wA—B

T+ 1

mit Ta"'l(u) = 0. Ein solcher existiert, weil annullierbar ist. Wir betten u in eine

kurze exakte Sequenz ein, sagen wir

u v
0—A—B—C—0
und betrachten das folgende zugehorige kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

a a a+1
Tam) Y o) O arlay T W patl (g,

l l l

a sd
By ) Ty O ratl(a)

Dabei sind die horizontalen Morphismen durch die d-Funktoren T und T gegeben, und
die beiden linken vertikalen Morphismen kommen von 2,

Wegen Ta+1(u) =0 ist 8% epimorph und wegen der Exaktheit der oberen Zeile gerade
der Kokern von T%(v). Die Existenz der rechten vertikalen Morphismus ergibt sich
damit aus der Universalititseigenschaft des Kokerns 2 (und der Kommutativitit des

linken Vierecks). Weil 8 epimorph ist, ist dieser Morphismus durch die
Kommutativitat des rechten Vierecks eindeutig festgelegt. Es ist gerade der gesuchte

Morphismus fat 1 (A).

Es ist nicht schwer zu zeigen, daf} dieser Morphismus nicht von der speziellen Wahl des
Moprhismus u abhangt. Der Beweis dieser Aussage ist tatsachlich eine Variante des
nachfolgenden Funktorialitatsbeweises.

Wir haben noch zu zeigen, daf sich die Morphismen fatl (A) zu einem funktoriellen
Morphismus fartl, patl — T3+ Jusammensetzen. Das ergibt sich durch Betrachten

eines Morphismus A — A und eines zugehorigen kommutativen Diagramm mit

1
exakten Zeilen

u \
0— A — B — C —0

Lol

u
0— A —5B —5C —0

1 1
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mit Ta"'l(u) = Ta+1(u1) = 0. Die Morphismen u und Uy existieren, weil Ta"'1

annullierbar ist. Als linken vertikalen Morphismus wahlen wir den vorgegebenen

Morphismus A — Al’ Wir ersetzen B1 durch die direkte Summe B@B1 und Uy durch

die Zusammensetzung mit der naturlichen Einbettung B1 — B@Bl. Als mittleren

vertikalen Morphismus konnen wir dann die naturliche Einbettung B — B(—DB1

wihlen. Der verbleibende Teil der beiden Zeilen ergibt sich dann aus der Forderung von
deren Exaktheit. Insbesondere ist v gerade der Kokern von u. Der rechte vertikale
Morphismus ergibt sich aus der Universalitatseigenschaft des Kokerns.

Die Funktorialitat des Morphismus fa+1(A) in A erhalten wir, indem wir die oben
betrachteten Diagramme fur die beiden Zeilen des letzten Diagramms untersuchen. Die

Unabhangigkeit von fa+1(A) von der speziellen Wahl des Morphismus u ergibt sich im
wesentlichen aus der Betrachtung des Spezialfalls, dal A — A1 der identische

Morphismus von A ist.
QED.

1.5.10 Abgeleitete Funktoren und universelle o-Funktoren

Seien F: € — D ein linksexakter Funktor von abelschen Kategorien und € eine
Kategorie mit genuigend vielen injektiven Objekten.

Dann bilden die rechtsabgeleiteten Funktoren von F einen universellen o-Funktor
RF = R'F),_: €—D mit ROF=F.

Umgekehrt ist jeder universelle 9-Funktor T = (Ti : C—D mit ™-F isomorph

)iZO
zum d-Funktor der rechtsabgeleiteten Funktoren von F.
Beweis. Nach Definition bilden die rechtsabgeleiteten Funktoren von F einen o-
Funktor. Fur jedes Objekt A von €  gibt es nach Voraussetzung einen
Monomorphismus

uA—B

mit B injektiv. Insbesondere ist RiF(B) = fur jedes i > 0, also auch Ri.F(u) = 0. Die RiF

sind also fur i > O annullierend. Damit ist der d-Funktor der R'F universell. Die
verbleibenden Aussagen ergeben sich aus der Universalitit dieses Funktors.
QED.

2. Die Kohomologie von Garben auf einem topologischen
Raum

2.1 Welke Garben

2.1.1 Welke Garben

Seien X ein topologischer Raum und F eine Garbe auf X. Dann heilit F welk’, wenn
deren Restriktionen samlich surjektiv sind.

Bemerkung

Welke Garben sind deshalb interessant, weil man sie, wie wir sehen werden, zur
Berechnung der Garben-Kohomologie verwenden kann.

> Englisch und Franzosisch ‘flasque’, Russisch ‘Bambit’.
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2.1.2 Eigenschaften welker Garben
(1) Fur welke Garben ist der globale Schnitt-Funktor exakt. Genauer, fur jeden

topologischen Raum X, jede offene Teilmenge U C X und jede kurze exakte
Sequenz von abelschen Garben auf X,

f
O—)F’—)FiF”—>O (D)

mit F* welk ist die Sequenz

f
0—TUF) S U P Y ru ) —o
exakt.
(i) Fur jede kurze exakte Sequenz abelscher Garben

f
O—)F’—)FiF”—>O

auf dem topologischen Raum X mit F’ und F welk ist auch F” welk.
(iii) Fur jede stetige Abbildung f: X —  topologischer Raume und jede welke
Garbe F auf X ist auch f_F welk.

(iv) Diskontinuierliche Schnitte. Sei F eine Garbe auf dem topologischen Raum X.

Fir jede offene Menge U C X setzen wir

A, B = 1] F,
xeU

Dies sind die Schnitte iiber U einer welken Garbe CO(F) auf X, die die Garbe F
als Teilgarbe enthalt. Sie heillt Garbe der diskontinuierlichen Schnitte von F. Jede
Garbe ist somit eine Teilgarbe einer welken Garbe.

(v) Direkte Limites. Seien X ein noetherscher topologischer Raum und (Fi 1 i

filtrierendes direktes System von welken Garben auf X. Dann ist auch der direkte
Limes

lim
— Fi
1€l
eine welke Garbe auf X.
(zu (1)-(iv), vgl. Aufgabe I1.1.16 im Buch von Hartshorne, zu (v), vgl. Hartshorne
II1.2.8, zur Forderung in (v) filtrierend zu sein, vgl. Schubert, Kategorien 14.6.6).
Beweis. Zu (i). Weil der Schnittfunktor linksexakt ist, reicht es zu zeigen, gy ist

surjektiv. Sei ein Schnitt von F” iber U vorgegeben.
s eI'(U, F).
Betrachten wir die folgende Menge.

M:={(V,s) I VC U,V offen, s € F(V) und g(s) = s”IV 3.

Es reicht zu zeigen, dal M ein Paar enthélt, dessen erste Koordinate gleich U ist. Wir
werden dazu das Zornsche Lemma auf M anwenden.

Die Menge M ist halbgeordnet bezuiglich der Relation

(V,t)= (W, ) édef V C W und ul, =t (& u ist eine Fortsetzung von t auf W).

\Y%
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Fur jede Kette {(Vi’ Si) | i€l} von Elementen aus M gibt es auf Grund des zweiten

Garben-Axioms fur F einen Schnitt s € F(Ui oI Ui)’ welcher jeden der Schnitte s

fortsetzt, d.h. die Kette besitzt eine obere Schranke in M.

SchlieBlich ist die Menge M nicht leer: Fur jedes x € U ist die zu (1) gehorige Sequenz
der Halme in x exakt. Es gibt deshalb eine offene Umgebung UX von X mit

xEU C U, U offen
X X

und einen Schnitt s(x) € F(UX), fur welchen der Keim in x das Bild s”X hat, d.h. s”
und g(s(x)) stimmen in einer Umgebung von x uberein. Indem wir Ux geeignet

verkleinern, erreichen wir, daf3
g(s00) = s7l;
X

gilt. Das Paar (UX, s(x)) liegt fur jedes x € U in der Menge M und insbesondere in M

nicht leer.
Wir haben gezeigt, M genuigt den Bedingungen des Zornschen Lemmas, enthélt also
ein maximales Elment. Sie jetzt

(V,s)
ein solches maximales Element. Es reicht zu zeigen, V = U. Angenommen, dies ist
nicht der Fall, d.h. V ist eine echte Teilmenge von U. Dann gibt es ein

x € U-V.
Die Bilder bei g der Schnitte s(x) und s haben dann dieselbe Einschrankung auf VﬁUX

wie s”, stimmen also dort iiberein. Deshalb gilt

S(X)IVﬂU - SIVﬂU € Ker(ngU )= Im(fVﬂU ).
X X X X
Es gibt einen Schnitt s> € F’(VﬂUX) mit

sIVmUX = s(X)IVmUX +1(s”) 2)
An dieser Stelle konnen wir jetzt die Voraussetzung verwenden, dal F* welk sein soll:
es gibt einen Schnit

s’EF (UX) mit s 'VDUX: s’.

Die Identitat (2) 1aBt sich deshalb in der Gestalt
slVmUX = (s(x) + f(s ))IVﬂUX

schreiben. Mit anderen Worten, die Schnitte s und s(x)+ f(s’) stimmen auf dem
gemeinsamen Teil ihrer Definitionsbereiche tiberein. Es gibt damit einen Schntt

S EF(VUUX) mit sIV=sund sIUX= s(x) + f(s”).

Das Bild dieses Schntts bei g hat die Einschrankungen
e®ly, =231 =g =57,

g(“s‘)IUX = g(E’IUX> = 8(S00H() = gSCOHeE(s) =87l +0 =571

X X
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Die Schnitte g(?) und s” von F” stimmen auf V | Ux uberein. Wir haben gezeigt, das

Paar

vuu_, S ) liegt in M.

Nach Konstruktion ist s eine Fortsetzung von s. Weil (V, s) maximal in M ist, kann
eine echte Fortsetzung nicht existieren, d.h. es ist

v=vUy Ux'
Das ist aber ein Widerspruch zur Wahl des Punktes x, der nicht in V aber in Ux liegt.

Dieser Widerspruch zeigt, daB U = V gilt, d.h. s ist ein Urbild von s” in F(U).

Zu_(ii). Seien U und V offene Teilmengen von X mit U C V. Betrachten wir das
kommutative Diagramm

1’
0—s F'(V) =% FV) 2% F(v) —0

Lo

f
0—s F'(U) 2% FU) 24 Fr(U) —0

abelscher Gruppen und Gruppen-Homomorphismen, dessen vertikale Pfeile die
entsprechenden Garben-Restriktionen sind. Die Zeilen dieses Diagramms sind, weil F’
welk ist, nach (i) exakt. Weil F* und F welk sind, sind die beiden Restriktionen links
surjektiv. Dann ist aber auch die rechte Restriktion als Zusammensetzung von
Surjektionen eine Surjektion. Wir haben gezeigt, F” ist welk.

Zu (iii). Die Aussage ist trivial, da die Restriktionen von f_F spezielle Restriktionen von

F sind.

Zu (iv). Die Elemente von CO(U, F) sind Familien (SX) von Keimen SXEFX. Man

xeU
kann sie auch als Funktionen

s:U—V F ==E,xp s
XEX X X
auf U mit Werten in der disjunkten Vereinigung E der Halme von F ansehen mit
s(x) € FX,

d.h. als nicht notwendig stetige Schnitte in den Etal-Raum
mE—X
der Garbe F. Damit erhalten wir eine Garbe CO(F) , deren Schnitte gewohnliche

Abbildungen und deren Restriktionsabbildungen gewohnliche Einschrankungen
gewohnlicher Abbildungen sind.

Fir jede offene Menge U C X ist die Abbildung
0
F(U) — C(U,F), s » (Sx)xEU’

die jeden Schnitt von F auf die Familie seiner Keime abbildet, wohldefiniert und
injektiv. Die Gesamtheit dieser Abbildungen bildet einen injektiven Garben-
Morphismus

F—s cO(F).
Die Garbe F wird auf diese Weise zu einer Teilgarbe von CO(F).
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Man kann die Situation auch wie folgt beschreiben: F ist die Garbe der stetigen Schnitte
in den Etalraum von F, und CO(F) ist die Garbe aller nicht-notwendig stetigen Schnitte
in diesen Etalraum. Die Garbe F ist so in naturlicher Weise eine Teilgarbe von CO(F).
Zu (v). (Hartshorne Lemma II1.2.8). Fur jedes i € I und jedes Paar offener Mengen U
und V mit
vCu

ist die Restriktion

F.(U) — F.(V). 3)

surjektiv. Wir gehen zum direkten lees uber und erhalten Abbildungen

lim k. (0) — 1M F v @)
1€l 1€1

Zeigen wir, diese Abbildungen sind surjektiv. Fur vorgegebenes

celmg )
1€1

gibteseiniElundeins € Fi(V)’ dessen Bild im direkten Limes gerade o ist. Weil Fi

welk ist, ist s die Einschrankung eines Schnittes t iber U,

s = tIV mitt € Fi(U)'

Betrachten wir das Bild T von t im direkten Limes und dessen Bild bei (4). Dieses Bild

wird aber reprasentiert durch das Bild von t bei (3). Es ist also gerade o. Wir haben
gezeigt, (4) ist surjektiv.
Wir haben damit gezeigt, da3 die Pragarbe auf X,

U|—>h_m>F(U) )

1€l
welk ist.

Zum Beweis der Behauptung reicht es somit zu zeigen, im Fall eines noetherschen
topologischen Raums X ist dies bereits eine Garbe (vgl. Hartshorne, Ubung I1.1.11).
Damit ist der Beweis von Eigenschaft (v) auf die nachfolgende Aussage zuruickgefiihrt.
QED.

Der direkte Limes von Garben auf noetherschen topologischen Raumen
Seien X ein noetherscher topologischer Raum und (Fi)i oI ein filtrierendes direktes

System von Garben auf X. Dann ist die Pragarbe auf X,

Up h_m> F. (U)
i€l
eine Garbe. Insbesondere gilt
rw. M )= ru, F)
1€l 1€l

fur jede offene Teilmenge U von X.
Beweis. Wir fixieren eine offene Menge U C X, eine offene Uberdeckung

u=U Ua
und zwei Schnitte

o0, TE En) F.(U) mit O| = rIU fur jedes a.
iel ! (1 o
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Wir haben zu zeigen, o = t. Weil X noethersch ist, konnen wir annehmen die
Uberdeckung ist endlich, sagen wir

U= Ua U..J Ua
1 r
Die Schnitte o und T kommen von Schnitten der Garben Fi' Weil das System der Fi

filtrierend ist, gibt es ein i € [ und Schnitte s, t € Fi(U)’ welche die Schnitte o bzw. T

reprasentieren. Wegen G|U = 'cIU kann man fur jedes feste o den Index 1 so erhdhen,
o a
dal} gilt
sIU = tIU .
o o

LaBt man o die endlich vielen ocv durchlaufen, so kann man erreichen, daf diese

Identitaten gleichzeitig fur diese endlich vielen a gilt. Die zugehorigen Ua bilden aber

eine Uberdeckung von U. Auf Grund des ersten Garbenaxioms ist deshalb s = t, also

auch o =t. Wir haben gezeigt, die Pragarbe (5) genuigt dem ersten Garben-Axiom.
Uberprifen wir das zweite Garben-Axiom. Wie bisher konnen wir annehen, daf die

Uberdeckung aus den endlich vielen Mengen Ua besteht. Fur jedes v sei ein Schnitt

v
c elMpuy )
vVioig Uoe,
gegeben, wobei
o | =0 | (D
% Ua ﬂUa uUa ﬂUa
v w v w
fur je zwei w und v gelte. Jedes o, wird reprasentiert durch einen Schnitt uiber Ua
%

eines Fj. Weil das System der Fj filtrierend ist und die Anzahl der o, konnen wir durch

VergroBern der Indizes erreichen, daf§ es fur alle Schnitte ein gemeinsames j gibt und
auBerdem noch j =i gilt. Fur jedes v gibt es also einen Schnitt
Sy e Fi(U(x ),
v

welcher den Schnitt o, reprasentiert. Wegen (1) sind die Bilder von

s | und s | inF(U MU )

vU,, ﬂUa wuU,, ﬂUa e, Ve,

v w v W

fur ein hinreichend groBes j wohldefiniert’ und gleich. Weil die Anzahl der v und w

endlich ist und das System der Garben filtrierend, konnen wir fur alle v und n ein
gemeinsames j finden und durch Vergroflern von i auch noch erreichen, daf3 j = 1 gilt,
d.h. es ist

SVIU AU und SMIU AU in Fi(U(x ﬂUa )
o o o o v u
v w v w

% weil das System der Garben filtrierend ist.
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Dann gibt es aber ein s € Fi(U) mit sIU =S, fur alle v. Bezeichne o das natiirliche
v
Bild von s in
lim
— F. (U)
i€l
Nach Konstruktion gilt dann
ol =natirliches Bild von sl in M0 F(U_ )
U U
A% v IEI V
= naturliches Bild vons in _5 F.(U )
Vel bt 9,
=0
Y
Wir haben gezeigt, die Pragarbe
Uk h_m> F.(U)
i€l

ist eine Garbe.
QED.

Als nachstes wollen wir zeigen, daf injektive Garben welk sind. Dazu benotigen wir die
Fortsetzung einer Garbe durch die O.

2.1.3 Exaktheit des direkten Limes fiur Garben abelscher Gruppen

Seien X ein topologischer Raum, I eine filterend halbgeordnete Menge und
lim
T) ShX(Ab)
die Kategorie der direkten Systeme abelscher Garben uiber I. Dann ist der Ubergang
zum direkten Limes,

lim . lim lim
— : = Shy (Ab) — Shy (Ab), (F). _ » 5 F.,

I 1 S
ein exakter Funktor.
Beweis. Wir betrachten eine direktes System von kurzen exakten Sequenzen

0—>F’i—>Fi—>F”i—>0,iEI,

von abelschen Garben auf X. Zu zeigen ist daf} die Sequenz

0 Mp _ limp _ Impe Lo
iel ! iel ! | 1

exakt ist, d.h. fur jeden Punkt x € X ist die Sequenz der Halme exakt,

0—)(—)1:’) —)(—)F) —)(—)F”) — 0.
ier X ier X% 1€l
exakt. Da der Ubergang zum Halm in x ein direkter Limes ist (und weil Limites

miteinander kommutieren), hat diese Sequenz die Gestalt

oM E) »ME) »mE) o

1€l X el X 1€l

Zum Beweis der Behauptung reicht es deshalb zu zeigen, daf} filtrierende direkte
Limites auf den abelschen Gruppen exakt sind, d.h. fur jedes direkte System uiber I von
exakte Sequenzen abelscher Gruppen

£. :
A A S A"PEL

ist die Sequenz
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lim o, > i p 1M,
1€l 1€1 1€1
Weil 11_m> ein additiver Funktor ist, gilt Im(f) C Ker(g). Wir haben die umgekehrte
i€l
Inklusion zu beweisen. Sei also
o € Ker(g).

Wir wahlen ein 1 € I und ein SEAi derart, da3 das naturliche Bild von s im direkten
Limes gleich o ist,

s reprasentiert O.
Weil o im Kern von g liegt, reprasentiert gi(s) das Nullelement im direkten Limes.

Durch Vergroflern von i erreichen wir, daf} sogar

g()=0
gilt. Dann gibt es aber ein s’EAi mit
fi(s )=s.
Das naturliche Bild von s’ im direkte Limes ist damit ein Element 0’ € 11_m> A’. mit
i€l

f(o’) =o.

Wir haben gezeigt, daB3 Im(f) = Ker(g) gilt, d.h. der direkte Limes uber I ist ein exakter
Funktor.

QED.

2.1.4 Fortsetzung’ einer Garbe durch 0
Seien X ein topologischer Raum, U C X eine offene Teilmenge

Uo X
die zugehorige offene Einbettung und F eine abelsche Garbe auf U. In dieser Situation
bezeichne ‘
IF
die Fortsetzung von F durch Null, d.h. die Garbe auf X, welche assoziiert ist zur
Pragarbe auf X,

F(V) falls VC U

0 sonst
Nach Konstruktion erhalten wir fur die Halme

FX falls x € U

P:VI—){

G,p, =
Fix 0 sonst

(weil Pragarbe und assoziierte Garbe dieselben Halme haben). Aus dieser Formel ergibt
sich die Existenz einer exakten Sequenz

O—)j'(FIU)—>F—>i*i'1F—>O )
fur jede abelsche Garbe F auf X, wobei
X-Uo X

die abgeschlossene Einbettung des Komplements von U bezeichnet (vgl. Hartshorne,
Algebraic geometry, Exercise 11.1.19).

" Extension by zero.
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Fur jede Garbe F auf U und jede Garbe G auf X hat man weiter einen natuirlichen
Isomorphismus
Hom (j'F, G) = Hom (F, j*G)
ShX ! ShU
d.h. der Funktor j, ist linksadjungiert zum inversen Bild j*.

Beweis. Mit den obigen Bezeichnungen kann man die linke Hom-Menge identifizieren
mit den Pragarben-Morphismen

H (P, G).

om
PShX

Ein Element dieser Hom-Menge ist gegeben durch eine Familie von Morphismen
P(V) — G(V)

die zusammen mit den Restriktionen kommutative Vierecke bilden, wobei V die offenen
Mengen von X durch lauft. Falls V nicht in U liegt, sind dies Nullabbildungen. Man

kann sich also auf offene Mengen V C U beschrinken, d.h. das Element ist gegeben
durch Morphismen
F(V) — G(V) mit VC U.
Solche Morphismen definieren aber gerlade Elemente von
Hom (F, Gl..) = Hom (F, j*G).
ShU U ShU
QED.

2.1.5 Beispiel: die injektiven O X-Moduln sind welk
Seien (X, (‘)X) ein geringter Raum und M ein injektiver OX—Modul. Dann ist M welk.

Beweis. Sei U C X eine offene Menge und bezeichne
1U—X
die naturlichen Einbettung. Wir definieren
OU 3=J!(OX|U).
Fur je zwei offene Teilmengen U, V von X mit
VCU

ist dann OV eine Teilgarbe von OU (und beide sind Teilgarben von O

Sequenz (1) nach der Definition von j ). Aus der exakten Sequenz

X’ vgl. die exakte
0—>OV—>OU—)OU/OV—>0

erhalten wir durch Anwenden des Funktors Hom(?, M), welcher exakt ist, weil M
injektiv sein soll, eine exakte Sequenz

Hom((‘)U, M) — Hom((f)V, M) — 0.

Nun ist aber
Hom(OU, M) = Hom(]!((‘)XIU), M)

— 13k
= Hom(OXIU,J M)
= Hom(OXIU, MIU)

= M(U).
Analog erhalt man
Hom(OV, M) = M(V).

Wir erhalten also eine exakte Sequenz
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M@U) — M(V) — 0.

Die Restriktionen von M sind also surjektiv, d.h. M ist welk.
QED.

2.1.6 Die Kohomologie welker Garben
Seien X ein topologischer Raum und F eine welke Garbe auf X. Dann gilt
H'(X, F) = 0 fur jedes i > 0.
Mit anderen Worten, die welken Garben sind azyklisch fur den Funktor
I'X, ?).
Insbesondere kann man die Auflosungen durch welke Garben zur Berechnung der
Garbenkohomologie verwenden.

Beweis (vgl. Hartshorne Proposition III.2.5). Wir betten die Garbe F in eine injektive
Garbe I ein und betrachten die zugehorige kurze exakte Sequenz

0—wF—0I—5G—0 (1)

mit G = Koker(F — I). Nach Voraussetzung ist F welk. Die Garbe I ist als injektive

Garbe ebenfalls welk. Dann ist aber auch G (vgl. die Eigenschaften welker Garben)
eine welke Garbe.

Weil F welk ist, erhalten wir durch Anwenden des globalen Schnittfunktors eine exakte
Sequenz

0 —I'X,F) —- I'X,)) —- I'X,G) — 0,
d.h.

0 —s HOXF) — HOx. ) — HOX,G) —s 0,

Durch Vergleich mit der langen Kohomologie Sequenz zu (1) sehen wir, der erste
Zusammenhangshomomorphismus mufl Null sein. Wir erhalten exakte Sequenzen

0 — HI(XF) — HI (X)) — HI(X,G)—>... )
und
.. — H(X,)) — H(X,G) — HIT X F) — HITL(X 1) —>... (3)
Weil I injektiv ist, gilt

Hi(X, 1) = 0 firi >0
Wegen (2) ist damit

H!(XF) =0,
und zusammen mit (3) folgt

HitL(X F) = HI(X,G) fur i > 0.
Nun ist aber auch, wie wir gesehen haben, auch G welk. Induktiv erhalten wir

HI(X.F) = 0 fur i > 0.
QED.

2.1.7 Vergleich der Kohomologie in ShX(Ab) mit der in (‘)X-Mod

Sei (X, OX) ein (lokal) geringter Raum. Dann sind die abgeleiteten Funktoren der
globalen Schnittfunktoren
I'x, ?): ShX(Ab) — Ab
und
I'X, ?7): OX-MOd — A-Mod

mit
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A =T(X, OX)
in natiirlicher Weise isomorph. Insbesondere besitzen die Kohomologie-Gruppen

HYX, F)
-Modul F die Struktur eines A-Moduls. Das gilt insbesondere fur

X = Spec A.

fur jeden OX

Beweis. Zur Berechnung der abgeleiteten Funktoren von
I'X, ?): OX-Mod — OX(X)-Mod
verwenden wir injektive Auflosungen in OX—Mod. Nun sind injektive Garben welk und
welke Garben sind azyklisch bezuiglich des ‘gewohnlichen’ globalen Schnittfunktors
I'X, ?): ShX(Ab) — Ab.
Die in OX—Mod berechnete Kohomologie stimmt also mit der ‘gewohnlichen’ iiberein.
QED.

2.2 Verschwindungssatz von Grothendieck

2.2.1 Verhalten der Kohomologie bei direkten Limites

Seien X ein noeterscher topologischer Raum und (Fi)i oI ein filtrierendes direktes

System von Garben abelscher Gruppen. Dann gilt fur jedes ganze n = 0

lim —_ lim

— H'(X, F) = H'(X, 5 F).

1€l 1€l

Beweis. Fur jede Garbe F von abelschen Gruppen haben wir eine exakte Sequenz

0— F— cYp),

wobei CO(F) die Garbe der diskontinuierlichen Schnitte von F bezeichne. Durch

Ubergang zu Kokern und Anwenden des Funktors 0 erhalten wir eine exakte Sequenz
0—F— c'F) — cl()

von abelschen Garben. Durch Wiederholen dieses Vorgangs entsteht eine exakte

Sequenz

0—F—d® —cre—-ce—..
wobei die Garben Ci(F) welk sind, d.h. wir erhalten eine welke Auflosung von F.
Wie schon bemerkt, héngt CO(F) funktoriell von F ab. Dasselbe gilt fur den
Monomorphismus F — CO(F) und damit fur die gesamte welke Auflosung
C*(F): 0 — VP — cl(F) — 2P — ...
von F. Insbesondere gilt
H"(X, F) = H( I'(X, C*(F)))

Speziell fur F = Fi und durch Ubergang zum direkten Limes erhalten wir

Im ynex, F) = I pex, C(F))
iel ! iel !

Man beachte, das gegebene direkte System der Fi ein direktes System
k
(C*FD) o
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von Komplexen welker Garben.

Weil der direkte Limes exakt ist auf der Kategorie der abelschen Gruppen, kommutiert
er mit dem Kohomologie-Funktor, d.h. es gilt

ImEn F) = HY M rx, cxEy) (1
i€l 1€1

Weil X ein noetherscher topologischer Raum ist, ist der direkte Pragarben-Limes

U|->h_m>r(U F)

1€l
eines direkten System gleich dem Garben-Limes (Hartshorne, Uberung II.1.11).
Insbesondere gilt

lim lim
I, — Fl) S I'X, F. )
1€l 1€l

Wir wenden dies auf (1) an und erhalten

Im xRy = HY(DX, I on ) @

1€] 1€1

Da der Ubergang zum direken Limes exakt ist, erhalten wir weiter eine exakte Sequenz

0— M I Or) — I clr) — M c2r) — .
iel ! i€l i€l i€l

Wie wir gesehen haben, sind direkte filtrierende Limites welker Garben auf einem
noetherschen topologischen Raum welk. Bei der obigen exakten Sequenz handelt es
sich also um eine welke Auflosung

0— Mg 5 I cx)
iel ! i€l

der Garbe

Mg .

é i

i€l
Damit gilt

HO(X, h_“}F ) = HY(T(X, 1M cx(Fy)) 3).
1€l 1EI !

Durch Vergleich von (2) und (3) erhalten wir die Behauptung.
QED.

Alternativer Beweis (unter Verwendung der d-Funktoren, vgl. Hartshorne I11.2.9).

Fur jedes 1 € I haben wir einen naturlichen Morphismus
F, —y im g
! iel !
und damit einen Homomorphismus
lim

H'X, F) — H'(X, S F).
1€l
Auf Grund der Universalititseigenschaft des direkten Limes erhalten wir einen

Homomorphismus

lim WX, F) — H(x, I R, 4)

1€l 1€l
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Wir haben zu zeigen, da} dies ein Isomorphismus ist.
1. Schritt: der Falln=0.
Fur n = 0 bekommt der Homomorphismus die Gestalt

I reX, F) — Tx, I R,

i€l i€l
Dies ist aber ein Isomorphismus, weil X ein noetherscher topologischer Raum ist, also

der direkte Limes

Ue M r, F)

1€l

in der Kategorie der Priagarben bereits der Garben-Limes ist h_rn) F (vgl. Hartshorne,
i€l

Ubung II.1.11).

Zum Beweis der Aussage, dafl (4) ein Isomorphismus fur beliebiges n ist, reicht es zu
zeigen, auf beiden Seiten von (4) stehen universelle 9-Funktoren.
2. Schritt. Auf beiden Seiten von (4) stehen 0-Funktoren
Wir betrachten die direkten Systeme abelscher Garben auf X iiber I. Diese bilden eine
abelsche Kategorie
i sh

— (Ab)

I X

Die exakten Sequenzen in dieser Kategorie sind direkte Systeme kurzen exakten
Sequenzen

0—>F’i—>Fi—>F”i—>0,iEL (5)
abelscher Garben auf X.

Wir betrachten die zugehorige exakte lange Kohomologie-Sequenz:
.. — HY(X, F)— HY(X, F)— HY(X, F?) — ..

Durch Anwenden des exakten Funktors h_m) erhalen wir eine exakte Sequez

=i
s Im opnex F)— Iim pnex, F)— Im g, . )— .
1€l 1€l 1€l

abelscher Gruppen. Damit ist gezeigt, auf der rechten Seite von (4) steht ein d-Funktor.
Indem wir auf (4) den direkten Limes anwenden, erhalten wir eine exakte Sequenz

llm P’ llm ]]m 99

= = G = i
von Garben abelscher Gruppen auf X. Die zugehorige exakte lange Kohomologie-

Sequenz
— HX I ) et My o I ) s

i€l i€l i€l
zeigt, auf der rechten Seite von (4) steht ein d-Funktor.

Wir haben noch die Universalitit der d-Funktoren auf den beiden Seiten von (4) zu
beweisen.

3. Schritt. Die 0-Funktoren auf den beiden Seiten von (4) sind universell.

Sei (Fi)i o1 ein direktes System von abelschen Garben auf X. Die naturlichen

Einbettungen

F. — CO(Fi)
setzen sich zusammen zu einem Monommorphismus von direkten Systemen abelscher
Gruppen
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0
Weil die Garben CO(Fi) welk sind, gilt
HY(X, CO(Fi)) = 0 fiar n > 0,

also .
I 11X, CO(F.)) = 0 fir n >0,
1€1
Wir haben gezeigt, die Funktoren auf der linken Seite von (4) sind fur n > 0
annullierbar. Sie bilden also einen universellen 9-Funktor.

Weil die Garben CO(Fi) welk sind, gilt dasselbe fur deren direkten Limes, d.h. es ist

HY (X, 1M O ) = 0 fiir n > 0.
i€l !
Damit sind auch die Funktoren auf der rechten Seite von (4) annullierber, d.h. auch sie
bilden einen universellen 0-Funktor.
QED.

2.2.2 Kohomologie direkter Bilder entlang abgeschlossener
Einbettungen

Seien X ein topologischer Raum und j:Y & X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
gilt fur jede abelsche Garbe F auf Y und jedes n = 0:

H(Y, F) = H"(X, j,F).
Beweis. Wir betrachten eine welke Auflosung von F auf Y, sagen wir

0 — F — C*(F).

Dann ist

0—j,F—j,C*F) (1)
eine welke Auflosung von j F auf X, denn:

1. Direkte Bilder welker Garben sind welk.

2. Fur x € X - Y sind die Halme der Sequenz (1) lauter triviale Gruppen.
Sie bilden also eine exakte Sequenz.
3. Furx € Y gilt (j F) = h_m) F(Y(U) =F_, und die analoge Identitit
X xeu X

besteht auch fur die C™(F) anstelle von F.
Damit gilt
H(X, j,F) = HY[(X, j,C*(F)) = HYI(Y, C*(F))) = H'(Y, B).
QED.

2.2.3 Schreibweise

Wenn wir eine Garbe F auf einem abgeschlossenen Unterraum Y <& X so behandeln,

als wire sie eine Garbe auf X, so meinen wir damit deren direktes Bild auf X (wobei
wir den Funktor j,, oft weglassen werden).

2.2.4 Verschwindungssatz von Grothendieck

Sei X ein noetherscher topologischer Raum der Dimension
dim X =n.
Dann gilt
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H{(X, F) =0
fur jede abelsche Garbe F auf X und jedes i > n.
Beweis. Wir fuhren die folgenden Bezeichnungen ein. Fur jede abgeschlossene
Teilmenge Y C X setzen wir
wobel j: Y & X die naturliche Einbettung bezeichne und FIY = j'lF sei. Analog setzen

wir fur jede offene U C X Teilmenge
FU = ll(FIU)’

wobei i: U & X die naturliche Einbettung bezeichne.
Fur Y abgechlossen in X haben wir insbesondere eine exakte Sequenz

0—>FU—>F—>FY—>OmitY:=X-U. (D

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der Dimension n von X.

1. Schritt. Reduktion auf den Fall X irreduzibel.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl der irreduziblen Komponenten
von X (und nehmen an, die Behauptung gilt, wenn diese Anzahl gleich 1 ist). Sei

YCX
eine irreduzible Komponente von X. Auf Grund der exakten Sequenz (1) und der
zugehorigen langen Kohomologie-Sequenz reicht es zu zeigen,
H'(X, F()) =0 und H'(X, F,) = 0 fiar i >n.

Die zweite Identitét besteht, weil Y irreduzibel ist (und wegen 2.1.9). Zum Beweis der

ersten Identitit betrachten wir die Garbe
Fyg

Weil U abgeschlossen ist, ist dies auf Grund der exakten Sequenz (1) eine Faktorgarbe

von F_ .. Fur deren Halme erhalten wir

U
((FU)I_J)X = (FU)X furx € U
| ((FU)I_J)X =0= (l':U)x fur x € U
Mit anderen Worten, es gilt (FU)G = FU’ also

i i B
H'(X, ) = HX, (F)p)-

Nach 2.1.9 konnen wir die rechte Seite als Kohomologie einer Garbe auf U auffassen.

Da U weniger Komponenten als X besitzt, folgt die Behauptung des ersten Schritt auf
Grund der Induktionsvoraussetzung.

2. Schritt. Der Fall, daB X irreduzibel von der Dimension 0 ist.®

Ist x der einzige Punkt von X so gilt nach Definition des Halms einer Garbe

I'X, F) = FX .
Insbesondere ist der globale Schnittfunktor auf X exakt. Aus der Formel fur die
Berechung der Kohomologie mit Hilfe einer injektiven Auflosung
0—F—I*¥
von F erhalten wir . '
H!(X, F) = H('(X,I1*)) =0 furi >n = 0.
Die Behauptung des zweiten Schnitts ist damit bewiesen.

¥ Weil X von der Dimension 0 ist, sind alle Punkte abgeschlossen. Die Anzahl der Punkte von X ist
endlich, weil X noethersch ist. Weil X irreduzibel ist, ist besteht X als Menge aus nur einem Punkt.
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3. Schritt. Reduktion auf den Fall, daB3 F eine Teilgarbe einer Garbe der Gestalt Z
Wir nehmen an, X ist irreduzibel von der Dimension n > 0. Bezeichne
5= VUQX offen F(U)

die disjunkte Vereinigung aller Schnittmengen von F (d.h. S ist die Menge aller Schnitte
von F). Weiter sei

ist.
U

T

die Menge aller endlichen Teilmengen von S. Fur jedes a&€T seil weiter

F
o

die von den Schnitten von o erzeugte Teilgarbe von F. Mit anderen Worten, fur jede

offene Teilmenge V C X betrachtet man alle Schnitte von o, deren Definitionsbereich

die Mengen V enthilt, schrankt diese Schnitte auf V ein und nimmt die von diesen
Einschrankungen erzeugte Untergruppe von F(V). Auf diese Weise ist eine Teil-
Pragarbe von F definiert. Das naturliche Bild der zugehorigen Garbe in F bezeichnen

wir mit Fa' Der Halm in x € X von Fa wird als Untergruppe von FX erzeugt von den

Keimen der Schnitte von a, die in einer Umgebung von x definiert sind. Insbesondere
gibt es einen Epimorphismus abelscher Garben
@sEoc ZUS — Foc

wobei US den Definitoinsbereich des Schnittes s bezeichne der Schnitt 1 € ZU (US)
S

des s-ten direkten Summanden in den Schnitt s € Foc(Us) abgebildet wird.’

Nach Konstruktion bilden die F, ein direktes System, und es gilt'’
lim

F = — F N
o O
also, weil X noethersch ist, .
Hix, F) = M Hix F ).
o o

Es reicht zu zeigen
HY(X, Fa) =0 fur i > n und jedes aET.
Fur jedes a€T und jede Teilmenge o’ von o betrachten wir die exakte Sequenz

0—F,—F —G—0.
o o

Dabei wird die Garbe G = Fa/Fa, von #(a-a’) Schnitten erzeugt. Durch Betrachten der

zugehorigen langen Kohomologie-Sequenz reduzieren wir den Beweis der Behauptung
auf den Fall, daf} die Garbe F von nur einem Schnitt erzeugt wird, d.h. auf den Fall,

daB es eine offene Menge U C X und eine exakte Sequenz
Ly—F—0

gibt. Bezeichne R den Kern des linken Morphismus, und betrachten wir die kurze
exakte Sequenz

? Zum Nachweis der Epimorphie betrachte man die induzierten Abbildungen auf den Halmen.
10 Bereits der Pragarben-Limes der FOL ist gleich F.
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0—R— ZU —F—0.
Mit Hilfe der zugehorigen langen Kohomologie-Sequenz sehen wir, es reicht, die

Behauptung fur die Spezialfalle

F=fRundF=ZU

zu beweisen. Damit haben wir den Beweis der Behauptung auf den Fall, dal F eine
Teilgarbe einer Garbe der Gestalt ZU ist zurickgefuhrt.
4. Schritt: Reduktion auf den Fall, daf3 F = ZU ist.

Sei R eine Teilgarbe von Z .. O.B.d.A. konnen wir annehmen, R # 0. Fur jeden

U
Punkt x € U ist der Halm IRX eine Untergruppe von (ZU)X = 7Z und ist nicht fur alle x

trivial. Sei d die kleinste von Null verschiedene naturliche Zahl, die in einer ger
Untergruppen ﬂ%x vorkommt. Dann gibt es eine offene Teilmenge

vCu
derart, dal R uber V von d erzeugt wird, d.h.

— e 11
RIV—d ZUIV.

Insbesondere ist JQV = ZV. Wir erhalten eine exakte Sequenz

0—>ZV—>fR—>9Q/ZV—>O. (2)

Die Halme der Faktorgarbe rechts sind Null aulerhalb der abgeschlossenen Teilmenge
X-V

von X. Weil X irreduzibel ist, hat diese Menge eine Dimension < n. Wie im ersten

Schritt (mit F = ZR/ZV anstelle von FU) sehen wir auf Grund der

Induktionsvoraussetzung bezuglich der Dimension, daf}
Hi(X, RIZ,) =0 firizn
gilt. Die lange Kohomolgiesequenz zu (2) reduziert den Beweis der Behauptung
Hi(X, R) =0 furi>n
auf den Fall R = ZV.

! Jedenfalls gibt es eine offene Umgebung V C U des betrachteten Punktes x mitd € R mit
X
derwv)C ZU(V) =7

(man beachte, X ist irreduzibel). Als Untergruppe von Z ist R(V) endlich erzeugt,
sagen wir
R(V) = <S o

Jedes s, stimmt in einer Umgebung von x mit einem Vielfachen von d uberein. Nun ist

S >
n

R eine Teilgarbe von ZU, und auf U stimmt ZU mit der konstanten Garbe Z Uberein. die

Restriktionen letzterer auf dem irreduziblen Raum U sind Isomorphismen. Deshalb sind
die Restriktionen der Teilgarbe iRIU injektiv. Mit anderen Worten, die s, sind bereits

selbst Vielfache von d. Wir haben gezeigt R(V) = deZ. Dieselbe Argumentation,

angewandt auf die offenen Teilmengen von V zeigt, ZRIV = d-ZUIV.

Durch Verkleinern von V erreichen wir R(V) = d*Z und RIV = d-ZUIV.
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5. Schritt: Der Fall F = ZU mit U C X nicht leer und offen.
Wir setzen Y := X - U und betrachten die kurze exakte Sequenz

0 —%2Z,,—72Z—7Z,—0.
Weil X irreduzibel ist, gilt

U Y

dimY <dim X =n.
Nach Induktionsvoraussetzung bezuglich der Dimension von X (und wegen 2.9) folgt

HI(X, Z,) =0 firi>n.
Nun ist Z als konstante Garbe auf einem irreduziblen Raum X welk, d.h. es gilt auch

HY(X, Z) = 0 firi=n (>0).
Die Behauptung ergibt sich damit aus der langen Kohomologie-Sequenz.
QED.

2.2.5 Beispiel

Seien k ein Korper, X = All( die affine Gerade uiber k und P, Q € X zwei verschiedene
abgeschlossene Punkte von X. Dann gilt
Hl(X, Zy) # Omit U:=X - {P, Q}.

Der Satz von Grothendieck gilt damit im allgemeinen nicht fur i = dim X.
Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

0—Zy; —Z—Z,—0mitY =X-U={PQ}.

und die zugehorige lange Kohomologie-Sequenz
(X, 7) — HO(X, Zy) — Hl(x, Zy) — Hl(X, 7)
Die konstante Garbe Z ist auf dem irreduziblen Raum X welk. Ganz rechts steht also
Null. Entsprechend steht ganz links die Gruppe Z. Die Sequenz bekommt die Gestalt
Z — HOX, Z) — H(X, Z,) — 0
Weiter ist
HOX, 2,) =H(Y, Z,) = HO(Y, 2) = 20
Das rechte Gleichheitszeichen besteht, weil Y aus zwei abgeschlossenen Punkten
besteht. Die exakte Sequenz bekommt so die Gestalt
Z—>Z@Z—>H1(X,ZU)—>O.

Der linke Morphismus kann unmoglich surjektiv sein. Die Surjektion in der Mitte ist
deshalb unmoglich 0. Also ist Kohomologie-Gruppe von Null verschieden.
QED.

Bemerkung
Das Beispiel la3t sich auf den Fall beliebiger Dimensionen verallgemeinern (vgl.

Hartshorne, Algebraisc geometry, Ubung II1.2.1(b)). Der Beweis ist jedoch sehr viel
aufwandiger.

2.2.6 Beispiel
Seien k ein Korper, X := X0 .= AE der affine Raum uber k,
H.,. X CX

n

0
Hyperebenen in allgemeiner Lage und

U:=U'=x"- (HyU .. U H) fur i =0,...n.
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Wir schreiben auflerdem
Ul = XD
Es gilt
HP(X", 2, ) # 0 furi=n,dh U= Uy

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n, wobei wir simultan weitere
Aussagen beweisen. Genauer, wir zeigen durch Induktion nach n,

1. Hx Z,) =2 furj=0Oundi=-I.

2. B Z,) =0 firj=0undi=0..n.

3. Hj(X, ZU) =0 furO<j<nundi=-1,..n.
4. Hj(X, ZU) =0 furj=nundi=0,..,n- 1.

5. HJ(X,ZU) #0 fiarj=nundi=n.

Ein Teil dieser Aussage ist trivial. So gilt zum Beispiel
0 -
HY(X, Z) =7 (1)

weil die qube 7, eine konstante Garbe auf einem irreduziblen Raum ist. Weiter ist
WX, z) =0firj>0 )

weil die konstante Garbe Z welk ist auf dem irreduziblen Raum X. Weiter ist

HY(X?, ZX_Y): 0 fur dim Y=n-2, n = 2, Y lokal abgeschlossen, 3)

denn auf Grund der exakten Garben-Sequenz

0—>ZX_Y—>Z—>ZY—>O

auf X (und weil Z welk ist) gilt
N N _ gn-1,n —
H (X ,ZX_Y)_H X ,ZY)—O.
Das zweite Gleichheitszeichen gilt dabei auf Grund des Dimensionssatzes von
Grothendieck. SchlieBlich ist

HO(Xn, ZX_Y)z 0 fur Y # O lokal abgeschlossen, 4)

denn ZX—Y ist eine Teilgarbe der konstanten Garbe Z, d.h. es gilt

0,~n 0,0 _
HY (X ,ZX_Y)QH X" Z)="1.

Insbesondere ist ein Schnitt bereits Null, falls einer seiner Halme Null ist. Fur x € Y ist
aber (ZX—Y)X =0, d.h. es gilt (4).
DerFalln = 1.
Im Fall n = 1 wurde Aussage 5 bereit in 2.2.5 bewiesen. Aussage 3 ist gegenstandslos.
Aussage 2 ist ein Spezialfall von (4). Aussage 1 ist ein Spezialfall von (2). Es bleibt
also Aussage 4 zu beweisen. Diese ergibt sich in Analogie zu 2.2.5 aus der exakten
Sequenz

0—>ZU—>Z—>ZY—>OmitY:=X-U={P}

und der zugehorigen langen Kohomologie-Sequenz
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HOX, 2 ) —HOX, 2) — HOX, Zy) — H'(X, Zy) — H'(X, 2)
welche genauer die Gestalt
0 —Z — HO({P}, 2) — H'(X, Z; ) — 0

hat. Die Gruppe in der Mitte hat ebenfalls die Gestalt Z, und die Injektion links ist
gerade die Einschrankung der Schnitte iber X auf Y = {P}, d.h. diese ist auch
surjektiv. Damit gilt

1 -
H (X, ZU) =0,

und Aussage 4 ist im Fall n = 1 ebenfalls bewiesen.

Der Falln > 1.

Aussage 1 ergibt sich aus (1) und Aussage 2 aus (4). Es bleiben die Aussagen 3-5 zu
beweisen. Dazu betrachten wir die folgende exakte Garben-Sequenz auf X.

00— ZU. — ZU. — ZU. v 0.
1 1-1 -1 1
Man beachte, es gilt
Ui Y =Ui - U -H
=Y,

=H.-(H, U..u H )
=H. - ((HiﬂHO) U..U (HiﬂHi_l))

Die lange Kohomologie-Sequenz zu dieser Sequenz hat die folgende Gestalt
Hlxz  —lx™z a1 (5)
U. U.
1-1 i-1
—HXZ )Xz, =Bz )
Ui Ui—l U4

Zu Aussage 4.
Unter den Bedingungen von Aussage 4 haben die Gruppen von (5) die folgende

Gestalt. Die zweite Gruppe (von links) ist nach Induktionsvoraussetzung bezuglich n
gleich Null,

w-lx®lz n1) =o

U.
-1
(im Fall i = 0 auf Grund von (2)). Die letzte Gruppe von (5) ist nach dem
Dimensionssatz von Grothendieck gleich Null,
Joyen-1 ) _

HI(X ’ZU?_ 11) 0.
Damit gilt (mitj=n> 1) ‘

H (X,ZUi) H (X,ZUH) ..=H (X,ZU_1
(das letzte Gleichheitszeichen gilt nach (2)). Damit ist Aussage 4 bewiesen.
Zu Aussage 3.
Unter den Bedingungen von Aussage 3 ist die letzte Gruppe von (5) gleich Null (im Fall
j < n-1 nach Induktionsvoraussetzung bezuglich n, im Fall j = n-1 nach
Induktionsvoraussetzung bezuiglich n und Aussage 4). Man beachte im Fall i = 0 ist dies
eine Folge von Aussage 2.

Joxen-1 ) _
H/(X ’ZU?_ll) 0.

)= H(X,Z) =0
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Zum Beweis von Aussage 3 reicht es damit zu zeigen, dal3 der Homomorphismus in (5)
ganz links surjektiv ist. Denn dann ergibt ist Aussage 3 nach denselben Schliissen wie
beim Beweis von Aussage 4. Beweisen wir also die Surjektivitit des linken
Homomorphismus in (5).

Im Fall 1 < j ist die zweite Gruppe in (5) gleich Null (nach Induktionsvoraussetzung
bzgl. n bzw. nach (2)), der Homomorphismus ist trivialerweise surjektiv.

Im Fall j=1und i = 1 ist die zweite Gruppe in (5) ebenfalls gleich Null (nach (4)).

Im Fall j = 1 und i = 0 hat der linke Homomorphismus von (5) die Gestalt

HOx,Z)—HO(x™"! 7)

und besteht gerade aus der Einschrankung der Schnitt itber X auf den Unterraum X" 1
Dies ist ein surjektiver Homomorphismus, d.h. die Aussage von (3) gilt auch in diesem
Fall.

Im verbleibenden Fall j =0 und i = -1. Gilt Aussage 3 nach (2).

Zu Aussage 5.
Nach Voraussetzung gilt j = n und 1 = n. Wir haben zu zeigen, die dritte Gruppe von (5)

ist von Null verschieden. .
HJ(X,ZU )  #0.

i
Nach Aussage 4 ist die dritte Gruppe von (5) gleich Null. Nach Aussage 3 ist die erste
Gruppe in (5) gleich Null. Wir haben also eine exakte Sequenz

0 —H1x" 7 n1) S HXZ )—0
Ul U,

Es reicht also zu zeigen, daf3 die zweite Gruppe in (5) von Null verschieden ist. Das ist
aber nach Induktionsvoraussetzung der Fall.
QED.

2.3 Kohomologie mit kompakten Trager

2.3.1 Definition

Seien X ein topologischer Raum, Y C X ein lokal'? abgeschlossener Unterraum und F
eine abelsche Garbe auf X. Wir bezeichnen mit

FY(X, F) .= {s €I'(X, F) | supp(s) C Y}

die Untergruppe der globalen Schnitte von F mit Tréager in Y. Dabei sei der Tréiger eines
Schnitts s definiert als die Menge

supp(s) := {x € X | S #Z 0},

der Punkte, in denen der Schnitt einen von Null verschiedenen Keim besitzt.
Bemerkung

Der Trager supp(s) eines Schnitts s von F ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.
Beweis. Liegt ein Punkt x nicht im Trager von s, so gilt S = 0, d.h. der Schnitt ist

Null in einer Umgebung von x. Es liegt also eine ganze Umgebung aufBerhalb des
Tragers. Das Komplement von supp(s) ist somit offen, d.h. supp(s) ist abgeschlossen.
QED.

'2 zu jedem Punkt gibt es eine Umgebung U derart, da8 Y( U abgeschlossen in U ist, d.h .Y ist

Durchschnitt einer offenen mit einer abgeschlossenen Teilmenge von X.
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2.3.2 Eigenschaften von FY(X, F)

Seien X ein topologischer Raum, Y C X eine lokal abgeschlossene Teilmenge von X
und F eine abelsche Garbe auf X. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(@)

(i)

(iii)

@v)

v)
(vi)

(vii)

Fur jede offenen Teilmenge U von X mit
YCUCX
gilt
FY(X, F) = I‘Y(U, FIU).
Genauer, die Einschrankung auf U,
er(Xa F) S FY(U, FIU), Sk SIU ’
ist bijektiv.
Der Funktor
2)-
FY(X, )): ShX(Ab) —> Ab,F b I‘Y(X, F),

ist linksexakt.
Der i-te rechtsabgeleitete Funktor wird mit

Hy(X, F) = R'T, (X, F)

bezeichnet und heillt i-te Kohomologie X mit Trager in Y und Koeffizienten in der
Garbe F.
Fur jede kurze exake Sequenz von abelschen Garben auf X, sagen wir

0—>F’—>Fi>F”—>O,
mit F” welk ist die zugehorige Sequenz
0 = I (XF) —=T,XF—TI,XF)—0
exakt.

Es gilt HIY(X, F) = 0 fur 1 > O fur jede abelsche welke Garbe F, d.h. welke

Garben sind azyklisch bezuglich der Kohomologie mit Trager in Y.
Fur jede abelsche welke Garbe F auf X und jede abgeschlossene Teilmenge

YCX
ist die zugehorige Sequenz
0— FY(X, F) - TX,F) -TIX-Y,F)—0
exakt. Dabei steht links die naturliche Einbettung und rechts die Einschrankung
der Schnitt auf X - Y.

Mit U := X - Y besteht fur jede abelsche Garbe F auf X und jede abgeschlossen
Teilmenge

YCX
eine exakte Sequenz

0 i
0 — Hy(X, H) — H)X, F) — H)U, F) — Hy(X.H—>-...

- — HY(XF)— HIX, F) — H(U, H—HY (X H—s ...

(viii) Ausschneidungssatz (Excisition). Sei V eine offene Teilmenge von X, welche die

abgeschlossene Teilmenge Y enthilt,
YCVCX
Dann bestehen fur jede abelsche Garbe auf F natiirliche Isomorphien
i i
Hy (X, F) = Hy(V, FIV)
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Beweis. Zu (i). Wir betrachten zunéchst den Fall, da3 'Y abgeschlossen ist in X.

Die Abbildung p_ist injektiv: sei s ein Element aus dem Kern der Abbildung. Dann gilt
sIU =0 und SIX-Y =0.
Die zweite Identitat ergibt sich dabei aus der Annahme, daf} der Trager von s ganz in Y
liegt. Aus den beiden Identititen und aus Y C U, d.h.
UUX-Y)=X,
ergibt sich damit aber nach dem ersten Garben-Axiom s = 0.

Die Abbildung p_ist surjektiv: sei s € FY(U, FIU). Dann gilt, weil der Tréager von s in

Y liegt
Yo xv) =y == % A x-v)
wobei die Null ganz rechts den Nullschnitt von F uber X-Y bezeichne. Nach dem
zweiten Garben-Axiom gibt es einen Schniit
t € F(U U (X-Y)) = F(X)
mit tIU =sund th-Y = 0. Auf Grund der zweiten Identitét liegt der Trager von tin Y,
d.h.

tET (X, F),

und auf Grund er ersten Identitit ist das Bild von t in FY(U, FIU) gleich s. Die

Behauptung ist damit im Fall Y abgeschlossen bewiesen. Betrachten wir jetzt den
allgemeinen Fall.

Injektivitat der Abbildung p_im allgemeinen Fall. Sei s ein Element aus dem Kern der
Abbildung und sei Z die abgeschlossene Menge

Z :=supp(s) C Y.
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ.
FZ(X,F) — FZ(U,FIU)

| l 0
Ty (X.F) — [ (UFI )

Dabei sollen die vertikalen Pfeile die naturlichen Inklusionen bezeichnen. Man beachte

die beiden linken Gruppen sind Untergruppen von I'(X,F) und die beiden rechten

Gruppen Untergruppen von I'(U, F). Die beiden horizontalen Pfeile sollen fur die
Einschrankung auf U stehen. Nach Wahl von Z liegt der Schnitt s in der linken oberen
Gruppe. Sein Bild in der rechten unteren Gruppe ist Null. Weil die vertikalen
Abbildungen injektiv sind, ist das Bild von s in der rechten oberen Gruppe Null. Auf
Grund des bereits behandelten abgeschlossenen Falls ist die horizontale obere
Abbildung injektiv. Deshalb ist s = 0.

Surjektivitat der Abbildung p_im allgemeinen Fall. Sei
s E FY(U, FIU)

vorgegeben. Wir setzen
Z :=supp(s) & Y
und betrachten das zugehorige kommutative Diagramm (1). Nach Wahl von Z liegt s in

der rechten oberen Gruppe. Auf Grund des bereits behandelten abgeschlossenen Falls
ist die obere horizontale Abbildung surjektiv, d.h. es gibt ein
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te FZ(X, F) mit tIU =s.

Wegen Z C Y liegt t auch in der linken unteren Gruppe.
Zu (i1). Wir schreiben
FY(F) = FY(X, F).
Sei eine kurze exakte Sequenz abelscher Garben auf X gegeben, sagen wir

0—>F’—>Fi>F”—>O.
Wir haben die Exaktheit der zugehorigen Sequenz

s (p 'LP 99
0— FY(F ) — FY(F) — FY(F ).
der globalen Schnitt mit Trager in Y zu beweisen.

Nun ist FY ein Teilfunktor des globalen Schnittfunktors I'. Weil I' Monomorphismen in

Monomorphismen uberfuhrt, gilt dasselbe auch fur FY (p = FY(D ist die

Einschrankung der Injektion I'(f) und damit auch injektiv). Weil FY ein additiver

Funktor ist, gilt
Yo =T, (2)°Ty () =T (goh) =T, (0) =0,
also
Im(p) C Ker(y).

Sei jetzt s € Ker(y). Dann liegt s auch im Kern von I'(g), also im Bild von I'(f). Es gibt

einen globalen Schnitt s> € I'(X, F’) dessen Bild in I'(X, F) gleich s ist. Weil f injektiv
ist, ist auch die induzierte Abbildung auf den Halmen injektiv. Deshalb gilt

supp(s’) & supp(s) (& Y),
d.h. s’ liegt in FY(F’) und hat das Bild s. Wir haben gezeigt,
Im(¢) = Ker(y).
Zu _(iii). Weil ShX(Ab) genugend viele injektive Objekte besitzt, sind die

rechtsabgeleiteten Funktoren des Funktors von (ii) wohldefiniert.
Zu (iv). Es reicht die Surjektivitiat der Abbildung

I (X, F) — T (X, F) )

zu beweisen. Die Exaktheit an den anderen Stellen ergibt sich aus der
Linksexaktheitsaussage (ii). Wir betrachten zunéchst den Fall, da3 Y abgeschlossen ist.
Surjektivitat von (2) im Fall Y abgeschlossen in X. Sei

$* ET(X, F).

Weil F’ welk ist, gibt es einen globalen Schnitt A= I'(X,F) mit g(?) = s”. Weil der
Trager von s” ganz in Y liegt, gilt

g(s), =", =0
fur jedes x € U :=X - Y, d.h. es ist

g(s1 ) =g(; =0.
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Damit gibt es einen Schnitt s e F’(U) mit f(?’) =5l . Weil F* welk ist, gibt es auch

U

einen Schnitt s € F*(X) mit s’l. . = ’;’, also

U
f(s )IU =1(s IU) =f(s’)=s IU’

Wir setzen

si=s - f(s’).

Wie gerade gezeigt ist dann die Einschrankung von s auf U gleich Null, d.h. der Trager
von s liegtin Y =X - U,

sET(X, F).

AuBerdem ist g(s) = g(s - £(s7)) = g(5) - g(f(s’)) =s” -0 =",
Surjektivitat von (2) im allgemeinen Fall. Wir betrachten einen vorgegebenen Schnitt

s ETy(X, F)

und setzen
Z :=supp(s) (CY).
Analog zum Diagramm (1) besteht dann ein kommutatives Diagramm

I',(X.F) — I'(X.F”)

l l 3)
FY(X,F) —_— FY(X,F”)

dessen obere Zeile, wie gerade bewiesen surjektiv ist. Nach Wahl von Z liegt s in der
rechten oberen Gruppe, hat also eine Urbild t in der linken oberen Gruppe,

te FZ(X, F), g(t) =s.

Wegen Z C Y liegt aber t auch in der linken unteren Gruppe.
Zu (v). Wir betrachten eine kurze exakte Sequenz

0—F—51—5G—0
mit I injektiv. Dann ist I welk und mit F und I auch G. Wegen (iv) erhalten wir eine
exakte Sequenz

1 1
0— HY(X, F)— HY(X, DHD— ..

) . . .
.. — Hy (X, ) — Hy (X.G)—Hy(X.F) — Hy (X.D—>...
Weil I injektiv ist, folgt
1 i i-1
Hy(X, F) = 0 und Hy(X.F) = Hy (X,G)
also induktiv
Hy(X.F) = 0 fur i > 0.

Zu (vi). Die Einschrankung eines Schnitts auf X-Y ist genau dann gleich Null, wenn
sein Trager in Y liegt. Deshalb ist die Sequenz in der Mitte exakt (ohne die Annahme,
dal} F welk sein soll). Die Exaktheit an der linken Stelle besteht ebenfalls trivialerweise
(ohne die Annahme, daf} F welk sein soll). Die Surjektivitat des rechten Morphismus
folgt aus der Welkheit von F.

Zu (vii). Wir betrachten die kanonische Auflosung von F durch welke Garben

0 — F — C*(F).
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Fur jedes i schreiben wir die kurze exakte Sequenz von (vi) fur die Garbe Ci(F) auf,
0 —T' (X, C!(F)) — I'X, C'(F)) — I'(X - Y, C'(F)) — 0

Diese kurzen exakten Sequenzen setzen sich zu einer kurzen exakten Sequenz von
Komplexen

0 — I (X, C*(F) — (X, C¥(F)) — I'(X - Y, C*(F)) — 0

zusammen. Nach (v) kann man die Kohomologie mit und ohne Trager mit Hilfe von
welken Auflosungen berechnen. Die zu der kurzen exakten Komplex-Sequenz gehorige
lange Kohomologie-Sequenz ist damit gerade die behauptete.

Zu (viii). Ausschneidung.

Die Funktoren

i
Hy (X, ?): ShX(Ab) —> Ab,

definieren als abgeleitete Funktoren einen universellen o-Funktor T: ShX(Ab) —> Ab
mit
0_
T = FY(X, M.
Analog definieren die Funktoren
i
Hy (V. 7): ShV(Ab) —> Ab,

als abgeleitete Funktoren einen 9-Funktor T ShV(Ab) —> Ab mit
TO = FY(V, ?) und ’Ti annullierbar fur i >0

Durch Einschrinken auf die offene Teilmenge V ist ein Funktor
Res:ShX(Ab) — ShV(Ab), Fr FIV,
definiert. Weil dieser exakt ist, ist die Zusammensetzung mit T ein a-Funktor TORes,
dessen Bestandteil O-ten Grades gerade
TO0oRes = N )= 9
T"eRes = FY(V, .IV) = I‘Y(X, )

ist. Das rechte Gleichheitszeichen besteht, weil jeder Schnitt iber V mit Trager in Y
automatisch einen Schnitt itber X mit Trager in Y definiert.
Weil der Funktor Res welke Garben in welke Garben abbildet, ist auch der

zusammengesetzte Funktor ToRes in den Graden > 0 annullierbar, also universell. Es
folgt

T = ToRes.
Das ist aber gerade die Behauptung.
QED.

2.3.3 Der Fall koharenter Garben auf einem affinen Schema X = Spec A

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Wir setzen
X :=Spec A

F:=M
Dann gelten die folgenden Aussagen.

i) FurmeM=I(X, F)ist
supp(m) := V(Ann m) mit Ann m :={a € A lam = 0}.
(i) SuppF:={x€EXI FX # 0} C V(Ann M)
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Falls A ein noetherscher Ring ist und M ein endlich erzeugter A-Modul, so gilt
sogar das Gleichheitszeichen.

(iii) Seien I C A ein Ideal und Y das abgeschlossene Teilschema

Y :=Spec A/I & X.
Dann gilt

FY(X, F) = {m € M | fiir jedes a €I gibt es ein nEN mit a"m =0 }.
Ist A noethersch, so gilt auch
[ X.F)={mEMI "m =0 fureinn €N }.
(iv) Sei A ein noetherscher Ring und M ein injektiver A-Modul. Dann ist der A-Modul
FY(X, F)

ebenfalls injektiv.
(v) Der Trager einer kohdrenten Garbe auf einem noetherschen Schema ist
abgeschlossen.
(vgl. Hartshorne, Algebraic geometry, Aufgabe 11.5.6 (a), (b), (c), bzw. Lemma
I11.3.2).
Beweis. Zu (i). Es gilt

x € Supp(m) < m liegt nicht im Kern der natiirlichen Abbildung M — Mx

< m wird von keinem Element von A - x annulliert.
& Ann(m) C x
& X € V(Ann(m)).
Zu (ii). Fur x € Supp F gibt ein von Null verschiedenes Element in FX = MX ,d.h. ein

Element m, welches nicht im Kern der natiirlichen Abbildung M — Mx liegt. Nach (1)

gilt x € supp(m) = V(Ann m), d.h.
Ann M C Ann(m) C x,
d.h. x € Ann(M). Wir haben gezeigt,
Supp F C V(Ann M).

Seien jetzt A noethersch, M endlich erzeugt iiber A und x & Supp F. Wir haben zu
zeigen, x liegt nicht in V(Ann M).
Wegen x & Supp F gilt 0 = Fx = Mx’ d.h. jedes Element von M wird von einem

Element aus A - x annulliert. Weil M endlich erzeugter A-Modul ist, sagen wir

M=Am, +...+Am ,
1 r

konnen wir fur jeden der endlich vielen Erzeuger m, ein Element a, € A - x wiahlen mit

a.m. =0.
ii

Bezeichne a das Produkt der endlich vielen a.. Dann gilt a€ A - x und aM = 0. Der

Annullator von M liegt nicht ganz in x, d.h.
x & V(Ann M).

Zu (iii). Seim € I‘Y(X, F) (C I'(X, F) = M). Nach (i) gilt dann
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V(Ann m) = supp(m) C Y = V(I),

I C A1 C +Ann m.

Jedes Element a aus I besitzt eine Potenz, welche in Ann m liegt, d.h. welche m
annulliert.

Sei jetzt umgekehrt m € M = I'(X, F) ein Element mit der Eigenschaft, daB§ es fur jedes

d.h.

a € I eine Potenz von a gibt, welche m annulliert. Dann gilt

[ C +Ann m,

supp(m) = V(Annm) C V() = Y,

also nach (i)

alsom € FY(X, F).
Im Fall A noethersch ist I endlich erzeugt. Die rechten Seiten der beiden behaupteten
Identitaten stimmen in diesem Fall uiberein.
Zu (iv). Sei M ein injetiver A-Modul. Wir haben zu zeigen,

Ji= FY(X, F)
ist injektiv. Mit anderen Worten, jede A-lineare Abbildung

N —J

auf einem Teilmodul N’ eines A-Moduls N 146t sich zu einer A-linearen Abbildung

N—1]
fortsetzen.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas sieht man, daf es genuigt, die Fortsetzbarkeit von f
auf einen Teilmodul der Gestalt

N +AnmitnEN-N’
zu beweisen. Nun hat N’ () An die Gestalt
N’ () An = Ln mit einen Ideal L C A.
Es reicht deshalb, die Fortsetzbarkeit jeder A-linearen Abbildung L — J zu einer A-
linearen Abbildung A — J zu beweisen, d.h. wir konnen annehmen

N = A und N’ ist ein Ideal von A.

Weil A noethersch ist, ist N’ endlich erzeugt. Nach (iii) wird jedes Element von J von
einer Potenz von I annulliert. Deshalb gilt fur ein n >0

0 = I"+f(N’) = f(1"-N").
Nach dem Lemma von Artin-Rees gibt es eine naturliche Zahl n” mit

In.N’ 2 N,mln’
Insbesondere gilt f(N’ﬂIn’) = (0. Die gegebene Abbildung f faktorisiert sich also uber

N’/N’ﬂln,. Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm von A-linearen
Abbildungen.
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f
N — J o M

I T I
N’ — NN 25 M
N N I

n’ h
N — NI — M
Das obere linke Quadrat ist kommutativ weil sich f, wie eben beschrieben tiber den
Modul in der Mitte faktorisiert. Das untere linke Quadrat ist trivialerweise kommutativ.
Die Abbildung g wird so gewihlt, da3 das obere rechte Quadrat kommutative wird. Die
Abbildung h entsprechend fur das untere rechte Quadrat. Letztere Abbildung existiert,
weil M nach Voraussetzung injektiv ist.
Das Bild von h wird durch I annulliert (weil dies fur den Definitionsbereich von h

gilt).Das bedeutet aber, das Bild von h liegt in J (nach Definition von J := FY(X, F) und

(iii). Deshalb definiert h eine A-lineare Fortsetzung von f auf N.

Zu (v). Angenommen, es gibt ein noethersches Schema Y und eine kohédrente Garbe G

auf Y, deren Trager nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es einen Punkt y € Y, der in der
AbschlieBung von Supp G liegt, aber nicht in Supp G selbst. Sei
U :=Spec A
eine affine Umgebung eines solchen Punktes y. Dann gilt
yEU-Supp(G)  =U-(U\Supp G)
=U- Supp(GIU).

Weil U affin ist, hat GIU die Gestalt

GIU=M

mit einem endlich erzeugten A-Modul M. Es folgt nach (ii),
y € Spec A - V(Ann M).
Der Annullator von M liegt also nicht ganz im Primideal y von A, d.h.
aM=0fureinac€A -y,
d.h.

yED(@)und 0= Ma = G(D(a)).

Wir ersetzen die offene affine Menge U = Spec A durch deren Teilmenge D(a) und
errreichen

_13
yEUundGIU— 0.

Insbesondere gilt U () Supp G = &, d.h. es gibt eine offene Umgebung von y, die

nicht im Trager von G liegt. Der Punkt y ist kein Beruthrungspunkt des Tragers. Das
steht aber im Widerspruch zur Annahme, dafl y in der AbschlieBung des Tragers liegen
soll.

QED.

Bemerkung
In derselben Weise wie oben kann man weitere exakte Sequenzen konstruieren. Wie

wichtigste davon ist die Mayer-Vietoris-Sequenz. Fur deren Konstruktion ist es gunstig
eine garbisierte Version der obigen Konstruktionen zur Verfugung zu haben.

1 GIU ist eine koharente Garbe auf U, fur welche der Modul der globalen Schnitte gleich O ist.



56

2.3.4 Die Garbe I‘_Y(F)

Seien X ein topologischer Raum, F eine abelsche Garbe und Y C X eine lokal
abgeschlossene Teilmenge. Fur je zwei offene Teilmengen U, V von X mit

vVCu

induziert die Garben-Restriktion
I'(U,F) — I'(V, F)
einen Gruppen-Homomorphismus
rYﬂU(U’ FIU) — FYﬂV(V’ FIV).

Wir erhalten so eine Pragarbe

L,
mit
fur jede offene Teilmenge U von X. Es ist nicht schwer einzusehen, daf} es sich dabei
sogar um eine Garbe handelt."*

Fur jeden Morphismus abelscher Garben auf X
f1F—G
und jede offene Teilmenge U C X induziert der Gruppen-Homomorphismus
fU: F(U) — G(U)
einen Gruppen-Homomorphismus
Ly () Ly (F(U) — L (G)(V),

denn ein Schnitt s von I_Y(F)(U) ist ein Schnitt s € F(U) mit s, = OftrxeU-Y,so
dal gilt

f(s)X = f(sx) =1(0) =0,
d.h. der Trager von f(s) € G(U) liegt in Y, d.h f(s) ist ein Schnitt von I_Y(G)(U). Die
so definierten Gruppen-Homomorphismen setzen sich zu einen Garben-Morphismus

L (f): Ly (F) — L, (G)

zusammen. Wir erhalten auf diese Weise einen additiven Funktor
I_Y: ShX(Ab) — ShX(Ab).

2.3.5 Eigenschaften der Garbe LY(F)

(1)  Der Funktor _EY: ShX(Ab) — ShX(Ab) ist linksexakt.

(i)  Der i-te rechtsabgeleitete Funktor wird mit

“Da LY(F) eine Teilpragarbe der Garbe F ist, ist das erste Garben-Axiom automatisch erfullt. Beim

Nachweis des zweiten Axioms wahlt man zu einer gegebenen Familie lokaler Schnitte zu nachst den auf
Grund der Garbeneigenschaft von F existierenden globalen Schnitt. Eine Berechnung der Halme dieses
Schnitts zeigt, daf} es sich um einen Schnitt von LY(F) handelt.
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i .
Hy(X,F) =R (X, F)

bezeichnet und heifit i-te Kohomologie-Garbe von X mit Trager in Y und
Koeffizienten in der Garbe F.

(iii) Fur jede abelsche welke Garbe F auf X ist die Garbe I_Y(F) ebenfalls welk.

(iv) Fur jede kurze exake Sequenz von abelschen Garben auf X, sagen wir

f
0—>F’—>Fi>F”—>O,
mit F” welk ist die zugehorige Garben-Sequenz
0 — Ly (F) — Ly (F) — L, (F) — 0
exakt.

(v) Fur jede abelsche Garbe F auf X ist H_IY(X, F) die assoziierte Garbe zur Priagarbe

i
Insbesondere gilt ‘
Hy(X,F) =0 firi>0
fur jede abelsche welke Garbe F, d.h. welke Garben sind azyklisch bezuglich der
Kohomologie-Garben mit Trager in Y (weil sie es bezuglich der Kohomologie-
Gruppen mit Trager in Y sind).
(vi) Seien Y eine lokal abgeschlossene Teilmenge von X,
YCY
eine abgeschlossene Teilmenge von Y und
Y ' =Y-Y.
Dann ist fur jede abelsche Garbe F auf X die folgende Sequenz abelscher
Gruppen wohldefiniert und exakt.
0— I‘Y,(X,F) — I‘Y(X,F) — T
Sie ist sogar kurz exakt, falls F welk ist, d.h.

0 — Ty, ,(X.F) — [ (XF) — T

).

o XF) — 0

ist exakt.
(vii) In der Situation von (vi) besteht fur jede abelsche Garbe F auf X eine exakte
Sequenz

0 0 0 1
. . . -
.. — Hy+(F)— Hy(F) — Hy~(F)—Hy: (FH)—>-...

Beweis (vgl. Grothendieck: Local cohomology). Fur jede exakte Sequenz abelscher
Garben auf X, sagen wir

0O0—wF —>F—F —0,
erhaot man durch Einschriinken auf eine offene Teilmenge U C X ein exakte Sequenz

0—>FIU—>FIU—>F IU—>O,

von abelschen Garben auf U. Nach Bemerkung 2.3.1 (ii) ist dann aber die Sequenz
0— rYﬂU(U’ F IU) — rYﬂU(U’ FIU) — rYﬂU(U’ F IU)

exakt. Wir gehen zum direkten Limes uber alle offenen Mengen U iuiber, die einen
vorgegebenen Punkt x enthalten und erhalten die exakte Sequenz abelscher Gruppen

0 — L (F) — L (F) — L (F) .
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Da dies fur jedes x € X gilt, ist die Garben-Sequenz

exakt.

Zu_(i1). Welil ShX(Ab) genugend viele injektive Objekte besitzt, sind die
rechtsabgeleiteten Funktoren des Funktors von (i) wohldefiniert.

Zu (iii). Seien U und V offene Teilmengen von X mit U C V und sei s ein Schnitt von

I_Y(F) iiber U,

SET (U, FI

yAu'Y Py

d.h. s ist ein Schnitt von F tiber U mit
Z = supp(s) C Y(U.
Bezeichne o den Nullschnitt von F iiber V - Z'*. Die Schnitte o und s stimmen auf dem
Durchschnitt ihrer Defintionsbereiche
(V-Z)(\U=U-Z=U-Z
uberein, denn beide sind sie dort gleich 0. Weil F eine Garbe ist, gibt es einen Schnitt t
von F tiber

V-ZzyUUu
mit
th-z = o und tIU =Ss.
Weil F welk ist, gibt es einen Schnitt u € F(V) mit
Nach Konstruktion gilt
uIU = tIU =Ss.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf der Trager von uin Z C Y liegt.
Dazu betrachten wir einen Punkt

XEV-Z.
Wir haben zu zeigen, der Keim von u in x ist gleich Null. Es gilt aber

u = (ul (V—Z)UU)X weil x in (V-Z) |J U liegt
= tX nach Wahl von u
= (tlv_z)X weil X in V-Z liegt
=0, nach Wahl von t
=0 nach Wahl von o.

Zu (iv). Es reicht zu zeigen, fur jede offene Teilmenge U von X ist die Sequenz der
Schnitte iiber U exakt (weil filtrierte direkte Limites auf den abelschen Gruppe exakte
Funktoren sind), d.h. die Exaktheit von

0— Ty U Fly) — Ty~ Fiy) — Ty U Fl) — 0

ist zu zeigen.
Das folgt aber aus 2.3.2 (iv) (und der Exaktheit des Funktors F FIU).

Zu (v). Die Pragarben

137 muB nicht abgeschlossen in V sein. Wir ersetzen deshalb Z durch seine AbaschlieBung Z in X.
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i
U Hy (U Fli)

bilden einen d-Funktor. Dieser Funktor ist universell, weil gilt
i
HYﬂU(U’ FIU) =0 fur i > 0 und F welk

(nach 2.3.2 (v)). Da der Ubergang zur assoziierten Garbe exakt ist, bilden auch die
zugehorigen assoziierten Garben einen universellen d-Funktor. Im Grad O erhalten wir
die assoziierte Garbe zur Priagarbe

Uk FYﬂU(U’ FIU)
d.h. die Garbe

0

Hy(P) =Ly (F).
Der d-Funktor stimmt also mit den abgeleiteten Funktoren von LY uberein.
Zu (vi). Nach Definition ist Y’ der Durchschnitt von Y mit einer abgeschlossenen
Teilmenge von X, also lokal abgeschlossen in X.
Weiter ist Y” der Durchschnitt von Y mit einer offenen Teilmenge von X, also lokal
abgeschlossen in X. Die drei Schnittmengen sind also wohldefiniert.
Wegen Y’ C Y ist jeder Schnitt von F mit Trager in Y’ auch ein solcher mit Triger in
Y. Damit sind

Iy, (X.F) und T, (X.F)

ineinander enthaltene Untergruppen von I'(X, F). Wir definieren die linken
Morphismus als die naturliche Inklusion dieser Untergruppen. Wir haben den
Homomorphismus

FY(X’F) ﬁ FY”(X?F)
zu definieren. Dazu schreiben wir Y in der Gestalt
Y'=Y-Y’=Y(U
mit einer offenen Menge U von X.Auf Grund des Ausschneidungssatzes gilt dann
FY’9(X’F) = FY”(U’FlU)

Wir betrachten das folgende Diagramm
I'X,F) — I(UF)

I I

o

Die vertikalen Pfeile sollen dabei die natiirlichen Einbettungen bezeichnen. Der obere
horizontale Pfeil bezeichne die Garben-Restriktion von F. Die untere horizontale
Abbildung 1at sich dabei so wiahlen, dal das Diagramm kommutativ wird, und ist
durch die Kommutativitat des Diagramms eindeutig festgelegt.

Man beachte fur einen Schnitt s von F(X) mit Trager in Y ist sl . ein Schnitt von F(U)

U

mit Trager in Y[ \U = Y”. Es ist nicht schwer zu zeigen, daB der untere horizontale
Morphismus nicht von der speziellen Wahl der offenen Menge U abhzngt.'®

'® Man wihle zwei solche offenen Mengen U und vergleiche die beiden zugehorigen Konstruktionen mit
der Konstruktion zum Durchschnitt der beiden U.
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Ein Schnitt s von FY(X, F) liegt genau dann im Kern des Morphismus o, wenn sIU =0

gilt, d.h. wenn der Tréager von s ganz in

Y-U=Y-YU=Y-Y"=Y’
liegt, also genau dann wenn s sogar in FY,(X, F) liegt. Wir haben damit die Exaktheit
der beschriebenen Sequenz gezeigt. Wir haben noch deren kurze Exaktheit im Fall, daf3
F welk ist, zu beweisen.

Wenn F welk ist, ist es aber auch die Garbe I‘_Y,,(F) (nach (iii)). Deshalb ist der Schnitt

s dieser Garbe uiber U, Einschrankung eines Schnitts t dieser Garbe uiber X,

s =ty mitt ET,, (X, F) ST (X, B,

Die Inklusion rechts besteht wegen Y” C Y. Damit ist t ein Urbild von s der gesuchten

Art.
Zu (vii). Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Bemerkung 2.3.2(vii).
QED.

Bemerkung
Die Beziehungen zwischen den hier konstruierten Kohomologie-Garben und den

Kohomologie-Gruppen mit Trager lassen sich am besten durch sogenannte
Spektralsequenzen beschreiben.

2.3.6 Der Fall koharenter Garben auf einem affinen Schema

(i) Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und I C A ein Ideal. Wir

setzen
X =Spec A

F:=M
Y := V() = Spec A/l
Dann ist die Garbe I_Y(F) quasi-kohérent. Insbesondere ist

L, (F) =TI, X, F)

Ist A noethersch und M endlich erzeugt tiber A, so ist I_Y(F) koharent.

(i) Seien A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1, M ein injektiver A-Modul.

Dann ist die Garbe M auf Spec A welk.
(iii) Fur jedes Schema X, jedes abgeschlossene Teilschema Y C F und jede quasi-

koharente Garbe F auf X die Garbe I_Y(F) quasi-kohérent.

Ist auBerdem X noethersch und F koharent, so ist auch _I:Y(F) koharent.

(vgl. Hartshorne, Algebraic geometry, Ubung I1.5.6 und Proposition I11.3.4).
Beweis. Zu (i). Sei U eine offene Hauptmenge von Spec A, sagen wir

U=D(f)=SpecAf,f€A.

Der Durchschnitt U{")Y ist dann das abgeschlossene Teilschema von Spec Af welches

zum Ideal IA ¢von A ¢ gehort,

U (Y =Spec AJIA, .

Nach Definition der Garbe F = M ist FIU die quasikohérente Garbe auf Spec A fZum
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Modul M ¢ uber A £ Nach 2.3.3 (iii) erhalten wir

[(U. Ly(®) =Ty~y(UF)

={m E M_ | fur jedes a € IA . gibt es ein n€N mit a"m =0 }
J g

f f
= (%I m EM.EN, 3V a€1 3 uv € N fa¥m = 0}
f

= {%' m EM,nEN, JuEN f'm €I, (X.F)}
f

=Ty (XF);

Weil die offenen Hauptmengen U = D(f) eine Topologie-Basis von X = Spec A bilden,
folgt

LB =T, X F) .
Ist A noethersch und M endlich erzeugt uiber A, so ist der Teilmodul FY(X, F) von
I'X,F)=M
ebenfalls endlich erzeugt, d.h. die Garbe LY(F) ist koharent.

Zu (i1). 1. Schritt. Fur jedes f € A ist die naturliche Abbildung M — M

Fur jede naturliche Zahl i setzen wir

surjektiv.

f

N, = Ann(fb).

Weil A noethersch ist, gibt es eine natirliche Zahl r mit
N =N _=..
r r+1
Seix € Mf vor gegeben. Dann gibt es ein Element m € M und eine naturliche Zahl n
mit
m
fn

X =

Betrachten wir die A-lineare Abbildung

A—M,ap afim.
Nach Definition der Ni enthalt der Kern dieser Abbildung das Ideal Nr = Nn+r’ d.h. die

Abbildung faktorisiert sich tiber A/Nn+r = fn"'rA, a b af™T. Wir erhalten so eine A-

lineare Abbildung
A M, af"T s affm.
Weil M injektiv ist, 146t sich diese Abbildung zu einer A-linearen Abbildung

p:A—M
fortsetzen. Sei

n = qo(l).
Dann gilt

fn+l‘n — fn+r.cp(1) — cp(fn'l'r) — frm
also
_m_fm _n
o r 1

d.h. x ist das Bild von n € M bei der naturlichen Abbildung M — M r
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2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir fuhren den Beweis durch noethersche Induktion'” nach der AbschlieBung

Y = (Supp M)_

des Tragers von der Garbe M. Falls Y leer ist, ist M = 0 und die Behauptung ist
trivialerweise richtig. Falls Y aus nur einem (automatisch abgeschlossenen) Punkt y
besteht, gilt

() = {Mfalls ye U
0 sonst

und die Behauptung ist ebenfalls trivialerweise richtig. Nehmen wir jetzt an, dal Y aus

mehr als nur einem Punkt besteht. Zum Beweis der Welkheit von M reicht es zu zeigen,
daB fur jede offene Teilmenge U C X die Restriktionsabbildung

IX, M) — I(U, M

surjektiv ist. Im Fall Y () U = & ist dies trivialerweise der Fall (weil rechts die Null
steht). Sei also

YNU#=J.
Da die offenen Hauptmengen von Spec A eine Topologie-Basis bilden, gibtesein f € A
mit

D) C Uund Y (D) # . (1)

Wir setzen

Z:=X-D(f)
und betrachten das folgende kommutative Diagramm.

I(X,M) — T(UM) — ID0O.M

U U
r, XM — I, UM

Seis € F(U,M) vorgegeben und

b

s’ =l e I'(D®), M) =M

D(f) f
Nach dem ersten Schritt gibteseintEM =T'(X, M) mit tID f) =s’. Wir setzen
t’ = '[IU .
Dann gilt
s-t7)l =5 -8 =0,
(s-t) D(f)
also

supp(s-t’) & X - D(f) = Z = V(fA).
Es reicht also zu zeigen, daf} die Restriktionsabbildung

surjektiv ist, d.h. es reicht zu zeigen, die Garbe

7 d.h. wir betrachten alle Moduln M, fir welche die Behauptung falsch ist und die Menge der
zugehorigen abgeschlossenen Teilmengen Y von Spec A. Weil Spec A noethersch ist, gibt es in dieser
Menge ein minimales Element Y. Es reicht zu zeigen, dafl die Behauptung fur das M mit diesem Y gilt.
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LM
ist welk. Nach (i) ist diese Garbe quasi-koharent,

~Y

_I:Z(M) = FZ(X, M) N

N=T_ (X, M)={mEM I 'm =0 fireinn >0}.

Nach 2.3.3 (iv) ist der A-Modul N ebenfalls injektiv. Fur den Trager der Teilgarbe N
von M erhalten wir

Supp(N) CZ M Y=Y -D()
Der Trager von N ist damit echt kleiner als Y (vlg. (1). Nach Induktionsvoraussetzung

ist N welk, d.h. die Restriktionsabbildung (2) ist surjektiv.

Zu (iii). Zum Beweis des ersten Teils der Aussage reicht es zu zeigen, fur jede affine
offene Teilmenge U = Spec A von X ist die Garbe

quasi-koharent. In dieser Situation hat aber FIU die Gestalt FIU = M mit einem A-Modul
M, und Y () U ist ein abgeschlossenes Teilschema von U der Gestalt

Y () U = Spec A/l mit einem Ideal 1.
Nach (i) ist damit

‘EY(F)IU = FYﬂU(U’ FIU)

d.h. es gilt die Behauptung.

Ist X noethersch und F kohidrent, so ist A ein noetherscher Ring und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Der zweite Teil der Aussage folgt damit ebenfall aus (i).
QED.

2.3.7 Mayer-Vietoris-Sequenz
Seien X ein topologischer Raum,
YCX,YvCX

zwel abgeschlossene Unterraume und F eine abelsche Garbe auf X. Dann besteht eine
exakte Sequenz abelscher Gruppen

) ] ]
_) HY’mY”(X’F) —) HY,(X’F) @ HY”(X,F)
] j+1
e HY9UY”(X,F)—>HY,mY”(X,F) _ ...

welche Mayer-Vietories-Sequenz heift.
Beweis. Betrachten wir den Komplex abelscher Gruppen

O e FY’ mY”(X’F) — FY’(X’F) @ FY”(X’F) —_— FY, UY”(X’F). (1)

S B (s,9) (s,t) B s-t
Dabei haben wir die naturlichen Inklusionen
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FY’mY”(X’F) g FYa(X’F)

X.F) oI, (XF)

FY’ mY”
Ty.(X.F) & T

Ys’
Y s UY”(X’F)'

XF) ST (X,F).

Y” Y UY”

verwendet. Man beachte, alle diese Gruppen sind Untergruppen von I'(X,F). Ist (s,t)
ein Element aus dem Kern des rechten Homomorphismus, so gilt

Ss=t,
und der Triger von s = t liegt sowohl in Y’ als auch in Y”, also in Y’()Y”. Der

Komplex ist also eine exakte Sequenz. Zeigen wir als néchstes, dal (1) sich zu einer
kurzen exakten Sequenz erweitern 143t falls die Garbe F welk ist.

1. Schritt. Der linke Morphismus von (1) ist surjektiv, falls F welk ist.
Sei

serl (X,F)

Y’ UY”
ein vorgegebener Schnitt. Wir schreiben Y’ (Y - Y’ in der Gestalt
Y,UY” _ Ya — (Y’UY”) m U

mit einer offenen Menge U von X und schrinken s auf U ein. Der Trager der
Einschrankung liegt dann in

supp(sl Y Yyuy)yNnu=yuyuy -y Cy”.
Mit F ist auch die Garbe I ,,,(F) welk. Es gilt also einen Schnitt

——Y”
o tely. (X, B
mit tIU |U d.h. die Einschrankung von
u:=s-t

auf U ist Null, d.h.
supp(w) C (YUY -U=(Y'UY)- (YUY -Y)C Y.
Wir haben damit eine Zerlegung
s=u+t

gefunden mitu € FY,(X, Fyundte I, (X, F). Das vorgegebene Element s ist damit

Y”
das Bild des Elements (u, -t) aus der mittleren Gruppe von (1). Wir erhalten eine kurze
exakte Sequenz.
2. Schritt. Konstruktion der exakten Sequenz.
Sei F eine vorgegebene abelsche Garbe auf X. Wir betrachten die welke Auflosung

0 — F — C*(F). 2)
Auf Grund des ersten Schritts erhalten wir fur j =0, 1, 2,... exakte Sequenzen

v Ay% dEy—r . xdEer,. xdE—r,, UY,,<X,CJ(F)> — 0

die sich zu Komplexen abelscher Gruppen zusammensetzen. Aus der welken Auflosung
(2) erhalten wir

Hy X B = HIT,.(X, CH(F)

0—T

HjY”(X, F) = H(T,,..(X, C*(E)))

Y’?
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j .
HyAy-x B =HT (X, C*(F)))

Ya mY”

J ]
HY, UY”(X, F) = H (FY,UY’,(X, C*(F)))

Mit anderen Worten, die lange Kohomologie-Sequenz zur gerade konstruierten
Komplex-Sequenz ist gerade die angegebene Mayer-Vietoris-Sequenz.
QED.

2.4 Kohomologie eines noetherschen affinen Schemas

2.4.1 Die Kohomologie quasi-koharenter Garben

Seien A ein noetherscher kommutativer Ring mit 1 und
X :=Spec A.
Dann gilt

H(X, F) =0
fur jede quasi-koharente Garbe F und jedes i > 0.

Bemerkung
Die Aussage gilt auch ohne die Annahme, dall A noethersch ist. Der Beweis im

allgemeinen Fall ist aufwendiger, vlg. EGA 1II, 1.3.1) als der hier angegebne.
Beweis. Sei

M =T'(X, F).
Weil F quasi-koharent ist, gilt

F=M.
Wir betrachten eine injektive Auflosung des A-Moduls M, sagen wir
0—M—I* (1)
Dann ist die zugehorige Sequenz quasi-koharenter Garben
0—M—T* (2)
exakt. Nach 2.3.6 ist jede der Garben Ti welk, d.h. bei der exakten Sequenz handelt es

sich um eine welke Auflosung der Garbe M = F. Da welke Garben azyklisch bezuglich
des globalen Schnittfunktors sind, folgt

HI(X, F) = H(T'(X, T*)).
Durch Anwenden des globalen Schnittfunktors auf die Sequenz (2) erhalten wir aber die
exakte Sequenz (1) zuruck. Insbesondere ist
Hi(X, F) = H((X, T*)) = 0 fiar i > 0.
QED.

2.4.2 Einbettung quasi-koharenter Garben in welke quasi-koharente
Garben

Seien X ein noethersches Schema und F eine quasi-koharente Garbe auf X. Dann ist F
Teilgarbe einer welken quasi-kohérenten Garbe.

Beweis. Als noethersches Schema ist X Vereinigung von endlich vielen affinen
offenen Teilmengen, sagen wir

X = U1 ..U Un mit Ui = Spec Ai furi=1,..n.
Wir schreiben
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FlU. = Mi fur jedes i

1
und betten den Modul Mi in einen injektiven Modul Ii ein,

Mi - Ii , mit Ii injektiver Ai-MOdul.
Die quasi-kohérente Garbe Ti auf Spec Ai ist dann nach 2.3.6 (i1) welk. Bezeichne
f.U.oX
i
die natuirliche Einbettung der offenen Menge Ui in X. Das direkte Bild fi*Ti ist

%
ebenfalls quasi-kohdrent und welk. Da f; linksadjungiert ist zum direkten Bild, definiert
k %k
der identische Morphismus f; F — f; F einen Morphismus
*
F— fj*fi F= fi*(FlU.)
i

In den Punkten von Ui dieser Morphismus auf den Halmen Isomorphismen.

Aus der naturlichen Inklusion

FIUi:Mi C)Ii

erhalten wir durch Anwenden des direkten Bild-Funktors eine Inklusion

feFly) © BT
und damit fur jedes i einen Garbenmomhi;mus

F— fi*Ti

der auf den Halmen in allen Punkten aus Ui Injektionen induziert. Damit ist der
zugehorige Diagonal-Morphismus

F— @?:1 fi*flvi
injektiv. Die direkte Summe rechts ist als direkte Summe welker quasi-koharenter

Garben welk und quasi-kohérent.
QED.

Bemerkung

Unser nachstes Ziel ist es, zu zeigen, dal} die in 2.4.1 bewiesene Eigenschaft quasi-
kohérenter Garben charakteristisch ist fur affine noethersche Schemata. Zum Beweis
benotigen wir einige vorbereitende Aussagen und insbesondere eine hinreichende
Bedingung dafur, da$} ein gegebenes Schema affin ist.

2.4.4 Die durch einen Schnitt der Strukturgarbe definierte Funktion
Seien X ein Schema und f € I'(X, OX) ein globaler Schnitt der Strukturgarbe. Fur

jeden Punkt x € X bezeichne
f(x)
das Bild des Keims fX e OX beim natiirlichen Homomomorphismus

9

OX,X — OX x/mX,x < Q(OX,X/mX,X) = K0

b

Weiter sein
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Xe= {x EXIf(x) # 0}

Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Fur jede offene affine Teilmenge U := Spec A von X ist

UM X,=D(fl)

gerade die durch fl.. € I'(U, OX) definierte offene Hauptmenge von U.

U

Insbesondere ist X ¢ eine offene Teilmenge von X.

(i) Sei X quasi-kompakt. Fur jedes s € I'(X, OX) mit sIX =0 gibt es dann eine
f
Potenz von f, welche s annulliert,

fé s = 0 fur eine naturliche Zahl €.
(ii1)) X besitze eine endliche offene affine Uberdeckung
X = UIU"'UUn

derart, daf die paarweisen Durchschnitte UimUj quasi-kompakt sind. Dann gibt

es fur jeden Schnitt a € I'(X P OX) eine Potenz t[ von f derart, da3 t[ a
Einschrankung eines globalen Schnitts von OX ist.
(iv) Unter den Bedingungen von (iii) gilt I'(X e OX) =I'(X, OX) £

(vgl. Hartshorne, Algebraic geometry, Ubung I1.2.16).
Beweis.

QED. Zu (i). Fur Punkte x aus U = Spec A haben f und fIU denselben Keim in x.
Deshalb gilt f(x) = (fIU)(x). Wir konnen deshalb X und f durch U und fl. . ersetzen und

U
annehmen,
U =X = Spec A.
Es folgt
UﬂXf ={xeXIfx)#0}

={XxESpec AIfe&x}

= D(®.

Zu (i1).Sei U = Spec A eine affine offene Teilmenge von X. Mit sl,, = 0 gilt dann auch

X

f
sIUme = 0, d.h. die Einschriankung sIU = I'(U, OX) = A liegt im Kern der
Restriktion
I'(u, OU) — F(UﬂXf, OU) = F(D(fIU), OU) = AﬂU

d.h. im Kern der naturlichen Abbildung

A—A, .

fIU

Deshalb wird S|U von einer Potenz von fIU annulliert,

0= (fIU)g-sIU = (t[s)IU fur ein ¢ = ¢(U).

Die offenen Mengen U uiberdecken X. Weil X quasi-kompakt ist, reichen endlich viele
zum Uberdecken, sagen wir
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X=U, U ...UUr.
Bezeichne jetzt ¢ das Maximum der zu den einzelnen Ui gehorigen Exponenten. Dann
gilt
(fes)lUi =0furi=1,..r.

Auf Grund des ersten Garbenaxioms folgt & s =0 wie behauptet.
Zu (iii). Sei Ui = Spec Ai . Wir schreiben den Schnitt

aIUi N Xf € F(Ui N Xf , OX) = F(D(ﬂUi)’ (‘)Ui) = (Ai)fl

Ui
in der Gestalt
a.
i
aIU‘ N X~ Tmlt fi = ﬂU. e Ai und ai € Ai'
1 f f1 i
i
Da die Anzahl der Ui ist, konnen wir fur alle i denselben Wert fur die
Exponenten n, wihlen,
ni =n fur alle i.
a aj
Die Einschrinkungen von — und — auf UiﬂUjﬂX ¢ sind beide gleich aIUi ﬂUj me,
1 J

d.h. die Schnitte

ailUierj , aleimUj S Iﬂ(Ui N Uj , OX)
haben dieselbe Einschrankung auf UiﬂUjﬂX . Nach (ii) wird deshalb die Differenz
Ui ﬂUj annulliert. Da die Anzahl der Ui endich

ist, konnen wir fur jedes der Paare (i, j) dieselbe Potenz wihlen, sagen wir

dieser Schnitte von einer Potenz von fl

- Z - — ° - °
0= (ﬂUiﬂUj) (ailUimUj aj'UiﬂUj) = (fIUi ai)lUiﬂUj (fIUj aj)lUiﬂUj
Auf Grund des zweiten Garbenaxioms gibt es einen Schnitt
beTI'(X, OX)
mit
bl.. = ﬂé furi=1
U= Ui a furi=1,...r

1
Insbesondere ist

bIUi nx,~ a-fn"'éIUi N X, fari=1,..,r
Da die UiﬂXf die offene Menge Xf uberdecken, folgt auf Grund des ersten
Garbenaxioms
lef = a1,

d.h. es gilt die Behauptung.
Zu (iv). Betrachten wir die Restriktionsabbildung
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p:I'(X, OX) — F(Xf, OX), S b sIXf.

Fur jedes x € X . gilt f(x) # 0, d.h. der Keim von f liegt nicht im maximalen Ideal von

f

Q) , ist also eine Einheit von O

X x . Das bedeutet, fl

ist eine Einheit des Rings'®

X,x X

f
F(Xf, OX).

Deshalb faktorisiert sich die Restriktionsabbildung p uber die natuirliche Abbildung in
den Quotientenring,

o: I'(X, OX) — I'(X, OX)f'

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm.
p
I'X, OX) — F(Xf, OX)
o] u
r'ix, o X) ¢

Nach (ii1) ist die Abbildung w surjektiv. Wir haben noch die Injektivitit von w zu
beweisen. Betrachten wir ein Element des Kerns von u, sagen wir

2 mita e (X, 0,) und ¢EN.

i€

Dann liegt auch das fé -fache dieses Elements im Kern, d.h. es ist
a

0= M-;) = up = u(o@) = p(a).

Nach (ii) wird a von einer Potenz von f annulliert. Dann gilt aber %: o(a) =0, also

Weil T eine Einheit von I'(X, OX) ¢ ist, folgt

5.

0=

Also ist n auch injektiv.
QED.

2.4.5 Die Garbe der Morphismen
Seien X und Y Schemata. Fur jede offene Teilmenge U C Xsei
FU) := HomSCh(U, Y)

die Menge der Schema-Morphismen U — Y. Fur je zwei offenen Teilmengen U, V
von X mit VC U sei

'8 Zu jedem Punkt x € Xf gibt es eine offene Umgebung U von x und einen Schnitt s EF(UX, OX)
X X

mit sX° f=1auf UX. Die sX setzen sich zu einen Schnitt s von (‘)X uber X ¢ zusammen.
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o OL|V
FU) — FV),U—Yr» V—SY,

die Zusammensetzung mit der natiirlichen Einbettung i: V & U, d.h. oc|V := aei. Dann

ist F eine Garbe auf X mit Werten in der Kategorie der Mengen.
Beweis. Seien U C X eine offene Teilmenge von X und
U=Ugg Y
eine offene Uberdeckung von U. Wir haben die beiden Garben-Axiome fur F zu
uberprifen. Seien
s,t € F(U)
zwei Schnitte mit sIU = tIU fur jedes i. Fur die s und t zugrundeliegenden stetigen
i i
Abbildungen gilt dann s = t. Wir haben zu zeigen, dies gilt auch fur die Schema-
Morphismen, d.h. die Garben-Morphismen
#. #.
s": OY — S*OU und t": OY — t*OU
sind gleich. Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen, fur jede offene Teilmenge
vay,
sind die beiden folgenden Ring-Homomorphismen gleich.

SV 4 vy
I'(V, OY) — I'(s°(V), OU) und I'(V, OY) — It (V), OU).

Genauer, wir wissen bereits, es gilt
stv=rly,
und zu zeigen ist,
s (V)f = t(V)f fr jedes f € T(V, 0y) (1)
und jede offene Teilmenge von V von Y. Nach Voraussetzung bestehen diese

Identititen, wenn man s und t durch die Einschrankungen dieser Morphismen of eine
der offenen Teilmengen Ui von U ersetzt. Insbesondere gilt nach Voraussetzung

s" () = (W)

s‘lvai s‘l\/ﬁUi
fur jedes f € I'(V, OY) und jede offene Teilmenge V von Y und jedesi € I. Auf Grund

des ersten Garben-Axioms fur OU gilt dann aber (1). Wir haben damit das erste
Garben-Axiom fur F bewiesen.

Sei eine Familie von Schnitten
s, S F(Ui)

gegeben, d.h. von Schema-Morphismen 8. Ui — Y mit
S. =s.|
1UiﬁUj i UiﬁUj

fur je zwei 1, ) € I. Wir haben zu zeigen, da} es dann einen Schema-Morphismus

2)

s:U—Y
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gibt mit sl.. = s fur jede i€l. Auf Grund von (2) gibt es zumindest eine stetige

U.
1

Abbildung s:U—V mit sIU =, fur jedes i € I. Sei s diese stetige Abbildung. Wir

i
haben die Existenz eines Morphismus von Ring-Garben

#
s": 0y — 5,0
Y *U
zu zeigen, dessen Zusammensetzung mit dem natiirlichen Morphismus'”

S*OU —_— Si*OUi

fur jedes 1 € I gleich s? ist. Mit anderen Worten, fur jede offene Teilmenge
VCY
und jeden Schnitt f € I'(V, OY) milssen wir einen Schnitt

‘e v, 0,) = s Lov), 0y)

finden mit s#(V)f I = sf(V)f fur jedes i € I. Auf Grund des zweiten Garben-

s'lVﬂUi

Axioms fur OX existiert ein solcher Schnitt, falls

st =5V

s'lVﬂUiﬂUj s‘lVﬂUiﬂUj
gilt fur je zwei i, j € I. Das ist aber der Fall wegen (2).

QED.

2.4.6 Die Garbe der Morphismen mit Werten in einem affinen Schema

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und X ein Schema. Dann besteht ein
Isomorphismus von Bifunktoren

oc:HomSCh(X, Spec A) — Hom (A, T'(X, OX),

Ringe mit 1
mit Werten in der Kategorie der Mengen. Ist

s: X — Spec A

ein Morphismus von Schemata, so erhdlt man oa(s), indem man auf den zugehorigen
Garben-Morphismus

#.
s oSpec A S*OX
den globalen Schnitt-Funktor anwendet.

#

Beweis. Als Zusammensetzung des funktoriellen Morphismus s & s” mit dem

globalen Schnitt-Funktor ist o funktoriell. Wir haben die Bijektivitit von a zu
beweisen.

1. Schritt. Injektivitat von a.
Fur jeden Morphismus von Schemata

" Fur jede offene Teilmenge V C Y sei

(s (V), 05) — rGs; ' (v), 0y, am ol
1

gerade die Einschrankung der Schnitte der Strukurgarbe von X auf Ui'
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s: X — Y :=Spec A,

jeden Punkt x € X und jede offene Umgebung V C Spec A von y := s(x) ist das
folgende Diagramm kommutativ.

B s (Y)
A= F(Y,OY) — F(X,OX)

le 4 lps‘lv

rv.o,) 5 rs vy (1)
py J’ Sy ‘pr
A= 0 - 0

Y,y X,X
Die vertikalen Abbildungen sind dabei die Garben-Restriktionen bzw. die naturlichen
Abbildungen in den direkten Limes. Die horizontalen Abbildungen kommen vom
Morphismus s.

Bezeichne my o das maximale Ideal von OX < Die Zusammensetzung der linken

vertikalen Abbi,ldungen ist dabei gerade die natiirliche Abbildung
oA— Ay
in den Quotientenring. Es gilt deshalb
o ot vl — (e o1
(PP 1yos (V) my ) = (s ) (my )

b

_ 1l

=0 (sX mX,x)

= O'I(yAy) ( S, ist lokaler Homomorpismus )
=vy. (nach Definition von o).

Der Punkt y = s(x) € Y ist damit eindeutig durch die folgenden Daten festgelegt:

¢ das Ideal mX,x

e die rechten vertikalen Abbildungen (die nur von der Strukturgarbe OX
abhangen)
« die Abbildung a(s) = s7(Y).

Mit anderen Worten, die dem Morphismus s zugrundeliegende stetige Abbildung
X—Y
ist durch as) festgelegt. Wir haben noch zu zeigen, der Garben-Morphismus
st OY — S*OX
ist ebenfalls durch oa(s) festgelegt, d.h. die Familie der Homomorphismen
s (v): TV, 0y) — rs v, 0)

steht fest fur jede offene Teilmenge V C Y, wenn a(s) = s#(Y) feststeht. Zum Beweis
konnen wir uns auf den Fall beschranken, daf} V eine offene Hauptmenge von Y = Spec
Aist®, sagen wir

V: =D{f)mitf € A.
In diesem Fall hat das obere Viereck von (1) die Gestalt

2 Weil die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis bilden.
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A o(s)
— F(X,OX)

l l

A V) rs'v.0.)
£ 0 ¢

Die linke vertikale Abbildung ist dabei die naturliche Abbildung A — Af in den

Quotientenring. Das Bild von f € A in der rechten unteren Gruppe ist eine Einheit.
Deshalb ist die Abbildung s#(V) durch die Kommutativitit dieses Vierecks eindeutig
festlegt (auf Grund der Universalitatseigenschaft des Quotitientrings). Wir haben
gezeigt, s ist durch a(s) eindeutig festgelegt, d.h. a ist injektiv.

2. Schritt. Surjektivitat von o
Sei

h: A — (X, 0y)

ein vorgegebener Homomorphismus von Ringen mit 1. Fur jede affine offene
Teilmenge von X, sagen wir

U=SpecB S X
erhalten wir durch Zusammensetzen von h mit der Garben-Restriktion einen
Homomorphismus

hU: A — I'(X, OX) — I'(U, OX) =B.

Dieser definiert einen Morphismus affiner Schemata

sh,U: U = Spec B — Spec A.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dal sich diese Morphismen zu einem
auf ganz X definierten Morphismus von Schemata zusammensetzen. Nach 2.4.5 reicht
es zu zeigen, dal} fur je zwei affine offene Mengen

U’ =Spec B’ & X und U” = Spec B” & X

die beiden Morphismen Sh U und Sh U auf U’(U” ubereinstimmen. Ebenfalls nach

2.4.5 reicht es zu zeigen, fur jede affine offene Teilmenge
U =Spec B U (U

sind die Einschrankungen von Sh U’ und Sh U auf U gleich. Mit anderen Worten wir
haben die Kommutativitat des folg,;enden Dia:gramms zu beweisen.

U« U — U”

Sh,U’\l Sh,Ul "4 Sh,U”

Spec A
Alle beteiligten Schemata sind affin. Es reicht deshalb zu zeigen, dafl durch Anwenden
des globalen Schnittfunktors ein kommutatives Diagramm entsteht. Es reicht damit die
Kommutativitat des folgenden Diagramms zu beweisen.

' ,OX) — F(U,OX) —TI'(U ,OX)

h N Thy, /e

A



74

Die oberen horizontalen Abbildungen sind dabei die Garben-Restriktionen. Die

Kommutativitit dieses Diagramms ergibt sich aus der Definition der hU und der

Tatsache, daf} OX eine Garbe (d.h. ein Funktor) ist.
QED.

2.4.7 Eine hinreichende Bedingung fur affine Schemata

6] Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata. Es existiere eine offene
Uberdeckung

Y=UgV,
derart, daf die Einschrankungen
flov) — v,

fur jedes 1 Isomorphismen sind. Dann ist f ein Isomorphismus.

(i1) Seien X ein Schema und f l""’fn eA=I'X, OX) endlich viele Schnitte der

Strukturgarbe, so daf} die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind.
(a) Fur jedes i ist die offene Menge

Xf ={xeXI fi(x) # 0}
i

affin.
(b) Das von den fi in A erzeugte Ideal enthalt das 1-Element von A.

Dann ist das Schema X affin.
Beweis. Zu (i). Die Umkehrungen der Einschrankungen 1(Vi) — Vi stimmen auf

den gemeinsamen Teilen ihrer Definitionsbereiche Vi uiberein, setzen sich also zu einem

Schema-Morphismus Y — X zusammen (nach 2.4.5). Nach Konstruktion ist dieser

invers zu f*', d.h. f ist ein Isomorphismus.
Zu (ii). Der identische Ring-Homomorphismus

h=1d: A — I'(X, OX)
definiert nach 2.4.6 einen Schema-Morphismus
f: X — Y := Spec A.
Wir setzen
Vi = D(fi) ( € Spec A).

Fur y € Spec A liegt das von den fi erzeugte Ideal nicht in y (wegen (b)), d.h.
mindestens ein fi liegt nicht in y, d.h. es gilty € D(fi) = Vi fur mindestens ein i. Wir
haben gezeigt, die Vi bilden eine offene Uberdeckung von Y,

n

Berechnen wir f~ 1(V) fur offene Hauptmengen V=D(f) & Spec A, a € A. Fur x € X
gilt:

?! Dies ist klar fur die zugrundeliegenden stetigen Abbildungen. Um dies fiir die Schema-Morphismen
einzusehen, mufl man die zugehorigen Garben-Morphismen betrachten und die durch sie auf den Halmen
induzierten Abbildungen. Die Isomorphie der Garben 146t sich lokal in den Halmen uiberprifen. Lokal
ist f aber nach Voraussetzung ein Isomorphismus.
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xef 1(D(a)) & f(x) € D(a) & a(f(x)) # 0 fur die Funktion a auf Y = Spec A
& f*(a)(x) # 0 fur die Verpflanzung von a entlang f
& h(a)(x) # 0 nach Definition von f
% a(x) # 0 fur die Funktion a auf X
&S X E Xa .
Wir haben gezeigt,
rlo@) =X
Insbesondere ergibt sich
rlovy=x

f.
1

und fur beliebige i und j:
rlovyNelovy =rlov.Ov) = FLdeEs)) = X
i ] ] 1] fifj
£ = Spec Bi affin. Damit ist aber auch
i
f’l(Vi) N f'l(Vj) = (xEX; 1) #0)
i

={ x € Spec Bi I (’fjlV

Nach Voraussetzung ist f 1(Vi) =X

)x) = 0}

f
i

= Spec (Bi)ijX

f.
i

affin, also quasi-kompakt fur beliebige i und j.
Nach 2.4.4 (vi) gilt

1 _ —

d.h. die Einschrankung von f auf Vi ist ein Isomorphismus

_¢1 _
Spec Afi =f (Vi) — Vi = Spec Afi.
Nach (i) ist f selbst ein Isomorphismus, d.h. X ist affin.

QED.

2.4.8 Kohomologisches Kriterion for affine Schemata

Sei X ein noethersches Schema. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
6)) X‘ist affin.

(i1) H'(X, F) = 0 fur jede quasi-kohirente Garbe F auf X und jedes j > 0.
(iii) HI(X, I) = 0 fur jede koharente Idealgarbe I C OX.

Beweis. (i) = (ii). Die Implikation besteht nach 2.4.1.

(ii) = (iii). Die Implikation besteht trivialerweise.

(iii) = (i). Es reicht zu zeigen, die Bedingungen von 2.4.7 (ii) sind erfullt.

22 Man beachte, h ist die identische Abbildung.
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1. Schritt. X kann durch affine Teilmengen der Gestalt X . mit fEA::F(X,OX)

f
iberdeckt werden.

Seien p € X ein abgeschlossener Punkt, U eine affine offene Umgebung von p in X

und
Y =X-U.

Sei IY C OX die Idealgarbe von Y in OX (d.h. die Garbe der Schnitte der
die Idealgarbe der (echt groferen

abgeschlossenen Mengen Y| J{p} in OX. Beide Garben sind kohdrente Idealgarben,

Strukturgarbe mit Trager in U. Analog sei |

die letztere eine Teilgarbe der ersteren, d.h. es besteht eine kurze exakte Sequenz
koharenter Garben

0—I1 — I —sF—0.
YU{p} Y

In allen von p verschiedenen Punkten sind die Halme der Idealgarben gleich®, d.h. es
gilt
FX=Ofl’1rXEX— {p}.

Im Punkt x = p ist I = OX und [

Y’X 7X YU {p} ’p

OX o d.h. der Halm von F ist gerade der Restekorper

ist gerade das maximale Ideal von

FX = K(X).
Damit ist F die Wolkenkratzergarbe mit
k(p) fur peU

I'(U,F) = {
0 sonst

Aus der kurzen exakten Garben-Sequenz erhalten wir eine exakte Sequenz

1 _
M(X.I,) — roi,F) — H Xy {p}) =0

K(p)
Die erste Kohomologie rechts ist Null nach Voraussetzung (iii). Der linke
Homomorphismus ist somit surjektiv. Es gibt einen Schnitt

f e I'(X, IY)
dessen Bild in k(p) das Einselement ist, d.h. mit
f(p) # 0.
Wegen f € IY giltf(x)=0furx € Y, d.h. es ist

pEngX—Y=U
also

pEXf=Uf

Mit U ist auch Uf = Xf affin.

Durchlauft p alle abgeschlossenen Punkte von X, so ist die Vereinigung der
zugehorigen Mengen X ¢ eine offene Teilmenge von X, die alle abgeschlossenen Punkte

von X enthilt. Das Komplement dieser Vereinigung ist abgeschlossen, enthélt aber

# weil der Durchschnitt der beiden Mengen Y und Y[ ){p} mit der offenen Menge X - {p} gleich ist
(genauer, gleich Y).
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keinen abgeschlossenen Punkt, muf} also leer sein. Damit ist die Aussage des ersten
Schritts bewiesen.

Weil X nach Voraussetzung noethersch ist, wird X bereits durch endlich viele Mengen
X ¢ wie im ersten Schritt iberdeckt, sagen wir

X = XfIU...Uan mit fl"
Nach 2.4.7(i1) reicht es zum Beweis der Behauptung, wenn wir die folgende Aussage
beweisen.

2. Schritt. Die Schnitte f 1,...,fn erzeugen das Einheitsideal von A.

Zum Beweis betrachten wir die OX-lineare Abbildung

€A
n

o Og( — OX ,
welche uiber jeder offenen Menge U von X gegeben ist durch die Abbildungsvorschrift

n
(sl,...,sn) Y 2 fiIU-si .
i=1
Fur jeden Punkt x € X hat die auf den Halmen in x induzierte Abbildung die Gestalt
n
(Sl""’sn) (B igl(fi)xosi .

Da die Xf eine Uberdeckung von X bilden, gilt fi(x) # (0 fur mindestens ein i, d.h.

1

mindestens ein fi ist eine Einheit in O, . Die Abbildung auf den Halmen in x ist

X,x
surjektiv. Da diese fur alle x gilt, ist der Garben-Morphismus surjektiv. Wir erhalten
eine exakte Sequenz

o
0—oF— (f)nX—> OX—>OmitF = Ker(a).
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, es gilt
H!(X, F) =0, (1)

denn dann ist die durch a induzierte Abbildung
n
n_ n - .
A" =T, Ox) — I'X, OX) =A, (al,...,an) B Elfi a,
surjektiv, d.h. 1 liegt im Bild, d.h. die fi erzeugen das Einheitsideal.

Zeigen wir also, es gilt (1). Dazu betrachten wir die folgende absteigende Kette von
Teilgarben von F,

. i
F—FnQFn_1 Q...QFO—OmltFi—Fﬂ Oy ,
zusammen mit den kurzen exakten Sequenzen
0—F. —F —F/F. —0
-1 1 1 1-1
Wegen
i i-1 i i-1, -1 i,q-1
ist Fi/Fi—l isomorph zu einer Idealgarbe von OX). Nach Voraussetzung gilt also

H'(X, F/F._ ) =0.
Deshalb sind die Abbildungen
H'X,F_)— HI(XF)
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fur alle i surjektiv. Wegen FO = 0 sind damit die Hl(X, Fi) =0 fur alle i. Speziel fur i =

n erhalten wir (1).
QED.

3.Spektral-Sequenzen

3.1 Literatur

Spanier: Algebraic topology
Letztes Kapitel (nur Definition und Konstruktion der Sequenz zu einem
filtrierten Modul mit Differential, Anwendungen ignorieren - Berechnung von
Homotopie-Gruppen).

Cartan, Eilenberg: Homological algebra
Konstruktion der Spektralsequenz zu einem filtrierten Modul mit Differential,
sehr technisch, viele abgeleitete exakte Sequenzen.

Godement: Topologie algebrique et theorie des faisceaux
Etwas zu detailiert fr meinen Geschmack, keine strenge Gliederung in Satz und
Beweis wie bei vielen klassischen Buichern. Enthalt aber die wichtigsten
Konstruktionen.

Serre: Algebre commutative, multiplicites
Einfuhrung in die kommutative Algebra einschlieflich Spektralsequenzen,
Anwendungen auf die Multiplizitatstheorie, Formel fur die lokalen
Schnittmultiplizititen. Man lernt sehr schnell, was eine Spektralsequenz ist (und
viele andere Dinge).

Grothendieck: Sur quelques points d” algebre homologique
Standardwerk zur homologischen Algebra und zu den Spektralsequenzen, leider
nicht ganz selfcontained. Verweise auf Godement.
Grothendieck: Local cohomology
Quillen: Homotopical algebra
Eisenbud et al: Commutative algebra

Weibel, C.A.: An introduction to homological algebra, Cambridge Studies in Advanced
Mathematics 38,Cabridge University Press, Cambridge 1994
Berucksichtigt auch modernere Gesichtspunkte der homologischen Algebra,
insbesondere simpliziale Methoden und abgeleitete Kategorien.

3.2 Begriff der Spektralsequenz

3.2.1 Vorbemerkungen

(i)  Inerster Ndherung ist eine Spektralsequenz eine Folge von Komplexen
{Er}r>k
mit der Eigenschaft, daf3 H(Er) als graduierte Gruppe mit Er+1 ubereinstimmt.
Fur solche Folgen sind verschiedene Konvergenzbegriffe definiert, die eine
Beziehung zu einem Komplex Eoo’ der mit einer Filtration versehen ist.

(i))  Additive Invarianten von Komplexen wie zum Beispiel Lange, Dimension, Euler-
Charakteristik bleiben beim Ubergang zur Kohomologie erhalten.
Spektralsequenzen erlauben es somit, Invarianten der Er mit denen des Limes-

Komplexes in Beziehung zu setzen.
(iii) Spektralsequenzen sind eine Quelle fur exakte Sequenzen, in denen die
Kohomologiegruppen des Anfangskomplexes Ek und die des Limeskomplexes

E vorkommen.
00

(iv) Alle bekannten Spektralsequenzen haben eine etwas komplexere Struktur als in (i)
beschrieben. Die allgemeinen Konstruktionsprinzipien fur Spektralsequenzen, die
Konvergenzbegriffe und allgemein Satze iber Spektralsequenzen beziehen sich
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auf diese komplexere Struktur. Insbesondere betrachtet man Doppelkomplexe Er

und deren zugehorige einfache Komplexe.

3.2.2 Definition

Die folgende Definition stammt (mit leichten Variationen**) aus dem Buch von Spanier:
Algebraic topology.
Eine kohomologische Spektralsequenz E vom Typ E

{Er’ dr}rzk

uber einer abelschen Kategorie € und Morphismen mit folgenden Eigenschaften.

ist eine Folge von Komplexen

k

. =Pq o . R . 125
(a) Er = {Er }p,q =7 ist ein bigraduierter Modul und dr ein Differential

vom Bigrad (r, -r + 1),
_ 4Pd. gPq _ pp+rq-r+l
dr =d. " E E
(b) Fur jedes r = k bestehen Isomorphismen graduierter Objekte
OLr:H(Er) - Er+1’
d.h.

pq. pq p-r,g+r-1,. = pq
a, - Ker(d. ")/Im(d; )—E

Ein Morphismus von Spektralsequenzen ¢: E — E’ ist eine Familie von
Homomorphismen

Pq. -pq__r-Pq
cpI' 'EI' EI'

fur alle p,q,rf€Z mit r=k, die mit allen auftretenden Differentialen und den Morphismen

o kommutieren und fur welche der durch (pr:{q)?q}pq: Er%E’r induzierte
Homomorphismus

H(): H(E )—~H(E’ )
gerade mit Py E ~—FE’ _ ubereinstimmt.

r+1 r+1
Bemerkungen
(1) In dualer Weise 46t sich der Begriff der homologischen Spektralsequenz

T
Epglpqez 72K

definieren. Die beiden Konstruktionen gehen durch die Substitutionen

Pq_ pgf r _gPq
- B =BpqiBpgh |
ineinander uber. Die Differentiale der zugehorigen einfachen Komplexe haben im
homologischen Fall den Grad -1.

(i)  In der Definition von Grothendieck wird zusatzlich angenommen, daf} es fur jedes
Paar (p, q) ein r(p,q) gibt mit*®

* Wir haben die Position der Indizes der Bezeichnungsweise von Grothendieck angepaBt.
» d.h. died sind Morphismen von € mitd ed =0. Insbesondere definieren diese Morphismen auf dem
r ror

zu E gehorigen graduierten Objekt {En} mit
T r nEZ

E'=® EM

T p+q=n Tr
einen Morphismus vom Grad +1, durch welchen dieses Objekti die Struktur eines Komplexes
bekommt.
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-r,q+r-1 )
dfq =0 und df q =0 fur r = r(p,q).

Man sagt in dieser Situation auch, die Spektralsequenz ist regular. Es gilt dann

EP9 - P

41 fur alle hinreichend groBen r, und man schreibt fur diese r

Pd _ P9
E=E"

Zum Begriff der Spektralsequenz gehort bei Grothendieck zusatzlich eine Familie
von Objekten

EM ne7Z,

der mit einer absteigenden Filtration durch Teilobjekte versehen sind und eine
Familie von Isomorphismen

pPd. ED] 5 GP(EP*Y),
Zum Begriff des Morphismus gehort dann eine Familie von Morphismen filtrierter

Komplexe, die mit den Morphismen 3 vertraglich ist.

(iii)) Die Spektralsequenzen bilden eine Kategorie. Die meisten bekannten
Spektralsequenzen definieren Funktoren auf einer abelschen Kategorie mit Werten
in der dieser Kategorie der Spektralsequenzen. Man nennt solche Funktoren auch
spektrale Funktoren.

(iv) Vereinbarung. Wir werden hier oft der Einfachheit halber annehmen, die
zugrundeliegende Kategorie € ist gleich Ab oder A-Mod.

3.2.3 Konvergenzbegriffe.

Seien E = {EFq}-r>k eine reguldre Spektralsequenz vom Typ k und cccec ein graduiertes
Objekt mit einer absteigenden reguldren®’ Filtration F*¥H mit
FPHP+a/EP+1gp+a _ gP4

e ]

In dieser Situtation werden wir sagen, E komvergiert nach H, und driicken dies
symbolisch dadurch aus, da} wir schreiben

Ep = H"

Eine Spektralsequenz E = {EF q}r>k heiB3t beschrankt, wenn es fur jedes ganze n nur
endlich viele Paare (p,q) gibt mit

E£q¢0undp+q=n.

Eine Spektralsequenz E = {Efq}r>k kollabiert im Grad r, wenn es hochstens ein von

Null verschiedenes Objekt unter den EF 4 gibt.
Bemerkungen
(i) Mit Ellzq =0 gilt auch E?q fur alle r = k. Beschrankte Spektralsequenzen sind

deshalb regular.
(i) Eine Spektralsequenz, die im ersten Quadranten konzentriert ist, d.h. mit

2 d h. das Differential mit der Quelle Efr’q und das Differential mit dem Ziel Elr)q sind Null.

7 d.h.es gelte H=U c FPH (die Filtration ist erschopfend) und fur jedes n gibt es ein p mit

pEZ
FPH" = 0.
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Ellzq = 0 nur fur O=<p und 0=q,

ist regular (muf} aber nicht beschrankt sein).
(iii)) FallsE= {E?q}er kollabiert und gegen H = {H™} konvergiert, so gilt fur jedes
ganzzahlige n,
H" = FPHP*4/pP+IP+d - g
wenn p + q =n und qu’: 0 gilt fur alle Paare (p’,q’) mit p’+q’ = n, die von

(p,q) verschieden sind.*®

3.2.4 Konstruktion der El;l im allgemeinen Fall

Sei E = {Ef q}r>k eine nicht notwendig regulare Spektralsequenz. Nach Definition ist

Ellzil bis auf Isomorphie ein Subquotient von qu, d.h.

pq _ ,Pq Pd
Bl 11 =7241/Bk+1

mit

Bie1 S 201
Wenn man das rechte Objekt so verkleinert und das linke so vergroBert, daf} die
Inklusion erhalten bleibt, so erhdlt man durch Faktorisieren einen Subquotienten des

Subquotienten, also zum Beispiel Elgil-l Durch Wiederholen ergiben sich so Folgen

von Teilobjekten
pq Pq Pq Pq _ P9
0=B CBk+1C CBTC.CzZz7C. CZk+1CZ =E,
mit
Pq  ~PqrPq
E " =7Z"/B,

fur alle r. Ist E regular, so sind die Folgen der Teilobjekte Bf 9 bzw. ZIr)q stationar, d.h.

es gilt

Pq _ pq Pq . P9 _ Pq pq Pq
E =Z /B  mitZ .—U kBr und B__ ﬂerBr.

Ist E nicht notwendig regulér, so kann man auf diese Weise EE;] definieren, so daf} die
Schreibweise
Elr()q = H"

auch fur nicht-notwendig reguldre Spektralsequenzen eine Bedeutung bekommt. Wir
sprechen in dieser Situation davon, dal}3 E schwach konvergiert gegen H.

3.2.5 Kanten-Morphismen

SeiE = {Efq}pk eine Spektralsequenz, die im ersten Quadranten konzentriert ist. Fur

jede ganze Zahl n ist dann fur hochsten endlich viele (p,q) mit p + q = n das Objekt

Pq
EOO

* wegen FP'H" = FP T fur alle ®’.q).
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von Null verschieden. Falls E gegen H = {H"} konvergiert,
Epd = H",

so ist fur jedes n die Filtration H" endlich, denn mit

FPHYFPHEN =P b4 g=n
[0 0]

ist?
0=p"gn C g C F-lpn C . C FOR" = B
0
Weil E im ersten Quadraten konzentriert ist, ist E 02 ein Teilobjekt von El(zn. Wir
erhalten so einen Morphismus

H" = FOH" s FOHYFIH = E On

On
0 L>Ek (1)

0
Analog ist Ego Faktorobjekt von EEO, und wir erhalten einen Morphismus

0
EEO —»E, = F'HYF H" = F'H & HP 2

Die Morphismen heiflen Kanten-Morphismen der Spektralsequenz.

3.2.6 Beispiel

Sei E = {Efq}r>k konzentriert im ersten Quadranten,k = 2. Die Spektralsequenz

konvergiere E gegen H = {H™}. Dann ist der linke Morphismus von (2) fur n = 1

injektiv. Das Bild von (2) ist in diesem Fall gleich FlHl, d.h. man erhilt eine exakte
Sequenz

0—s E%O _sHu! — uwl/FlH!

01
Wegen HYFH! = Oul/rlg! - E © - Egl erhalt man eine exakte Sequenz der
Gestalt

10 01
0—E, —>H1—>E2 3)
Der Morphismus von (2) fur n = 2 hat als Kern das Bild von
dOl- EOI E20
2% /2
und den Kokern H2/F2HZ2. Wir erhalten so eine exakte Sequenz
01 20 2 2 6242
01
Der Kern des linken Morphismus ist Egl =E o= Bild des rechte Morphismus von (3).
Damit erhalten wir eine exakte Sequenz der Gestalt
10 01 20

0—E, —H! —E; —E5 — H? — HYF’H? — 0.
Fur weitere exakte Sequenzen dieser Art, siche Cartan & Eilenberg: Homological
algebra, Kapitel 15.

3.2.7 Beispiel

Die Spektralsequenz E = {E? q}r> ) sei konzentriert in den beiden Zeilen q=0 und g=1,
d.h.

? Weil die Filtration von H" nach Voraussetzung ausschopfend und separiert sein soll.
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P9 .. . _ _
E.” # 0 hochstens furq =0und q = 1.

Die Sequenz konvergiere gegen H = {H™}. Dann besteht eine exakte Sequenz der
Gestalt

P,
d
w—s P Eg’l 2, ES”’O — HP*2 B

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen gilt dr =0 fur alle r = 3. Damit ist

+1,1
—

2
Koker(d)!) = E§+2’0 S0 O _ po+2yp+2,
Wir erhalten somit eine exakte Sequenz

p.1
d
145 E}2)+2,0

E2’ 2, —>DFp+2Hp+2 —50
1,1
Zusammen mit der exakten Sequenz Fp+2Hp+2 S Fp+al+2 — EI;: T —= 0
erhalten wir die Exaktheit von
p.l
d 1,1
Eg’l 2, E5+2’0 _gpP+igpt2 EE: —0
Weiter ist
+1,1
Ego oL Eg+1,1 _ Ker(dgﬂ’l),
d.h. die folgende Sequenz ist exakt.
1 a0 1pd 50
EY 2, pb0 opptlpp+2 _, g 2 pP0

Zum Beweis der Behauptung reicht es somit zu zeigen,
Betrachten wir die folgende Kette von Teilobjekten von HP*2,
FPHIEP+2 ¢ pPHP2 ¢ oy FOHPH2 - yP+2
Die Faktoren benachbarter Objekte sind isomorph zu den Objekten
p.2 _p-1,3 0,p+2
E, B ---Eg
Letztere aber sind samtlich Null. In der aufsteigenden Kette gilt also uberall das

Gleicheitszeichen.
QED.

3.2 Konstruktion von Spektralsequenz

Die Spektralsequenz zu einem filtrierten Modul mit Differential
Spezialfalle: filtrierter Komplex, Doppelkomplex

Die Spektralsequenz einer Funktorkomposition (auch ein Spezialfall)

Die Hyperkohomologiesequenz (auch ein Spezialfall)

Exakte Paare

30

3.3.1 Die Spektralsequenz zu einem filtrierten Komplex (Spanier: Chap.
9,$1 Th. 2)

Seien K ein Komplex mit den Differential 9: K — K (des Grades 1) und

* Die Kontruktion fur einen beliebigen filtrierten Modul mit Differential kann man bei Cartan-
Eilgenberg nachlesen. Wir spielt dort aber nur eine ditaktische Rolle: da nirgends definiert wird, was
eine Spektralsequenz wirklich ist, will man am Anfang die Startdaten wenigstens moglich einfach
halten. Wirklich von Interesse ist aber nur der Fall, dal der Modul ein Kettenkomplex ist. Wir werden
uns im folgenden auf diesen Fall beschranken.
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= {FP
F={F }p c7
eine absteigende Filtration durch Teilkomplexe von K mit folgenden Eigenschaften
(a) Fur jedes n glbt es ein p mit FPK" = K" (d.h. die Filtration ist nach oben

beschrinkt)*'.
(b) Fir jedes n gibt es ein p mit FPNK™ = 0 (d.h., die Filtration ist nach unten
beschrankt).
Dann gibt es eine Spektralsequenz des Typs E1 mit
P = HPHAEP/RPH) = HO(K).
Die Differentiale des Anfangsterms Elfq sind gerade die Zusammenhangs-

homomorphismen der langen Kohomologiesequenz des Tripels (FP, Fp+1, Fp+2).

Beweis (Vgl. Spanier oder Godement). Fur beliebige ganze Zahlen r und p setzen wir

(1) 7P = {cEFPK1aceFPK} (= Z(FPK/FPK) fur r=0, FPK sonst)
Zo = {c€FPK I dc = 0} (= Z(FPK))

Dies sind graduierte Moduln beziiglich einer Graduierung, die von der des Komplexes
K kommt (bis auf eine Verschiebung):

ZP9 = {ceFPKPH | oceFPTIK )

7224 = {ceFPKP*a | dc = 0}

Es bestehen die Inklusionen graduierter Moduln

Loz cozb corl e ...QaKﬂFpKQZI;Q...QZI?TIQZB - FPK
Wir setzen fur p,r&Z:
@  EP=7Prel T et (0 im Fall r < 0)*2,
B =70 kneP + 2P L
Der Randoperator 9 uberfuhrt Z? in Zg T und azf 1r+1 ZF_ _;1 in azfjl. Also

induziert er einen Homomorphismus
o' EP — EP™, [2] a[oz).

Dabei ist Er ein bigraduierter Modul, Er = {EF 9 und ar:Er—>Er ein Differential vom

Bigrad®* (r,-r+1). Im Fall r< 0 ist 9" = 0.

3! Im Buch von Spanier wird nur gefordert UFP =K und NFP =0 (d.h., die Filtration sei konvergent).
Die Gruppen EIIJ 9 misssen dann nicht konstant sein von einem festen r an. Stattdessen muBt man einen

direkten Limes bilden.
32 Vereinbarung M/N := (M+N)/N im Fall N nicht ganz in M.

& Ep 4. zp a4 (aszi1 92, zfr’j”l’q'r'l), man beachte er’ 4Pt
34 a (Ep’q) C Ep+r’q I'+1
r ~r

Der Wert des zweiten oberen Index ergibt aus der Bedingung, daf 9 den Wert von p+q um 1 erhoht.
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Der Fall r = 0: Wir erhalten
Eg’q — FPRP+A/EP+1g P+
V. FPK/FPIK — FPK/EPHIK, (2] a [92).

Das Differential ist gerade die durch 9:K—K induzierte Abbildung auf FPR/FPHIK.
Der Fall r = 1: Wir erhalten

BP =70 ozl + 25+
mit Z = {c€FP | acEFp+1} und Fp-"1 ZBH Wir betrachten Zahlen und Nenner

Modulo FP*! und erhalten
7> 4pp+lgp+a = (p+q)-Kozyklen von FP/FP*1
0Z§ Q-1 pp+1gp+ayEP+HIKP+A = (p4q)-Korander von FPK/FPFIK
also
EP9 = HPHA(EP/FPH)
Wir haben bereits gesehen, die Differentiale 61 werden durch 9:K—K induziert, d.h. es
sind gerade die Zusammenhangshomomorphismen des Tripels (FP, Fp+1, Fp+2).

Der Fall r>1. Wir berechnen zuerst den Kern von 9" an der Stelle E? . Es gilt
Ker(@": EP—EP™) =% (]I ceZP, aceazfjl + szf”}

b
_ (Z " +Zp+l)/(6 p -r+1 Zp+l)

= {[c] 1c€ZP, |} + {Ix] | xeszrl

Nun berechnen wir den Teil des Bildes von d", der in Ef liegt. Es gilt nach (2):

p- r+1 p+1

Im(@": BV —ED) =4z mod oz + 2P

= 2P+ 2P ) P! zr_1 )
Zusammen ergibt sich

HP(E ) = Va4 l+zerl

)/(8Zp r p+l

)
p p-r
zr+1/zr+lm(az z 1 L

p+1

=37 sz / (azf Ty zp NZ)

% Siehe Formel (2) fur Ef

% Wegen dc = 9x +y mit XEZE-;-I und yEZf_-'l-r-i-1 kann man c in der Gestalt ¢ = (c-x) +x schreiben.

il c pPH+ g gilt also cxezP

Der erste Summand c-x liegt in FP und es gilt d(c-x) =y € 7P +l

-1
Wir haben gezeigt, die linke Seite liegt in der rechten.
Die umgekehrte Inklusion:

1. Summand: CEZE | = ceFP und 806Fp+r+1 = ceFP und acezp”*l C Zp -IHI

2. Summand: CEZE 11 = CEZE (p kleiner, Summe gleich) und BCEGZP-'I-I
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-r +1
=7P 1@zl + 22T

_ b
- Er+1
Der Fall r = » : Es gilt

P =7P/zl] T+l zfjl) (Definition von EL)

p- r+1

=7P 1 0ZP7T + ZPnEPt]) (Definition von Z})

=P+ FP+1) / (azf_'lr+1 + pPtl

Seien jetzt p und q fest gewahlt. Weil die Filtration F nach unten beschréankt ist, gibt es
dann ein r mit

FPHKPH] —

d.h. Zp 4 Zp 4 Weil die Filtration nach oben beschrinkt ist, gibt es aulerdem ein r

mit
pp-r+lgp+q-1 _ gp+q-1 ’

dh, ZPTHAT2 o kPHIL | egBP y und o7P TR 2 gKPHA I NEPKPH

Fur grof3e r gilt deshalb
P9 = (Zp’q + FPHIRPHAy / (9kPTA-1AEPRPHA | PP+

p 4 z A (9KP+A-1AFPKPHA 4 EP+1KP+)

=7 P orP+a-1npPRPH 4 7P ’qmFP+1KP+q)

+1,g9-1
DA (kP pPRPH 4 20T

qu

Wir haben noch zu zeigen, die durch F auf H(K) induzierte Filtration,
FPHP*Y(K) := Im(HP4(FP) — HPTI(K)),

hat als zugehorige graduierte direkte Summanden gerade die Eoz’q. Es gilt aber
FPH(K) = (zfo + 0K)/0K
p b p+1
GrpH(K) =(Z_ +IKNZ_~ +IK)
+1
= Zp/ (Zp + aKﬂZIO)O)
+1
1;/ (Z + 0KNFP)
EP
[0.0]

QED.

7 Wegen 9z c Zp c 7P
r r+1
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3.3.2 Die beiden Spektralsequenz zu einem Doppelkomplex
Sei ein Doppelkomplex K gegeben, d.h. zwei Familien von Homomorphismen
dIP’q:KP,q%KP"‘Lq und de’q:K—>Kp’q+1

mit p,qEZ wobei gilt
0= dIOdI (‘horizontale Differentiale’)
0= dHOdII (‘vertikale Differentiale”)
0= dIOdII + dHOdI

Wir nehmen weiter an, der Doppelkomplex ist nach oben und rechts beschriankt®®,
d.h.es gebe ganze Zahlen Py und 9 mit

KP-9 = 0 falls gibt p =p, oder q=q-

Wir bezeichnen den zugehorigen einfachen Komplex ebenfalls mit K, d.h. es sei
K":=@ KP4
p+q=n
d = dI+dII das Differential von K.
Wir versehen diesen Komplex auf zweierlei Weise mit einer Filtration.

K=, KP'd
p’=p

Flk.=¢ , kPY
il 0’=q

Beide Filtrationen sind offensichtlich nach oben und unten beschrinkt®. Es gibt also
zwei Spektralsequenzen, die gegen denselben Limes konvergieren:

EN = Hj(KP*) = HY(K).
EN = HY(K*%) = H(K).
Dabei bezeichne KP* den einfachen Komplex*’ mit dem Differential dHIKp * und
HYy(KP?)

dessen g-te Kohomologie*'. Analog bezeichne K*9 den einfachen Komplex mit dem
Differential dIIK*q und H%)(K*q) dessen p-te Kohomologie. Wir schreiben im

folgenden einfach H?I(K) und H%(K) anstelle von H%(Kp *)  bzw. HII)(K*q). Beide
Kohomologien bilden als Glieder einer Spektralsequenz Komplexe. Aus der

* In den nachfolgenden Betrachtungen lassen sich diese Beschrinktheitsforderungen durch schwichere
ersetzen. Oder durch Beschranktheitsbedingungen in anderen Richtungen.
% Sie sind ohne jede Einschrinkung an die Komplexe konvergent.

“ Man kann sich auch KP* = F?K/F?HK als Doppelkomplex vorstellen, der aus nur einer vertikalen

Spalte besteht. Insbesondere sind die horizontalen Differentiale dieses Doppelkomplexes Null.

*!'Um zu verstehen, warum auf der linken Seite die g-te Kohomologie (und nicht die (p+q)-te) stehen
mul, stelle man sich vor, die n-te Kohomologiegruppe des Doppelkomplexes habe einen Bestandteil,
der von Zyklen des Teilkomplexes KP* kommt. Um Elemente von Hp+q(K) Zu reprasentieren, milssen
diese in

KPHIAKP+ = kP

liegen. Sie reprasentieren also Elemente der g-ten Kohomologiegruppe des Komplexes KP,
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Konstruktion der Spektralsequenz zu einem filtrierten Komplex** kann man eine
Beschreibung von deren Differentialen gewinnen: sie werden gerade von den

Differentialen dI bzw. dH induziert. Damit erhalten wir:

ESY = P (K) = H'(K).

ESY = HJH[ () = H(K).
Man spricht von den beiden Spektralsequenzen eines Doppelkomplexes.

3.3.3 Die Spektral-Sequenz zu einer Funktorkomposition (Grothendieck,
Theorem 2.4.1).

Seien
F:C = C’ und G:C'—=C”
zwei additive Funktoren abelscher Kategorien.Es gelte

(a) C und C’ besitzen geniigend viele injektive Objekte (d.h. jedes Objekt
sei Teilobjekt eines injektiven).

(b) (F und ) G sind linksexakt.

(c) F uberfuhrt injektive Objekte in G-azyklische Objekte (d.h. solche, die

RYG fiir g>0 annulliert).
Dann existiert fur jedes Objekt AEC eine Spektralsequenz in C”,

E5Y = RPGeRIF(A) = R™(G°F)(A)

Beweis. Sei
0—=A—TI*%
eine injektive Aufflosung von A. Dann sind die RAF(A) nach Definition gerade die
Kohomologie-Objekte des Komplexes
0 — F(A) — F(I¥),
d.h.
(1) RIF(A) = HIAF(T*)).

Als néchstes wiahlen wir eine injektive Cartan-Eilenberg-Auflosung des Komplexes
K:=F(I*), d.h. eine Folge von Komplex-Morphismen

0—=K—L
mit L konzentriert im ersten Quadranden und folgenden Eigenschaften.

(a) Die LP4 sind injektiv fur beliebige p und q.
ur jedes p sind die folgenden Sequenzen exakt.
(b) Fur jedes p sind die folgenden Seq k
(p-Spalte uber der Zeile K)
0 — BPK — BP@+))—BP(L+1)—..
(Bilder der horizontalen Differentiale)
0 — ZPK - ZPO—ZPsly—..
(Kerne der horizontalen Differentiale)
0 — HPK — HP(L*O)—HP L+ 1)—...

(Homologie der horizontalen Differentiale)

(©) Die folgenden exakten Sequenzen zerfallen.

*2 siche zum Beispiel Spanier oder Cartan-Eilenberg
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0 — BP9 — ZPL+9) - HP L) — 0
0— Z?(L*q) > 1Pq B?H(L*Q) -0

Man beachte, aus (c) ergibt sich, die Auflosungen von (b) sind injektive Auflosungen.

Fassen wir L als Doppelkomplex auf und betrachten den zugehorigen Doppelkomplex
G(L), der durch Anwenden des Funktors G entsteht, und die zu letzterem gehorigen
Spektralsequenzen:

EDY .= HiH] (G(L)) = HYG(L))
E"5Y:= HPH}| (GL) = HY(GL))

Es gilt
RPG(RYF(A)) = RPGHY(F1*)))  nach (1)
=HDGH{L)  nach(b)
=g'h1

Die zerfallenden exakten Sequenzen von (c) bleiben exakt, wenn man den Funktor G
auf sie anwendet. Daraus ergibt 51ch daB fur diese Sequenzen der Funktor G mit dem
Kohomologie-Funktor kommutiert*’. Es gilt also

RPG(RIF(A)) = H(H}(GL))
Den Anfangsterm der zweiten Spektralsequenz kann man analog interpretieren:

RP((RIG)°F)(A) = Hp((RqG)(F(I*))) da 0 — A — I* injektive Auflosung.
Weil F injektive in G-azykhsche Objekte uberfuhrt, besteht F(I*) aus G-azyklischen
Objekten, d.h. es ist RYG(F(1*)) = 0 fur q = 0. Die Spektralsequenz E” ist somit
konzentriert auf der x-Achse. Insbesondere sind samtliche Differentiale Null, HHG(L)
ist auf der x-Achse konzentriert'*, und es gilt

RP(GeF)(A) = HP(G(L)).
Die erste Spektralsequenz bekommt damit die Gestalt

RPG(RIF(A)) = RP(GoF)(A).
QED.

3.3.4 Die Leray-Spektral-Sequenz

Seien f:X—Y und g:Y—Z zwei stetige Abbildungen. Wir betrachten die beiden
Funktoren®’

f,. : (abelsche Garben auf X) — (abelsche Garben auf Y)

* Bilder, Kerne und Kohomologie werden koordinatenweise gebildet.
“ Fur g = 0 ist

_0
RPGF)(A) = E* pq -E” pq = FP HPHG )PP P G(L))
= Hp +q(G(L)) (die Sequenz kollabiert)

=O
C HPGw)

45 (f,F)U) = F(f_l(U)) fur jede Garbe F auf X, f_F ist dann eine Garbe auf Y.



90

g, . (abelsche Garben auf Y) — (abelsche Garben auf Z)

Beide Funktoren sind linksexakt. Beide uiberfuhren welke Garben in welke Garben.*®
Da injektive Garben welk sind, sind gibt es somit eine Funktor-Kompositions-
Spektralsequenz,

M RPg, °RIf, = R™(gh*
Ist speziell Z = {pt} der einpunktige Raum, so ist g, gerade der globale Schnittfunktor,

g, =I'(Y, ?): (abelsche Garben auf Y) — Ab, F » I'(Y,F),

also Rpg*(F) =HP(Y,F) gerade der Kohomologie-Funktor. Die Spektralsequenz nimmt
also die folgende Gestalt an.

(2) HP(Y, RIf,F) = H"(X, F)

Dabei bezeichne F eine Garbe von abelschen Gruppe auf X.Die Spektralsequenz heifit

Leray-Spektral-Sequenz der stetigen Abbildung f:X—Y. Speziel fur die konstante
Garbe mit dem Halm Z erhélt man eine Spektralsequenz

(3) HP(Y RY,7) = H(X, Z)

mit der klassischen singularen Kohomologie als Limesterm.

3.10 Hyperkohomologie
Seien
F: C—=C
ein (linksexakter) additiver Funktor abelscher Kategorien und K ein Komplex uiber C.

Wir nehmen an, C hat genuigend viele injektive Objekte und K ist konzentiert auf der
rechten Halbachse, d.h.

K" =0 furn <0.
Weiter sei
0—=K—L*
eine Sequenz von Komplex-Abbildungen mit folgenden Eigenschaften.

1. 0 — KM—L™* jst exakt fur jedes n.

2. RPF(LP-9) = 0 fur beliebige p,q und n > 0.
Beispiele fur solche Komplexe L.
(@ 0 — K — L* ist eine injektive Auflosung in der abelschen Kategorie der

Komplexe K uiber C, die auf der rechten Halbachse konzentiert sind. Es ist leicht
zu sehen, die injektiven Objekte sind gerade die Komplexe I* mit

1" injektiv fur alle n
HY(I*) = 0 fur n>0
Z(DCTI* ist ein direkter Summand.

Die Komplex-Kategorie hat genuigend viele injektive Objekte.
(b) L isteine injektive Caran-Eilenberg-Auflosung von K.

Sei jetzt L* eine Sequenz wie oben beschrieben (d.h. Bedingunen 1 und 2 sollen erfullt
sein). Dann konnen wir L als Doppelkomplex auffassen. Die Kohomologie

HF(L)
des einfachen Komplexes F(L) ist dann im wesentlichen unabhingig von der speziellen
Wahl von L. Sie heiflt Hyperkohomologie des Funktors F beziiglich des Komplexes K
und wird mit

RE(K)

# d.h. Garben, fur welche die Restriktionen F(X) — F(U) samtlich surjektiv sind.
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bezeichnet.
Beweis der Unabhéngigkeit von HF(L) von L. Sei

0—=K-—L*
eine injektive Auflosung von K (vgl. (a)). Dann gibt es tiber K einen Komplex-
Morphismus (von Komplexen)

L* - 1’%
(der eindeutig ist bis auf Homotopie). Dieser induziert einen Morphismus von
Doppelkomplexen

F(L) = F(L)
und dieser wiederung einen Morphismus der zugehorigen ersten Spektralsequenzen.
Insbesondere haben wir einen Morphismus der entsprechenden Anfangsterme

159 = HPHY| F@) — 1 2% = HPHY| (RL)

Dies ist sogar ein Isomorphlsmus, denn nach Deﬁnmon der abgeleiteten Funktoren
identifizieren sich diese Terme in naturlicher Weise mit

HPRYF(K)
Da die Spektralsequenzen konvergieren, ist der Morphismus der beiden
Spektralsequenzen ein Isomorphismus. Insbesondere sind die Limes-Terme in
naturlicher Weise isomorph*’, d.h. der Isomorphismus hingt nicht von der Wahl des

HF(L) — HF(L’)

Morphismus L*—L’* ab.

QED.

Bemerkung

Der Beweis liefert eine Beschreibung der Hyperkohomologie als abgeleiteten Funktor

FoH?: K » HY(K) s FHO(K))

der Zusammensetzung von F mit dem (linksexakten) O-ten Kohomologie-Funktor HO.

Der Anfangsterm der zweiten Spektralsequenz des Doppelkomplexes F(L’) ist namlich
gerade

159 = H{HP (L)

Als injektives Objekt der Komplex-Kategorie ist L'*9 fur jedes q exakt in allen
positiven Graden und ist eine zerfallende exakte Sequenz (d.h.direkte Summe kurzer
zerfallender exakter Sequenzen). Insbesondere gilt

HP(F(L") = 0 fur alle p = 0.

Die Spektralsequenz degeneriert (alle Differentiale sind Null), d.h. die von Null
verschiedenen Anfangsterme sind gleich den entsprechenden Limestermen,

I HD(FQL)) = HIEL)
Rechts steht gerade die Hyperkohomologie von F und links stehen die

rechtsabgeleiteten Funktoren von FOHO,
RI(F-HO)(K) = RY(FK).

3.11 Die beiden Hypercohomologie-Spektralsequenzen eines
Funktors F

(1) 1E59 = HP-RIF)(K) = RF(K)

*7 Wir benutzen hier die Tatsache, daB ein Morphismus von kurzen exakten Sequenzen der Gestalt
0—FPHEPHT PP P pPtl
genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er Isomorphismen auf den beiden dufleren Termen induziert.
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2  1IE59 = ®RPFHY)K) = RUFK)

Diese Spektralsequenzen heilen Hyperkohomologie-Spektralsequenzen des Funktors F
bezuiglich des Komplexes K.
Beweis. (1) ist gerade die erste Spektralsequenz zum oben betrachteten

Doppelkomplex F(L).
Um (2) zu bekommen, wahlen wir fur L eine Cartan-Eilenberg-Auflosung
0— K —L*.
Insbesondere hat man dann injektive Auflosungen
3) 0 — HYK) — H?(L*).
Wegen der zerfallenden exakten Sequenzen der Cartan-Eilenberg-Auflosung,
q

kommutiert der Kohomologie-Funktor Hy auf L* mit additiven Funktoren.
Insbesondere ist

F(H{(L*)) = H{{(FL).
Aus (3) erhalt man also durch Anwenden von F einen Komplex
(0 —s FeHY (K) — ) H{*F(L)

dessen Kohomologie-Gruppen gerade die RPF(HY(K)) sind. Die zweite
Spektralsequenz zum Doppelkomplex F(L) hat damit den Anfangsterm

157 = Hf *H}(FL) = RPF (HY(K)).
Das liefert den Anfangsterm (2). Der Limes-Term ist nach Definition gerade die
Hyperkohomologie.

QED.
Bemerkungen

1. Sei K—K’ ein Quasi-Isomorphismus von Komplexen, d.h.ein Komplex-
Morphismus, der auf der Kohomologie einen Isomorphismus induziert. Dann
werden auch auf den Anfangstermen der zweiten Hyperkohomologie-Spektral-
Sequenz Isomorphismen induziert. Insbesondere sind die Limes-Terme
isomorph, d.h. die beiden Komplexe haben isomorphe Hyperkohomologie.

2. SeiK ein Komplex aus F-azyklischen Objekten. Dann degeneriert die erste
Hyperkohomologie-Spektralsequenz und es gilt

HP(FK) = RMF(K),
d.h. die Hyperkohomologie stimmt uiberein mit der gewohnlichen Kohomologie
des Komplexes F(K).

3. Aus 1. und 2. ergibt sich eine Methode zur Berechnung der Hyperkohomologie:

man wihle einen Quasi-Isomorphismus

K—L
von K zu einem Komplex L aus F-azyklischen Objekten und berechne die
Kohomologie von F(L).

4.  Sei L eine Cartan-Eilenberg-Auflosung des Komplexes K. Dann ist die induzierte
Abbildung der einfachen Komplexe K—L ein Quasi-Isomorphismus*®. Das
erklart nachtraglich, warum sich Cartan-Eilenberg-Auflosungen zur Konstruktion
der Hyperkohomologie eignen.

Unser nachstes Ziel ist die Konstruktion der Spektralsequenz einer offenen
Uberdeckung eines topologischen Raums. In dieser tritt die sogenannte Cech-
Kohomologie auf. Wir beginnen deshalb mit der Definiton der Cech-Kohomologie.

* Nach Definition ist die Kohomologie H(L) des einfachen Komplexes L gerade die Hyperkohomologie
von K beziiglich des identischen Funktors Id. Da Id exakt ist, sind alle Objekte Id-azyklisch, d.h. die
Hyperkohomologie H(L) von K ist kanonisch isomorph zu gewohnlichen Kohomologie.
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3.12 Cech-Kohomologie

Seien X ein topologischer Raum,
U= {Ui}

eine offene Uberdeckung von X und
Fe ShX(Ab)

eine Garbe abelscher Gruppen auf X. Wir versehen die Index-Menge I mit einer

1€l

Wohlordnung. Fur jede endliche Teilmenge JCI setzen wir

UJ = ﬂj EJUj
und
CPUF = ] F(U))
#J=p+1
Der Randoperator

d: CP(UF) - ¢PTL(U F)
des Cech-Komplexes ist wie folgt definiert. Fiir
eCP(U,F)

%= (@) pe1

sei da die Familie
da= ()P yy_h4o
mit
p+1 v
oy =3 (DY ay Ll
v=0 viJ

fur] = {_]0,...,_]p+1} und _]O<...<Jp+1. Es ist leicht zu sehen, daf} auf diese Weise ein

Komplex definiert ist*’. Die Cech-Kohomologie der Uberdeckung U ist definiert als die
Kohomologie des Cech-Komplexes,

HP(UF) := HP(C*(U,F)).
Sind U und V zwei Uberdeckungen von X und ist V eine Verfeinerung von U, d.h.

jede offene Menge von V liegt ganz in einer offenen Menge von U, so bestehen
Gruppen-Homomorphismen

C*(U,F) — C*(V,F),

und man kann zeigen, daB die Komplexe C*(U,F) (und damit die Gruppen HP(U,F))
ein filtrierendes direktes System bilden.

Die Cech-Kohomologie des Raumes X ist definiert als Limes tiber alle Uberdeckungen
von X,

HP(XF) := 1M {P(U ).
U
Bemerkungen
(i)  IstF eine Garbe von (nicht-notwendig abelschen) Gruppen, so liefern die obigen

Konstruktionen immer noch eine Definition von I:II(X,F). Eine genauere Analyse
der Definition zeigt, dall diese Gruppe die Vektorraumbiuindel von X klassifiziert,

49 (dda)J ist eine Linearkombination von Schnitten OLK (genauer: von deren Einschrankungen), wobei

K aus J entsteht, indem man nacheinander zwei Indizes entfernt. Je nach Reihenfolge der Entfernung
erhilt man zwei Glieder, die sich nur in ihrem Vorzeichen voneinander unterscheiden, also gegenseitig
wegheben.
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deren Ubergangsfunktionen Schnitte von F sind. Sei zum Beispiel X eine
komplexe Mannigfaltigkeit und

F = GL(n, OX)
die Garbe der holomorphen Funktionen auf X mit Werten in der allgemeinen
linearen Gruppe GL(n, C). Ein 1-Kozyklus s zur Uberdeckung U besteht dann
aus einer Familie von homolomorphen Funktionen

s :U — GL(n, ©),U €1,
o a o

mit ds = 0, d.h. fur je drei Indizes o, 3, y aus Imit o < B <y gilt

-1
Id=s, os g
By ay ap
-1 -1 -1
dh. s = s,  °s ,dh. s =s _os_ . Mitanderen Worten, s ist eine
oy By op ay op Py

Famimilie von Ubergangsfunktionen eines holomorphen Vektorraumbundels auf
X.
Die 0-Koketten

t={ t:a Uoc —> GL(n, ©) }O(EI

operieren auf den 1-Koketten vermittels

-1
(t s)aB = toc SOLB tB .
und uberfuhren 1-Kozyklen in 1-Kozyklen. Im Fall kommutativer Gruppen liegen
zwei 1-Kozyklen genau dann im selben Orbit, wenn sie sich um einen 1-Korand
unterscheiden:

S,_los’, - dt
dh. s’ _os” =tot aufU (U, dh.
af ~afp P o a "B

_1 s _ _1 LR

t[5 S (XB = tOL S Otﬁ
d.h. im kommutativen Fall

-1
S aﬁ :taos aﬁtﬁ

Deshalb ist es naheliegend, die Kohomologie-Gruppe
i1 (U, ) mit F = GL(n, 0)
zu definieren als die Menge der Orbits der 0-Korander auf den 1-Kozyklen. Auf

diese Weise liegen zwei 1-Kozyklen genau dann in derselben Kohomologie-
Klasse, wenn sie zu isomorphen Buindeln gehoren, und

alxp =Myl p.
U

ist gerade die Menge der Isomorphie-Klassen der holomorphen
Vektorraumbiindel des Rangs n auf X. Im Fall n =1 ist
k

F = OX
eine Garbe abelscher Gruppen, und I:I1(X,F) ist die Gruppe Isomorphieklassen
der holomorphen Geradenbuindel auf X. Anstelle der holomorphen Garbe OX

kann man auch andere Garben verwenden. Zum Beispiel die Garbe der glattten
Funktionen auf einer glatten Mannigfaltigkeit oder die Garbe der reguldren
Funktionen auf einem Schema.
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(i) Der Cech-Komplex C*(U,F) entsteht durch Anwenden des globalen
Schnittfunktors auf den sogenannten garbifizierten Cech-Komplex
C*(U,F)
mit
CP(UF): V » CP(UNV.F)
Dabei bezeichne UNV die Uberdeckung {UiﬂV I UiEU}. Alternative

Beschreibung:

CPUF) = ] jFl)
meps1 U Uy

Dabei bezeichne jI: U, & X die naturliche Einbettung der offenen Teilmenge U

I
in den topologischen Raum X.
Dieser Garben-Komplex ist eine Auflosung von F fur beliebige Garben F, d.h.

0— F — C*(U,F)

I

ist exakt.

(iii) Die Sequenz 0 — F — C*(U,F) ist eine injektive Auflosung falls F injektiv ist
(d.h. die Sequenz zerfillt) und die Sequenz der globalen Schnitte ist ebenfalls
exakt.

Beweis von (ii). Es reicht, die Exaktheit in den Halmen zu uiberprifen. Wir geben ein
xEX vor und wahlen ein jEI derart, daf3 XEUJ. gilt. Es reicht eine Homotopie

k CPU,G) - CPluG)
mit dk + kd = Id zu konstruieren. Sei OLE_C_p(U,G)X. Wir betrachten die “Koordinaten”

von a als in einer Umgebung von x definierte Schnitte und setzen fur i0<...<ii
p-1

(ko) .. =& a,.. . =€, .
{107'-~91p_1} {_]7105'-'91p_1} {10’°"’_]7'-"1p_1}
Dabei sei € das Vorzeichen der Permutation, welche j, iO’ e ip-l in die naturliche

Reihenfolge bringt und o, sei Null, wenn #J von p+1 verschieden ist.

J
Wir erhalten fur J = {iO, ...,ip}, 1.< ...<ip und j nicht in J, wobei j zwischen ix-l und
. : 50.
L liege™:
_ < 1\ A
(dka)y=3 D7 ka)y 5 4y
v 0 vip
= 3 D)Yed-{i_Yja,. ° .. |
iv<j Y {10,...,1V,...,J,...,1p_1} UJ
X _ 51
+oa{i i Y (wegen (-1)* =¢)
0" "p-1

% Es ist dann € = €(J,j) = Anzahl der Elemente von J vor j = (-1)*.

! Im Fall j € T ist dies der einzige eventuell von Null verschiedene Summand.
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- S DY e a0
j<i\, v {10""’J""’lv""’lp—l}UJ
=- S DVedja,. N .

iv<j {10""’l\/""’J""’lp-l}UJ

+ o . .

{10,...,1p_1}

- S DY edja,. N |
j<i\, {10"”’J"”’lv""’lp—l}UJ

Die geschweiften Klammern sollen dabei andeuten, daf3 in der alternierenden Summe in
den Klammern das Glied, in welchen j als Index nicht vorkommt, fehlen soll. Wendet
man den Operator k auf dieses Glied an, so erhédlt man nach Definition gerade Null.
Deshalb gilt

(dkoc)J =0 - (kdoc)J.

Eine analoge Rechnung im Fall j € J liefert dieselbe Identitat. Zusammen erhalten wir

also dka. = a - k(da), d.h.
dk + kd = 1d.
Die identische Abbildung induziert also auf der Kohomologie des betrachteten
Komplexes dieselbe Abbildung wie die Nullabbildung, d.h. die Kohomologie des
Komplexes ist trivial.
QED.
Beweis von (iii). Es reicht, die beiden nachfolgenden Lemmata zu beweisen.
Lemma 1

Seien U C X offen und F injektive Garbe auf X. Dann ist Fl

Lemma 2

Seien UCX offen und F eine injektive Garbe auf U und i: U & X die naturliche
Einbettung. Dann ist i F injektiv auf X.

U injektiv auf U.

Zu Lemma 1. Bezeichne i: U & X wie in Lemma 2 die naturlichen Einbettung. Aus
dem Diagramm abelscher Garben auf U,

B
U
A— FIU
erhilt man durch Anwenden des Funktors i, ein Diagramm
B’
U ~

A =iy —F

wobei der schrage Pfeil wegen der Injektivitat von F existiert. Durch Einschrianken auf
U ergibt sich
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B
UN

A—>FIU

Zu Lemma 2. Aus dem Diagramm abelscher Garben auf X,
B
U
A—iF
erhilt man durch Ubergang zum adjungierten Funktor ein Diagramm”*
i*B

U N\

i*A — F
wobei der schrage Pfeil wegen der Injektivitit von F existiert. Durch Ubergang zum

adjungierten Funktor ergibt sich
B

U\

A—iF

QED.

3.13 Die Spektralsequenz einer offenen Uberdeckung
Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Uberdeckung von X und F eine Garbe
von abelschen Gruppen. Dann existiert eine Spektralsequenz

ESd = AP(U, HY(F)) = H\(X, F)

Dabei bezeichne HA(F) die Pragarbe auf X mit V +» HI(V, F) und HP(U,G) die Cech-
Kohomologie mit Werten in der Pragarbe G.
Insbesondere bestehen die Kanten-Homomorphismen
AU, F) — H"(X, F) Q)
Bemerkungen
(1)  Falls die Spektralsequenz kollabiert, sagen wir
HP(U, HY(F)) = 0 fur q # 0,
so stimmt die Cech-Kohomologie der Uberdeckung trivialerweise mit der
Garbenkohomologie iiberein:’”
HP(U, F) = H'(X, F).
Genauer: die Kanten-Homomorphismen (1) sind Isomorphismen.

(i) Seien X ein separiertes noethersches Schema, F eine quasi-kohédrente Garbe auf X
und U = {Uj }j el eine Uberdeckung von X durch affine offene Mengen.

Weil X separiert ist, sind dann die endlichen Durchschnitte UJ = ﬂj a1 Uj
ebenfalls affin, d.h. es gilt

52 Man beachte, es gilt hier i*F = FIU. Insbesondere uberfuhrt i* Monomorphismen in

Monomorphismen.

% Man beachte, H(F) = F.
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Hq(UJ , F) = 0 fur alle endlichen ] C I.

Der Cech-Komplex C(U, HY(F)) der Pragarbe HY(F) ist identisch Null fur q

0, d.h die Bedingungen von (i) sind erfullt. Die Cech-Kohomologie der quasi-
kohédrenten Garben bezuglich U stimmt mit der gewohnlichen Garben-
Kohomologie uberein. Diese Tatsache wird uns in die Lage versetzen die
Kohomologie der umkehrbaren Garben des projektiven Raums zu berechnen.

(iii) Die obige Spektralsequenz ist auch auflerhalb der algebraischen Geometrie wichtig
fur Kohomologie-Berechnungen. Ist F eine konstante Garbe und sind die offenen
Mengen Uj der Uberdeckung U zusammen mit deren endlichen Durchschnitten

kontrahierbar, so sind ebenfalls die Bedingungen von (i) erfullt, d.h. die Cech-
Kohomologie der Uberdeckung stimmt mit der gewohnlichen Garben-
Kohomologie uiberein.

(iv) Wir werden sehen, die Konstruktion der obigen Spektralsequenz ist funktoriell
und vertraglich mit Verfeinerungen von Uberdeckungen des Raumes X.
Insbesondere definieren die Uberdeckungen von X ein direktes System von
solchen Spektralsequenzen. Durch Ubergang zum direkten Limes erhdlt man eine
Spektralsequenz

ESd = AP(X, HI(F)) = H'(X, F)
Insbesondere hat man Kanten-Homomorphismen
H"(X, F) — H(X, F) )

Weitere Aussagen zu den Eigenschaften der Cech-Kohomologie findet man in den
Artikeln von Grothendieck [Gr 1957] und Serre [Se 1955] und im Lehrbuch von
Godement [Go 1958]. Wir beschrianken uns hier d einige Fakten (ohne Bewelis)
zu erwahnen.

(v) Fur parakompakte Raume™ stimmt die Cech-Kohomologie mit der gewohnlichen
Garben-Kohomologie uberein, d.h. die Kanten-Homomorphismen (2) sind
Isomorphismen. Fur p = 0 und p = 1 gilt dies auch ohne die Voraussetzung der
Parakompaktheit (vgl. Godement [Go 1958], Theorem II.5.10.1 und die
Folgerung von Theorem I1.5.9.1).

(vi) Der Cech-Komplex CP(U,F) ist exakt fur feine Garben’> F und belicbige
Uberdeckungen U eines parakompakten Raumes™ (vgl. Godement [Go 1958],
Theorem 11.5.2.3(b).

(vii) Falls die Mengen der Uberdeckung U zusammen mit deren endlichen
Durchschnitten eine Topologie-Basis von X bilden und falls

Hn(UJ, G)=0

gilt fur alle n>0 und alle endlichen Teilmengen JCI, so gilt

> d.h. der Raum ist separiert und jede offene Uberdeckung besitzt eine lokal endliche Verfeinerung.
% Eine abelsche Garbe F auf einem parakompakten Raum X heiBt fein, wenn es fur jede lokal endliche
Uberdeckung {U} von X eine Familie von Garben-Morphismen {1 : F — F} gibt mit

J J

0  3In=Id
i J

(ii) 1.(F ) =0 fur alle j und alle x aus einer Umgebung von X - U .
] X J

Die Familie der 1, heif3t dann Zerlegung der Eins fur F bezuglich der Uberdeckung {U }
J J

36 Man konstruiert in dieser Situation eine Homotopie des identischen Komplex-Morphismus mit dem
Null-Morphismus.
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HP(U,G) = HP(X,G).
Genauer, die Kanten-Homomorphismen (1) und (2) sind Isomorphismen (vgl.
Godement [Go 1958], Theorem 11.5.9.1).

Konstruktion der obigen Spektralsequenz.
Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Uberdeckung von X und F eine Garbe
von abelschen Gruppen. Wir betrachten eine injektive Auflosung’’ von F,

0—>F—1V> M-
und wenden auf diese den Funktor
¢ :=C@, 7).

Das Ergebnis ist ein kommutatives Diagramm

0—CEF) =1 — ... sca)— ...

1 1 1
0> F - 1Y - - 1 -
Betrachten wir die beiden Spektralsequenzen zum Doppelkomplex C(I),
(1)  EST=HPH{CO = HCW)

@  EY=mlH{cO® =H"CO

Berechnung der Anfangsterme von (1).
Es gilt

H{CM) =0 fur g >0,
denn der garbifizierte Cech—Kpmplex liefert injektive Auflosungen,
0—-1-cdu ¥ -l b - .,

die wegen der Injektivitit der I zerfallen, also beim Anwenden des globalen
Schnittfunktors zu exakten Sequenzen

0—T(X, ¥ -, ¥ -l ) - ..
werden.”
Fur q = 0 erhalten wir entsprechend

H%C(Iq) =I'(X, I9).

Die erste Spektralsequenz kollabiert, d.h. die Limesterme sind gleich den
entsprechenden von Null verschiedenen Anfangstermen:

HP(X, F) = HP(I'(X, I¥)) = H?H(I)I Ca) = gR0 - E’ES = HP(C®1)).

Berechnung der Anfangsterme von (2).

Man beachte, der Ubergang zum Cech-Komplex ist ein linksexakter Funktor.’® Deshalb
konnen wir schreiben,

H{CM = RIC)F)
Dies ist ein Komplex, dessen p-tes Objekt gerade

(RICP)(F)
ist. Beschreiben wir letzteres etwas néher. Es gilt

°7 die wir als die einzige eventuell von Null verschiedene Zeile eines Doppelkomplexes ansehen.

% In den positiven Graden stimmen diese mit den Spalten des Doppelkomplexes C(I) berein. Die
vertikale Kohomologie von C(I) ist also in den positiven Graden trivial.

% Bezuglich offener Einbettungen i: U & X ist der inverse Bildfunktor i* exakt. Der Ubergang zum

direkten Bild ist linkeexakt fur beliebige Morphismen. Schlielich ist der Ubergang zu endilchen
direkten Produkten exakt.
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CP(F) = I FUp=C [T I'y) E
#J=p+1 #I=p+1 ~J
mit I‘U F) = F(UJ). Der Ubergang zu den rechtsabgeleiteten Funktoren kommutiert
J
mit direkten Produkten®. Deshalb gilt
RICPYE) = T ®RIC,H(F)
#J=p+1 J
Berechnen wir die direkten Faktoren. Der Funktor FU ist gerade die
J
Zusammensetzung
IUJ r
Sh,(Ab) ——— Sh.. (Ab)——— Ab
X UJ
des Einschrankungsfunktors auf UJ mit dem globalen Schnittfunktor. Der

Einschrankungsfunktor ist exakt und uberfithrt®' injektive Objekte in injektive Objekte.
Die Spektralsequenz der Funktorkomposition entartet und liefert

(RquJ)(F) = Hq(UJ, FIUJ) = F(UJ,Hq(F))
Damit ist

RICPHF) = ] F(UJ,Hq(F)) = CP(U, HY(F)).

#J=p+1

Ensprechend erhélt man, daf3 die Differentiale des Komplexes (RIC)(F) gerade die des
Cech-Komplexes der Pragarbe HI(F) sind, d.h. es gilt

RICPY(F) = C(U, HY(F)).
Damit erhalten wir als Anfangsterm der zweiten Spektralsequenz

HH{CO = H{RIO)/(F) = HP(C(U, HY(F)) = HP(UHI(F)).
QED.

4. Kohomologie des projektiven Raums
Wir wiederholen zunéchst einige Begriffe, die im folgenden eine Rolle spielen werden.

4.1 Divisoren und Geradenbundel eines Schemas

4.1.1 Weil-Divisoren
Sei X ein noethersches Schema. Ein Primdivisor von X ist ein abgeschlossenes
reduziertes und irreduzibles Teilschema

YC X

mit der Eigenschaft, da} der lokale Ring O O, .. von X im allgemeinen Punkt §

XY T UXE
von Y eindimensional ist,
dim OX,Y :=dim OX,E =1.

% Im wesentlichen, weil direkte Produkte injektiver Objekte injektiv sind.
61 Nach Lemma 1 im Beweis von Bemerkung 3.12 (iii).
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Ist X equidimensional®® von der Dimension d < oo und katenar®, so ist letztere

Bedingung aquivalent zu der Forderung, da3 Y die Kodimension 1 besitzen soll,

codlmX(Y) =1.

Ein Weil-Divisor von X ist ein Element der freien abelschen Gruppe

Div(X),
die von den Primdivisoren erzeugt wird. Ein Weil-Divisor ist also eine formale endliche
ganzzahlige Linearkombination

D=n,Y +.4+n Y , n.€EZ,
1 1 r r’1

von Primdivisoren Yi' Die Menge der Primdivisoren von X wird mit

P(X)
bezeichnet.

4.1.2 Hauptdivisoren

Sei X wie in 4.1.1 ein noethersches Schema. Wir nehmen weiterhin an, daf} die

folgenden Bedingungen erfullt sind.

1. Xistreduziert und irreduzibel.

2. Xistregular in der Kodimension 1, d.h. fur jeden Primdivisor Y C X ist der 1-
dimensionale noethersche lokale Ring

OX,Y
regular (d.h. ein diskreter Bewertingsring). Insbesondere ist OX v ein
Hauptidealring, und jedes von O verschiedene Ideal ist eine Potenz des maximalen

Ideals

mX,Y = nOX,Y'

Die Erzeuger nt dieses Ideals heiflen lokale Parameter von X in Y.

Sei weiter, f # 0 eine rationale Funktoin auf X, d.h. ein von Null verschiedener
globaler Schnitt

fETX, M) = OXn = Q(OX Y

der (konstanten) Garbe M der rationalen Funktionen auf X, oder was das gleiche ist,
ein Keim der Strukturgarbe von X im allgemeinen Punkt. Dann hat f die Gestalt

f=em' mitn EZ

%k
und einer Einheit e € Oy y.** Ist n = 0, so ist f eine regulare Funktion in einer

Umgebung des allgemeinen Punktes von Y. Die Zahl n heifit dann Nullstellenordnung
von f entlang Y, d.h. man sagt dann, f habe eine Nullstelle der Ordung n entlang Y. Ist
n < 0, so hat 1/f eine Nullstelle der Ordnung Inl entlang Y. Die Zahl Inl heifit dann
Polstellenordnung von f entlang Y. Man schreibt

V¢ Y(f) = VY(f) =n

62 d.h. alle Komponenten von X haben dieselbe Dimension d.
% d.h. fur jede echt absteigende Kette

YZDYZ-l :)...DYO

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X, die keine Verfeinerung besitzt, gilt

szing-dimYO.

% f ist Quotient von Elementen aus OX v die beide diese Gestalt haben.

]
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und nennt diese Zahl Nullstellen-Polstellen-Ordung von f entlang Y oder auch einfach
nur Ordnung von f entlang Y. Auf diese Weise ist eine additive Bewertung

Vy' X, \)y* — 7

des rationalen Funktionenkorpers von X definiert, d.h. es gilt:
(1) Vy ist ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus, VY(J'C) =1 und

VY(fg) = VY(f) + vy ()

fur je zwei rationale Funktionen f und g auf X.
(i1) VY(f+g) = min(VY(f), VY(g)) fur je zwei rationale Funktonen f und g auf X.

Wir werden gleich zeigen, fur jede rationale Funktion f # 0 auf X gibt es nur endlich
viele Primdivisoren Y von X mit

VY(f) # 0.
Insbesondere ist die Summe
div(h) =)= Y VY(f)°Y (D
YEP(X)

endlich, also ein wohldefinierter Weil-Divisor auf X. Dieser Divisor heifit der durch f
definierte Hauptdivisor, oder Nullstellen-Polstellen-Divisor von f. Fir je zwei von Null
verschiedene rationale Funktionen f und g gilt
div(fg) = div(f) + div(g).
Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe von Div(X). Diese wird mit
P(X)

bezeichnet. Die Faktorgruppe

CI(X) := Div(X)/P(X)
heiflit Divisor-Klassen-Gruppe.
Beweis der Endlichkeit der Summe (1)°°. Seien

U = Spec A
eine affine offene Teilmenge von X, auf welcher f reguliér ist, und
Z=X-U.

Dann ist Z eine echte abgeschlossene Teilmenge der irreduziblen Menge X. Jeder
Primdivisor von X, der ganz in Z liegt, muf} gleich einer der Kompoenten von Z sein.
Es gibt also nur endlich viele Primdivisor von X, die ganz in liegen. Alle anderen
Primdivisoren von X haben Punkte mit U gemeinsam. Es reicht also zu zeigen, es gibt
nur endlich viele Primdivisoren Y von X mit

YﬂU#@unde(f) #= 0.

Sei § der allgemeine Punkt von Y,
Y = {E}, EEU = Spec A.

Weil f regular ist auf U, gilt f € OX £ = AE’ also
’ VY(f) =0.
Es ist genau dann
VY(f) >0,
wenn fO in m =& A_ liegt, d.h. f liegt in A A_=E.

Weil € nach Definition eines Weil-Divisors die Hohe 1 hat und f # 0 ist, ist dann § ein
minimales Primoberideal von fA, also assoziiert zu fA. Die Anzahl der assoziierten

Primideale von fA ist aber endlich.
QED.

% vgl. Hartshorne, Lemma I1.6.1.



103

4.1.3 Cartier-Divisoren

Seien X ein noethersches®® Schema ohne eingebettete Komponenten und Y C X ein
abgeschlossenes Teilschema mit der Idealgarbe

Iy - Oy
und
dim_Y=dim_ X-1furalley €X.

Dann hei3it Y effektiver Cartier-Divisor, wenn Y lokal durch nur eine Gleichung
definiert werden kann, d.h. wenn IY lokal ein Hauptideal ist. Genauer, fur jeden Punkt

x € X gibt es eine offene affine Umgebung U = Spec A derart, daf3
rau,I,,) =fA
ein Hauptideal ist. Man beachte, weil das Ideal I

Y eine koharente Garbe ist, gilt dann

IYIU =fA.

Das Element f € A heiit dann lokale Gleichung von Y auf U. Wegen der

Dimensionsbedingung an Y liegt aulerdem f in minimalen Primideal von A. Weil X
keine eingebetteten Komponenten haben soll, liegt f in keinem assoziierten Primideal
von A, d.h.

f ist kein Nullteiler.

Ein effektiver Cartier-Divisor ist damit durch eine offene Uberdeckung

X=UggY, M
zusammen mit einem System von Nicht-Nullteilern fi € F(Ui’ OX) gegeben. Das
zugehorige Ideal IY ist dabei gegeben durch

rau, 1) = fir(U’OX) fur offenes U C Ui' (2)

Wegen (1) erfullen die lokalen Gleichungen die Bedingung
fi,F(U,(‘)X)= fi”r(U’OX) fur offenes U C Ui,ﬂUi,,
d.h.
*

Umgekehrt definiert eine offene Uberdeckung (1) zusammen mit einem System von
Nicht-Nullteilern

fi € F(Ui, OX),
die der Bedingung (3) genuigen fur je zwei Indizes 1°, i” € I einen effektiven Cartier-
Divisor Y, dessen Ideal IY durch die Bedingungen (2) gegeben ist.
Seien jetzt zwei offene Uberdeckungen
X = UiEI Ui und X = UjEJ Vj
und zwei Familien von Nicht-Nullteilern
fi S F(Ui’ OX) und gj S F(Vj, OX)

5 Man kann auf die Forderung, daB das Schema X noethersch ist verzichten. Die nachfolgenden
Formulierungen wiirden dann aber komplizierter werden.
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gegeben, welche beide den zu (3) analogen Bedingungen genuigen. Dann sind die
zugehorigen effektiven Cartier-Divisoren genau dann gleich, wenn gilt

fiF(U,OX) = F(U,IY) = ng(U,OX) fur offenes U C UiﬂVj,
mit anderen Worten, wenn gilt
k
fi/ g, e OX(UiﬂVj,) fur alle i€I und alle jEJ.
Wir sagen dann, die beiden Systeme {fi} und {gj} sind aquivalent. Einen effektiven

Cartier-Divisor kann man damit mit einer Aquivalenzklasse von Nicht-Nullteiler-
Familien {fi} identifizieren, oder genauer es ist die Nullstellen-Menge einer solchen

Aquivalenzklasse.

Sei jetzt X ein beliebiges Schema. Den allgemeinen Begriff eines nicht-notwendig
effektiven Cartier-Divisors von X erhalt man, wenn man zulaBit, daB die oben
betrachteten lokalen Gleichungen nicht nur Nullstellen sondern auch Pole haben diirfen,
d.h. man betrachtet anstelle von Schnitten der Strukturgarbe, die Schnitte der vollen
Quotientenringe, d.h. Garben J\/[X assoziert zur Pragarbe

-1 .
Up Q(OX(U)) =Sy (‘)X(U) mit SU
Die Garbe MX ist eine Garbe von Ringen. Die Teilgarbe der Einheitengruppen wird mit

:= Menge der Nicht-Nullteiler von OX(U).

%k
Mx
bezeichnet. Thre Schnitte sind lokal die Quotienten von Nicht-Nullteilern, welche
Schnitte der Strukturgarbe von X sind.
Ein System von lokalen Gleichungen eines Cartier-Divisors auf X ist eine Familie von
Schnitten

k
I €T Mk
derart, daf die Ui eine offene Uberdeckung von X bilden und fur je zwei Indizes i,j € I
gilt
*
fi/fj € (‘)X(UiﬂUj).
Zwei solche Familien, sagen wir
* *
heiflen 4quivalent (d.h. man sagt, sie definieren denselben Cartier-Divisor), wenn fur
beliebige i€l und jEJ gilt
*
fi/gj e OX(UiﬂVj).
Ein Cartier-Divisor ist definiert als Aquivalenzklasse von lokalen Gleichungen.

Eine alternative Definition erhdlt man wie folgt. Wir betrachten den Garben-
Morphismus

OX — MX’
welche jede regulare Funktion in die zugehorige rationale Funktion auf X abbildet, d.h.
welcher induziert wird durch die natuirlichen Abbildungen

1
04 (U) — S50, (V)

in den Quotientenring. Da die hier verwendeten Nenner-Mengen Nicht-Nullteiler sind,
sind diese Abbildungen injektiv, d.h. OX wir so zu einer Teilgarbe von MX. Wir

gehen von den Ringen zu den Einheitengruppen uiber und betrachten die exakte Sequenz
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%k Xk %k *k
0 — Oy — My — Mx/Ox — 0.
Weil die zugehorigen Sequenzen der Halme exakt sind, laBt sich jeder Schnitt der

% % k
Faktorgarbe M./Ox lokal zu einem Schnitt von My anheben. Die globalen Schnitte

O k k
HY(X, Mx/Ox)
werden deshalb representiert durch Systeme von lokalen Gleichungen von Cartier-

Divisoren. Zwei solche Systeme representieren genau dann denselben Schnitt, wenn sie
aquivalent sind. Mit anderen Worten,

% *k
HO(X, M/Ox) = Abelsche Gruppe der Cartier-Divisoren.
Auferdem besteht eine exakte Sequenz
H (X,Ox)—)H (X’Mx)—>H (X’MX/Ox)—>H (X,OX)—>H (X,Mx)
Die erste Gruppe links besteht aus den Gleichungen, die weder Nullstellen noch Pole
besitzen und deshalb den trivialen Cartier-Divisor representieren. Die zweite Gruppe

links enthélt die global definierten Gleichungen von Cartier-Divisoren, die man auch
Hauptdivisoren nennt.

k
Falls X irreduzibel ist, ist MX eine konstante Garbe, also eine welke Garbe auf X, d.h.

die Gruppe ganz rechts ist trivial. Damit erhalten wir:

Folgerung

Sei X ein noethersches irreduzibles Schema. Dann ist die Gruppe der
Isomorphieklassen umkehrbarer Garben auf X gerade

Pic(X) = H (X,0x) = H' (X, Mx/Ox) / H (X, Mx)
= Cartier-Divisoren auf X / Hauptdivisoren.

4.1.4 Cartier-Divisoren und Weil-Divisoren

Sei X ein noethersches reduziertes und irreduzibles Schema, welches regulér in der
Kodimension 1 ist. Dann ist die Abbildung

0 */()* ; — ¥ .
H"(X,.M*/0*) — Div(X), D := {fi € F(Ui, MX)}iEI = VY(D) Y, (1)
YEP(X)
mit
vY(D) = VY(fi) fur Ui Y #=J
wohldefiniert und ein Gruppen-Homomorphismus. Das Bild des Cartier-Divisors D

heilt der zu D gehorige Weil-Divisor. Die Abbidung uberfuhrt Hauptdivisoren in
Hauptdivisoren, induziert also einen Gruppen-Homomorphismus

Pic(X) — CI(X). (2)
Ist das Schema X lokal faktoriell, d.h. sind die lokalen Ringe von X samtlich ZPE-

Ringe, so sind die Abbildungen (1) und (2) Isomrorphismen.
Beweis. Sei D ein Cartier-Divisor auf X mit dem System lokaler Gleichungen

*
{fi € F(Ui’ J\/[X)}iEI .
1. Schritt. Die Definition von VY(D) ist unabhéangig von der Speziellen Wahl von i.

Seien i’ und 1”’ zwei Indizes aus I mit
Ui’ MY # @undUi,,ﬂY #= .

Diese Mengen sind, weil Y irreduzibel ist, dichte offene Untermengen von Y.
Insbesondere ist ihr Durchschnitt nicht leer,



106

Ui’ M Ui” Y = .
Der allgemeine Punkt § von Y liegt in diesem Durchschnitt, weil er anderenfalls in der
abgeschlossenen echten Teilmenge Y - (Ui’ N Ui”) lage, also nicht dicht sein konnte in
Y. Die Schnitte f., und £.,, von O
i i X,E

Einheit ist in (‘)X £ Sie haben damit denselben Wert.

unterscheiden sich nur um einen Faktor, der eine

2. Schritt. Die Definition von VY(D) hangt nicht von der speziellen Wahl der lokalen

Gleichungen von D ab.
Die Argumentation ist im wesentlichen dieselbe wie im ersten Schritt: neue lokale
Gleichungen entstehen aus den alten durch Multiplikation mit einer Einheit des
betrachteten lokalen Rings.

3. Schritt. Die Summe auf der rechten Seite von (1) ist endlich.
Weil X noethersch ist, uberdecken bereits endlich viele der Ui auf denen die lokalen

Gleichungen fi definiert sind, das Schema X. Wir konnen deshalb annehmen, die

Index-Menge I ist endlich.

Wie wir im Beweis der Korrektheit der Definition eines Hauptdivisors in 4.1.2.
gesehen haben, gibt es fur jedes der endlich vielen fi nur endlich viele Primdivisoren Y

mit VY(fi) # 0. Die Summe (1) muf} also endlich sein.

4. Schritt. (1) ist ein Gruppen-Homomorphismus.
Das ist der Fall, weil die Vy Gruppen-Homomorphismen sind.

5. Schritt. (1) bildet Haupt-Divisoren in Hauptdivisoren ab.

Dies folgt direkt aus der Defintion der Begriffe Hauptdivisor fur Cartier- und Weil-
Divisoren.

6. Schritt. (1) ist bijektiv fur lokal faktorielle Schemata X.

Sei D ein Weil-Divisor auf X. Fur vorgegebenes x € X betrachten wir den natiirlichen
Morphismus

i Spec OXX—>UQX.

Dabei sei U = Spec A eine offene affine UI’ngebung von x und iX die Zusammensetzung

der naturlichen Einbettung U & X mit dem Schema-Morphismus, der durch die
naturliche Abbildung A — Ax = OX « in den Quotientenring induziert wird. Diese

b

Zusammensetzung ist dabei unabhiangig von der speziellen Wahl von U.

Jeder Primdivisor Y von X der x enthalt, definiert einen Primdivisor auf U und damit
ein Primideal der Hohe 1 von A und damit ein solches der Lokalisierung OX . AX
von A,also einen Primdivisor YX auf Spec OX <
Fur jeden Primdivisor von X, der den Punkt ’X nicht enthalt, Ialt sich ein U finden,
welches disjunkt ist zu Y. Fur solche Primdivisoren setzen wir

Yx := 0 = Nulldivisor auf Spec OX "

b

Fur beliebige Weil-Divisoren

D= 2 niYi
1
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sei weiter
= ?ni(Yi)x'
Wir erhalten auf diese Weise einen Gruppen-Homomorphismus
Div(X) — Div(Spec OX X), Db Dx . 3)

Bemerkung: Der Kern dieses Homomorphismus wird gerade von Primdivisoren
erzeugt, die den Punkt x nicht enthalten.

Um das einzusehen, beachten wir zunachst, da3 zwei Primdivisoren Y’ und Y” durch x
mit demselben Bild bei dieser Abbildung zwei Primideale in A definieren, die in AX

dasselbe Primideal erzeugen. Dann sind aber auch die beiden Primideale in A gleich,
d.h. es gilt

YNU=Y"U>x
Diese Durchschnitte sind nicht-leere offene dichte Teilmengen in den Divisoren Y’ und
Y”. Durch Ubergang zum Abschluf3 erhalten wir Y’ = Y”. Wir haben gezeigt, auf den
Primdivisoren durch x ist die Abbildung (3) mJekth Dasselbe gilt dann auch fur die

von diesen Pr1md1v1soren erzeugten Untergruppe.®’” Damit gilt aber die Aussage der
Bemerkung.®®

Sei jetzt ein Weil-Divisor von X vorgegeben, sagen wir
r
D= .2 niYi € Div(X)
=1
Jeder der Divisoren (Yi)x ist durch ein Primideal P, der Hohe 1 von (‘)X X gegeben.
Weil OX ein ZPE-Ring ist, ist ein solches Primideal ein Hauptideal,
p; = f 0

X, x
Wir setzen

r n;
=11 (&)
i=1
Dann geht der Hauptdivisor mit der globalen Gleichung fX auf X bei der Abbildung (3)
gerade in den Weil-Divisor D uber.
Der zum Hauptdivisor le(f ) auf X gehorige Divisor auf Spec O X.x stimmt dann
gerade mit dem zu D gehorlgen Divisor D uberein. Genauer, der von f uber A =

OX,X erzeugte Modul ist gerade

M "y
fox = p1 -...-pr AX,

%7 Eine Linearkombination von paarweise verschiedenen Primdivisoren geht iiber in eine
Linearkombination von paarweise verschiedenen Primdivisoren, die gleich Null ist. Also miissen alle
Koeffizienten Null sein.

% Jede D &€ Div(X) 14Bt sich auf genau eine Weise in der Gestalt D = D’ + D” schreiben, wobei D’ aus

Primdivisoren durch x besteht und D” aus solchen nicht durch x. Der zweite Summand liegt im Kern
von (3). Liegt D im Kern, so auch D’. Wie eben gesehen ist dann aber D’ =0, d.h. D =D”. Die
Elemente aus dem Kern von (3) bestehen also aus Primdivisoren nicht durch x. Die umgekehrte
Inklusion besteht trivialerweise.
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wenn p. € Spec A das Primideal des Primdivisors Yi bezeichnet. Die beiden AX-

n n
Teilmoduln fXA und p1 L. . p T von Q(A) stimmen dann aber auf einer Umgebung von
r

x iberein,” d.h. man kann U = Spec A so durch eine geeignete affine offene
Hauptmenge Ux ersetzen, daf} gilt

n n
° — 1 ° ° ro ) 1
fX (v, OX) p1 pr (v, OX) fur jede offene Menge V C Ux €))
Wir lassen jetzt x die Menge X durchlaufen und erhalten eine offene Uberdeckung
{U_}
X xeX

und eine Familie von rationalen Funktionen fX mit

fX,~F(V, (‘)X) = fX,,-F(V, OX) fur jede offene Menge V C UX,ﬂUX,,

und fur je zwei Punkte x’, X” € X (wegen (4)). Die beiden Erzeuger unterscheiden sich
um einen Faktor, der eine Einheit ist. Insbesondere gilt

*
£, ETU MU, 0x).

Nach Konstruktion gilt
DIU :dlv(fX)IU . 5)
X X
fur jedes x € X. Wir haben gezeigt, die Schnitte
£ €Q(O4(U )
bilden ein System von lokalen Gleichungen eines Cartier-Divisors auf X. Das Bild

dieses Cartier-Divisors bei der Abbildung (1) ist nach (5) gerade der vorgegebene Weil-
Divisor D.

Wir haben gezeigt, die Abbildung (1) ist surjektiv. Wir haben noch zu zeigen, der Kern
der Abbildung (1) ist trivial. Sei

ES
{t. ET(U, My}, -

% Seien M, N C Q(A) zwei endlich erzeugte A-Teilmoduln mit MA =NA in Q(A). Dann gilt auch
X X
M(N)A =MA [NA =MA =NA
X X X X X
also
M/M(N) =MA /M(N)A =0
X X X
Jedes Element von M/(M[ N) wird von einem Element aus A-x annulliert. Weil der Modul M/(M( \N)
endlich erzeugt ist, gibt es ein s” € A-x mit s’«(M/M( N) = 0, also
0=M/(MNN) , =MA /MONA |
s S S

also
MA = M(MN)A -
S S

Analog findet man ein s” € A-x mit
NA  =(M[N)A .
S s

Die beiden Identitaten gelten auch mit s = s’s” € A-x anstelle von s’ bzw. s”. Also gilt
MA =NA.
s S
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ein System von lokalen Gleichungen eines Cartier-Divisors aus dem Kern von (1).
Durch Uberdecken der Ui durch affine offene Mengen gewinnen wir ein System von

lokalen Gleichungen mit
Ui = Spec Ai affin fur jedesi € 1.
Fur jedes i und jeden Primdivisor Y von X mit UiﬂY # J gilt dann
vy () =0,
d.h. fur jedes Primideal p € Spec Ai der Hohe 1 gilt
-1
fi € (Ai)p und f; " € (Ai)p'

Die rationale Funktion fi und deren Inverses liegen im Durchschnitt dieser
Lokalisierungen, also im ganzen Abschluf} von Ai (vgl. Matsumura, Th. 38). Nun sind
nach Voraussetzung alle lokalen Ring von X ZPE-Ringe, also normal’’. Das hat zur

Folge, dall X normal ist, d.h. alle affinen Koordinatenringe sind normal, d.h.

£, f£le A..
1 1 1

Die lokalen Gleichungen des Divisors sind Einheiten, ihr System ist dquivalent zur

globalen Gleichung 1. Der Cartier-Divisor gerade neutrale Element in der Gruppe der
Cartier-Divisoren.

7. Schritt. Die Hauptdivisoren von HO(X, M*/O%*) entsprechen bei der Bijektion (1) im
lokal faktoriellen Fall geraden den Hauptdivisoren von Div(X).

Sei f € I'(X, M*) eine rationale Funktion auf X. Dann wird der Cartier-Divisor, der als
System lokaler Gleichungen die aus einem Glied bestehende Familie
{ferX, M+*}
besitzt bei der Abbildung (1) gerade in den Divisor div(f) € Div(X) abgebildet.
QED.

7 Die Normalisierung X —s X ist dann ein Isomorphismus. Zum Beweis konnen wir

annehmen, X = Spec A ist ein affines Schema (und A ein noetherscher
Integritatsbereich). Betrachten wir die Inklusionen

ACACQA),
wobei A die ganze AbschlieBung von A in Q(A) bezeichne. Wir haben zu zeigen, links
gilt das Gleichheitszeichen. Fur jedes x € Spec A ist Kx die ganze AbschlieBung von

AX in Q(A). Weil AX ein ZPE-Ring, also normal, ist, folgt
A = KX fur jedes x € Spec A (6)

Jedes Element der ganzen AbschlieBung A von A liegt in einem endlich erzeugten A-
Modul M zwische A und A,

ACMCA.
Es reicht zu zeigen, A = M fur endlich erzeugte A-Moduln M zwischen A und A.
Wegen (6) gilt Ax = Mx fur jedes x € Spec A. Die naturliche Inklusion koharenter

Garben

~Y

KoM
ist ein Isomorphismus. d.h. es gilt A = M.
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4.1.5 Cartier-Divisoren und umkehrbare Garben
Seien X ein Schema und D ein Cartier-Divisor mit dem System lokaler Gleichungen

*
{fi € F(Ui, M )}iEI'
Dann bilden die Quotienten
*
fi/fj € (‘)X(UiﬂUj), el
ein System von Ubergangsfunktionen einer umkehrbaren Garbe’'. Sei
e T(V., M*)}.
{8 €TV, M9}
ein zweites System lokaler Gleichungen von D. Durch Ubergang zu einer gemeinsamen
Verfeinerung der beiden Uberdeckungen erreichen wir, daf3
I=JundUi=VifuriEI
gilt. Es ist dann

P;= fi/gi S O;(Ui) fur i€l
und fur beliebige Indizes 1,j €I gilt
(/) = w2 )e; in Ox(U;NU)
Die beiden Systeme von Ubergangsfunktionen unterscheiden sich um den Korand der
0-Kokette {cpi}, definieren also isomorphe umkehrbare Garben. Die eben konstruierte
Garbe hangt also bis auf Isomorphie nur von D und nicht von dem zur Konstruktion

verwendeten System lokaler Gleichungen ab. Wir bezeichnen die zu D gehorige
umkehrbare Garbe mit
OX(D).

Bemerkungen
(1)  Direkt aus der Konstruktion ergibt sich,

OX(D +D”) = OX(D )®OXOX(D )
fur je zwei Cartier-Divisoren D’ und D” auf X. Fur den trivialen Cartier-Divisor 0

kann man als System lokaler Gleichungen die Familie aus einem Element
{ferX,M#)}
wihlen. Deshalb gilt
OX(O) = OX.
(i))  Wir erhalten so einen Gruppen-Homomorphismus
S
HOX, M#/0%) — H1(X, 05), D 1 0, (D),

der Gruppe der Cartier-Divisoren auf X mit Werten in der Gruppe der
Isomorphie-Klassen der umkehrbaren Garben auf X.
(1) Es besteht die Moglichkeit, in der Isomorphie-Klasse OX(D) ein ausgezeichnetes

Element auszuwahlen, welches ebenfalls mit OX(D) bezeichnet wird. Sei
%
{fi € F(Ui, M )}iEI'

ein System lokaler Gleichungen von D. Dann gibt es einen Teilmodul L(D) der
Modul-Garbe
M= MX

" Trivialerweise sind die Kozykel-Bedingungen erfullt.
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der vollen Quotientenringe von O,, welche uber Ui gerade vom Schnitt fi_l

X
erzeugt wird,
Li = L(D)IUi =f; 1oxlUi (= MxlUi).
iiber den affinen offenen Teilmengen U = Spec A C Ui gilt
Lo, = 6 A~ Sl
Wegen fi/fj EO;(UiﬂUj) stimmen die beiden Teilgarben Li und L)j von M auf

dem Durchschnitt UiﬂUj uberein. Die Li verheften sich also zu einer global

definierten Teilgarbe von M. Nach Konstruktion ist diese lokal isomorph zur
Strukturgarbe von X, denn die Multiplikation mit fi definiert einen

Isomorphismus

£J(D)IUi — (‘)XIUi .

Man sieht direkt, daB die Konstruktion des Teilmoduls £(D) C MX nicht von

der Wahl der lokalen Gleichungen von D abhéngt.
Die zugehorigen Ubergangsfunktionen sind gerade die Quotienten fi/fj’ d.h. es ist

L(D) = 0, (D).

Der Kern des Homomorphismus von (ii) besteht gerade aus den Hauptdivisoren.
Zwei Cartier-Divisoren haben bei (ii) genau dann dasselbe Bild, wenn sie sich um
einen Hauptdivisor unterscheiden, d.h. wenn sie linear dquivalent sind.

Sei X ein noethersches reduziertes und irreduzibles Schema. Dann ist der
Homomorphismus von (ii) surjektiv.

Beweis von (iv). Sei D ein Cartier-Divisor mit einer globalen Gleichung

f & T(X, M*).

Dann gilt

1
L(D) =7 0y = Oy,

d.h. D liegt im Kern der Abbildung (ii). Liegt D umgekehrt im Kern dieser Abbildung,
so gibt es einen Isomorphismus von OX-Moduln

LD) — OX.

Insbesondere gibt es einen globalen Schnitt f € T'(X, L(D)) C I'(X, J\/[X), der bei

diesem Isomorphismus in die 1 abgebildet wird. Wegen

OX = 1~(‘)X
erhalten wir durch Anwenden des Inversen dieses Isomorphismus
1
L(D) = T OX .

Das bedeutet aber, D besitzt die globale Gleichung f, ist also ein Hauptdivisor.”

2 Genauer, ist {f. € F(Ui, M*)}'EI ein System von lokalen Gleichungen von D, so gilt lokal auf U,
i i i

XU . XU’
i 1 i

1 1
Oy =LD) =70,
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Beweis von (v). Sei L eine umkehrbare Garbe auf X. Auf Grund der Annahmen
bezuglich X ist die Garbe MX eine konstante Garbe.

Fur jede offene Teilmenge U C X mit LIU = OXIU gilt
L@MIU = O®MIU = MIU.
Wir betrachten den geringten Raum (X, MX). Der MX—Modul L®M ist dann, wie wir
gerade gesehen haben, lokal frei vom Rang 1. Die Kohomologie-Gruppe
Hl(X, M;)
besteht gerade aus den Isomorphie-Klassen der lokal freien MX-Moduln vom Rang 1.
k)

Als konstante Garbe von abelschen Gruppen auf dem irreduziblen Raum X ist My

welk, also I'-azyklisch, d.h. es ist
*
HI(X, My =0.
Es gibt also nur eine Isomorphie-Klasse. Insbesondere ist
LOM = M.

Der naturliche Garben-Morphismus

L—s LOM — M

ist ein Monomorphismus’?, d.h. £ ist isomorph zu einem Teilmodul von M. Weil £ als

OX-Modul lokal frei vom Rang 1 ist, ist £ als Teilmodul von M lokal von der Gestalt
%OX mit einem Schnitt £ von M*,

also von der Gestatl £(D) mit einem Cartier-Divisor D. Mit anderen Worten L liegt in

der Isomorphieklasse des Bildes von D bei der Abbildung von (i1).

QED.

4.1.6 Die Divisoren des projektiven Raums

Seien k ein Korper und X = ]P’ll(\I = Proj k[XO,...,X ]. Weil X noethersch, reduziert,

N
irreduzibel und nicht-singular ist, gilt

HO(X, M*/0*) = Div(X) und CI(X) = Pic(X).
Wir werden deshalb im folgenden nicht sonderlich zwischen Cartier- und Weil-
Divisoren unterscheiden.

Sei Y C X ein Primdivisor. Als abgeschlossene Teilvarietit ist Y von der Gestalt
Y =V()
mit einem homogenen von Null verschiedenen Ideal
1C k[xo,...,XN].

d.h. die Quotienten f/f. sind Schnitte von O}.( (aber U)). Damit ist f globale Gleichung von D, d.h. D
i i

ist ein Hauptdivisor.

3 weil die auf den Halmen induzierten Abbidungen bis auf Isomorphie gerade die natiirlichen

Einbettungen der OX in den vollen Quotientenring und als solche Monomorphismen sind.
X
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Weil Y irreduzibel ist, ist I ein Primideal. Sei F € I ein homogenes von Null

verschiedenes Element minimalen Grades aus diesem Ideal. Weil I prim ist, liegt
mindestens ein Primteiler von F ebenfalls in I. Also ist das Polynom
F irreduzibel.

Wegen F €1 gilt
V() C VF) CX.

Weil F irreduzibel ist, ist V(F) irreduzibel von einer Kodimension = 1. Weil V(I) die
Kodimension 1 hat, folgt

V) = V()
und
I=F k[xo,...,XN].
Wir wihlen deshalb die Bezeichnung
Y :=div(F).
Wir haben gezeigt:

Jeder Primdivisor von X = IP’IIZI hat die Gestalt Y = div(F)

].

mit einem irreduziblen homogenen Polynom F € k[x O,...,XN

Fur den zugehorigen Cartier-Divisor kann man auf Ui = D+(Xi) die rationale Funktion

d .
F/x; mitd :=degF

als lokale Gleichung von Y wiahlen. Wir bezeichnen den zugehorigen Cartier-Divisor
ebenfalls mit div(F).

Allgemein erhalten wir fur je zwei homogene Polynome F,G der Grade d und e einen
Cartier-Divisor mit der lokalen Gleichung

F/G-xie'd auf U,

Wir werden im folgenden schreiben,
deg F/G = d-e.
Diesen Cartier-Divisor bezeichnen wir analog mit
div(F/G), F,G € k[xO,...,xN] - {0} homogen.

Ist F ein Quotient homogener Polynome aus k[xo,...,xN] -{0} und

n n
F=(F) L) "
die Zerlegung in irreduzible paarweise teilerfremde Faktoren, so gilt
r
div(F) = iglni-dlv(Fi).
Dies ist gerade die Darstellung von div(F) als ganzzahlige Linearkombination von

Primdivisoren. Insbesondere sehen wir, dall jeder Cartier-Divisor von X die Gestalt
div(F) besitzt.

Jeder Divisor von X = ]P’llzI hat die Gestalt Y = div(F)
mit einem Quotienten F homogener Polynom von k[xo,...,xN] - {0}.

Wie oben bemerkt haben die lokalen Gleichungen auf Ui eines solchen Divisors

D = div(F)
die Gestalt
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F/x? mitd =deg F.
Die zugehorige umkehrbare Garbe hat auf Ui die Gestalt
d

L(D)IUi =5 OXlUi ,
und fur deren Ubergangsfunktionen erhalten wir

XJd/xid auf UimUj
Insbesondere hiangen diese nicht von der rationalen Funktion F ab, sondern nur von
deren Grad. Wir schreiben deshalb auch

OX(D) = OX(d) = OX(deg F) fur D = div(F) und d = deg F.
Insbesondere sehen wir:
Jede umkehrbare Garbe auf X = IP’IIZI hat bis auf Isomorphie die Gestalt
OX(D) = OX(d) = OX(deg F) mit D = div(F), d =deg F.

Weiter sehen wir, zwei Quotienten F und G homogener Polynome definieren genau
dann linear dquivalente Divisoren, wenn sie denselben Grad haben:

X

deg F =deg G « div(F) und div(G) sind linear aquivalent.
Explizit:

div F - div G = div(F/G).
Haben F und G denselben Grad, so ist F/G eine wohldefinierte rationale Funktion auf
X. Der Grad eines Divisors,

deg: Div(X) — Z, div(F) » deg F,
ist wohldefiniert und hangt nur von der linearen Aquivalenz-Klasse des Divisors ab. Er

induziert also eine Abbildung auf der Klassen-Gruppe, die ebenfalls mit deg bezeichnet
wird:

deg: Pic(X) = CI(X) —» Z.
Wie wir gerade gesehen haben, ist dies ein Isomorphismus.
Insbesondere ist so auch der Grad einer umkehrbaren Garbe auf dem projektiven Raum

definiert, und es gilt
deg OX(d) =d.

Die hier eingefuhrte Terminologie 146t sich noch etwas verallgemeinern.

4.1.7 Die Garbe (‘)X(d) des projektiven Raums Pg

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und

N )
X := ]P’A = Proj A[XO,...,X ].

N
Fur jeden Quotienten homogener Polynome’

™ Ein Polynom aus A[xo,...,xN] - {0} ist genau dann ein Nullteiler, wenn es ein Element von A-{0}

gibt welches alle Koeffizienten des Polynoms annulliert (vgl. Nagata: Local rings, (6.13). Der dortige
Beweis im Fall von nur einer Unbestimmten 14t sich auf den Fall von endlich vielen Unbestimmten
verallgemeinern, indem man Multi-Index-Schreibweise verwendet und die Potenzprodukte gradweise-

lexikographisch anordnet: Sei a = E ax' # 0 ein Nullteiler. Dann gibtes ein b := 2 b x' # 0 mit
. l . 1

1 1
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F € QALX X\ D* D i QA (X oe-esX )
bezeichne dann
D :=div(F)
den Cartier-Divisor mit der lokalen Gleichung
deg F o
F/xi auf Ui = D+(Xi). (D)
Die zugehorige umkehrbare Garbe (‘)X(D) hangt dann bis auf Isomorphie nur vom Grad

d = deg F von F ab und wird auch mit
O (d)

*k
bezeichnet. Als Teilgarbe der Garbe MX hat (‘)X(d) auf Ui die Gestalt

1
Ox@Wly ==3%ly.-
1 Xi 1
Fur jedes homogene Polynom des Grades d,

D aixi-E bixi = 0. a)
i i

Wir fiuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl s der Summanden von b. Im Fall s = 1 ist
nichts zu beweisen. Sei also s > 1. Sei p der hochste Koeffizient von b. Im Fall a*f = 0 gilt die
Behauptung. Nehmen wir also an, es gilt

i
Zaix B # 0.
i

Dann gibt es ein a, mit a_«f§ # 0, also mit a‘-z b_x1 # 0. Sei at der hochste Koeffizienten von a mit
J J ] 1

i
dieser Eigenschaft,

i
. # .
at E bix 0
i
Wegen (1) gilt dann

i i
> bx =0.
D a.x > X
ist i
wobei die Summe des ersten Faktors uiber alle Koeffizienten erstreckt werde, die lexikographisch nicht
grofer als t sind. Insbesondere ist der hochste Koeffizient dieses Produkts gleich Null, d.h.

ap=0. Q)

Wir setzen

— e i
ci=a > bix .
i
Dann ist ¢ ein von Null verschiedenes Polynom, und wegen (1) gilt
asc=0.
Wegen (2) ist die Anzahl der von Null verschiedenen Summanden kleiner als die Anzahl s dieser
Summanden von b. Die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

> Ist A ein kommutativer Ring mit 1, so bezeichne

A(x ...,
XXy

den Quotientenring des Polynomrings A[xo,...,xN] bezuglich der Menge S der Polynome, deren

Quotienten das Einheitsideal erzeugen.
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F e A[XO,..
sind die Quotienten (1) regulare Schnitte der Strukturgarbe,
d
Fix; € F(Ui, (‘)X),

.,XN], deg F =d,

und definieren damit einen globalen regularen Schnitt von OX(d)76. Die Abbildung

F i durch F definierter globaler Schnitt von OX(d)

ist injektiv, weil die X, regulare Elemente von A[x .,xN] sind. Wir konnen also die

0"
homogenen Elemente des Grades d mit den zugehorigen Schnitte identifizieren,

A[XO,...,XN]d C I'X, OX(d)).

Der projektive Koordinatenring des IP’E wird so zu einem Teilring des Rings, der zu

den Tensorpotenzen von OX(l) gehort,

Al Cr. X, OX) =® I'X, OX(d)).

XO,...,XN] 47,
Man beachte, das Produkt von zwei homogenen Polynomen entspricht gerade dem
Tensorprodukt der zugehorigen Schnitte bezuiglich der naturlichen Isomorphismen

OX(d’)®OX(d”) = OX(d’+d”) 2)

welche die Produktstruktur des Rings rechts definieren.
Die homogenen Elemente des projektiven Koordinatenrings lassen sich somit als
regulare Schnitte der Garben OX(n) auffassen, d.h. als regulare Funktioen auf X mit

Werten in den entsprechenden Geradenbiindeln.

Fur jede Garbe von OX-Moduln F setzen wir

Fn):=F®, 0,(d)

OX
r.X,F= @nEZ ['(X,F(n)).
Aus (2) erhéalt man durch tensorieren mit F naturliche Isomorphismen
OX(d’)®F(d”) i F(d’+d”) (2)
Durch diese Isomorphismen ist auf I' (X, F) in naturlicher Weise die Struktur eines
Moduls uber I' (X, (‘)X) definiert, und damit auch die Struktur eines Moduls tiber dem

projektiven Koordinatenring.

4.1.8 Die Kohomologie des projektiven Raums Pi

Seien A ein noetherscher Ring,
S = A[XO,...,XN]

der Polynomring uiber A in den N+1 Unbestimmten X, und

6 Weil Ed e (x./X, )d = % gilt und die (x /x, )d ein System von Ubergangsfunktionen von OX(d)
X. J! X, 1
1 ]
bilden.



117

X = IP’X = Proj S
der projektive Raum uiber Spec A. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1) Der naturliche Homomorphismus graduierter Ringe mit 1,

S — T, (X, OX)
ist ein Isomorphismus, d.h. es gilt

0 _ ,
HY(X, Oy (d)) = Al fird € Z.

' XNl
() HYX, Oy (d)=0fir0<i<NunddEZ.

iy HN(X, 05 (-N-1)) = A.
(iv)  Die natirliche A-bilineare Abbildung’’
HO(X, 05 () HN(X, 04 (-d-N-1) — HN(X, 0y (N-1) = A

eine perfekte Paarung’® fur jedes d € Z.

Beweis. Zu (i). Wir setzen

X X
0 0
(X ) = Spec k[X_ ,...,X—]
i 1 N

Die Ui bilden eine offene affine Uberdeckung xon X mit der Eigenschaft, daf} die

Ui = D+(Xi) = Spec k[xo,...,xN]

endlichen Durchschnitte
U. . =U. N... U
10,...,1p i p
ebenfalls affin sind. Die Cech-Kohomologie der Uberdeckung
U=1{Ulico, N
stimmt fur die quasi-kohdrenten Garben OX(d) mit der Garben-Kohomologie uiberein.

Wir werden deshalb die Cech-Komplexe fiir diese Garben bestimmen. Auf der affinen
offenen Menge Ui ist die Garbe OX(d) frei,

OX(d)IUi = OXIU
also ist

" - _d
F(Ui , (‘)X(d)) = F(Ui , (‘)X) = k[XO""’XN](xi) = X -k[xo,...,XN](Xi)

" Das Tensorprodukt mit einem globalen Schnitt s von OX(d) definiert einen Homomorphismus von
O_ -Moduln
X
-d-N-1 N-1
OX( )—> OX( )
und damit eine A-lineare Abbildung
f: HN(X, 0_(-d-N-1)) — HN(X, O_(-N-1)).
s X X
Die so definierte Abbildung
HO(X, 0, (@) x HN(X, 0, (d-N-1) — HY(X, O, (N-1) . 5,0 b £ (),

ist A-bilinear.
8 d.h. die durch sie definierten A-linearen Abbildungen jedes der beiden direkten Faktoren rechts ins
Dual des anderen Faktors sind Isomorphismen.
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Der Schnitt zum homogenen Polynom F des Grades d entspricht dabei dem Polynom

F/x;:1 in der Mitte und dem Polynom F selbst rechts, wenn der rechte Isomorphismus in

e ., .d . .
der Multiplikation mit x; besteht. Wir erhalten als Zusammensetzung einen

Isomorphismus

. _.d
F(Ui , OX(d)) = F(Ui , (‘)X) =X5 °k[XO,...,XN (Xi) (1)

bei welchen dem homogenen Polynom F des Grades d auf der rechten Seite der durch F
definierte Schnitt auf der linken Seite entspricht.

Wir bilden die direkte Summe uber alle d und erhalten
F*(Ui , OX) = k[XO""’XN]xi

Man beachte, dies ist ein Isomorphismus graduierter Ringe mit 1. Durch Ubergang zu

den homogenen Bestandteilen des Grades d erhalt man die Isomorphismen (1) zuriick.

Nun sind die Garben OX(d) quasi-koherent, und dasselbe gilt fur deren direkte Summe

F = @dEZ OX(d).
Deshalb gilt
FIUi = F(Ui, F) = r*(Ui , OX) = (k[XO""’XN]X.)
Fur die affine offene Hauptmenge
X. X
i 1p
Uio,...,i = Uioﬂ...ﬂUp=D(Xi -...-Xi )
p 0 0
von Ui erhalten wir also
0
r(Ui | » ) = (k[XO’""XN]x.)X. X.
0 p 17 i
L .p
x x.
0 p
- k[XO""’XN]xi "X
0 p
=S
Xi st
0 p
Der Cech-Komplex von U mit Koeffizienten in F hat die Gestalt
30 o1 9P
C(U,F):O—)HSi — st o > IT SX -y
10 0 10<11 10 11 10<...<1p 10 1p

Er besteht aus graduierten A-Moduln, und die Differentiale respektieren die
Graduierung (und basieren auf den natiirlichen Einbettungen in die Quotientenringe).
Nach Konstruktion ist

HOX, F) = Ker(80).
Wir haben zu zeigen,

S = Ker(aY) )
Weil das O-te Differential des garbifizierten Cech-Komplexes als Kern gerade die Garbe
F ist, erhalten wir durch Ubergang zu den globalen Schnitten, daf} gilt
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S C I'(X, F) C Ker(3Y)
Es besteht also zumindeste die Inklusion ‘C’.Beweisen wir die umgekehrte Inklusion.
Sei s ein Element aus dem Kern von V. Weil die Differentiale die Graduierungen
respektieren, liegt dann auch jeder homogene Bestandteil von s im Kern, und es reicht

zu zeigen, daf} diese homogenen Bestandteile in HO(X, F) liegen. Wir konnen also
annehmen,

s € Ker(ao), s homogen vom Grad d.
Der Schnitt s hat die Gestalt

$= {80, N IS €S,

Die naturrlichen Abbildungen in die Quotientenringe SX . o Von S sind injektiv
i() X

(weil die X, keine Nullteiler von S sind). Wir konnen deshalb alle diese Ringe als

Teilringe von

S’ = SX X
0 XN
auffassen. Die Aussage, daf3 s im Kern von d0 liegt, bedeutet dann, daf} gilt
s.=s.In S’
1)
fur je zwei Indizes i,j, d.h. ‘
S ::50:51:...:lenS.

Ein homogenes Element s” des Grades d von S” hat die Gestalt

1 1
’ = Oo ° No
S XO XN F(xo,...,XN)

mit einem homogenen Polynom F € S mit

d= ig tet i + deg F

(vgl. (1)) Wir konnen dabei annehmen, daf3 F durch keine der Unbestimmten X, teilbar

ist. Die Bedingung s’ = Sy bedeutet dann, daf} ij = 0 gilt fur alle von v verschiedenen j.

Da s im Kern von 80 liegen soll, mussen alle ij = 0 sein, d.h.

i i
= 00 ° No
S XO XN F(XO,...,XN)
liegt in S. Es gilt also (2), und damit Aussage (i).
Zu (iii). Wir behalten die bisherigen Bezeichnungen bei. Wir haben

HN(X, F) = Koker(aN'lz IT SX X o SX « )
i=0 0"""1-1"1+17""N 0N
zu berechnen. Es gilt
N-1 N
d (so,...,sn) = s0 s1 + ..+ (-1) SN'
Die alternierende Summe, welche den Korand definiert besteht hier nur aus einem
Summanden.

Wir betrachten S als freien A-Modul mit der Basis
XO...XN

i
O. . N .. .
XO XN mit 10 Y s IN e Z.
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Das Bild von 8! wird dabei von solchen Potenzprodukten erzeugt, und zwar von
denjenigen mit iv > 0 fir mindestens ein v.”’ Damit ist der Kokern der von den iibrigen

Potenzprodukten erzeugte freie A-Modul. Mit anderen Worten, HN(X, F) ist frei uber
A mit der Basis _
i i
0. . N o, v .
XO XN mit 10 <0, .., 1N <0
Alle diese Basis-Elemente haben einen Grad
i +...+i s(-D+...+(¢-1)=-N-1.

0
Zum maximalen Grad - N - 1 glbt es nur einen freien Erzeuger, namlich den mit
i, =...=1, = -1. Der homogene Bestandteil dieses Grades ist somit vom Rang 1,

0" IN
HN(X, 05 (-N-1) = A, 3)

Dies ist gerade die Behauptung von Aussage (ii1).
Zu (iv). Wie wir gerade gesehen haben, istd = - N - 1 der grofite Grad mit

HN(X, 05(d) # 0

Der zweite Faktor des Definitionsbereichs der Paarung von (iv) ist somit Null furd < 0.
Dasselbe gilt wegen (i) auch fur den ersten Faktor. Die Paarung ist also perfekt fur alle
ganzen Zahlen d < 0. Fur d = 0 hat der erste Faktor eine Basis aus Potenzprodukten des
Grad d,
0 _ 0 x'N
HY(X =®. . . Aex YVox Y. 4

(X, OX(d)) ®IO+"'+1N=d’OSIV 0 N @)

Entsprechend besitzt der zweite Faktor eine Basis aus Potenzprodukten des Grades -d-

N-1, wobei samtliche Exponenten negativ sind,

N dN-1)) = N
HY(X, 0y (-d-N-1) = @-(jo+1)-----(jN+1)=d,jV<OA x Dk )

Die Multiplikation mit dem Schnitt

i i
0=XO...XN,Ei =d
0 N v

v

aus dem ersten Faktor (4) induziert einen Garben-Morphismus
OX(—d—N—l) — OX(N—l),

der sich als Multiplikation mit o auf die Cech-Komplexe fortsetzt und damit auf der N-
ten Kohomomologie die Gestalt
j j i+ i
XJO...XJN > x 0 JO...X N
0 N 0 N
hat, wobei das Potenzprodukt rechts durch Null zu ersetzen ist, falls einer der

+jN

Exponenten von -1 verschieden ist.* Die Multiplikation mit o iberfuthrt also das Basis-

Element

-1-1 -1-1
x O0.x N

0 "N
von (5) in das Basiselement von HN(X, OX(N—I)) und alle tibrigen Basiselemente von

(5) in die Null. Die Elemente der Basis (4) entsprechen damit gerade den Elementen des
Duals der Basis von (5), d.h. die Paarung ist perfekt.

7 Man wihle fur eine der Koordinaten s, ein Potenzprodukt und fur alle iibrigen Koordinaten die Null.
i

% Der Kokern (3) entsteht durch Wegfaktorisieren aller Potenprodukte mit dem falschen Grad.
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Zum Beweis des Satzes ist noch die Aussage von (ii) zu beweisen.
Zu (ii). Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach N. Im Fall N = 1 ist die Aussage
leer. Sei also N > 1.

Der oben betrachtete Cech-Komplex C(U, F) entsteht aus dem garbifizierten Cech-
Komplex C(U,F) durch Anwenden des globalen Schnitt-Funktors. Wir schrinken jetzt
den garbifizierten Cech-Komplex auf UN ein und wenden dann den globalen Schnitt-

Funktor an. Wir erhalten so den Cech-Komplex des Raums U
Uberdeckung

N bezuglich der

U= {UimUN}i:O,...,N'
Die endlichen Durchschnitte der Mengen dieser Uberdeckung sind affin. Die
Kohomologie des Cech_—Komplexes ist gleich der Garben-Kohomologie
1 ’ _ 1 _ ..
H'(C(U’, FIUN)) =H (UN , F) =0 furi>0.

Das Gleichheitszeichen rechts gilt, weil UN affin ist. Nun ist der Durchschnitten von

UN mit den endlichen Durchschnitten UJ der Ui gerade die durch XN definierte offene

Hauptmenge der UJ. Deshalb entsteht der eingeschrinkte Cech-Komplex aus dem

uneingeschrankten durch Ubergang zu den Quotienten bezuglich der Potenzen von x

C(U,F_ . )=C(U,F)
N N
Weil der Uberganz zum Quotientenring exakt ist, kommutiert dieser Funktor mit dem
Kohomologie-Funktor. Es folgt fur 1 >0

NZ

0 =HYCU’, Fl__. )
U
. N
=H'(CU, B )
' N
=H'(C(U, F))
. N
=H'X, F)
XN |
Damit wird jedes Element von H'(X, F) von einer Potenz des Elements x . annulliert.

N
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dafl die Multiplikation mit XN eine
bijektive Abbildung

i AN i
H!(X, F) — HY(X, F) (6)

induziert.
Zum Beweis betrachten wir den Primdivisor H = diV(XN). Die Idealgarbe von H wird

auf Ui durch die regulare Funktion XN/Xi erzeugt, stimmt dort also mit OX(—H) uberein.

Weil dies fur alle 1 gilt, ist

05 (1) =0y (H)
gerade die Idealgarbe des reduzierten und irreduziblen abgeschlossenen Teilschemas H.
Insbesondere besteht eine exakte Sequenz

X
N
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wobei der Monomorphismus links gerade in der Multiplikation mit dem globalen Schnitt

Xy von OX( 1) besteht.

Wir tensorieren mit den lokal freien Garben OX(d) und gehen zur direkten Summe

uber. Wir erhalten eine exakte Sequenz

AN
0 —F-1)—>F—F,—0

H
mit
FH = @dEZ OH(d).

Aus der kurzen exakten Sequenz erhalten wir die Exaktheit der Sequenz

. X . .
... — HY(X, F(-1)) X H'(X, F) — H'(X, Fp)— - (7)

Als S-Modul ist F(-1) gerade der Modul, den man aus F durch Versschieben der Grade
um 1 erhilt. Die linke Abbildung besteht gerade in der Multiplikation der S-Moduls mit
dem Element Xy von S.®

Nun ist H isomorph zum IP’E_I, und wegen F

anch 2.2.2,

_82 7. . .
0= direktes Bild von ® OH(d) gilt
i _ i
H'(X, FH) =H'(H, ® OH(d)).
Nach Induktionsvoraussetzung folgt
H(X, F)=0fir0<i<N-l

Zusammen mit (7) ergibt sich,
(6) ist surjektiv fur 0 <i < N-1 und
(6) ist injektiv fur 1 <i <N.
Wir haben noch die Surjektivitat fur i = N-1 und die Injektivitat fur i = 1 zu beweisen.

Die exakte Sequenz (7) hat am linken Ende die Gestalt
0 *N ;0 a0

Die Null rechts auen kommt dabei von der Tatsache daf} die Abbildung o gerade die
naturliche Surjektion

S — S/(XN)
ist (nach (i)). Daraus ergibt sich die Injektivitat von (6) furi= 1.

Das rechte Ende der langen Kohomologie-Sequenz hat die Gestalt

8 d.h. wenn die Graduierungen ignoriert ist es die gewohnliche Multiplikation
i N i
H(X,F) — H(X, F)
mit X__.
N
82 Die abgeschlossene Einbettung i: H & X = Pi definiert einen Gruppen-Homomorphismus

Pic X — Pic H, G » i*G
(wegen i*OX = OH). Das Bild der getwisteten Garbe OX(d) ist dabei gerade OH(d) (weil die

Ubergangsfunktionen der Bildgarbe durch Einschrianken der Ubergangsfunktionen x(il/x}i auf H enstehen,

bzw. weil die Einschrankung eines homogenen Polynoms des Grades d auf H ein homogenes Polynom
des Grades d - oder Null - ist).
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- d XN
0— HN1x, F ) =5 BN, Fe1) = BN, F) — 0

Die Null rechts kommt von der Tatsache daf3 H eine Dimensioin < N besitzt. Um die

Null links zu verstehen, beachten wir daf3 HN(X, F) der freie A-Modul ist mit der Basis
aus Monomen der Gestalt

J J
O. . N o . .
XO XN mit _]0 <0, .. ,_]N <0.
Ein solches Monomom liegt genau dann im Kern von XN wenn durch Multiplikation
mit XN ein Monom entsteht, da3 nicht mehr diese Gestalt hat, d.h. wenn jN = -1 ist.
Der Kern von XN ist somit der freie A-Modul mit der Basis aus Monomen der Gestalt
ij- -XjN mitj, <0, ...,j  <0,j =-1
o N Jo NN =1
Nun ist HN'l(X, FH) der freie A-Modul mit der Basis aus Monomen der Gestalt
J J
0. . N_l o, o .
XO XN-l mit JO <0, .. ,JN_l <0,
und 9 ist die Division durch x,,*’ und 9 bildet surjektiv auf den Kern von x,. ab.

N’ N
Insbesondere ist damit d injektiv. Aus der Injektivitit von 0 ergibt sich aber die
Surjektivitat von (6) im Fall i = N-1.
QED.

4.1.9 Die Kohomologie kohiarenter Garben auf projektiven Schemata

Seien A ein kommutativer noetherscher Ring mit 1 und X ein projektives Schema uiber
A* | F eine koharente Garbe auf X. Wir bezeichenen mit OX(d) die Tensorpotenzen

einer sehr amplen Garbe (‘)X(l) auf X.*° und setzen
F(f) := F®OXOX(d)

Dann gelten die folgenden Aussagen.
@) H'(X, F) ist ein endlich erzeugter A-Modul.
(i1) Es gibt eine von F abhédngige ganze Zahl dO mit

HI(X, F(d)) = 0 fir jedes i >0 und jedes n = d
Beweis: siche Hartshorne, Algebraic geometry, Th. I11.5.2
QED.

o

% Man betrachte die kurze exakte Sequenz der Cech-Komplexe, welche die lange Kohomologie-Sequenz
/7) definiert: den Zusammenhangshomomorphismus erhalt man, indem man einen Repréasentanten einer
Kohomologie-Klasse wihlt, ein Urbild bezuglich F — FH wihlt, den Korandoperator anwendet und

ein Urbild bezuglich der Multiplikation mit XN sucht, d.h. durch XN teilt. Man beachte, uiber den

offenen affinen Hauptmengen UJ induziert der Garben-Morphismus F — FH Surjektionen.
N
8 d.h. ein abgeschlossenes Teilschema eines [P A

% d.h. OX(I) ist das inverse Bild beziiglich einer abgeschlossenen Einbettung X & P := Pi in einen

projektiven Raum tiber A der Twistgarbe OP(I) dieses projektiven Raums.
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4.1.10 Direkte Bilder koharenter Garben (proper mapping theorem).

Seien f: X —» Y ein projektiver Morphismus®*® noetherscher Schemata und F eine
kohérente Garbe auf X. Dann ist das direkte Bild f, F eine kohérente Garbe auf Y.
Beweis: siche Hartshorne, Algebraic geometry, Th. III, 8.8

QED.
Bemerkungen

(i)  AuBer f_F sind auch die hoheren direkten Bilder Rif*F koharent.
(i) Die Aussage gilt allgemeiner fur eigentliche Morphismen (vgl. Grothendieck,
EGA 111, 3.2.1).

(iii)) Es gibt ein d , mit Rif*F(d) =0 fur jedesi>0und jedesd =d

0 0

4.2 Garben von Differentialformen

4.2.1 Kahler-Differentiale

Sei f: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Wir betrachten
im folgenden B als Modul uiber A, d.h. wir schreiben
asb :=f(a)b fura€E A und b € B.
Die Multiplikation in B definierten eine A-bilineare Abbildung
BxB—B,(b’,b”) » b’b”.
Diese induziert einen A-linearen Homomorphismus
B®AB — B,b’®b” » b’b”, (1)

von kommutativen Ringen mit 1, welcher offensichtlich surjektiv ist. Der Ring B&® AB

besitzt bezuiglich
bex := (b®1)ex
xeb := (1®b)x
zwel B-Modul-Strukturen, die wir mit linke bzw. rechte B-Modul-Struktur von B&® AB

nennen werden. Der Homomorphismus (1) ist B-lineare bezuiglicher beider Strukturen.

Wir bezeichnen mit
I:= IB/A = Ker(B®AB — B)
den Kern von (1) und erhalten so eine exakte Sequenz von B-Moduln

0—1 —)B@AB—>B—>0

B/A
(bezuglich beider B-Modul-Strukturen von B®B). Entsprechend besitzt auch I zwei B-
Modul-Strukturen. Wir setzen

— — 112
Q= QB/A =11
und nennen diesen B-Modul Modul der Kahler-Differentiale von B iiber A (genauer der

Kahler-Differentiale beziiglich f. Nach Konstruktion gilt
[-Q=0. 2)

% d.h. f ist tiber den offenen Mengen U = Spec A von Y lokal von der Gestalt
XS Pi — Spec A,

wobei der linke Morphismus eine abgeschlossene Einbettung und der rechte Morphismus der naturliche
ist.
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Bemerkungen
(i)  Fur beliebige Elemente

b € B und oEQ
gilt wegen b&®1 - 1®b € I und (2) stets
bew = web,
d.h. die beiden B-Modul-Strukturen von Q2 stimmen uiberein.
(i) Die Zusammensetzung der A-linearen Abbildung
B—Lbr b®I1-1Xb,

mit der naturlichen Abbildung in den Faktorring I — /12 wird mit

d:dBA:B—>Q b|—>b®1—1®bmodIB

/ B/A’ /A
Fur bEB heil3t

db
(Kahler-) Differential von b iiber A.Es gilt

a) da = 0 fur jedes Element a aus dem Bild von f: A—B.*’

b) d(b’b”) = b’+db” + b”+db’ fiir je zwei Elemente b’, b € B*®
c) Die Abbildung d ist A-linear.*

(i) Das Ideal T wird als B-Modul (bezuglich beider B-Modul-Strukturen) von den
Elementen der Gestalt
b®1 - 1®b mitb €EB
erzeugt. Insbesondere gilt

Qpy= 3 Bedb

beB
(iv) Seien B = A[Xl""’XN] ein Polynomring ung f: A — B die natirliche
Einbettung. Dann gilt fur jedes Polynom b = b(Xl""’XN)
N
db
db= E dei.
1=1 1

Insbesondere ist

QB/A = de1 + ...+ deN

ein freier B-Modul mit dem B-linear unabhéngigen Erzeugendensystem

dxl,...,de

Beweis von (iii). Fur jedes Element
o=y b’i®b”i el

i
gilt

87 Weil das Tensorprodukt iiber A linear ist, gilt a®1 - 1®a = a+«(1®1 - 1®1) = 0.
8 Genauer ist

d(b’b”) =b’b’®1 - I®b’b” mod I
=(b’'®1)(b’®1 - 1®b”) + (b’®1 - 1®b’)+(1®b”) mod I
=b’«db” + db’+b”

Weil die beiden B-Modul-Strukturen von Q gleich sind, ist das gerade die behauptete Formel.
% Man wende b) and fur den Fall, daf einer der Faktoren b’ oder b” im Bild von f: A—s B liegt.
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2' b’ib”i - O (1)
1
und
a =y (b’i®1)-(1®b”i)
i
= E (b’1®1).(1®b”1_b”1®1) + E bslb”1®1
i i
= % (b”.®1)+(1®b”.-b”.®1) wegen (1).
Analog ist
a =y (b’i®1)-(1®b”i)
i

=3 (", ®1- 186" )«(1®b") + 3 1®b" b”,
i i

=3 (b, ®1 - 1®b’)+(1®b”) wegen (1).
i

Beweis von (iv).
Es gilt

B®AB = A[Xl""’XN’yl""’yN]’ Xi® 1 B X, 1®Xi|->yi )
Die natuirliche Abbildung B&® AB — B hat bezuiglich dieses Isomorphismus die Gestalt

A[Xl,.-.,XN,yl,...,yN] —>DA[X1,-.-,XN], p(x,y) b p(X.x).
Das von den XY erzeugte Ideal I liegt im Kern dieser Abbildung. Die Abbildung

faktorisiert sich deshalb tiber
A[Xl""’XN’yl""’yN]/I = DA[Xl,...,X
Wir sehen also, I ist gleich dem Kern diese Abbildung:

N]'

| I= IB/A = (Xl—yl,...,XN—yN)oA[X1,...,XN,y1,...,yN]
Mit Xi =Xy folgt
I= IB/A = (Xl,...,XN)-A[XI,...,XN,yl,...,yN]

Mit B’ = A[Xl’""XN] und I’ = (Xl,...,XN)B’ erhalten wir, weil
B” = A[Xl,...,X
als Polynomring uiber B’ flach ist,

— 112
QB/A =I/1

- I,B”/I’zB”

~ 2 2 92 2
=] ®B,B /1 ®B,B

—~ 2 ’2 2
=01 ®B,B

NaylaayN]

—~ b ’2 9 b 2 b ’2 : : b ’_
=TI/ ®B’/I’B /1 ®B,B (I’/1< ist ein B’/I’-Modul)
—~ 9 ’2 2 b 2

=T/ ®B’fI’B T'B
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Nun ist B’/I’ = A, B”/I’'B” = B und der erste Faktor ist gerade der freie A-Modul mit

dem A-linear unabhangigen Erzeugendensystem Xl""’XN' Wir erhalten so die direkte
Zerlegung

QB/A =B-X1+...+B-XN

Dabei bezeichne )_(i die Restklasse von Xi =X -y = Xi®1 - 1®Xi’ d.h.

X. = dx.
i i

QED.

4.2.2 Kahler-Differential auf Schemata

Sei h: A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1 und f € B ein
Element. Dann besteht eine naturliche Isomorphie

“sa=Cmiadt
Beweis. Aus der exakten Sequenz
0—>I—>B®AB—>B—>O

Erhalten wir durch Anwenden des Funktors ®BB ¢ die exakte Sequenz

1ot > BO,B—B;—0

Wir wenden den Funktor B f®B an und beachten, das das naturliche Bild von f in B

0—1

f

eine Einheit ist, der Quotienten-Ring von B bezuiglich der Potenzen von f also gleich B

f f
ist. Wir erhalten so die exakte Sequenz
| 0—>(Il®f)f®l—>Bf®ABf—>Bf—>O.
Es folgt mitJ = (Il®f)f®1

12 _ 2
QBtjA—J/J = (/1)
Well die linke und die rechte Modul-Struktur von I/I2 uber B gleich sind, entsteht der

Modul auf der rechten Seite, indem man zweimal zum Quotienten-Ring bezuiglich der
Potenzen von f tibergeht. Der zweite Ubergang hat also zu keiner Veranderung, d.h. es

git

1QPf®1

=~ (V12) =
QBt/A = )f_ ( QB/A )f'
QED.

Bemerkungen

6] Seien h: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1,
X :=Spec A
Y :=Spec B

und f: Y — X der durch h induzierte Morphismus affiner Schemata. Dann bezeichne

QY X die quasi-kohérente Garbe.

~Y

@ B/A)

yx=®
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Auf Grund der eben bewiesenen Aussage besteht dann fur jede affine offene
Hauptmenge V = D(f) C Spec B ein natiirlicher Isomorphismung

TV, Qy ) =(Qp, ) =g JA

und damit ein naturlicher Isomorphismus von quasi-koharenten Garben

Q (Q T=Q .

vixiv= ©p t/A) V/X

(i1) Seien f: Y — X ein Morphismus von Schemata mit X = Spec A affin. Fur je

drei affine offene Mengen V, V’, V” C Y mit V C V’[\V” bestehen dann natiirliche
Isomorphismen

Qi v ERyx =Lyyx v

Die lokal auf den affinen offenen Teilmengen V von Y definierten Garben QV X

verheften sich deshalb zu einer global definierten quasi-kohérenten Garbe

y/x
(iii))  Seif: Y — X ein Morphismus von Schemata. Fur jede affine offene Teilmenge
uC X
sind dan auf der Einschrankung
vy —u
von f auf U die quasi-koharenten Garben Q el (UYU definiert. Diese verheften sich zu
einer auf ganz Y definierten quasi-koharenten Garbe
QY/X

welche Garbe der Kihler-Differentiale oder auch Garbe der regularen 1-Formen auf Y
uber X heif3t.

@iv)  Sei f: Y — X Morhismus von Schemata mit der Eigenschaft, dall die
Kompontenen aller Fasern dieselbe Dimension n besitzten. Dann heif3t

AN
U)Y/X =/A"Q

Y/X
kanonische Garbe von Y uber X.

4.2.3 Kiahler-Differentiale und kanonische Garbe auf dem projektiven
Raum

Seien A eine noetherscher kommutativer Ring mit 1,
S = A[XO,...,XN]

X :=Spec A
N
Y = IP)A
und f: Y — X der natiirliche Morphismus von Schemata zur Inklusion
AS S= A[XO,...,XN]
Auf der affinen offenen Menge
o N
Ui = D+(Xi) = Spec S = Spec A[; e T]

(x.)
i 1 i
hat die Garbe der Kahler-Differentiale tiber X die Gestalt
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Xy XN X,
QUi/X = OU dx .+ oUidX_j (dX—i= dl =0)
d.h. des handelt 31ch um einen freien OU.-Modul vom Rang N. Fur die kanonische
Garbe erhalten wir 1
X0 i 1 1+1

Dies ist eine freie Garbe vom Rang 1.

Vergleichen wir die Garben ooUi X und oon X auf UiﬂUj. Um die Rechnung zu

vereinfachen beschranken wir uns auf den Fall i = 0 und j = N, d.h. auf den Vergleich
der Garben

X X
1 N
) =0 d—/\ /\d—
UO/X UO 0 X0
X X
0 N-1
0] =0, d—A ... /\d
UN/X UN XN XN

Wir tiber UOmUN erhalten wir

XO/XN = 1/(XN/XO)

Xi/XN = (Xi/XO)/(X /X

N O) fari=1,...,N-1

X
also mit X. = =
' %o
X
0 q 0 U2
N
X.
di— = dxXdex) = X2x.dX. + XJddx
. = AN X = XN X dX g+ XN X,
Damit erhalten wir

N

oy xu. Au.. = U U dX | A . AdXy -
0 0 N
-2
() | =0 XagdXo A
N
U/XU,NUy ~ UMYy N
-2 -1
AACXR XX+ XGAXOA
-2 -1

-N-1
= XN OU ﬂU dX ARS /\dXN

N—l)

Der Verheftungsisomorphismus auf UO(']UN besteht in der Multiplikation mit der (-N-

X

1)-ten Potenz von XN = X—N Mit anderen Worten, die die lokal definierten umkehrbaren
0

Garben verheften sich zur Garbe
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Wy ¢ = OY(-N-l).
*0 *N-1
Anders ausgedriickt, die Differentialform d— /\ ... Ad hat auf U, weder Pole
XN XN N
noch Nullstellen und entlang der Hyperebene XN = 0 einen Pol der Ordnung N+1. Ein
Divisor K mit
Oy = OY(K).

heiflt kanonischer Divisor von Y iiber X (und wird gewohlich mit K bezeichnet).

Die Ergebnisse von 4.1.8 lassen sich damit wie folgt formulieren:
HN(Y,0,,(K) = A =H(Y, 0,).
Sei D ein Divisor auf Y mit OY(D) = OY(d).9° Dann gelten die folgenden Aussagen:

HN(Y,0, (K-D)®w,, . ) ist dual zu HYy, 0,,(D)).

Y/X
HN(Y,0,, (D)) ist dual zu HYy, 0,(K-D))

Der Dualitatssatz von Serre verallgemeinert diese Aussagen auf den Fall von projektiven
Varietiten, deren lokale Ringe Cohen-Macaulay-Ringe sind.

5. Ext-Gruppen und Garben

. Serre-Dualitat

6
7. Hohere direkte Bilder
8. Flache Morphismen
9

. Glatte Morphismen
10. Kohomologie und Basiswechsel
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