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1. Folgern Sie aus den Axiomen der reellen Zahlen (2 Punkte):

. —(r+y)=—-2—yfaz,yund (zy) =2y~ fa z,y #0.
2.0<z<yundz<0=2z>yz

3.zy<0& (x<0undy>0) 0der(z>0undy<0)

4. 0<z<y=.>,

2. Beweise durch vollstiandige Induktion (3 Punkte):

a) 13+23+...+n3:(%n(n+1))2,

b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n ist 3™ > n3.

3. (a) Zeige (2 Punkte): Das Vollstindigkeitsaxiom in 1.1.III ist dquivalent zu folgender Aussage:

Zu je zwei nichtleeren Teilmengen A und B von R mit @ < b fiir alle a € A und b € B gibt
es eine reelle Zahl t mita < ¢t < bfirallea € Aund b € B.

(Das bedeutet: Man darf im Vollstindigkeitsaxiom “a < b” durch “a < b” ersetzen.)

(b) Zeige (2 Punkte): Es gibt Mengen A und B wie in (a), so daB keine Zahl ¢t € R existiert mita < ¢t < b
firallea € Aund b € B.
(Das bedeutet: Man darf im Vollstindigkeitsaxiom nicht “a <t < b” durch “a <t < b” ersetzen.)

4. (Je 2 Punkte)

a) Die “Dedekindsche Schnitteigenschaft” besagt:

Sind A und B nichtleere Teilmengen von R mit R = A U B und a < b fiir alle ¢ € A und
b € B, so gibt es eine reelle Zahl ¢t mita < ¢ < bfiiralle a € A und b € B, und diese Zahl
t ist eindeutig bestimmt.

Zeige: Vollstindigkeitsaxiom < Dedekindsche Schnitteigenschaft.

b) Sei A eine nichtleere Menge positiver Zahlen mit inf A > 0. Sei B= {1 |a € A}.
1

inf A . -

( Beachte: Vergil} nicht zu zeigen, da} sup B auch existiert!)

Zeige: sup B =

¢) Seien A und B wie in a), jedoch inf A = 0. Zeige: B ist nach oben unbeschrinkt.
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