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Thema

Konvergenzordnung von Kollokationsverfahren zur Losung von Randwertproblemen.

Aufgabenstellung

Gegeben sei ein Randwertproblem der Form

T = f(t,(L’), r(m(a),x(b)) =0,

wobei f:[a,b] x R" — R" und ' R" x R" — R". Die Funktionen f und r seien hin-
reichend oft stetig differenzierbar. Bei einem Kollokationsverfahren wird das Problem
folgendermaflen diskretisiert. Man wéhlt zunachst ein Gitter geméafl

a:t0<t1<-~~<tN_1<tN:b.

Statt einer tatsichlichen Losung € C1([a, b], R™) sucht man eine approximative Losung
zr € C([a,b],R™), die auf jedem Teilintervall in jeder Komponente mit einem (skalaren)
Polynom vom Grad k, k € N, tibereinstimmt. Ein Polynom vom Grad k ist durch k£ + 1
geeignete Bedingungen festgelegt. Insgesamt bendtigen wir also (k + 1) Nn skalare Glei-
chungen. Bezeichnet z; die Einschrankung von x, auf [t;,¢;41] fir i =0,...,N — 1, so
liefert die Forderung nach Stetigkeit von z, die (N — 1)n skalaren Bedingungen

.’L‘ﬂ’i_l(ti) :xw,i(ti); 7 = 1,...,N— 1.
Die Forderung, dafl x, der Randbedingung gentigen soll, liefert die n skalaren Bedingungen
r(xzy(a),z(b)) = 0.

Die noch fehlenden £KNn Bedingungen wahlt man wie folgt. Ausgehend von Werten p;,
j=1,... k, mit
0<o01 <po2<--<pEk-1<0or<1

definiert man die sogenannten Kollokationspunkte
tij:ti-i—gjhi, hi=tix1—t, 7=1...k, +=0,...,N—1.
Damit fordert man schliellich

jfw,i(tij) :f(tij,ilfmi(tij)), jZl,...,k‘, iZO,...,N—l.



Man beachte, dal man im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem zu l6sen hat.

Man implementiere das oben beschriebene Kollokationsverfahren, indem man fiir die Dar-
stellung der Polynome geeignete Basen wahlt und die obigen Forderungen in den zu-
gehorigen Koeffizienten formuliert. Das so entstehende nichtlineare Gleichungssystem 16se
man mit dem Newton-Verfahren, wobei man die benotigten Jacobi-Matrizen etwa durch
Differenzenverfahren approximiert. Fir g;, j =1,...,k, verwende man

(a) k I, o= %7
(b) k= 1, 01 :0,
© k=2 a=1-1VE o=1+ivE
(d) k=2, 91:%7@2:17
(e) k=2, 01=0, 02=1,
(f) _35 leé_%\/l5a Q2:%7 Q3:%+%V155
(g) _37 91:%_%\/67 02:%—1—%\/67 03:17
(h) k:?)a o1 =0, Q2:%7 o3 = 1.
Man teste die Implementierung unter anderem an
i=-x, z(0)=0, z(F)=1
und
i=22° z(1)=1, =z(2)=3.

Dabei wahle man zu gegebenem N das Gitter aquidistant und bestimme die Fehler

Eglob o

- h - h
B = maxlea(a - it) —afo+ i)
Ecol_ N .
:Oma§ ||x7r(tw) $<tzg)||00,
j=1,....k
B = max ax(t:) - 2(t:)] o,

1=0,.

wobei x die tatsdchliche Losung bezeichnet, und Schatzungen der zugehodrigen Konver-
genzordnungen p8'°P, peol perid gemif
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